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INTRODUCTION

Avertissement
Ce document est en perpétuelle évolution, et bon nombre de corrigés n’ont pas été relus. Il est donc fort probable
qu’il s’y trouve un certain nombre de coquilles, voire de questions non corrigées.

Vous trouverez ici un recueil de quelques exercices posés ces dernières années à l’oral de l’ESCP et d’HEC.
Bien qu’il y ait parfois des ressemblances entre certains exercices, et des thèmes qui reviennent régulièrement, il n’y a pas
ou peu d’exercices très classiques qu’il faut absolument savoir refaire, le but de ces oraux (comme de l’écrit des parisiennes)
étant justement de vous sortir de votre «zone de confort» afin de voir comment vous réagissez à un contexte qui peut
semble déroutant.
Il ne s’agit donc en aucun cas de faire tous ces exercices, mais plutôt d’essayer de bien en comprendre quelques uns.

Les exercices sont classés par thèmes, avec une indication (nécessairement subjective) de leur di�culté (Facile, Moyen ou
Di�cile), cette di�culté étant toute relative : un exercice «Facile» d’oral reste plutôt di�cile par rapport à ce que nous
avons fait dans l’année.

La quasi totalité des exercices avec préparation sont trop longs pour être finis dans le temps imparti, et ce n’est pas ce que
l’on attend de vous. De même, il est rare de réussir à terminer les questions sans préparation dans les 10 à 15 minutes qui
leur sont dévolues à l’oral. Mais peu importe, ce que l’examinateur va chercher à déceler, ce sont vos aptitudes à explorer
des pistes (mêmes infructueuses) et votre capacité à réagir aux indications qui sont fournies en cours d’exercice.
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1.1 POLYNÔMES
Il existe des relations entres les racines d’un polynôme et ses coe�cients.
La plus simple d’entre elles est pour les polynômes de degré deux : si P(X ) = X 2 + aX + b possède pour racines (réelles ou
complexes) x1 et x2, alors

P(X ) = (X − x1)(X − x2) = X 2 − (x1 + x2)X + x1x2.
Et donc par identification des coe�cients, a = −(x1 + x2) et b = x1x2.

Une application amusante de ces relations est la suivante : pour trouver deux nombres x1 et x2 tels que



x1 + x2 = s

x1x2 = p
, il

su�t de déterminer les racines de X 2 − sX + p (ce qui pour des nombres réels n’est possible que si s2 − 4p > 0).

Bien que l’exercice suivant relève plutôt de l’analyse, il fait apparaître des relations très importantes sur les polynômes, qui
lient les racines et les coe�cients.

EXERCICE 1.1 (ESCP 2009) [ESCP09.1.05] Moyen
Sommes de Newton
Abordable en première année :!
Thèmes du programme abordés : séries numériques, polynômes

1. Exemple introductif.

(a) Montrer que pour tout n de N,
(
2 +
√
3
)n
+

(
2 − √3

)n
est un entier naturel.

(b) En déduire que la série de terme général sin
(
π

(
2 +
√
3
)n )

est convergente.

Soit P = X 3 + a1X
2 + a2X + a3 un polynôme unitaire de degré 3 à coe�cients dans N.

On suppose que P possède trois racines réelles x1,x2,x3 telles que |x1| > 1, |x2| < 1 et |x3| < 1.
On pose :

σ1 = x1 + x2 + x3, σ2 = x1x2 + x1x3 + x2x3, σ3 = x1x2x3.

On pose enfin, pour tout n ∈ N∗ : Sn = xn1 + x
n
2 + x

n
3 .

2. (a) Exprimer a1,a2,a3 en fonction de σ1,σ2,σ3.
(b) Calculer σ1σ2 − 3σ3. En déduire l’expression de S1, S2 et S3 en fonction de σ1,σ2,σ3.
(c) Montrer que pour tout p de N∗ : Sp+3 − σ1Sp+2 + σ2Sp+1 − σ3Sp = 0.
(d) En déduire que pour tout n de N∗, Sn est un entier relatif.

3. Déterminer la nature de la série de terme général sin
�
πxn1

�
.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.1
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6 CHAPITRE 1 : ALGÈBRE

1.a. D’après la formule du binôme, on a

(
2 +
√
3
)n
+
(
2 −
√
3
)n
=

n∑
k=0

(
n

k

)
2n−k

(√
3
)k
+

n∑
k=0

(
n

k

)
2n−k

(
−
√
3
)k
= 2

n∑
k=0
kpair

(
n

k

)
2n−k

(√
3
)k
.

Mais si k = 2p est pair,
(√

3
)k
= 3p est un entier, et donc

(
2 +
√
3
)n
+

(
2 − √3

)n
est une

somme d’entiers positifs, et donc est dans N.
Mieux : c’est même un entier pair.

1.b. Notons que
(
2 +
√
3
)n

tend vers +∞ lorsque n → +∞, puisque 2 + √3 > 1.
En revanche, 0 < 2 − √3 < 1 et donc

(
2 − √3

)n −→
n→+∞ 0.

Mais d’après la question précédente,

sin
(
Xπ

(
2 +
√
3
)n )
= sin

*...
,

π
((
2 +
√
3
)n
+

(
2 −
√
3
)n )︸                               ︷︷                               ︸

∈2πZ

−π
(
2 −
√
3
)n+///

-

= − sin
(
π

(
2 −
√
3
)n )
.

Et puisque
(
2 − √3

)n −→
n→+∞ 0, on en déduit que

− sin
(
π

(
2 −
√
3
)n ) ∼

n→+∞ −π
(
2 −
√
3
)n
.

Par critère de comparaison pour les séries de signe constant, puisque la série1 1Géométrique.de terme géné-
ral −π

(
2 − √3

)n
converge, il en est de même de la série de terme général sin

(
π

(
2 +
√
3
)n )

.

2.a. On a X 3 + a1X
2 + a2X + a3 = (X − x1)(X − x2)(X − x3).

Or en développant ce dernier produit, il vient

P(X ) = X 3 − (x1 + x2 + x3)X + (x1x2 + x1x3 + x2x3)X − x1x2x3 = X − σ1X 2 + σ2X − σ3.

Et donc par identification des coe�cients de P ,

a1 = −σ1, a2 = σ2, a3 = −σ3.

2.b. On a

σ1σ2 − 3σ3 = (x1 + x2 + x3)(x1x2 + x1x3 + x2x3) − 3x1x2x3
= x21x2 + x

2
1x3 + x1x2x3 + x1x

2
2 + x1x2x3 + x

2
2x3 + x1x2x3 + x1x

2
3 + x2x

2
3 − 3x1x2x3

= x21x2 + x1x
2
2 + x1x

2
3 + x

2
2x3 + x2x

2
3

= (x21 + x22 + x23)(x1 + x2 + x3) − x31 − x32 − x33
= S1S2 − S3.

On a déjà S1 = σ1.
De plus, σ 2

1 = x21 + x
2
2 + x

2
3 + 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) = S2 + 2σ2.

Donc S2 = σ 2
1 − 2σ2.

Et enfin, grâce au calcul réalisé au début de la question,

S3 = S1S2 − σ1σ2 + 3σ3 = σ1(σ 2
1 − 2σ2) − σ1σ2 + 3σ3 = σ 3

1 − 3σ1σ2 + 3σ3.

2.c. On pourrait faire un calcul direct et constater que tous les termes s’annulent.
Mais notons plutôt que pour tout i ∈ n1, 3o, P(xi ) = 0.
Soit encore

x
p
i (x3i + a1x2i + a2xi + a3) = 0⇔ x

p
i (x3i − σ1x2i + σ2xi − σ3) = 0.

En sommant ces trois relations, on obtient donc

Sp+3 − σ1Sp+2 + σ2Sp+1 − σ3Sp = 0.
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1.1. POLYNÔMES 7

2.d. Puisque P est à coe�cients dans N, les ai sont des entiers. Et par les relations de 2.a,
σ1,σ2,σ3 sont également des entiers.
Mais alors, les expressions de S1, S2, S3 obtenues en 2.b prouvent que S1, S2, S3 sont égale-
ment des entiers.
Prouvons alors par une récurrence triple que Sp est un entier.
Pour p ∈ {0, 1, 2}, nous venons de le prouver.
Supposons que Sp , Sp+1 et Sp+2 sont des entiers.
Alors

Sp+3 = σ1Sp+2 − σ2Sp+1 + σ3Sp ∈ Z.
Et donc par le principe de récurrence, pour tout p ∈ N, Sp est un entier relatif.

3. Pour tout n ∈ N, on a

�
sin(πxn1 )

�
=

��������
sin

*..
,
π ( Sn︸︷︷︸

∈Z
−xn2 − xn3 )

+//
-

��������
=

�
sin

�
π (−xn2 − xn3 )

��
.

Si k est un entier,

sin(x + kπ ) = ± sin(x )
suivant la parité de k .
C’est la raison pour laquelle
nous utilisons des valeurs
absolues, afin de ne pas avoir
à distinguer suivant la partié
de l’entier Sn .

Valeur absolue

Mais xn2 + x
n
3 −→n→+∞ 0 car |x2| < 1 et |x3| < 1.

Et donc
�
sin

�
πxn1

�� ∼
n→+∞ π

�
xn2 + x

n
3

�
.

Or, par l’inégalité triangulaire, 0 6
�
xn2 + x

n
3

�
6 |x2|n + |x3|n .

Mais la série de terme général |x2|n + |x3|n est convergente car somme de deux séries
géométriques convergentes, et donc par comparaison de séries à termes positifs, la série de
terme général

�
sin

�
πxn1

��
est convergente.

Et donc
∑

sin
�
πxn1

�
est absolument convergente, donc convergente.

�

EXERCICE 1.2 (QSPHEC 2012) [HEC12.QSP16] Facile
Divisibilité de polynômes complexes
Abordable en première année :!

Soit n ∈ N et Pn le polynôme de Cn[X ] défini par Pn(X ) = Xn + 1.
Pour quelles valeurs de n, Pn est-il divisible par X 2 + 1 ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.2 Nous savons que X 2 + 1 = (X − i)(X + i).
Et donc Pn est divisible par X 2 + 1 si et seulement si i et −i en sont racines.
Or, Pn(i) = in + 1. Les puissances de i sont i,−1,−i, 1, i,−1,−i, . . . . Autrement dit :

in =




1 si n = 4k
i si n = 4k + 1
−1 si n = 4k + 2
−i si n = 4k + 3

Par conséquent, Pn(i) = 0 si et seulement si n est de la forme 4k + 2,k ∈ N.
De même, on a Pn(−i) = (−i)n + 1 = (−1)nin + 1. Donc Pn(−i) = 0 si et seulement si
(−1)nin = −1.
Or, in est réel si et seulement si n est pair, et alors (−1)n = 1.
Donc Pn(−i) = 0⇔ in = −1⇔ n = 4k + 2.
Et donc Pn est divisible par X 2 + 1 si et seulement si n est de la forme 4k + 2, k ∈ N. �

EXERCICE 1.3 (QSPHEC 2008) [HEC08.QSP11] Moyen
Autour de la division euclidienne
Abordable en première année :!
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8 CHAPITRE 1 : ALGÈBRE

Soit n > 2 un entier naturel. Déterminer tous les polynômes de Rn[X ] divisibles par X + 1 et dont les restes de la
division euclidienne par X + 2,X + 3, · · · ,X + n + 1 sont égaux.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.3 Notons que pour k ∈ R, le reste de la division eucli-
dienne d’un polynôme P par X + k est une constante αk et qu’alors, si P = (X + k)Q + αk ,
nécessairement P(−k) = αk .
Ainsi, nous cherchons les polynômes divisibles par X + 1 qui prennent la même valeur en
−2,−3, · · · ,−n − 1.
Soit donc P un tel polynôme, et soit α la valeur commune de P(−2) = P(−3) = · · · =
P(−n − 1).
Alors P − α est un polynôme de degré au plus n qui s’annule en −2,−3, · · · ,−n − 1 : il est
donc de la forme P − α = λ(X + 2)(X + 3) · · · (X + n + 1), avec λ ∈ R.

Le fait que P soit de degré
au plus n est important, sans
cela on pourrait uniquement
a�rmer que P−α est divisible
par (X +2) · · · (X +n+1), mais
le quotient pourrait alors être
un polynôme non constant.

Remarque

Et puisque P est divisible parX+1, on a P(−1) = 0⇒ λ(−1+2)(−1+3) · · · (−1+n+1)+α = 0.
Soit encore λn! + α = 0. Ainsi, P est de la forme P = λ ((X + 2)(X + 3) · · · (X + n + 1) − n!).

Inversement, si P = λ ((X + 2)(X + 3) · · · (X + n + 1) − n!), avec λ ∈ R, alors P(−1) = λ(n! − n!) = 0,
de sorte que P est divisible par X + 1.
D’autre part, P(−2) = P(−3) = · · · = P(−n − 1) = −λn!. Et donc les restes de la division
euclidienne de P par X + 2,X + 3, · · · ,X + n + 1 sont tous égaux à −λn!
Ainsi, les polynômes satisfaisant aux conditions de l’énoncé sont exactement les polynômes
de la forme λ ((X + 2)(X + 3) · · · (X + n + 1) − n!). �

1.1.1 Polynômes de Lagrange
L’exercice suivant montre qu’en utilisant les polynômes de Lagrange, il est possible «d’approcher» toute fonction par une
fonction polynomiale, en ce sens qu’elle prend les mêmes valeurs en n points fixés à l’avance.
Dans le cas où la fonction de départ est de classe Cn , on obtient même une majoration de l’erreur commise en l’approchant
par un tel polynôme.

EXERCICE 1.4 (ESCP 2012) [ESCP12.2.13] Moyen
Polynômes d’interpolation de Lagrange et majoration de l’erreur
Abordable en première année :!

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non nul et (a1, . . . ,an) une famille de nombres réels distincts.
Pour tous (i, j) ∈ N2, on note δi, j = 1 si i = j et δi, j = 0 si i , j.

1. (a) Soit i ∈ n1,no. Montrer qu’il existe un unique polynôme Li ∈ Rn−1[X ] tel que pour tout j ∈ n1,no,
Li (aj ) = δi, j .

(b) Montrer que la famille (Li )i ∈n1,no est une base de Rn−1[X ].

2. Soit π : R[X ]→ R[X ] définie par ∀P ∈ R[X ], π (P) =
n∑
i=1

P(ai )Li .

(a) Montrer que π est un projecteur de R[X ].
(b) Déterminer le noyau et l’image de π .

(c) On note F =


Q

n∏
i=1

(X − ai ), Q ∈ R[X ]


. Montrer que F ⊕ Rn−1[X ] = R[X ].

(d) Soit P ∈ Rn−1[X ]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (Li )i ∈n1,no.
3. Soit ε : Rn−1[X ]→ Rn , P 7→ (P(ai ))i ∈n1,no.

(a) Montrer que ε est un isomorphisme.
(b) Soit f ∈ F(R,R). Montrer qu’il existe un unique polynôme P ∈ Rn−1[X ] tel que P(ai ) = f (ai ), pour

tout i ∈ n1,no.
Ce polynôme s’appelle le polynôme d’interpolation de Lagrange associé à la fonction f aux points (a1, . . . ,an).
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4. Soient a,b ∈ R tels que a < b. Soient f ∈ Cn([a,b],R), a1,a2, . . . ,an tels que a 6 a1 < · · · < an 6 b et P le
polynôme d’interpolation de Lagrange associé à f et aux points (a1, . . . ,an).
(a) Soit x ∈ [a,b] \ {a1, . . . ,an} et K réel. On définit la fonction φ par :

φ : [a,b]→ R, t 7→ f (t) − P(t) − K
n∏
i=1

(t − ai ).

Montrer qu’il existe K tel que φ(x) = 0.
(b) Montrer que pour cette valeur de K , il existe ζ ∈ [a,b] tel que φ(n)(ζ ) = 0.
(c) Montrer que pour tout x ∈ [a,b], on a :

|f (x) − P(x)| 6

n∏
i=1

|x − ai |

n!
sup
[a,b]

|f (n)|.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.4
1.a. Supposons qu’un tel polynôme Li existe. Alors les aj , 1 6 j 6 n, j , i sont racines de Li , et

donc Li est divisible par
n∏
j=1
j,i

(X − aj ) : il existe Qi ∈ R[X ] tel que Li = Q
n∏
j=1
j,i

(X − aj ).

Mais alors degLi = degQ + (n − 1), et puisque degLi 6 n − 1, degQ 6 0.
Autrement dit, Q est une constante λ.
Et alors

1 = Li (ai ) = λ
n∏
j=1
j,i

(ai − aj )⇔ λ =
1

n∏
j=1
j,i

(ai − aj )
.

Le fait que les ak soient deux
à deux distincts garantit que

n∏
j=1
j,i

(ai − aj ) , 0.

Remarque

Et donc Li =
n∏
j=1
j,i

X − aj
ai − aj .

Inversement, le polynôme Li =
n∏
j=1
j,i

X − aj
ai − aj est bien de degré inférieur ou égal1 1 En réalité, il est de degré

égal à n − 1.
à n − 1, et

vérifie ∀j ∈ n1,no, Li (aj ) = δi, j .
Donc il existe bien un unique polynôme de Rn−1[X ] vérifiant ces conditions.

1.b. Soient λ1, . . . , λn des réels tels que
n∑
i=1

λiLi = 0.

Alors pour j ∈ n1,no, en évaluant cette relation en aj , il vient
n∑
i=1

λiLi (aj ) = 0⇔
n∑
i=1

λiδi, j = 0⇔ λj = 0.

Et donc λ1 = · · · = λn = 0 : la famille (L1, . . . ,Ln) est libre.
Puisqu’elle est de cardinal n = dimRn−1[X ], c’est une base de Rn−1[X ].

2.a. Notons que pour tout j ∈ n1,no, on a

π (P)(aj ) =
n∑
i=1

P(ai )Li (aj ) =
n∑
i=1

P(ai )δi, j = P(aj ).

Et donc

π (π (P)) =
n∑
i=1

π (P)(ai )Li =
n∑
i=1

P(ai )Li = π (P).

Puisque d’autre part la linéarité de π est évidente2 2 L’évaluation des polynômes
en ai est linéaire.

, π est un projecteur de R[X ].

2.b. Pour P ∈ R[X ], on a P ∈ Ker(π )⇔
n∑
i=1

P(ai )Li = 0, et par liberté de la famille (L1, . . . ,Ln),

c’est le cas si et seulement si P(a1) = · · · = P(an) = 0.
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10 CHAPITRE 1 : ALGÈBRE

Autrement dit, Ker(π ) est formé des polynômes qui possèdent a1, . . . an comme racines.

C’est donc l’ensemble des polynômes divisibles par
n∏
i=1

(X − ai ) : c’est F .

D’autre part, il est évident que Im(π ) ⊂ Rn−1[X ].

Comme on a π (Li ) =
n∑
j=1

Li (aj )Lj = Li , les Li sont tous dans Im(π ) et donc Rn−1[X ] =

Vect(L1, . . . ,Ln) ⊂ Im(π ).
Et donc Im(π ) = Rn−1[X ].

2.c. Il serait possible de prouver le résultat souhaité par analyse-synthèse, en prouvant que tout
polynôme de R[X ] s’écrit de manière unique comme un élément de F plus un polynôme
de Rn−1[X ].
Mais puisque nous savons que π est un projecteur, on a R[X ] = Im(π ) ⊕ Ker(π ) =
Rn−1[X ] ⊕ F .

2.d. Si P ∈ Rn−1[X ] = Im(π ), alors P = π (P) =
n∑

P=1
P(ai )Li .

Et donc les coordonnées de P dans la base (L1, . . . ,Ln) sont (P(a1), . . . , P(an)).
3.a. La linéarité de ε découle immédiatement de la linéarité de l’évaluation des polynômes.

Puisque Rn−1[X ] et Rn sont tous deux de dimension n, il su�t de montrer que ε est
injective.
Soit donc P ∈ Ker ε. Alors

P(a1) = P(a2) = · · · = P(an) = 0.

Donc a1, . . . ,an sont n racines distinctes3
3Car les ai le sont.

de P . Mais P est de degré au plus n − 1, et donc
est le polynôme nul.

Le seul polynôme qui pos-
sède strictement plus de
racines que son degré est le
polynôme nul.

Rappel

Ainsi Ker ε = {0} et donc ε est un isomorphisme.
Alternative : puisque ε(Li ) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), l’image de la base (L0,L1, . . . ,Ln) est
la base canonique de Rn .
Et donc l’image d’une base de Rn−1[X ] par ε est une base de Rn , ce qui su�t à a�rmer
que ε est un isomorphisme.

3.b. Il s’agit de prouver que (f (a1), . . . , f (an)) possède un unique antécédent par ε.
Mais puisque ε est bijectif, il existe un unique P ∈ Rn−1[X ] tel que

ε(P) = (f (a1, . . . , f (an))⇔ ∀i ∈ n1,no, P(ai ) = f (ai ).

4.a. On a φ(x) = f (x) − P(x) − K
n∏
i=1

(x − ai ).

Et donc φ(x) = 0⇔ K =
f (x) − P(x)
n∏
i=1

(x − ai )
.

4.b. Pour tout i ∈ n1,no, φ(ai ) = f (ai ) − P(ai ) −
n∏
j=1

(ai − aj ) = f (ai ) − P(ai ) = 0.

Donc φ s’annule en a1, . . . ,an et en x , qui sont bien n + 1 réel distincts.
Par le théorème de Rolle, il existe donc n réels distincts qui annulent φ ′.
Puis, toujours par le théorème de Rolle, il existe n − 1 réels distincts qui annulent φ ′′.
Et ainsi de suite, par application répétées du théorème de Rolle, il existe ζ ∈]a,b[ tel que
φ(n)(ζ ) = 0.

4.c. Puisque P est de degré au plus n − 1, P (n) = 0.

D’autre part,
n∏
i=1

(X − ai ) étant de degré n, sa dérivée nème est égale à n! fois son coe�cient

dominant, c’est-à-dire n! × K .

Si besoin, dérivez n fois

anXn + · · · + a1 + a0
pour vous convaincre que la
dérivée nème d’un polynôme
de degré n vaut n! fois son
coe�cient dominant.
Attention : ceci ne vaut que
si on dérive autant de fois
que le degré.

Dérivée nème

Et donc φ(n) = f (n) − n! × K .
Par conséquent, K =

f (n)(ζ )
n!

.
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1.1. POLYNÔMES 11

Et donc

|f (x) − P(x)| =
��������
φ(x)︸︷︷︸
=0

+K
n∏
i=1

(x − ai )
��������

= |K |
n∏
i=1

|x − ai |

=
|f (n)(ζ )|

n!

n∏
i=1

|x − ai |

6 sup
x ∈[a,b]

|f (n)|

n∏
i=1

|x − ai |

n!
.

�

1.1.2 Racines des polynômes à coe�cients réels : algèbre ou analyse ?

EXERCICE 1.5 (QSPHEC 2015) [HEC15.QSP106] Moyen
Somme des dérivées d’un polynôme positif
Abordable en première année :!

1. Soit P un trinôme tel que : ∀x ∈ R, P(x) > 0. Montrer que pour tout x ∈ R, P(x) + P ′(x) + P ′′(x) > 0.
2. Plus généralement, soit P un polynôme de degré n (n ∈ N) tel que ∀x ∈ R, P(x) > 0.

(a) Que peut-on dire de la parité de n ?
(b) Montrer que pour tout x ∈ R, P(x) + P ′′(x) + · · · + P (n)(x) > 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.5
1. Notons P(x) = ax2 + bx + c. Alors la limite en +∞ de P est ±∞ suivant le signe de a.

Puisque P ne prend que des valeurs positives par hypothèse, on a donc lim
x→+∞ P(x) = +∞ et

donc a > 0.
D’autre part, on a P ′(x) = 2ax + b et P ′′(x) = 2a.
Notons alors д(x) = P(x) + P ′(x) + P ′′(x). Alors д est deux fois dérivable, et д′(x) =
P ′(x) + P ′′(x) et д′′(x) = P ′′(x) = 2a > 0.
Donc д est convexe. En particulier, la courbe représentative de д est située au dessus de ses

tangentes.Maisд′(x) = 2ax+b+2a s’annule en x = −1+ b

2a
, etд

(
−1 + b

2a

)
= P

(
−1 + b

2a

)
+ д′

(
−1 + b

2a

)
> 0.

Ainsi, la tangente à д en x = −1 + b

2a
est la droite1 1Horizontale.d’équation y = д

(
−1 + b

2a

)
.

Et donc pour tout x ∈ R, д(x) > д
(
−1 + b

2a

)
> 0.

Nous venons en fait de prou-
ver que д possède un mini-
mum en −1 + b

2a .
Le même raisonnement
prouve qu’une fonction
convexe qui admet un point
critique possède un mini-
mum en ce point critique.

Minimum

2. Notons P(x) = anx
n + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0.

2.a. Au voisinage de ±∞, P(x) ∼
x→±∞ anx

n −→
x→±∞ ±∞.

Si n est impair, alors les limites de anxn en ±∞ sont de signes opposés, l’une égale à +∞ et
l’autre à −∞.
Puisque P est positif, ceci n’est pas possible, et donc n est pair.

2.b. Notons д(x) = P(x) + P ′(x) + · · · + P (n)(x), et montrons que ∀x ∈ R, д(x) > 0.
Raisonnons par l’absurde, et supposons que д prend des valeurs strictement négatives.
Notons que д est encore un polynôme de degré n, équivalent en +∞ à P , et donc
lim

x→+∞д(x) = +∞.
Si a ∈ R est tel que д(a) < 0, alors par le théorème des valeurs intermédiaires2 2Qui s’applique car un poly-

nôme est continu.
, il existe

donc b > a tel que д(b) = 0.
Et de même, д(x) ∼

x→−∞ P(x), et donc lim
x→−∞д(x) = +∞, de sorte qu’il existe c < a tel que
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12 CHAPITRE 1 : ALGÈBRE

д(c) = 0.
Ainsi, le polynôme д possède au moins deux racines.
Notons x1 < x2 < · · · < xr les di�érentes racines de д. Par le théorème des valeurs inter-
médiaires, д est de signe constant entre deux racines consécutives.

Si r est une racine de д, il se
peut tout de même que д ne
change pas de signe en r .
Penser par exemple au poly-
nôme X 2, qui s’annule en 0,
mais n’y change pas de signe
: il est positif sur R.

Remarque

Soient donc xi et xi+1 deux racines consécutives de д telles que ∀x ∈]xi ,xi+1[, д(x) < 0.
Alors, pour tout x ∈]xi ,xi+1[, on a

д′(x) = P ′(x) + P ′′(x) + P (n)(x) + P (n+1)(x)︸    ︷︷    ︸
=0

= д(x) − P(x) < 0.

Et donc д est strictement décroissante sur [xi ,xi+1].
Ceci contredit le fait que д(xi ) = д(xi+1) = 0. Donc notre hypothèse de départ est fausse,
et donc pour tout x ∈ R, д(x) > 0.
Une autre solution : en notant toujours que д′ = д − P , posons f (x) = д(x)e−x , de sorte
que

f ′(x) = д′(x)e−x − д(x)e−x = −P(x)e−x 6 0.

Alors f est décroissante sur R. Mais lim
x→+∞ f (x) = 0, de sorte que ∀x ∈ R, f (x) > 0.

Et donc pour tout x ∈ R, д(x) > 0.

�

EXERCICE 1.6 (HEC 2015) [HEC15.75] Moyen
Une inégalité sur les coe�cients d’un polyôme scindé à racines simples.
Abordable en première année :!

1. Soient a,b, c des réels et T le trinôme T (X ) = aX 2 + bX + c. On note T ′ et T ′′ respectivement, les dérivées
premières et seconde de la fonction T .
(a) Donner une condition nécessaire et su�sante portant sur les réels a,b et c pour que, pour tout x ∈ R,

on ait : T (x) > 0.
(b) On suppose que T possède deux racines réelles distinctes. Déduire de la question précédente que :

∀x ∈ R, T (x)T ′′(x) 6 (T ′)2(x).

Dans la suite de l’exercice, on note n un entier supérieur ou égal à 2, et P un polynôme de R[X ] de degré n, ayant
n racines réelles distinctes.

On pose P =
n∑

k=0

akX
k . On note P ′ et P ′′ respectivement, les dérivées première et seconde de P .

2. Montrer que P ′ possède (n − 1) racines réelles.
3. (a) Montrer que la fonction x 7→ P ′(x)

P(x) est décroissante sur chaque intervalle de son ensemble de définition.

(b) En déduire que pour tout x ∈ R, on a : P(x)P ′′(x) 6 (P ′)2(x).
4. À l’aide des questions précédentes, établir pour tout k ∈ n0,n − 2o, l’inégalité : akak+2 6 a2k+1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.6
1.a. Pour que T ne change pas de signe, il faut et il su�t que son discriminant soit négatif ou

nul.
Et pour que le signe de T soit positif, il faut alors que a > 0.

Ainsi, T est positif sur R tout entier si et seulement si



a > 0
b2 − 4ac 6 0

.

∆ < 0
∆ = 0
∆ > 0

FIGURE 1.1– Un polynôme de degré 2
de signe constant est de discriminant

négatif.

1.b. On a T ′(x) = 2ax + b et donc (T ′)2(x) = 4a2x2 + 4abx + b2.
D’autre part, T ′′(x) = 2a et donc T (x)T ′′(x) = 2a2x2 + 2abx + 2ac.
Ainsi,

(T ′)2(x) −T (x)T ′′(x) = 2a2x2 + 2abx + b2 − 2ac .
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Le discriminant de ce polynôme est

∆ = 4a2b2 − 8a2(b2 − 2ac) = −4a2b2 + 16a3c = −4a2(b2 − 4ac).

Mais puisque T possède deux racines réelles, b2 − 4ac > 0 et donc ∆ 6 0.
D’autre part, le coe�cient dominant de (T ′)2−TT ′′ est 2a2 > 0, donc il vérifie les conditions
de la première question :

∀x ∈ R, (T ′)2(x) −T (x)T ′′(x) > 0⇔ T (x)T ′′(x) 6 (T ′)2(x).

2. Notons x1 < x2 < · · · < xn les racines réelles de T , de sorte que T (x1) = T (x2) = · · · =
T (xn) = 0.
Puisque T est dérivable sur R, par le théorème de Rolle, T ′ s’annule au moins une fois sur
chacun des intervalles ]xi ,xi+1[, i ∈ n1,n − 1o.
Et donc T ′ possède au moins n − 1 racines réelles. Étant de degré n − 1, il a au plus n − 1
racines, et donc possède exactement n − 1 racines.

3.a. Avec les notations précédentes, on a P(X ) = a
n∏
i=1

(X − xi ), où a est le coe�cient dominant

de P .
Or, x 7→ P ′(x)

P(x) , est la dérivée, sur chacun des intervalles ]−∞,x1[, ]x1,x2[, . . . , ]xn−1,xn[, ]xn ,+∞[,
de la fonction x 7→ ln(|P(x)|).

Attention à ne pas oublier la
valeur absolue, P n’est pas
de signe constant puisqu’il
change de signe en chacun
des xi .

A Danger !

Or, pour x < {x1,x2, . . . ,xn}, ln(|P(x)|) = ln(|a|) +
n∑

k=1

ln(|x − xk |).

Et donc sa dérivée est x 7→
n∑

k=1

1
x − xk . Le fait que pour un poly-

nôme scindé de racines
x1, . . . , xn , on ait

P ′(x )
P (x ) =

n∑
k=1

1
x − xk

est assez classique.
On parle alors de la dérivée
logarithmique de P .

Astuce

Mais les fonctions x 7→ 1
x − xk sont toutes décroissantes sur leurs ensembles de définition,

et donc x 7→ P ′(x)
P(x) est décroissante car somme de fonctions décroissantes.

3.b. La fonction x 7→ P ′(x)
P(x) est dérivable sur son ensemble de définition1

1Qui est

R \ {x1, x2, . . . , xn}.

, de dérivée égale à

x 7→ P(x)P ′′(x) − P ′(x)2
P ′′(x)2 .

Or, par la question précédente, cette dérivée est négative, donc pour tout x < {x1,x2, . . . ,xn},
on a

P(x)P ′′(x) − (P ′)2(x) 6 0⇔ P(x)P ′′(x) 6 (P ′)2(x).
D’autre part, si x ∈ {x1,x2, . . . ,xn}, alors l’inégalité est triviale puisque P(x)︸︷︷︸

=0

P ′′(x) = 0 et

(P ′)2(x) > 0.
4. Évaluons l’égalité précédente en x = 0 : P(0)P ′′(0) 6 P ′(0)2.

Or, P(0) = a0, P ′(0) = a1 et P ′′(0) = 2a2.
On a donc 2a0a2 6 a21 et donc a0a2 6 a21.

De même, on a P ′(X ) =
n∑

k=1

kakX
k−1, et P ′ possède n − 1 racines réelles d’après la question

2.
Par conséquent, le résultat de la question 3 s’applique : ∀x ∈ R, P ′(x)P (3)(x) 6 (P ′′)2(x).
Mais P (3)(0) = 6a3, et donc P ′(0)P (3)(0) 6 (P ′′)2(0) soit encore

a16a3 6 (2a2)2 ⇒ a1a3 6
4
6
a22 6 a22.

Plus généralement, pour tout k ∈ n0,n−2o une application répétée de la question 2 montre
que P (k ) possède n − k racines.
Et donc le résultat de la question 3 s’applique (en particulier avec x = 0) :

P (k )(0)P (k+2)(0) 6 (P (k+1))2(0).
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14 CHAPITRE 1 : ALGÈBRE

Or, pour tout i 6 n, P (i)(X ) =
n∑
k=i

akk(k − 1) · · · (k − i + 1)X k−i , et donc P (i)(0) = aii!.
Notons que le fait que
P (i )(0) = i ! ai peut se re-
trouver plus simplement à
l’aide de la formule de Taylor
pour les polynômes :

P (X ) =
n∑
i=0

P (i )(0)
i !

X i

par identification des coe�-
cients.

Taylor

Et donc la relation P (k )(0)P (k+2)(0) 6 (P (k+1))2(0) s’écrit encore

k !ak × (k + 2)!ak+2 6 ((k + 1)!ak+1)2 ⇔ akak+2 6 a2k+1
((k + 1)!)2
k !(k + 2)!

Mais
((k + 1)!)2
k !(k + 2)! =

k ! × (k + 1) × (k + 1)!
k ! × (k + 1)! × (k + 2) =

k + 1
k + 2

6 1.

Et donc akak+2 6 a2k+1.

�

1.2 ESPACES VECTORIELS

EXERCICE 1.7 (ESCP 2016) [ESCP16.2.12] Facile
Base des polynômes factoriels et application au calcul de sommes de séries.
Abordable en première année :!

On note R[X ] l’espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels et pour tout entier naturel n, Rn[X ] désigne
l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à n.
On pose S0 = 1 et pour tout entier k non nul, on désigne par Sk le polynôme défini par :

Sk (X ) =
k−1∏
i=0

(X − i).

1. (a) Démontrer que, pour tout entier n, la famille (Sk )06k6n est une famille libre de R[X ].
(b) Soitm un entier naturel. Prouver que pour tout polynôme P de Rm[X ], il existe un unique (m+1)-uplet

de réels (ak )06k6m tels que P =
m∑
k=0

akSk .

2. (a) Pour tout entier naturel n et tout entier naturel k, calculer Sk (n).

(b) Soit P un polynôme de Rm[X ] écrit dans la base (Sk )06k6m sous la forme P =
m∑
k=0

akSk .

i. Démontrer que pour tout entier N > m,
N∑
n=0

P(n)
n!
=

m∑
k=0

ak

N∑
n=k

1
(n − k)! .

ii. En déduire que la série
∑
n>0

P(n)
n!

converge et calculer sa somme en fonction des ak , k ∈ n0,mo.

(c) Soit p un entier naturel non nul.

Justifier la convergence de la série
∑
n>0

n2(n − 1)(n − 2) · · · (n − p + 1)
n!

et calculer sa somme.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.7
1.a. Notons que Sk est le produit de k termes de degré 1, et donc est de degré k.

Ainsi, (Sk )06k6n est une famille de polynômes de degrés deux à deux distincts : c’est donc
une famille libre de R[X ].

1.b. La famille (Sk )06k6n est une famille libre de n + 1 polynômes, tous dans Rn[X ].
Puisque dimRn[X ] = n + 1, c’est donc une base de Rn[X ].

Une famille de vecteurs
d’un espace vectoriel E qui
est de cardinal dim E est
automatiquement une base,
il n’y a pas besoin de vérifier
qu’elle est génératrice.
C’est d’ailleurs souvent le plus
simple pour montrer qu’une
famille est une base...si on
connait la dimension de E .

Rappel

Et par conséquent, tout polynôme P de Rn[X ] se décompose de manière unique dans cette

base : il existe un unique (n + 1)-uplet (a0,a1, . . . ,an) de réels tels que P =
n∑

k=0

akSk .

2.a. Si k > n, alors X − n est l’un des facteurs de Sk , et donc n est racine de Sk , de sorte que
Sk (n) = 0.
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1.2. ESPACES VECTORIELS 15

Si k 6 n, alors

Sk (n) =
k−1∏
i=0

(n − i) = n(n − 1) · · · (n − k + 1) = n!
(n − k)! .

2.b.i. D’après ce qui précède, on a

N∑
n=0

P(n)
n!
=

N∑
n=0

1
n!

m∑
k=0

akSk (n)

=

m∑
k=0

ak

N∑
n=0

Sk (n)
n!

=

m∑
k=0

ak

N∑
n=k

n!
(n − k)!

1
n!

Si n < k , alors Sk (n) = 0.

=

m∑
k=0

ak

N∑
n=k

1
(n − k)! .

2.b.ii. Pour k ∈ n0,mo fixé, on a
N∑
n=k

1
(n − k)! =

N−k∑
i=0

1
i!
.

Nous reconnaissons là une somme partielle de la série exponentielle de paramètre 1, et
donc lorsque N → +∞,

N∑
n=k

1
(n − k)! −→N→+∞

+∞∑
i=0

1
i!
= e1 = e .

Et donc, par somme de limites, on a

N∑
n=0

P(n)
n!

−→
N→+∞

m∑
k=0

ake .

Ceci signifie donc que la série
∑
n>0

P(n)
n!

converge et que

Rappelons que, par défini-
tion, une série converge si
et seulement si la suite de ses
sommes partielles admet une
limite finie.
Cette limite est alors (tou-
jours par définition) la
somme de la série.

Convergence

+∞∑
n=0

P(n)
n!
= e

m∑
k=0

ak .

2.c. Soit P le polynôme défini par P(X ) = X 2(X − 1)(X − 2) · · · (X − p + 1) = XSp .

Alors, P ∈ Rp+1[X ], et donc il existe des réels a0, . . . ,ap+1 tels que P =
p+1∑
k=0

akSk .

En évaluant cette relation en X = 0, il vient donc

0 = P(0) =
p+1∑
k=0

akSk (0) = a0.

Et donc P =
p+1∑
k=1

akSk . Puis en évaluant en X = 1, il vient

0 = P(1) =
p+1∑
k=1

akSk (1) = a1S1(1) = a1.

De proche en proche, en utilisant le fait que les racines de P sont 0, 1, . . . ,p − 1, on montre
ainsi que a0,a1, . . . ,ap−1 sont nuls.
Et donc P = apSp + ap+1Sp+1.
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16 CHAPITRE 1 : ALGÈBRE

De plus, on a P(p) = p × p! = apSp (p) + ap+1 Sp+1(p)︸  ︷︷  ︸
=0

= app!, de sorte que ap = p.

Enfin, en évaluant en X = p + 1, il vient,

P(p+1) = (p+1)2×p×· · ·×2 = (p+1)×(p+1)! = p Sp (p + 1)︸    ︷︷    ︸
=(p+1)!

+ap+1 Sp+1(p + 1)︸       ︷︷       ︸
(p+1)!

= (p+ap+1)(p+1)!.

Et donc ap+1 = 1, de sorte que la décomposition de P dans la base (S0, . . . , Sp+1) est :

P = pSp + Sp+1.

Avec un peu d’astuce, ce
résultat pouvait s’obtenir avec
bien moins de calculs :

P = XSp
= (X − p)Sp + pSp
= Sp+1 + pSp .

Alternative

Et alors, en appliquant le résultat de la question 2.b.ii, la série
∑
n>0

P(n)
n!

converge et

+∞∑
n=0

P(n)
n!
=

+∞∑
n=0

n2(n − 1) · · · (n − p + 1)
n!

= (p + 1)e .

�

EXERCICE 1.8 (QSPHEC 2013) [HEC13.QSP62]

Soit E = R3[X ] l’espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels de degré inférieur ou égal à 3. On pose :

F = {P ∈ E : P(0) = P(1) = P(2) = 0}, G = {P ∈ E : P(1) = P(2) = P(3) = 0} et H = {P ∈ E : P(X ) = P(−X )}.

Montrer que E = F ⊕ G ⊕ H .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.8 Soit P ∈ E. Alors P ∈ F si et seulement si P est divisible
par X (X − 1)(X − 2).
Mais un tel polynôme s’écrit alors P = QX (X − 1)(X − 2), et P étant de degré inférieur ou
égal à 3, nécessairement, degQ = 0, c’est-à-dire que Q est une constante.
Ainsi, F = {λX (X − 1)(X − 2), λ ∈ R} = Vect (X (X − 1)(X − 2)).

On prouve de même que G = Vect ((X − 1)(X − 2)(X − 3)).

Enfin, soit P = a0 + a1X + a2X
2 + a3X

3. Alors

P ∈ H ⇔ a0 + a1X + a2X
2 + a3X

3 = a0 + a1(−X ) + a2(−X )2 + a3(−X )3

⇔ a0 + a1X + a2X
2 + a3X

3 = a0 − a1X + a2X 2 − a3X 3

⇔ a1 = a3 = 0
Deux polynômes sont égaux
si et seulement si leurs coe�-
cients sont égaux.

Rappel

⇔ P = a0 + a2X
2.

Autrement dit, H = {a0 + a2X 2, (a0,a2) ∈ R2} = Vect(1,X 2).

Remarquons que dim F + dimG + dimH = 1 + 1 + 2 = 4 = dimE, ce qui est nécessaire
pour avoir E = F ⊕ G ⊕ H .

Rappelons que ceci est néces-
saire pour que la somme soit
directe, mais n’est en aucun
cas su�sant !

A Danger !

En concaténant les bases obtenues précédemment de F ,G et H , on obtient la famille
(X (X − 1)(X − 2), (X − 1)(X − 2)(X − 3), 1,X 2) de E.
Montrons que cette famille est libre : soient λ1, λ2, λ3, λ4 des réels tels que

λ1X (X − 1)(X − 2) + λ2(X − 1)(X − 2)(X − 3) + λ3 + λ4X 2 = 0.

En évaluant en X = 1 et X = 2, il vient λ3 + λ4 = 0 et λ3 + 4λ4 = 0.
Ainsi, λ3 = λ4 = 0.
Puis en évaluant en X = 0, il vient −6λ2 = 0, et donc λ1X (X − 1)(X − 2) = 0⇔ λ1 = 0.
Par conséquent, (X (X − 1)(X − 2), (X − 1)(X − 2)(X − 3), 1,X 2) est une famille libre de E,
de cardinal 4 = dimE : c’est une base de E.
Et puisque la concaténation de bases de F ,G et H est une base de E, ces trois sous-espaces
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1.3. APPLICATIONS LINÉAIRES, ENDOMORPHISMES 17

sont en somme directe, et E = F ⊕ G ⊕ H .

Remarque : l’ensemble H est l’ensemble des polynômes pairs de R2[X ].
On pourrait prouver comme nous l’avons fait ici que l’ensemble des polynômes pairs de Rn[X ] a
pour base 1,X 2,X 4,etc, c’est-à-dire l’ensemble des X k , avec k pair compris entre 0 et n.
Et de même, {P ∈ Rn[X ] : P(−X ) = −P(X )} l’ensemble des polynômes impairs de Rn[X ] est
engendré par X ,X 3,X 5, etc, l’ensemble des X k , avec k impair compris entre 1 et n. �

1.3 APPLICATIONS LINÉAIRES, ENDOMORPHISMES
L’exercice qui suit est un grand classique, et on est surpris de le voir figurer à l’oral d’HEC. Il nécessite néanmoins une
bonne compréhension des projecteurs.

EXERCICE 1.9 (QSPHEC 2017) [HEC17.QSP213] Facile
Une condition nécessaire et su�sante pour commuter à un projecteur.

Soit E un espace vectoriel sur R, p un projecteur de E et u ∈ L(E). Montrer que p et u commutent si et seulement
si Kerp et Imp sont stables par u.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.9 Il est classique que si u et p commutent, alors Kerp et
Imp sont stables par u.
Inversement, supposons que ces deux espaces soient stables par u. Alors puisque p est un
projecteur, on a E = Kerp ⊕ Imp.
Soit x ∈ E. De manière unique, x = x1 + x2, avec x1 ∈ Imp et x2 ∈ Kerp.
Alors u ◦ p(x) = u(p(x1) + p(x2)) = u(x1) et p ◦ u(x) = p(u(x1)) + p(u(x2)).

Pour un projecteur p, si
x ∈ Imp alors p(x ) = x .
Ceci tient au fait que Imp =
E1(p).

Rappel

Mais Kerp est stable par u, de sorte que u(x2) ∈ Kerp, et donc p(u(x2)) = 0.
De même, Imp est stable, donc u(x1) ∈ Imp. Et nous savons que pour tout élément y dans
Imp, p(y) = y. Donc p ◦ u(x) = p(u(x1)) = u(x1).
Ainsi, ∀x ∈ E, p ◦ u(x) = u ◦ p(x), donc p ◦ u = u ◦ p : u et p commutent.

Remarque : souvenons nous qu’un projecteur est diagonalisable, possède 0 et 1 comme valeurs
propres et E0(p) = Ker(p) et E1(p) = Im(p).
Nous venons donc de prouver que u commute avec p si et seulement si les sous-espaces propres de p
sont stables par u .
On pourrait prouver plus généralement que pour f diagonalisable, д commute avec f si et seulement
si les sous-espaces propres de f sont stables par д. �

EXERCICE 1.10 (QSPESCP 2012) [ESCP12.QSP04] Moyen
Étude d’une suite de polynôme.
Abordable en première année :!

Soient λ, µ deux réels avec λ , 0.
On considère la suite (Pn) de polynômes définie par P0 ∈ R2[X ] et ∀n ∈ N, Pn+1 = λPn + µP ′n .

1. Montrer que (Pn)n est une suite d’éléments de R2[X ].
2. Soit n ∈ N fixé et Q ∈ R2[X ]. Existe-t-il P0 ∈ R2[X ] tel que Pn = Q ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.10
1. Montrons le par récurrence sur n. Par hypothèse, P0 ∈ R2[X ].

Supposons que Pn ∈ R2[X ]. Alors deg(λPn) 6 2 et deg(µP ′n) 6 1, de sorte que deg(Pn+1) 6 2.
Ainsi, Pn+1 ∈ R2[X ], et donc pour tout n ∈ N, Pn ∈ R2[X ].

2. Il serait sûrement possible d’expliciter les coe�cients de Pn en fonction de ceux de P0, et de
résoudre ensuite un système d’équations ayant pour inconnues les trois coe�cients de P0.
Mais ceci serait fastidieux, et il est plus simple de remarquer que f : P 7→ λP + µP ′ est un
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18 CHAPITRE 1 : ALGÈBRE

endomorphisme de R2[X ], avec Pn = f n(P0).
Il s’agit alors de déterminer si Q admet un antécédent par f n .
Mais la matrice de f dans la base canonique de R2[X ] est

MatBcan (f ) =

f (1) f (X ) f (X 2)

*.
,

+/
-

λ µ 0 1

0 λ 2µ X

0 0 λ X 2

.

Cette matrice est de rang 3 car λ , 0, et donc elle est inversible, de sorte que f est un
isomorphisme.
Donc f n est également un isomorphisme1 1Une composée d’isomor-

phismes est un isomor-
phisme.

et doncQ = f n(P0) possède une unique solution :
P0 = (f n)−1 (Q).

�

1.4 ENDOMORPHISMES ET MATRICES NILPOTENTS
TODO : escp 2006 2.08
Un endomorphisme f (respectivement une matrice carrée A) est dit nilpotent s’il existe un entier p ∈ N tel que f p = 0
(resp. Ap = 0).
Aucune connaissance n’est exigible sur le sujet, mais il s’agit tout de même d’un thème récurrent de l’oral.
L’exercice suivant regroupe la plupart des questions classiques sur le sujet (la première étant très très classique, et il est
di�cile de deviner la méthode si on ne l’a jamais vue).
Si tout est formulé ici en termes d’endomorphismes, ces résultats se transposent aisément au cas des matrices nilpotentes.

EXERCICE 1.11 (ESCP 2017) [ESCP17.2.08] Moyen
f est nilpotent si et seulement si SpecC(f ) = {0}.

Soit n un entier naturel n > 2 et E un espace vectoriel complexe de dimension n. Soit f un endomorphisme non
nul de E nilpotent, ce qui signifie qu’il existe p > 2 tel que f p = 0 et f p−1 , 0.

1. Montrer que p 6 n.
2. On suppose dans cette question uniquement que p = n. Résoudre l’équation u2 = f , d’inconnue u endomor-

phisme de E.
3. Déterminer les valeurs propres de f . L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
4. Soit д un endomorphisme non nul de E.

(a) Montrer qu’il existe un polynôme Q annulateur de д dont toutes les racines sont exclusivement les
valeurs propres de д.

(b) Montrer que dans l’ensemble des polynômes annulateurs non nuls de д, il existe un polynôme annulateur
de degré minimal. Quel lien existe-t-il entre Q et ce polynôme. ?

(c) On suppose dans cette question que д ne possède que 0 comme valeur propre. Montrer que д est
nilpotent.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.11
1. Soit x ∈ E tel que f p−1(x) , 0E (l’existence d’un tel x est garantie par le fait que f p−1 n’est

pas l’endomorphisme nul).
Montrons alors que la famille (x , f (x), f 2(x), . . . , f p−1(x)) est libre.
Soient donc λ0, λ1, . . . , λp−1 des réels tels que

λ0x + λ1 f (x) + · · · + λp−1 f p−1(x) = 0E .

En appliquant f p−1 à cette relation, il vient

λ0 f
p−1(x) + λf p (x) + · · · + f 2p−2(x) = 0E ⇒ λ0 f

p−1(x) = 0E .

Puisque f p est nul, il est
facile de voir que pour tout
k > p, f k = 0.

Détails

Mais par hypothèse, f p−1(x) , 0E , et donc λ0 = 0.
Ainsi, il reste λ1 f (x) + λ2 f 2(x) + · · · + λp−1 f p−1(x) = 0E .
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Mais en appliquant f p−2, on obtient alors λ1 f p−1(x) = 0E , et donc λ1 = 0.
Donc la relation de départ devient λ2 f 2(x) + · · · + λp−1 f p−1(x) = 0E .
De proche en proche1

1Une récurrence serait plus
rigoureuse, mais est-elle
vraiment nécessaire ?

, on prouve ainsi que λ0 = λ1 = · · · = λp−1 = 0.
Et donc la famille (x , f (x), . . . , f p−1(x)) est une famille libre de E, de cardinal p. Puisque
dimE = n, on en déduit que p 6 n.

Le cardinal d’une famille
libre est toujours inférieur
ou égal à la dimension de
l’espace.

Rappel

2. Puisque f n = 0, il vient u2n = (u2)n = f n = 0.
Notons k le plus petit entier tel que uk = 0 (un tel k existe puisque {m ∈ N tel que um = 0}
est non vide car il contient 2n, et toute partie non vide deN possède un plus petit élément.
Puisque u2n−2 = (u2)n−1 = f n−1 , 0, u2n−2 est non nul. Et donc k = 2n − 1 ou k = 2n.
Mais le résultat de la question 1 s’applique également à l’endomorphisme u, et donc k 6 2,
ce qui est contradictoire2

2Car n > 2 et donc n <

2n − 1.avec k > 2n − 1.
Autrement dit, l’équation u2 = f ne possède pas de solution.

3. Puisque f p = 0, le polynôme Xp est annulateur de f .
Et donc la seule valeur propre possible de f est 0, qui est la seule racine de Xp .

À ce stade, rien ne permet
de garantir que 0 est bien
une valeur propre de f , nous
savons uniquement que c’est
le seul candidat.

Valeurs possibles

D’autre part, f n’est pas inversible, car sinon f p le serait également car composée d’en-
domorphismes inversibles. Or f p = 0, et l’endomorphisme nul n’est évidemment pas
inversible.
Et donc 0 est bien valeur propre de f : Spec(f ) = {0}.
Remarque : tout ce qui a été dit jusqu’à présent reste valable si E est un espace vectoriel sur R.

4.4.a. Soit P un polynôme non nul, annulateur de д (nous savons qu’il en existe un).
Nous savons que toutes les valeurs propres de д sont racines de P , mais il se peut également
qu’il existe des racines de P qui ne soient pas valeurs propres de д.
Par le théorème de d’Alembert-Gauss, nous savons que P se décompose en produit de
facteurs de degré 1.

Notons P =
k∏
i=1

(X − λi )
m∏
p=1

(X − µp ), où Spec(д) = {λ1, . . . , λk}, Il se peut tout à fait que cer-
tains des µi soient égaux, si P
possède des racines multiples.

Remarque

et où µ1, . . . , µm sont les

racines de P qui ne sont pas valeurs propres de д.
Alors, pour tout p ∈ n1,mo, д − µp idE est inversible.
Et donc en composant à gauche la relation P(д) = 0 par (д − µ1idE )−1 ◦ · · · ◦ (д − µm idE )−1,
il vient

(д−µ1idE )−1◦· · ·◦(д−µm idE )−1◦(д−µ1idE )◦· · ·◦(д−µm idE )◦(д−λ1idE )◦· · ·◦(д−λk idE ) = 0.

Or les д − µp idE sont des polynômes en д, et donc commutent deux à deux, donc il vient

(д−µ1idE )−1◦· · ·◦(д−µm idE )−1◦(д−µm idE )◦· · ·◦(д−µ1idE )◦(д−λ1idE )◦· · ·◦(д−λk idE ) = 0.

Soit encore
(д − µ1idE ) ◦ · · · ◦ (д − µk idE ) = 0.

Ainsi, le polynôme
k∏
i=1

(X − λi ) est un polynôme annulateur de д, dont les seules racines

réelles sont λ1, . . . , λk , qui sont exactement les valeurs propres de д.
4.b. Notons A = {deg P , P ∈ R[X ] non nul et annulateur de д}.

Alors A est une partie non vide de N et donc possède un plus petit élément d.
Et donc un polynôme annulateur R de д et de degré d est donc de degré minimal parmi
les polynômes annulateurs de д.

Notons Q = RM +U la division euclidienne de Q par R, avec degU < degR. On obtient
alors

0 = Q(д) = (RM)(д) +U (д) = R(д)︸︷︷︸
=0

◦M(д) +U (д).

Et donc U est annulateur de д. Puisqu’il est de degré strictement inférieur à Q , au vu de la
définition de Q , on a donc Q = 0.
Et ainsi, Q = RM : R divise Q .

4.c. Supposons que д ne possède que 0 comme valeur propre, et soit Q comme dans la question
4.a.
Alors Q ne possède que 0 comme racine. Et donc le polynôme R de la question 4.b ne
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possède également que 0 comme racine, et donc est de la forme R = λX k , avec λ , 0 et
k ∈ N∗.

Le fait que R = λX k vient
du fait qu’on travaille avec
un polynôme complexe,
qui possède nécessairement
autant de racines (comptées
avec multiplicités) que son
degré.
Un polynôme réel ne pos-
sédant que 0 comme racine
n’est pas forcément de cette
forme, par exemple on peut
prendre X 3 + X = X (X 2 + 1).

A Danger !

Et donc λдk = 0, de sorte que дk = 0.
De plus, дk−1 , 0, car le polynôme X k−1 ne peut être annulateur de д puisqu’il est de degré
strictement inférieur à R.
Donc д es t nilpotent d’indice k.

Remarque : le résultat de la dernière question n’est plus valable pour des espaces vectoriels réels.
En e�et, si f est l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est A =

*.
,

0 1 0
−1 0 0
0 0 0

+/
-
, alors f possède 0 comme unique valeur propre.

Pourtant, f n’est pas nilpotent car A4 = I3 et donc pour tout p ∈ N, A4p = I3. On ne saurait donc
avoir Ak = 0 pour un certain k ∈ N.
Ceci tient au fait que A possède des valeurs propres complexes non nulles, qui sont i et i . �

Dans une «bonne» base, la matrice d’un endomorphisme nilpotent est triangulaire supérieure, avec des 0 sur la diagonale.
En petite dimension, il est même possible de donner explicitement une telle matrice.

EXERCICE 1.12 (QSPHEC 2014) [HEC14.QSP104] Moyen
Réduction d’une matrice nilpotente d’indice 2.

Soit A ∈M3(R) une matrice non nulle telle que A2 = 0. Montrer que A est semblable à *.
,

0 0 1
0 0 0
0 0 0

+/
-
.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.12 Soit f l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans
la base canonique est A.
Nous cherchons donc à prouver qu’il existe une base B = (e1, e2, e3) de R3 telle que

MatB(f ) =

f (e1) f (e2) f (e3)

*.
,

+/
-

0 0 1 e1
0 0 0 e2
0 0 0 e3

.
Montrer que deux matrices
de Mn (R) sont semblables
revient à montrer qu’elles
représentent le même endo-
morphisme de Rn dans deux
bases di�érentes. Si, comme
ici, il n’y a pas d’endomor-
phisme dans l’énoncé, on
peut toujours en introduire
un : l’endomorphisme de
Rn dont la matrice dans la
base canonique (ou en fait
n’importe quelle autre base)
est A.

Méthode

Cela revient à demander que e1, e2 soient dans Ker f et que e3 soit un antécédent de e1 par f .

Nous savons que f , 0 (car A , 0) et f 2 = 0 (car A2 = 0.)
A ne peut être inversible car A2 = 0, et donc f n’est pas inversible non plus.
En particulier, dimKer f > 1, et f étant non nulle, dimKer f 6 2.
Enfin, f ◦ f = 0, donc Im f ⊂ Ker f . Ceci impose alors dim Im f 6 dimKer f .
Comme le théorème du rang nous indique que dimKer f + dim Im f = 3, il n’y a pas
d’autre solution que dim Im f = 1 et dimKer f = 2.
Soit alors x ∈ R3 tel que f (x) , 0.
On a f (x) ∈ Ker f car f 2(x) = 0. Autrement dit, la famille formée du seul vecteur f (x) est
une famille libre de Ker f , qui peut être complétée en une base (f (x),y) de Ker f .
Enfin, x < Ker f par définition de x , et donc Ker f ∩ Vect(x) = {0}.
On en déduit que R3 = Ker f ⊕ Vect(x), et donc (f (x),y,x) est une base de R3 obtenue
par concaténation de bases de Ker f et de Vect(x).

Dans cette base, la matrice de f est *.
,

0 0 1
0 0 0
0 0 0

+/
-
, qui est donc semblable à A. �

Si N est une matrice nilpotente, alors In − N est inversible, et nous connaissons son inverse en fonction de N .
Toutefois, la forme de cette inverse ne s’invente pas si on ne l’a jamais vu.
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EXERCICE 1.13 (QSPESCP 2016) [ESCP16.QSP01] Moyen
Inverse de In −A, A nilpotente

Soit N une matrice de Mn(R) (n > 2) nilpotente, i.e. telle qu’il existe p > 1 tel que N p = 0.
1. Montrer que la matrice A = In − N est inversible et déterminer son inverse.
2. Montrer que I −A−1 est nilpotente.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.13
1. Montrer queA est inversible n’est pas trop di�cile. En e�et,Xp est un polynôme annulateur

de N , et puisque sa seule racine est 0, la seule valeur propre possible de N est 0.
En particulier, 0 n’est pas valeur propre de N , et donc In − N est inversible.

Toutefois, ceci ne permet pas de déterminer l’inverse de N . Pour cela, remarquons que
In = In − N p . Or

(In−N )(In+N+· · ·+N p−1) = In+��N+��N
2+· · ·+���N p−1−��N−��N 2−· · ·−���N p−1−N p = In−N p = In .

Ceci est à mettre en parallèle
avec l’identité classique

ap − bp = (a − b)×
(ap−1+ap−2b+ · · ·+bp−1).
Cette égalité reste en fait
encore valable pour deux
matrices A et B si elles com-
mutent (développer le pro-
duit pour s’en convaincre).

Remarque

Et donc A = In − N est inversible, et A−1 = In + N + · · · + N p−1.

Alternative : si l’on ne connaît pas l’astuce qui précède, il existe une autre manière de
procéder à l’aide de polynômes annulateurs. Notons que (A − In)p = (−N )p = 0.
Et donc

p∑
k=0

(
p

k

)
(−1)p−kAk = 0⇔ A

p∑
k=1

(−1)p−kAk−1 = (−1)p+1In .

Donc A−1 =
p∑

k=1

(
p

k

)
(−1)p−kAk−1.

Mais alors, une seconde application de la formule du binôme nous donne :

A−1 =
p∑

k=1

(
p

k

)
(−1)p−k (In − N )k−1

=

p∑
k=1

(
p

k

)
(−1)p−k

k−1∑
i=0

(
k − 1
i

)
(−1)iN i

=

p−1∑
i=0

(−1)p+iN i
i+1∑
k=1

p!
k !(p − k)!

(k − 1)!
i!(k − 1 − i)! (−1)

k

=

p−1∑
i=0

(−1)p+iN i
i+1∑
k=1

p!
k !(p − k)!

(k − 1)!
i!(k − 1 − i)! (−1)

k

2. On a
In −A−1 = −

(
N + N 2 + · · · + N p−1) = −N (

In + N + N
p−2) .

Mais In + N + · · · + N p−2 est un polynôme en N , et donc commute avec N .
Par conséquent, il vient

(In −A−1)p = (−1)p N p︸︷︷︸
=0

(
In + N + · · · + N p−2)p = 0.

Et donc In −A−1 est une matrice nilpotente.
�

1.5 MATRICES
QSP ESCP 2018 sur le commutant d’un endo possédant des valeurs propres distinctes.
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EXERCICE 1.14 (QSPHEC 2016) [HEC16.QSP185] Moyen
Existence de vecteurs possédant les mêmes coordonnées dans deux bases.

Soit B = (e1, e2, e3) une base de R3 et B′ = (e1 + e2, 2e2 + e3, 3e3).
1. Existe-t-il un vecteur non nul de R3 ayant les mêmes coordonnées dans ces deux bases ?
2. Plus généralement, si B et B′ sont deux bases de Rn , à quelle condition existe-t-il un vecteur non nul de

Rn ayant les mêmes coordonnées dans ces deux bases ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.14

1. Commençons par remarquer que B′ est bien une base de R3 car MatB(B′) = *.
,

1 0 0
1 2 0
0 1 3

+/
-

est inversible1

1C’est une matrice trian-
gulaire dont aucun des co-
e�cients diagonaux n’est
nul..

Par la formule de changement de base, un vecteur xe1 + y2 + ze3 a pour coordonnées dans
la base B′

L’énoncé précise bien qu’on
cherche un vecteur non nul,
puisque les coordonnées du
vecteur nul dans toute base
de R3 seront (0, 0, 0).

Remarque

*.
,

x ′
z ′
y ′

+/
-
=

*.
,

1 0 0
1 2 0
0 1 3

+/
-

*.
,

x
y
z

+/
-
=

*.
,

x
x + 2y
y + 3z

+/
-
.

Ces coordonnées sont égales à *.
,

x
y
z

+/
-
si et seulement si




x = x

x + 2y = y
y + 3z = z

⇔



y = −x
x = 2z

⇔ *.
,

x
y
z

+/
-
∈ Vect *.

,

2
−2
1

+/
-
.

Et donc, par exemple le vecteur 2e1 − 2e2 + e3 convient.
On vérifie facilement, même
si c’est inutile, que

2e1 − 2e2 + e3 =
2(e1+e2)−2(2e2+e3)+3e3 .

Vérification

2. Notons B = (e1, . . . , en), et soit x =
n∑
i=1

xiei ∈ Rn non nul.

Alors les coordonnées de x dans la base B′ sont PB′,B
*...
,

x1
...
xn

+///
-

.

Elles sont égales aux coordonnées de x dans la base B si et seulement

*...
,

x1
...
xn

+///
-

= PB′,B
*...
,

x1
...
xn

+///
-

.

Autrement dit, si et seulement si
*...
,

x1
...
xn

+///
-

est un vecteur propre2 2Notons que ce vecteur est
non nul car x , 0.

de PB′,B associé à la valeur

propre 1.
Et donc un tel vecteur existe si et seulement si 1 est valeur propre de PB′,B.
Notons que c’est le cas si et seulement si 1 est valeur propre de PB,B′ = P−1

B′,B.

�

Les matrices magiques sont des matrices telles que la somme de chaque ligne et de chaque colonne soit la même (souvenez-
vous des carrés magiques que vous avez peut-être rencontrés dans votre jeunesse).
C’est un thème qui revient régulièrement à l’oral. On peut l’aborder «à la main», comme dans l’exercice suivant, mais
également en termes de valeurs propres.
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EXERCICE 1.15 (ESCP 2009) [ESCP09.2.11] Moyen
Matrices magiques.

Soit n > 2. On considère la matrice J ∈Mn(R) dont tous les coe�cients valent 1.
Soit C l’ensemble

C =


A = (ai, j ) ∈Mn(R),∃α ∈ R,∀i, j ∈ n1,no2,α =

n∑
k=1

ai,k =
n∑

k=1

ak, j


.

1. Montrer que C est un R-espace vectoriel.

2. Montrer que l’application d définie sur C et à valeurs réelles par d(A) =
n∑

k=1

a1,k est une application linéaire

surjective, non injective.
3. (a) Soit A ∈Mn(R). Montrer que A appartient à C si et seulement s’il existe un réel λ tel que AJ = JA = λJ .

(b) Soient A,B deux matrices de C. Montrer que AB appartient à C, et calculer d(AB).
(c) Soit A une matrice inversible de C. Montrer que A−1 appartient à C, et trouver une relation entre d(A)

et d(A−1).
4. Montrer que Ker(d) et Vect(J ) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans C.
5. Soit (r , s) ∈ n2,no2, et soit Ar,s = (ai, j ) la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf a1,1 = ar,s = 1 et

a1,s = ar,1 = −1.
Montrer que la famille (Ar,s )(r,s)∈n2,no2 forme une base de Ker(d), et en déduire la dimension de C.

6. Soit p un entier naturel non nul et A une matrice de C. Montrer que B = d (A)
n J est solution de l’équation

Ap − Bp = (A − B)p .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.15
1. Il faut faire les calculs pour le prouver proprement. Intuitivement, il faut comprendre que

les matrices de C sont celles telles que la somme de n’importe quelle ligne soit égale à la
somme de n’importe quelle colonne (la somme étant le α qui apparaît dans la définition de
C).
Il est clair que la matrice nulle vérifie les conditions définissant C. Soient donc A,B ∈ C,
et λ ∈ R.
Notons α , β les constantes telles que

∀(i, j) ∈ n1,no2,α =
n∑

k=1

ai,k =
n∑

k=1

ak, j et β =
n∑

k=1

bi,k =
n∑

k=1

bk, j .

Alors notons C = λA + B = (λai, j + bi, j ). On a, ∀(i, j) ∈ n1,no2,
n∑

k=1

ci,k = λ
n∑

k=1

ai,k +
n∑

k=1

bi,k = λα + β

et de même
n∑

k=1

ck, j = λ
n∑

k=1

ak, j +
n∑

k=1

bk, j = λα + β .

On en déduit que λA + B ∈ C, et donc C est un sous-R-espace vectoriel de Mn(R).
2. Notons que d est l’application qui à une matrice associe la somme de sa première ligne, et

qui donc à une matrice de C associe la somme de n’importe laquelle de ses lignes, ou de
n’importe laquelle de ses colonnes. Si A,B ∈ C, et si λ ∈ R, alors

d(λA + B) =
n∑

k=1

(λa1,k + b1,k ) = λ
n∑

k=1

a1,k +
n∑

k=1

b1,k = λd(A) + d(B).

Donc d est bien linéaire, et son image est un sous-espace vectoriel de R, donc de dimension
0 ou 1.
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Puisque d(J ) = n , 0, on en déduit que dim Imd = 1, et donc d est surjective.
On a J ∈ C, et d(J ) = n. De même, nIn ∈ C (car la somme de n’importe quelle ligne ou
n’importe quelle colonne ne comporte qu’un seul coe�cient non nul, égal à n) et donc
d(nIn) = n. Pourtant nIn , J , donc d n’est pas injective.

Si f : E → F est injective,
alors dim E 6 dim F . Puis-
qu’ici dimMn (R) > dimR,
d ne saurait être injective.
D’ailleurs d est une forme
linéaire non nulle, donc son
noyau est un hyperplan de
Mn (R), donc de dimension
n2 − 1 , 0.

Alternative

3.a. Soit A = (ai, j ) ∈Mn(R). Alors

AJ =

*.....
,

∑n
k=1 a1,k

∑n
k=1 a1,k . . .

∑n
k=1 a1,k∑n

k=1 a2,k
∑n

k=1 a2,k . . .
∑n

k=1 a2,k
...

...
...∑n

k=1 an,k
∑n

k=1 an,k . . .
∑n

k=1 an,k

+/////
-

De même, on a

JA =

*.....
,

∑n
k=1 ak,1

∑n
k=1 ak,2 . . .

∑n
k=1 ak,n∑n

k=1 ak,1
∑n

k=1 ak,2 . . .
∑n

k=1 ak,n
...

...
...∑n

k=1 ak,1
∑n

k=1 ak,2 . . .
∑n

k=1 ak,n

+/////
-

.

Alors si A ∈ C, soit α tel que

∀(i, j) ∈ n1,no2,α =
n∑

k=1

ai,k =
n∑

k=1

ak, j .

D’après les calculs qui précèdent, AJ = JA = α J .

Inversement, supposons que AJ = JA = λJ .
Si i ∈ n1,no, alors en identifiant n’importe que coe�cient de la i-ème ligne de l’égalité
AJ = λJ , il vient

n∑
k=1

ai,k = λ.

De même, si j ∈ n1,no2, alors en identifiant n’importe que coe�cient de la j-ième colonne
de l’égalité JA = λJ , il vient

n∑
k=1

ak, j = λ.

On en déduit que A appartient donc à C.
Notons que si A ∈ C, l’unique λ ∈ R tel que AJ = JA = λJ est en fait égal à d(A).

3.b. Soient A,B ∈ C et soient λ, µ ∈ R tels que

AJ = JA = λJ et BJ = JB = µJ . On peut aussi revenir à la
définition de C, mais alors les
calculs sont interminables...

Alternative

Alors (AB)J = A(BJ ) = A(JB) = (AJ )B = J (AB), et (AB)J = A(BJ ) = A(µJ ) = µ(AJ ) = µλAJ .
On en déduit que AB ∈ C, et d’après ce que nous avons remarqué à la fin de la question
précédente, nous avons nécessairement d(AB) = λµ = d(A)d(B).

3.c. Soit A ∈ C une matrice inversible, et soit λ ∈ R tel que

AJ = JA = λJ .

Alors en multipliant à gauche cette égalité par A−1, il vient

J = A−1 JA = λA−1 J .

De même, en multipliant à droite par A−1, on a

AJA−1 = J = λJA−1

Nécessairement, on a λ , 0, car sinon J = λJA−1 serait la matrice nulle. Alors

JA−1 = A−1 J =
1
λ
J .

On en déduit que A−1 ∈ C et d(A−1) = 1
λ =

1
d (A) .
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4. Par le théorème du rang appliqué à d, il est clair que
Nous l’avons déjà dit, mais
Kerd est un hyperplan de C,
et donc tout supplémentaire
en est de dimension 1.
Et même mieux, si A ∈ C vé-
rifie d (A) , 0 ,alors Vect(A)
est un supplémentaire de
Kerd .

Hyperplan

dimKerd + 1 = dim C.

Ainsi, un supplémentaire de Kerd dans C est nécessairement de dimension 1.
Or, nous savons que J < Kerd car d(J ) = n.
On en déduit que Vect(J ) est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de C tel que
Vect(J ) ∩Kerd = {0}.
Nous en déduisons que

C = Kerd ⊕ Vect(J ).
5. Il est facile de vérifier que Ar,s ∈ C, et que la somme de chaque ligne est nulle, autrement

dit, que d(Ar,s ) = 0, et donc que Ar,s ∈ Kerd . Montrons que la famille (Ar,s )26r,s6n est une
famille libre de C. Soient (λr,s )26r,s6n des réels tels que∑

26r,s6n
λr,sAr,s = 0.

Alors, en identifiant le coe�cient situé à la r-ème ligne et la s-ième colonne de l’égalité
précédente, il vient λr,s = 0.
Ceci prouve donc qu’il s’agit d’une famille libre.
Montrons à présent qu’elle est génératrice de Kerd , et soit A ∈ Kerd . Alors, par définition,

∀(i, j) ∈ n1,no2,
n∑

k=1

ai,k =
n∑

k=1

ak, j = 0.

En particulier,

∀s ∈ n2,no,a1,s = −
n∑
r=2

ar,s

∀r ∈ n2,no,ar,1 = −
n∑
s=2

ar,s

et donc a1,1 = −
n∑
s=2

a1,s =
n∑
s=2

n∑
r=2

ar,s

On en déduit que

*.....
,

a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
...

...
...

an,1 an,2 . . . an,n

+/////
-

=

*.........
,

−∑n
r=2

∑n
s=2 ar,s −∑n

r=2 ar,2 . . . −∑n
r=2 ar,n

−∑n
s=2 a2,s

a2,2
... . . . a2,n

...
...

...
−∑n

s=2 an,s an,2 . . . an,n

+/////////
-

=

n∑
r=2

n∑
s=2

ar,sAr,s

Ainsi, la famille (Ar,s )26r,s6n est une famille génératrice de Kerd : c’est une base de Kerd .
On en déduit que dimKerd = (n − 1)2, et donc que

Une matrice est dans Kerd
si et seulement si la somme
de chaque ligne et chaque
colonne est nulle.
Sur chaque ligne, on peut
choisir tous les coe�cients
des colonnes de 2 à n, mais
alors on n’a plus le choix
pour le premier, qui doit
être égal à l’opposé de la
somme des autres. Idem
pour les colonnes. Ainsi,
on a (n − 1)2 «degrés de
liberté», et on doit donc avoir
dimKer C = (n − 1)2.

Intuition

dim C = (n − 1)2 + 1.
6. Nous avons prouvé précédemment que si A ∈ C, alors A et J commutent. Il en est donc de

même de A et de d (A)
n J .

Nous pouvons alors utiliser la formule du binôme de Newton pour calculer(
A − d(A)

n
J

)p
=

p∑
k=1

(
p

k

)
Ak

(
−d(A)

J

)p−k
Or, on a, pour k < p (c’est-à-dire pour p − k , 0),

Ak Jp−k = Ak−1(AJ )Jp−k−1 = Ak−1(d(A)J )Jp−k−1 = d(A)Ak−1 Jp−k = · · · = d(A)k Jp−k
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De plus, nous avons J2 = nJ , et donc une récurrence facile prouve que

∀k > 2, Jk = nk−1 J .

Ainsi, il vient

∀k ∈ n1,p − 1o,
(
d(A)
n

)p−k
Ak Jp−k =

d(A)p−k
np−k

d(A)knp−k−1 J = d(A)p
n

J

On en déduit que(
A − d(A)

n
J

)p
=

(
−d(A)

n

)p
Jp +

p−1∑
k=1

(
p

k

)
(−1)p−k d(A)

p

n
J +Ap

Mais puisque (1 − 1)p = 0, alors

p−1∑
k=1

(
p

k

)
(−1)p−k =

p∑
k=0

(
p

k

)
(−1)p−k︸             ︷︷             ︸
=0

−1 − (−1)p = −(1 + (−1)p )

et donc

(A − J )p = (−1)p d(A)
p

np
Jp − (1 + (−1)p )d(A)

p

n
J +Ap

= (−1)p d(A)
p

n
J − (1 + (−1)p )d(A)

p

n
J +Ap

= Ap − d(A)p
n

J

= Ap −
(
d(A)
n

J

)p
La dernière égalité vient du fait que(

d(A)
n

J

)p
=
d(A)p
np

Jp =
d(A)p
np

np−1 J =
d(A)p
n

J .

�

EXERCICE 1.16 (ESCP 2016) [ESCP16.2.15] Moyen
Formule d’inversion de Pascal et asymptotique du nombre de permutations de n1,no sans point fixe
Abordable en première année :!

1. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles telles que : ∀n ∈ N, un =
n∑
i=0

(
n

i

)
vi .

(a) Déterminer une matrice P ∈Mn+1(R) telle qu’on ait l’égalité matricielle :
�
u0 · · · un

�
=

�
v0 · · · vn

�
P .

(b) On note Rn[X ] l’espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels de degré inférieur ou égal à n et
B0 = (1,X ,X 2, . . . ,Xn) sa base canonique.
Montrer que B1 = (1, 1 + X , (1 + X )2, . . . , (1 + X )n) est une base de Rn[X ].
Montrer que P est inversible et calculer son inverse. (On pourra montrer que P est la matrice de passage
entre deux bases de Rn[X ]).

(c) En déduire l’expression de vn en fonction des ui , 0 6 i 6 n :

vn =
n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)n−iui .
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2. On rappelle qu’une permutation de n1,no est une bijection de n1,no dans n1,no.
Si σ est une permutation de n1,no, on dit que i ∈ n1,no est un point fixe de σ si σ (i) = i.
On note dn le nombre de permutations sans point fixe de n1,no (i.e. de permutations σ de n1,no telles que
∀ i,σ (i) , i) et on pose : d0 = 1.

(a) Pour tout entier n > 0, montrer la relation : n! =
n∑
i=0

(
n

i

)
di .

(b) En déduire l’expression de dn en fonction de n pour n > 0.
(c) Soit (an)n>0 la suite définie par a0 = 1 et ∀n ∈ N, an+1 = (n + 1)an + (−1)n+1.

Montrer que les deux suites (an) et (dn) sont égales.

3. On note pour tout entier naturel n : Jn =
∫ 1

0
xnex dx .

(a) Montrer que : ∀n ∈ N, ∀x ∈ R, ex =
n∑

k=0

xk

k !
+

∫ x

0

(x − t)n
n!

et dt .

(b) En déduire que : ∀n ∈ N, dn = 1
e
(n! + (−1)n Jn).

(c) Montrer que lorsque n tend vers +∞ : Jn ∼
n→+∞

e

n
.

En déduire un équivalent de dn .

(d) Déterminer la nature de la série de terme général
(n − 1)!

e
− dn

n
.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.16

1.a. Soit P =

*........
,

�0
0
� �1

0
� �2

0
�
. . .

�n
0

�

0
�1
1
� �2

1
�
. . .

�n
1

�

0 0
�2
2
�
. . .

�n
2

�

...
. . .

. . .
...

0 . . . . . . 0
�n
n

�

+////////
-

∈Mn+1(R).

Alors on a bien

�
v0 v1 . . . vn

�
P = *

,
v0 v0 +v1 . . .

n∑
i=0

(
n

i

)
vi+

-
=

�
v0 v1 . . . vn

�
.

1.b. La famille
�
1, 1 + X ), (1 + X )2, . . . , (1 + X )n�

est formée de polynômes de degrés deux à
deux distincts : c’est donc une famille libre de Rn[X ].

Étant de cardinal n+1 = dimRn[X ], c’est une base de Rn[X ]. Puisque (1+X )k =
k∑
i=0

(
k

i

)
X i ,

la matrice de passage de B1 à B0 est :

PB,B1 =

1 1 + X (1 + X )2 . . . (1 + X )n

*.......
,

+///////
-

�0
0
� �1

0
� �2

0
�

. . .
�n
0

�
1

0
�1
1
� �2

1
�

. . .
�n
1

�
X

0 0
�2
2
�

. . .
�n
2

�
X 2

...
. . .

. . .
...

.

.

.

0 . . . . . . 0
�n
n

�
Xn

= P .

Puisqu’une matrice de passage est toujours inversible, on en déduit que P est inversible, et
son inverse est P−1 = PB1,B0 .
Or, pour tout k ∈ n0,no, par la formule du binôme de Newton, on a

X k = ((1 + X ) − 1)k =
k∑
i=0

(
k

i

)
(1 + X )i (−1)i−k .

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY

http://www.ecs2-fauriel.fr


28 CHAPITRE 1 : ALGÈBRE

Et donc

P−1 = PB1,B0 =

1 X X 2 . . . Xn

*.......
,

+///////
-

�0
0
� −�1

0
� �2

0
�
. . . (−1)n�n

0
�

1

0
�1
1
� −�2

1
�
. . . (−1)n−1�n

1
�

1 + X

0 0
�2
2
�
. . . (−1)n−2�n

2
�

(1 + X )2
...

. . .
. . .

...
.
.
.

0 . . . . . . 0
�n
n

�
(1 + X )n

.

1.c. On a donc �
v0 v1 . . . vn

�
=

�
u0 u1 . . . un

�
P−1.

En particulier, un =
n∑
i=0

(−1)n−i
(
n

i

)
ui .

2.a. Commençons par rappeler que le nombre de total de permutations de n1,no est n!
En e�et choisir une permutation σ , c’est choisir l’image de 1 (il y a n choix possibles), puis
choisir l’image de 2 (il y a n − 1 choix possibles, puisque cette image ne peut être égale1 1Une bijection est injective,

et en particulier ne peut
prendre deux fois la même
valeur.

à
σ (1)), etc, choisir l’image de n (et il n’y a alors plus qu’un choix possible pour être di�érent
de σ (1),σ (2), . . . ,σ (n − 1)).
Soit i ∈ n1,no fixé. Alors le nombre de permutations de n1,no possédant exactement i

points fixes est
(
n

i

)
dn−i .

En e�et, il y a
(
n

i

)
manières de choisir les i points fixes, et dn−i manières de permuter sans

points fixes les n − i autres éléments de n1,no.

Le nombre de permutations
d’un ensemble ne dépend
que de son cardinal : et donc
si E possède d éléments, il a
autant de permutations que
n1, do, c’est-à-dire d !

Détails

Puisqu’une permutation de n1,no a soit aucun point fixe, soit un point fixe, ... ,soit n points
fixes, il vient

n! =
n∑
i=0

(
n

i

)
dn−i =

n∑
j=0

(
n

n − j

)
dj =

n∑
j=0

(
n

j

)
dj .

2.b. Si l’on applique le résultat de la question 1.c, avec un = n! et vn = dn , il vient donc

∀n ∈ N, dn =
n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)n−ii!.

2.c. Montrons par récurrence sur n que dn = an .
Par définition, on a d0 = a0 = 1, donc la récurrence est initialisée.
Supposons que dn = an . Alors

dn+1 =
n+1∑
i=0

(
n + 1
i

)
(−1)n+1−ii!

= (−1)n+1 +
n+1∑
i=1

(
n + 1
i

)
(−1)n+1−ii!

= (−1)n+1 +
n+1∑
i=1

n + 1
i

(
n

i − 1
)
(−1)n−(i+1)i!

On a (
n
k

)
=
n
k

(
n − 1
k − 1

)
.

Rappel

= (−1)n+1 + (n + 1)
n+1∑
i=1

(
n

i − 1
)
(−1)n−(i+1)(i − 1)!

= (−1)n+1 + (n + 1)
∑
j=0

(
n

j

)
(−1)n−j j!

= (−1)n+1 + (n + 1)dn
= (−1)n+1 + (n + 1)an = an+1.

Par le principe de récurrence, pour tout n ∈ N, dn = an .
3.a. C’est la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordren appliquée à la fonction exponentielle2 2Ce qui est légitime puisque

l’exponentielle est de classe
C∞.

entre 0 et x .
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3.b. Notons que dn =
n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)n−ii! = n!

n∑
i=0

(−1)n−i
(n − i)! = n!

n∑
i=0

(−1)i
i!
.

Mais pour x = −1, la formule de la question précédente devient

e−1 =
n∑

k=0

(−1)k
k !
+

∫ −1

0

(−1 − t)n
n!

et dt =
dn
n!
+

∫ −1

0

(−1 − t)n
n!

dt .

En procédant au changement de variable u = 1 + t , on a donc∫ −1

0

(−1 − t)n
n!

dt = −
∫ 1

0

(−u)n
n!

eu−1 du = (−1)n+1 Jn
e
.

Et par conséquent,

1
e
=
dn
n!
+ (−1)n+1 Jn

e
⇔ dn =

1
e
(n! + (−1)n Jn) .

3.c. Commençons par remarquer que lim
n→+∞ Jn = 0. Notons que si l’équivalent

donné dans l’énoncé est juste,
on a forcément Jn → 0.

Remarque

En e�et, on a, pour x ∈ [0, 1], ex 6 e et donc

0 6 Jn 6
∫ 1

0
xn dx =

1
n + 1

−→
n→+∞ 0.

D’autre part, une intégration par parties, en posant u(x) = xn+1 et v(x) = ex nous donne

nJn =

∫ 1

0
nxnex dx =

[
xn+1ex

]1
0
−

∫ 1

0
xn+1ex dx = e − Jn+1.

Et donc
nJn
e
= 1 − Jn+1

e
−→

n→+∞ 1, de sorte que Jn ∼
n→+∞

e

n
.

On a alors (−1)n Jn = o
n→+∞(n!), et donc

dn =
n!
e
+ o

n→+∞(n!) ∼
n→+∞

n!
e
.

3.d. On a
(n − 1)!

e
− dn

n
=

(n − 1)!
e

− (n − 1)!
e

+
(−1)n+1 Jn

ne
= (−1)n+1 Jn

ne
.

Or,
����(−1)

n+1 Jn
ne

���� ∼
n→+∞

1
n2

, et donc la série de terme général
(n − 1)!

e
− dn

n
converge

absolument, et donc converge.

�

EXERCICE 1.17 (QSPHEC 2016) [HEC16.QSP176] Moyen
Inversibilité d’une matrice

Soit n > 2, et soit M = (mi, j )16i, j6n ∈Mn(R) la matrice définie par ∀(i, j) ∈ n1,no2, mi, j = i
j−1.

Montrer que M est inversible

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.17 On a donc

M =

*.........
,

1 1 . . . 1 1
1 2 . . . 2n−2 2n−1
...
...

...
...

...
...

...
...

1 n . . . nn−2 nn−1

+/////////
-

.
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Soit X =
*...
,

x1
...
xn

+///
-

∈Mn,1(R) tel que MX = 0.

Alors pour tout i ∈ n1,no,
n∑
j=1

x ji
j−1 = 0.

Si on note P =
n∑
j=1

x jX
j−1 ∈ Rn−1[X ], cela signifie donc que pour tout i ∈ n1,no, P(i) = 0.

Ainsi, P possède n racines distinctes, et étant de degré inférieur ou égal à n − 1, il est donc
nul : ∀j ∈ n1,no, x j = 0.
Donc nécessairement X = 0, et donc M est inversible.

Une matrice M ∈Mn (K) est
inversible si et seulement si
pour tout X ∈Mn,1(K),

MX = 0⇒ X = 0.

Rappel

Solution alternative : on peut remarquer que M est la matrice dans les bases canoniques
de l’application linéaire φ : Rn−1[X ]→ Rn définie par P 7→ (P(1), P(2), . . . , P(n)).
En e�et, on a alors, en notant (e1, . . . , en) la base canonique de Rn :

Mat(φ) =

φ(1) φ(X ) . . . φ(Xn−1)

*....
,

+////
-

1 1 . . . 1 e1

1 2 . . . 2n−1 e2
...

...
...

.

.

.

1 n . . . nn−1 en

= M .

Mais il est classique que φ est un isomorphisme, et donc M est inversible. �

Il est classique qu’une base de Mn(R) est formée des matrices Ei, j , où Ei, j est la matrice dont tous les coe�cients sont nuls,
sauf celui de la ième ligne et jème colonne qui vaut 1.
L’exercice suivant nécessite de calculer le produit de deux de ces matrices, ce qui demande un peu de rigueur.

EXERCICE 1.18 (ESCP 2008) [ESCP08.2.4] Moyen
Hyperplans de Mn(R) stables pour le produit matriciel et ne contenant pas l’identité.
Abordable en première année :!

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Soit F un sous-espace vectoriel de Mn(R), de dimension n2 − 1, stable par la
multiplication matricielle : ∀(M,M ′) ∈ F 2, MM ′ ∈ F . On suppose que In < F , où In désigne la matrice identité de
Mn(R).

1. Montrer que Mn(R) = F ⊕ Vect(In).
2. (a) Soit p le projecteur de Mn(R) sur Vect(In) parallèlement à F .

Montrer que ∀(M,M ′) ∈ (Mn(R))2, p(MM ′) = p(M)P(M ′).
(b) Montrer que pour tout matrice M de Mn(R) telle que M2 ∈ F , alors M ∈ F .
(c) Soit (Ei, j )16i, j6n la base canonique de Mn(R).

Calculer Ei, j × Ek, ` pour (i, j,k, `) ∈ n1,no2.
(d) Montrer que F contient la base canonique de Mn(R).
(e) Conclure.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.18
1. On a déjà dimVect(In) + dim F = 1 + n2 − 1 = n2 = dimMn(R).

Soit M ∈ Vect(In) ∩ F . Alors il existe λ ∈ R tel que M = λIn .

Supposons que M , 0 ⇔ λ , 0. Alors In =
1
λ
M ∈ F , contredisant les hypothèses de

l’énoncé. Donc M = 0 et par conséquent F ∩ Vect(In) = {0}.
On en déduit que Mn(R) = F ⊕ Vect(In).

2.a. Soient M,M ′ ∈Mn(R).
Demanière unique, on aM = M1+λ1In , avecM1 ∈ F et λ1 ∈ R, et de même,M ′ = M2+λ2In .
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Nous savons qu’alors p(M) = λ1In et p(M ′) = λ2In .
De plus,

MM ′ = (M1 + λ1In)(M2 + λ2In) = M1M2 + λ1M2 + λ2M1 + λ1λ2In .

Or, puisque M1 ∈ F et M2 ∈ F , M1M2 ∈ F de sorte que λ1M2 + λ2M1 +M1M2 ∈ F . De plus
λ1λ2In ∈ Vect(In).
Donc p(MM ′) = λ1λ2In = p(M)p(M ′).

Si on a trouvé l’unique dé-
composition de MM ′ comme
un élément de F plus un
élément de Vect(In ), on a di-
rectement p(MM ′) : c’est la
composante suivant Vect(In ).

Rappel

2.b. Notons que F = Ker(p).
Et donc M2 ∈ F ⇔ p

�
M2�
= 0⇔ p(M)p(M) = 0.

Or, p(M) est de la forme λIn , et donc p(M)2 = λ2In , qui est nul si et seulement si λ = 0.
Donc p(M) = 0, de sorte que M ∈ Ker(p) = F .

2.c. Pour toute matrice A = (ai, j )16i, j6n , on a

�
AEk, `

�
u,v =

n∑
j=1

Au, j (Ek, `)j,v .

Mais (Ek, `)j,v = 0, sauf si j = k et v = `, auquel cas il vaut 1.
Donc déjà, si v , `, (AEk, `)u,v = 0.
Et si v = `, dans la somme, seul le coe�cient correspondant à j = k est non nul, et on
obtient donc (AEk, `)u, ` = au,k .

Ainsi, (AEk, `)u,v =



0 si v , `
au,k si v = `

Multiplier A à droite par
Ek, ` donne une matrice
dont toutes les colonnes sont
nulles, sauf la `ème, qui est
égale à la k ème colonne de A.

Autrement dit

En particulier, (Ei, jEk, `)u,v =



0 si v , `
(Ei, j )u, ` sinon

Mais puisque (Ei, j )u, ` =



1 si u = i et j = `
0 sinon

il vient

Ei, jEk, ` =



0 si j , k
Ei, ` si j = k

Si l’on prend en compte la
remarque ci-dessus, c’est
évident : toutes les colonnes
de Ei, j sont nulles, sauf la
j ème.
Puisque Ei, jEk, ` ne «garde»
que la k ème colonne de Ei, j ,
elle est nulle si j , k , et
contient un 1 en i ème position
sinon.

Remarque

2.d. Si i , j, Ei, j × Ei, j = 0 ∈ F .
Donc d’après 2.b, Ei, j ∈ F .
Ce raisonnement ne s’applique plus si i = j, mais alors Ei,i = Ei,kEk,i pour tout k , i, de
sorte que Ei,i est dans F car produit de deux éléments de F .
Ainsi, tous les Ei, j , 1 6 i, j 6 n sont dans F .

2.e. Puisque F est un sous-espace vectoriel qui contient une base de Mn(R), il contient Mn(R)
tout entier : F =Mn(R).
Ceci contredit le fait que F soit un hyperplan de Mn(R).
Par conséquent, il n’existe pas d’hyperplans de Mn(R) stables par le produit matriciel et ne
contenant pas l’identité.

�

1.6 VALEURS PROPRES, DIAGONALISATION
Pour un endomorphisme f d’un espace vectoriel de dimension finie, il est classique que f est bijectif si et seulement si
Ker f = {0E}.
Mais ceci se formule également en termes de valeurs propres : f est bijectif si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de
f .

EXERCICE 1.19 (QSPESCP 2014) [ESCP14.QSP01] Facile
Étude d’un endomorphisme de Mn(R).
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Soit n ∈ N∗, soit A une matrice donnée de Mn(R) et soit ϕ : Mn(R)→ R une forme linéaire.
On définit l’application f : Mn(R)→Mn(R) par

∀M ∈Mn(R), f (M) = M − ϕ(M)A.

Donner une condition nécessaire et su�sante sur ϕ(A) pour que f soit bijective.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.19 Nous savons que f est bijective si et seulement si
0 < Spec(f ).
Or, il existe un vecteur propreM de f associé à la valeur propre 0 si et seulement si il existe
M ∈Mn(R), non nulle, telle que f (M) = 0⇔ M = ϕ(M)A.
Une telle matrice est donc nécessairement colinéaire à A, donc de la forme λA, avec λ non
nul1 1Car M , 0 par hypothèse.. Et alors M = ϕ(M)A⇔ λA = ϕ(λA)A⇔ A = ϕ(A)A⇔ ϕ(A) = 1.
Donc 0 est valeur propre de f si et seulement si ϕ(A) = 1, et donc f est bijective si et
seulement si ϕ(A) , 1. �

La première partie de l’exercice qui suit est assez classique, on y prouve (ici par des moyens matriciels, mais cela peut
également se faire en termes d’endomorphisme, cf le problème 2 d’EML 2009) que si une matrice A est diagonalisable et
possède des valeurs propres deux à deux distinctes, alors toute matrices B qui commute à A est également diagonalisable,
et il existe une base de vecteurs propres commune à A et à B

EXERCICE 1.20 (ESCP 2012) [ESCP12.2.1] Facile
Commutant d’une matrice de Mn(C) admettant n valeurs propres distinctes.

Soit A ∈Mn(C) admettant n valeurs propres distinctes.
1. Montrer que la famille (In ,A,A2, . . . ,An−1) est libre.
2. On note C = {M ∈Mn(C)/AM = MA}. Montrer que C est un sous-espace vectoriel de Mn(C) de dimension

supérieur ou égale à n.
3. Montrer l’existence d’une matrice P de Mn(C), inversible et d’une matrice ∆ de Mn(C) diagonale, telles que

A = P∆P−1.

4. Soit M ∈ C. Montrer que tout vecteur colonne propre de A est un vecteur colonne propre de M . En déduire
que la matrice P−1MP est diagonale.
En déduire que C est de dimension inférieure ou égale à n.

5. Montrer que (In ,A, . . . ,An−1) est une base de C.

6. Soit A =
(
1 2
0 −1

)
∈M2(C). On note R = {M ∈M2(C)/M2 = A}.

(a) Montrer que R ⊂ Vect(I ,A).
(b) Montrer que R est de cardinal 4. Déterminer les 4 matrices vérifiant M2 = A.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.20
1. Soient λ0, λ1, . . . , λn−1 des complexes tels que λ0In + λ1A + · · · + λn−1An−1 = 0.

Alors le polynôme P =
n−1∑
i=0

λiX
i est annulateur de A, et donc les valeurs propres de A sont

parmi les racines de P .
Mais P est de degré au plus n − 1, et toutes les valeurs propres de A, qui sont au nombre de
n, en sont racines.
Donc P est le polynôme nul, et par identification des coe�cients, λ0 = λ1 = · · · = λn−1 = 0.
Et donc (In ,A, . . . ,An−1) est une famille libre de Mn(C).

2. Soient M,N deux matrices de C et soit λ ∈ C. Alors

A(λM + N ) = λAM +AN = λMA + NA = (λM + N )A
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et donc λM + N ∈ C.
L’ensemble C est formé des
matrices qui commutent avec
A. On l’appelle le commutant
de A.

Terminologie

D’autre part, pour tout k ∈ N, Ak commute avec A, et donc Ak ∈ C.
Ceci est en particulier vrai pour k ∈ n0,n − 1o, de sorte que Vect(In ,A, . . . ,An−1) ⊂ C.

Par définition,
Vect(In, A, . . . , An−1) est
le plus petit sous-espace vec-
toriel de Mn (C) contenant
In, A, . . . , An−1.
Et puisque nous avons déjà
prouvé que C est un sous-
espace vectoriel contenant
ces matrices, on a donc bien

Vect(In, . . . , An−1) ⊂ C.

S.e.v.

Or, la famille In ,A, . . . ,An−1 étant libre, dimVect(In ,A, . . . ,An−1) = n, et donc dim C > n.
3. Puisque A admet n valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable, donc il existe P

inversible et ∆ diagonale telles que A = P∆P−1.
4. Soit λ une valeur propre de A et soit X ∈Mn,1(C) un vecteur propre associé, de sorte que

AX = λX .
On a alors A(MX ) = MAX = λMX , de sorte que MX ∈ Eλ(A). La même preuve montre

en fait que si deux matrices
(ou deux endomorphismes)
commutent, tout sous-espace
propre de l’une est stable par
l’autre.

Plus généralement

Mais puisque A possède n valeurs propres, ses sous-espaces propres sont tous de dimension
1.
Et X étant un vecteur non nul de Eλ(A), c’est donc une base de Eλ(A).
Par conséquent, il existe un complexe µ tel que MX = µX , et donc X est un vecteur propre
de M .

Ainsi, la matrice P , qui est la matrice de passage de la base canonique de Mn,1(R) à une
base de vecteurs propres de A, est également la matrice de passage de la base canonique à
une base de vecteurs propres de M .
Et donc P−1MP est une matrice diagonale.

Pour vraiment prouver cela
rigoureusement, il faudrait
probablement repasser par
des endomorphismes (par
exemple introduire X 7→
AX , endomorphisme de
Mn,1(C)) et des formules de
changement de base.
Mais on peut raisonnable-
ment supposer qu’un can-
didat admissible à une pari-
sienne possède su�samment
de recul sur la diagonalisa-
tion pour savoir que P−1MP
est diagonale si et seulement
si les colonnes de P forment
une base de vecteurs propres
de M .

Détails

Ainsi, f : M 7→ P−1MP est une application linéaire de C dans l’ensemble D des matrices
diagonales.
On constate facilement qu’elle est injective, et donc par le théorème du rang, dim C =
dimKer f + dim Im f = dim Im f 6 dimD = n.
Remarque : en fait, il ne serait pas beaucoup plus dur de prouver que f est surjective, et donc,
puisqu’un isomorphisme préserve la dimension, on aurait directement que dim C = dimD.

5. Nous avons prouvé d’une part que dim C > n et d’autre part que dim C 6 n, et donc
dim C = n.
Puisque (In ,A, . . . ,An−1) est une famille libre de C, de cardinal n = dim C, c’est une base
de C.

6.a. Si M ∈ R, alors MA = MM2 = M2M = AM .
Et donc, avec les notations précédentes, R ⊂ C.
MaisA possède deux valeurs propres distinctes, qui sont 1 et −1, de sorte que par la question
5, C = Vect(I2,A) et donc R ⊂ Vect(I2,A).

6.b. Soit M = λI + µA ∈ Vect(I2,A). On a alors

M2 = λ2I + 2λµA + µ2 A2︸︷︷︸
=I

= (λ2 + µ2)I + 2λµA.

Et donc M2 = A si et seulement si λ2 + µ2 = 0 et 2λµ = 1.

Soit encore µ =
1
2λ

et λ2 +
1
4λ2
= 0⇔ λ4 = −1

4
.

Et donc en particulier, λ2 = ±i 1
2
.

Pour λ2 = i
1
2
=
1
2
ei

π
2 , on obtient λ =

1√
2
ei

π
4 =

1 + i
2

ou λ = −1 + i
2

.

Pour déterminer une racine
carrée d’un nombre com-
plexe z, le plus simple est de
passer par la forme exponen-
tielle : z = r e iθ .
L’une des racines est alors√
r e iθ /2, et la seconde est

l’opposée de la première.

Méthode

Les valeurs de µ correspondantes sont respectivement
1 − i
2

et
−1 + i
2

.

Et pour λ2 = − i
2
=
1
2
e−i

π
2 , on obtient λ =

1√
2
e−i

π
4 =

1 − i
2

et λ =
−1 + i
2

.

Les valeurs de µ correspondantes sont alors
1 + i
2

et
−1 − i
2

.

Donc au final, les 4 matrices M telles que M2 = A sont(
1 1 − i
0 i

)
,

(−1 i − 1
0 −i

)
,

(
1 1 + i
0 −i

)
,

(−1 −1 − i
0 i

)
.

�

Si f et д sont deux endomorphismes de E, et s’il existe une base de E formée simultanément de vecteurs propres de f et
de д, alors les matrices de f et д dans cette base sont toutes deux diagonales.
Mais deux matrices diagonales commutent toujours, de sorte que f et д commutent.
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L’exercice suivant prouve que la réciproque est vraie : si f et д sont deux endomorphismes diagonalisables qui commutent,
alors il existe une base formée de vecteurs propres de f et de д.

EXERCICE 1.21 (ESCP 2016) [ESCP16.2.10] Moyen
Diagonalisation simultanée de deux endomorphismes

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E diagonalisable. On note {λ1, . . . , λp}
l’ensemble de ses valeurs propres et E1, . . . ,Ep les sous-espaces propres associés.
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par f , tel que F , {0} et F , E. Soit x un vecteur de F .

1. Montrer qu’il existe un unique p-uplet (x1, . . . ,xp ) ∈ E1 × · · · × Ep tel que x = x1 + · · · + xp .
2. On suppose désormais x , 0. Montrer que, quitte à modifier l’ordre, on peut supposer qu’il existe r ∈ n1,po

tel que xi = 0 pour i > r et xi , 0 pour i 6 r . On a alors x = x1 + · · · + xr .
On note Vx le sous-espace vectoriel engendré par (x1, . . . ,xr ).

3. (a) Montrer que (x1, . . . ,xr ) est une base de Vx .
(b) Montrer que pour tout j > 0, f j (x) ∈ Vx .
(c) Déterminer la matrice A de la famille (x , f (x), . . . , f r−1(x)) dans la base (x1, . . . ,xr ) de Vx .

Notons C1, . . . ,Cr les colonnes de A et α1, . . . ,αr des réels tels que
r∑
j=1

α jCj = 0.

Montrer que le polynôme P =
r∑
j=1

α jX
j−1 est le polynôme nul. En déduire que A est inversible.

(d) Montrer que pour tout i ∈ n1,po, xi ∈ F , puis que F =
p⊕
i=1

(F ∩ Ei ).

4. Soit д un endomorphisme de E, diagonalisable et commutant avec f (i.e. tel que f ◦ д = д ◦ f ). Montrer qu’il
existe une base de E formée de vecteurs propres communs à f et д.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.21

1. Puisque f est diagonalisable, on a E =
p⊕
i=1

Ei et donc tout vecteur de E s’écrit de manière

unique comme somme de vecteurs des Ei . C’est en particulier le cas de x .

2. Puisque x , 0, les xi ne sont pas tous nuls. Donc quitte à changer la numérotation des λi
et des Ei , on peut supposer que x1, . . . ,xr , 0 et xr+1 = · · · = xp = 0.

3.a. Pour i ∈ n1, ro, xi ∈ Ei et xi , 0.
Donc xi est un vecteur propre de f , associé à la valeur propre λi .

Le sous-espace propre est
formé des vecteurs propres
de f associés à la valeur
propre λi et du vecteur nul.

Rappel

En particulier, (x1, . . . ,xr ) est une famille formée de vecteurs propres associés à des valeurs
propres distinctes : c’est donc une famille libre.
Par définition de Vx , elle est génératrice de Vx , et donc c’est une base de Vx .

3.b. Pour j > 0, on a

f j (x) = f j *
,

r∑
i=1

xi+
-
=

r∑
i=1

f j (xi ) =
r∑
i=1

λjixi ∈ Vx .

3.c. D’après le calcul qui a été réalisé à la question précédente, on a

Mat(x1, ...,xr )(x , f (x), . . . , f r−1(x)) =

x f (x ) . . . f r−1(x )

*....
,

+////
-

1 λ1 . . . λr−11 x1

1 λ2 . . . λr−12 x2

1
...

...
.
.
.

1 λr . . . λr−1r xr

.
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Notons que Cj =

*......
,

λj−11
λj−12
...

λj−1r

+//////
-

et donc

r∑
j=1

α jCj = 0⇐⇒
*......
,

∑r
j=1 α jλ

j−1
1∑r

j=1 α1λ
j−1
2

...∑r
j=1 α1λ

j−1
r

+//////
-

=

*.....
,

0
0
...
0

+/////
-

⇐⇒
*.....
,

P(λ1)
P(λ2)
...

P(λr )

+/////
-

=

*.....
,

0
0
...
0

+/////
-

.

Et donc P(λ1) = · · · = P(λr ) = 0.
Or P est de degré au plus r − 1 et possède r racines, c’est donc qu’il est nul.
On en déduit1

1 Par identification des coe�-
cients.

que α1 = · · · = αr = 0.
Et donc la famille (C1, . . . ,Cr ) est libre. Elle est donc de rang r , de sorte que

Rappelons que par définition,
le rang d’une matrice est
le rang de la famille de ses
vecteurs colonnes.

Rang
rg(A) = r .

Et donc A est une matrice inversible.
3.d. Puisque A est inversible, (x , f (x), . . . , f r−1(x)) est une base de Vx .

En particulier, pour tout i ∈ n1, ro, xi s’écrit comme combinaison linéaire de x , f (x), . . . , f r−1(x).
Mais puisque F est stable par f , alors f (x) ∈ F . Et donc f (f (x)) = f 2(x) ∈ F , etc,
f j−1(x) ∈ F .
Ainsi, xi est combinaison linéaire d’éléments de F : xi ∈ F .

Pour le second point, commençons par prouver que les F ∩ Ei sont en somme directe.
Supposons donc que 0E = y1 + · · · + yp , avec yi ∈ F ∩ Ei .
Alors en particulier, yi ∈ Ei . Et puisque les Ei sont en somme directe, on en déduit que
y1 = · · · = yp = 0.

De plus, nous venons de montrer que si x ∈ F , alors x = x1 + · · · + xp , avec xi ∈ F ∩ Ei .
Nous avons montré que
x1, . . . , xr sont dans F , pour
xr+1, . . . , xp , c’est trivial car
ils sont nuls et que le vecteur
nul est dans F .

Remarque

Donc F =
p∑
i=1

(F ∩ Ei ) et puisque la somme est directe, F =
p⊕
i=1

(F ∩ Ei ).

4. Soient F1, . . . , Fq les sous-espaces propres de д.
Puisque f et д commutent, les Fj sont stables par f .

Et donc pour tout j ∈ n1,qo, Fj =
p⊕
i=1

(Fj ∩ Ei ).

Et donc une base de Fj obtenue par concaténation de bases de Fj ∩ Ei sera formée de
vecteurs qui sont à la fois vecteurs propres de f , car dans Ei et de vecteurs propres de д,
car dans Fj .

Et puisque E =
q⊕
j=1

Fj , la concaténation des bases des Fj précédemment obtenues est une

base de E formée de vecteurs qui sont à la fois des vecteurs propres de f et des vecteurs
propres de д.
Autrement dit, il existe une base B de E telle que MatB(f ) et MatB(д) soient toutes les
deux diagonales.

�

Le thème de l’exercice suivant est relativement classique, on le retrouve par exemple dans EML 2016.
Il s’agit de décomposer un endomorphisme diagonalisable comme combinaison linéaire de projecteurs sur ses sous-espaces
propres.

EXERCICE 1.22 (HEC 2014) [HEC14.110] Moyen
Projecteurs spectraux d’un endomorphisme diagonalisable

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2 sur R. Soit f un endomorphisme de E pour lequel il existe un
entierm > 2, des endomorphismes p1,p2, . . . ,pm non nuls de E etm réels distincts λ1, λ2, . . . , λm tels que pour tout
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entier k ∈ N, on a : f k =
m∑
i=1

λki pi , où f k = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸            ︷︷            ︸
k fois

. On note id l’endomorphisme identité de E.

1. Soit P un polynôme de R[X ]. Exprimer P(f ) en fonction des P(λi ) et des pi , pour i ∈ n1,mo.

2. Soit Q le polynôme de R[X ] définie par Q(X ) =
m∏
i=1

(X − λi ). Calculer Q(f ).

Qu’en déduit-on quant aux valeurs propres de f ?

3. Pour tout k ∈ n1,mo, on pose : Lk (X ) =
∏

i∈n1,mo
i,k

(X − λi )
(λk − λi ) .

Calculer Lk (f ). En déduire que Im(pk ) ⊂ Ker(f − λk id) ainsi que l’ensemble des valeurs propres de f .
4. Montrer que f est diagonalisable.

5. Vérifier que pour tout couple (i, j) ∈ n1,mo2, on a : pi ◦ pj =



0 si i , j

pi si i = j

6. Soit F le sous-espace vectoriel de L(E) engendré par (p1,p2, . . . ,pm). Déterminer la dimension de F .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.22

1. Soit P =
d∑

k=0

akX
k ∈ R[X ]. Alors

P(f ) =
d∑

k=0

ak f
k =

d∑
k=0

ak

m∑
i=1

λki pi =
m∑
i=1

d∑
k=0

akλ
k
i pi =

m∑
i=1

P(λi )pi .

2. En utilisant le résultat de la question précédente, on a

Q(f ) =
m∑
i=1

Q(λi )︸︷︷︸
=0

pi = 0.

Donc Q est annulateur de f , et par conséquent, les valeurs propres de f sont parmi les
racines de Q : Spec(f ) ⊂ {λ1, . . . , λm}.

3. PuisqueLk (λj ) =
∏

i∈n1,mo
i,k

λj − λi
λk − λi , on a Lk (λj ) =




0 si j , k
1 si j = k

.

Et donc Lk (f ) =
m∑
i=1

Lk (λi )pi = 1 · pk .

Mais Q =
∏

i∈n1,mo
i,k

(λk − λi )

︸            ︷︷            ︸
∈R∗

×Lk × (X − λk ), et donc

0 = Q(f ) =
∏

i∈n1,mo
i,k

(λk − λi ) × (f − λk id) ◦ Lk (f ) =
∏

i∈n1,mo
i,k

(λk − λi ) × (f − λk id) ◦ pk .

Et donc (f − λk id) ◦ pk = 0. Par conséquent Pour deux endomorphismes
f et д, on a д ◦ f = 0 si et
seulement si Im(f ) ⊂ Ker(д).

Classique

Im(pk ) ⊂ Ker(f − λk id).
Mais par hypothèse, pk , 0, de sorte que Im(pk ) , {0E}. Et donc Ker(f − λk id) , {0E}, de
sorte que λk est bien valeur propre de f .
On en déduit que Spec(f ) = {λ1, . . . , λm}.

4. Puisque id = f 0 =
m∑
i=0

pi , si x ∈ E, alors

x =
m∑
i=1

pi (x) ∈
m∑
i=1

Im(pi ) ⊂
m∑
i=1

Ker(f − λi id).
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Et donc E =
m∑
i=1

Eλi (f ).

Mais nous savons qu’une somme de sous-espaces propres est directe, et donc E =
m⊕
i=1

Eλi (f ),

de sorte que f est diagonalisable.
5. L’inclusion prouvée à la question 3 montre que si x ∈ E, alors pj (x) ∈ Eλj (f ) et donc

f (pj (x)) = λjpj (x).
Et alors, pour tout polynôme P ∈ R[X ], P(f )(pj (x)) = P(λj )pj (x). Si x ∈ Eλ (f ), alors pour tout

P ∈ R[X ], P (f )(x ) = P (λ) · x .

Rappel

En particulier, Li (f )(pj (x)) = Li (λj )pj (x).

Mais Li (λj ) =



0 si i , j

1 si i = j

Puisque d’autre part, Li (f ) = pi , il vient donc pi (pj (x)) = Li (f )(pj (x)) =



0 si i , j

pj (x) si i = j

Et donc on a bien pi ◦ pj =



0 si i , j

pi si i = j

Ceci prouve en particulier que p2i = pi : les pi sont des projecteurs.
6. Montrons que les pi forment une famille libre.

Soient donc µ1, . . . , µm des réels tels que µ1p1 + · · · + µmpm = 0.
Soit alors xi non nul1 1 Puisque Im(pi ) , {0E}, un

tel vecteur existe.
dans Im(pi ). Puisque pi est un projecteur, xi = pi (xi ).

Et donc

0 = *.
,

m∑
j=1

µ jpj
+/
-
(xi ) =

m∑
j=1

µ jpj (pi (xi )) = µip2i (xi ) = µixi .

Puisque xi , 0E , on a donc µi = 0.
Ainsi, µ1 = · · · = µm = 0, et donc la famille (p1, . . . ,pm) est libre.
Puisqu’elle est génératrice de F , c’est une base de F , qui est donc de dimensionm.

�

Le résultat de l’exercice qui suit est relativement classique.

EXERCICE 1.23 (QSPHEC 2009) [HEC09.QSP03] Facile
Un endomorphisme diagonalisable vérifie E = Im f ⊕ Ker f .

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n.
Montrer que si Ker f et Im f ne sont pas supplémentaires, alors f n’est pas diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.23 Nous allons prouver la contraposée, à savoir : si f
est diagonalisable, alors E = Im f ⊕ Ker f .
Si f est diagonalisable, alors il existe une base (e1, . . . , en) de E formée de vecteurs propres
de f . Notons λi la valeur propre associée à ei .
Soit alors x ∈ Im f ∩Ker f .
Alors il existe y ∈ E tel que x = f (y). De manière unique, y =

n∑
i=1

yiei , où les yi sont des

scalaires1 1 Réels ou complexes suivant
que E est un espace vectoriel
sur R ou sur C.

.
Et alors

f (x) = f 2(y) =
n∑
i=1

yi f
2(ei ) =

n∑
i=1

yiλ
2
i ei .

Mais puisque x ∈ Ker f , f (x) = 0E . La famille (e1, . . . , en) étant une base de E, on a donc
pour tout i ∈ n1,no, yiλ2i = 0.
Autrement dit, soit λi = 0 (et donc ei est un vecteur propre de f associé à la valeur propre
0, i.e. ei ∈ Ker f ), soit yi = 0.

Il vient alors x =
n∑
i=1

yi f (ei ) =
n∑
i=1

yiλi .
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Mais par ce qui précède, pour tout i ∈ n1,no, yiλi = 0, et donc x = 0E .
On a donc prouvé que Ker f ∩ Im f = {0E}.
D’autre part, d’après le théorème du rang, dimE = dim Im f + dimKer f , ce qui prouve
que E = Im f ⊕ Ker f .

Seconde méthode : nous pouvons aussi remarquer que f étant diagonalisable,

E =
⊕

λ∈Spec(f )
Eλ(f ) = E0(f ) ⊕

⊕
λ∈Spec(f )
λ,0

Eλ(f ) = Ker f ⊕
⊕
λ∈Spec(f )
λ,0

Eλ(f ).

Mais si λ , 0, et si x ∈ Eλ(f ), alors f (x) = λx , de sorte que x = 1
λ
f (x) = f

(
1
λ
x

)
∈ Im f .

Ceci prouve alors que pour tout λ ∈ Spec(f ) \ {0}, Eλ(f ) ⊂ Im f .
�

Les deux exercices qui suivent nécessitent un peu d’intuition pour «deviner» les valeurs propres/vecteurs propres.

EXERCICE 1.24 (QSPESCP 2007) [ESCP07.QSP02] Facile
Valeurs propres d’un endomorphisme défini à partir d’une forme linéaire

Soit φ une forme linéaire non nulle d’un espace vectoriel E de dimension finie, et soit u un vecteur non nul de E.
On définit un endomorphisme de E par f (x) = x + φ(x) · u. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres
de f .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.24 Pour tout x ∈ Ker(φ), on a f (x) = x . Donc 1
est valeur propre de f et Ker(φ) ⊂ E1(f ), qui est donc de dimension au moins égale1 1Ker(φ) est un hyperplan de

E .
à

dimE − 1.
Notons que f (u) = (1 + φ(u))u.
Donc si u < Ker(φ), alors 1 + φ(u) est une valeur propre de f , et Vect(u) ⊂ E1+φ(u)(f ).
On a alors dimE1(f )+dimE1+φ(u) > dimE, et donc cette inégalité est une égalité, de sorte
que dimE1(f ) = dimE − 1 et dimE1+φ(u) = 1.
On en déduit que E1(f ) = Ker(φ) et E1+φ(u) = Vect(u).
Au contraire, si u < Ker(φ), montrons que 1 est la seule valeur propre de f .
Supposons que λ soit une valeur propre de f di�érente de 1, et soit x un vecteur propre
associé.
Alors φ(x) , 0, et donc f (x) = x + φ(x)u = λx . Soit encore x = φ(x)

λ − 1u.

Mais puisque φ(u) = 0, on a alors φ(x) = φ(x)
λ − 1φ(u) = 0. D’où une contradiction : f ne

possède qu’une seule valeur propre qui est 1, et E1(f ) = Ker(φ). �

EXERCICE 1.25 (QSPHEC 2016) [HEC16.QSP01] Moyen
Diagonalisation d’un endomorphisme de Mn(R).

Soit f l’endomorphisme de Mn(R) défini par f (M) = M + 2tM + 3tr(M)In . f est-il diagonalisable ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.25 Commençons par remarquer qu’on a f (In) =
In + 2In + 3nIn = 3(n + 1)In .
Et donc 3(n + 1) est une valeur propre de f .
Si M est antisymétrique, alors ses coe�cients diagonaux sont nuls, et donc tr(M) = 0, de
sorte que f (M) = M − 2M = −M .
Et donc −1 est valeur propre de f , et E−1(f ) contient An(R), l’ensemble des matrices
antisymétriques.
Enfin, si M est symétrique et de trace nulle, alors f (M) = M + 2M = 3M .
Puisqu’il existe bien des matrices non nulles qui sont symétriques et de trace nulle1 1 Prendre par exemple

D = Diag(1, . . . , 1, 1 − n).
, c’est
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donc que 3 est valeur propre de f .
Notons F l’ensemble des matrices symétriques de trace nulle, de sorte que F ⊂ E3(f ).
Alors F est le noyau de la forme linéaire φ : Sn(R)→ R définie par φ(M) = tr(M).
Cette forme linéaire étant non nulle, on en déduit que F est un hyperplan de Sn(R), et
donc de dimension dimSn(R) − 1.

Première méthode : si l’on sait2

2Ce point n’est pas explicite-
ment au programme, mais est
su�samment classique pour
qu’on puisse l’utiliser à l’oral
sans le redémontrer.

que Mn(R) = Sn(R) ⊕ An(R).
Alors dimSn(R) + dimAn(R) = dimMn(R). Il n’y a pas besoin de les

connaître ici, mais les dimen-
sions de An (R) et Sn (R) sont
connues :

dimAn (R) =
n(n − 1)

2

dimSn (R) =
n(n + 1)

2
.

Remarque

Par ce qui a été dit précédemment, on a

dimE3(n+1)(f ) > 1, dimE−1(f ) > dimAn(R) et dimE3(f ) > dimSn(R) − 1.
Et donc

dimE−1(f ) + dimE3(f ) + dimE3(n+1)(f ) > dimAn(R) + dimSn(R) = dimMn(R).

Puisque l’inégalité réciproque est toujours vraie, on a donc

dimE1(f ) + dimE3(f ) + dimE3(n+1)(f ) = dimMn(R)

et par conséquent f est diagonalisable.

Seconde méthode : si on ne sait pas que An(R) et Sn(R) sont supplémentaires dans
Mn(R), on peut montrer «à la main» que Mn(R) est la somme directe des sous-espaces
propres de f .
Notons qu’à ce stade, nous ne sommes pas sûrs d’avoir toutes les valeurs propres de f , mais
comme nous n’en trouvons pas d’autres que les trois trouvées précédemment, nous allons
essayer de prouver que Mn(R) = An(R) ⊕ F ⊕ Vect(In).
Raisonnons par analyse synthèse : soit M ∈Mn(R), et supposons que M = A + B +C, avec
A ∈ An(R), B ∈ F et C ∈ Vect(In).
Il existe alors λ ∈ R tel que C = λIn .
Et alors tr(M) = tr(A) + tr(B) + λtr(In) = 0 + 0 + λn.

Et donc λ =
tr(M)
n

.
De plus, on a tM = tA + tB + λIn = −A + B + λIn .
Et donc A =

M − tM

2
et B =

M + tM

2
− λIn = M + tM

2
− tr(M)

n
In .

Ainsi, si une telle décomposition M = A + B +C existe, elle est unique.
Inversement, pour M ∈Mn(R), posons

A =
M − tM

2
, B =

M + tM

2
− tr(M)

n
In et C =

tr(M)
n

In .

Alors il est clair que C ∈ Vect(In), A est antisymétrique car tA =
tM −M

2
= −A.

De plus, B est symétrique car tB =
tM +M

2
− tr(M)

n
In = B, et elle est de trace nulle car

tr(B) = 1
2
tr(tM) + 1

2
tr(M) − tr(M)

n
tr(In) =

1
2
tr(M) + 1

2
tr(M) − tr(M) = 0.

Donc B ∈ F .
Ainsi, tout élément de Mn(R) s’écrit de manière unique comme un élément de An(R) plus
un élément de F , plus un élément de Vect(In).
En particulier, toute matrice deMn(R) s’écrit comme un élément de E−1(f ) plus un élément
de E−3(f ) plus un élément de E3(n+1)(f ).
Et donc Mn(R) = E−1(f ) + E3(f ) + E3(n+1)(f ).
Mais comme nous savons déjà que les sous-espaces propres sont en somme directe, on a
donc Mn(R) = E−1(f ) ⊕ E3(f ) ⊕ E3(n+1)(f ).
Et donc Mn(R) est somme directe de sous-espaces propres de f : f est diagonalisable.
Notons alors au passage que E−1(f ) = An(R), E3(f ) = F et E3(n+1)(f ) = Vect(In), alors que
nous n’avions jusqu’à présent que des inclusions. �

L’exercice suivant nécessite une bonne compréhension du produit matriciel : la jème colonne d’un produit AB de matrices
s’obtient en multipliant A par la jème colonne de B.
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Autrement dit, si B1, . . . ,Bn sont les vecteurs colonnes de B, alors

AB = A *.
,
B1 B2 . . . Bn

+/
-
=

*.
,
AB1 AB2 . . . ABn

+/
-
.

EXERCICE 1.26 (QSPHEC 2017) [HEC17.QSP216] Moyen
Valeurs propres de M 7→ AM

Soit A une matrice de Mn(R). On considère l’application φA qui à toute matrice M ∈Mn(R) associe la matrice
φA(M) = AM .

1. Comparer les spectres de A et φA.
2. On suppose que A est diagonalisable. Montrer que φA est diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.26

1. Soit λ une valeur propre de A, et soit X =
*...
,

x1
...
xn

+///
-

∈Mn,1(R) un vecteur propre associé.

Soit alors M =
*.....
,

x1 0 . . . 0
x2 0 . . . 0
...
...

...
xn 0 . . . 0

+/////
-

=
*...
,

x1 0 0
...
... . . .

...
xn 0 0

+///
-

∈Mn(R).

On a alors

φA(M) = AM = *.
,
AX 0 . . . 0+/

-
=

*.
,
λX 0 . . . 0+/

-
= λM .

On a choisi ici de mettre X
dans la première colonne de
M . Mais on aurait le même
résultat en le mettant dans
n’importe quelle autre co-
lonne.

Remarque

Et puisque M , 0 car X , 0, on en déduit que λ est valeur propre de φA.
Donc déjà Spec(A) ⊂ Spec(φA).

Inversement, soit M = *.
,
M1 M2 . . . Mn

+/
-
un vecteur propre de φA associé à la valeur

propre λ.
On a alors

λM = AM = *.
,
AM1 AM2 . . . AMn

+/
-
.

Mais puisque M , 0, l’un au moins des Mi est non nul, et alors AMi = λMi , de sorte que
Mi est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ.
Et donc Spec(φA) ⊂ Spec(A).
On a donc prouvé que A et φA possèdent les mêmes valeurs propres.

2. Si A est diagonalisable, alors il existe une base (X1, . . . ,Xn) de Mn,1(R) formée de vecteurs
propres.

Pour (i, j) ∈ n1,no2, notons alors Mi, j =
*.
,
0 . . . 0 Xi 0 . . . 0+/

-
∈Mn(R) où Xi est

placé dans la jème colonne de Mi, j .
Alors d’après ce qui a été dit à la première question, Mi, j est un vecteur propre de φA,
associé à la même valeur propre que Xi .
Prouvons que la famille (Mi, j )16i, j6n est une famille libre de Mn(R).
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Soient donc (λi, j )16i, j6n des réels tels que
n∑
i=1

n∑
j=1

λi, jMi, j = 0. Alors

0 =
*.....
,

n∑
i=1

λi,1Xi

n∑
i=1

λi,2Xi . . .

n∑
i=1

λi,nXi

+/////
-

.

Par identification des colonnes1 1Deux matrices sont égales si
et seulement si leurs vecteurs
colonnes sont égaux.

, on a donc

∀j ∈ n1,no
n∑
i=1

λi, jXi = 0.

Mais la famille (X1, . . . ,Xn) étant libre, il vient donc ∀(i, j) ∈ n1,no2, λi, j = 0.
Ainsi, la famille (Mi, j )16i, j6n est libre, et étant de cardinal n2 = dimMn(R), c’est une base
de Mn(R).
Nous venons donc de prouver qu’il existe une base de Mn(R) formée de vecteurs propres
de φA : l’endomorphisme φA est diagonalisable.

On a même la dimension des
sous-espaces propres de φA :
si λ ∈ Spec(A), alors
dim Eλ (φA) = n×dim Eλ (A).

Remarque

�

EXERCICE 1.27 (ESCP 2014) [ESCP14.2.15] Difficile
Racines d’ordre p d’une matrice unipotente

Dans tout cet exercice, n est un entier supérieur ou égal à 2. On note :

Pn(R) =
�
A ∈Mn(R) /∀p ∈ N∗,∃B ∈Mn(R) tel que A = Bp

	
.

1. Soit A = *.
,

1 0 2
0 2 4
0 0 4

+/
-
.

(a) Montrer que A est diagonalisable.
(b) Montrer que A ∈P3(R).

2. Soit A =
(
1 0
0 −2

)
. Montrer que A <P2(R).

3. Soit N ∈Mn(R) non nulle vérifiant N n = 0. Montrer que N <Pn(R).
4. Dans cette question, N est une matrice non nulle, telle qu’il existe k ∈ N∗ tel que N k = 0. On pose A = In +N .

(a) Déterminer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?
(b) Soit V un polynôme de R[X ]. On suppose qu’au voisinage de 0, on a : V (x) = o

x→0
(xq), où q ∈ N.

Montrer qu’il existe un polynôme Q tel que V (X ) = XqQ(X ).
(c) Soit p ∈ N∗. Montrer que pour tout q ∈ N∗, il existe un polynôme Uq ∈ R[X ] tel qu’au voisinage de 0,

on a : 1 + t =
�
Uq(x)

�p
+ o

x→0
(xq).

On pourra utiliser le développement limité de (1 + x)α .
(d) En déduire que In + N ∈Pn(R).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.27
1.a. Puisque A est triangulaire, ses valeurs propres sont ses coe�cients diagonaux, et donc

Spec(A) = {1, 2, 4}. Et donc A possède trois valeurs propres distinctes, étant de taille 3, elle
est diagonalisable.

1.b. Il existe donc une matrice P inversible telle que A = P−1 *.
,

1 0 0
0 2 0
0 0 4

+/
-
P .
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Et alors, pour p ∈ N∗, si on pose Bp = P−1 *.
,

1 0 0
0 21/p 0
0 0 41/p

+/
-
P , on a

B
p
p = P−1 *.

,

1 0 0
0 21/p 0
0 0 41/p

+/
-

p

P = P−1 *.
,

1 0 0
0 2 0
0 0 4

+/
-
P = A.

Et donc pour tout p ∈ N∗, il existe Bp ∈M3(R) tel que Bpp = A, de sorte que A ∈P3(R).

2. Supposons qu’il existe B =
(
a b
c d

)
∈M2(R) telle que B2 = A.

Alors B2 =
(
a2 + bc ab + bd
ac + cd bc + d2

)
=

(
1 0
0 −2

)
. Soit encore




a2 + bc = 1
b(a + d) = 0
c(a + d) = 0
bc + d2 = −2

De la seconde équation, il vient a + d = 0 ou b = 0.
Mais si b = 0, la dernière équation est d2 = −2, qui n’est pas possible.
Donc a = −d, de sorte que a2 = d2, et donc bc = 1 − a2 = −2 − a2.
Ceci est impossible.
Donc il n’existe pas de matrice B ∈M2(R) telle que B2 = A, et donc A <P2(R).

On prouverait de même que
pour tout p pair, il n’existe
pas de matrice A ∈ M2(R)
telle que Bp = A.
En revanche, si p est im-
pair, on peut prendre

B =
(
1 0
0 −21/p

)
.

Remarque

3. Notons k le plus petit entier tel que N k = 0, de sorte que N k−1 , 0.
Puisque N , 0, on a alors k > 2. Soit alors B ∈Mn(R) telle que Bn = N .
On a alors Bnk = N n = 0. Soit p ∈ N∗ le plus petit entier tel que Bp = 0. Puisque
Bn(k−1) = N k−1 , 0, on a donc p > n(k − 1) > n.
Considérons doncX ∈Mn,1(R) tel que Bp−1X , 0, et montrons que la famille (X ,BX , . . . ,Bp−1X )
est libre dans Mn,1(R).

Soient donc λ0, λ1, . . . , λp−1 des réels tels que
p−1∑
i=0

BiX = 0.

Alors, en multipliant à gauche cette égalité par Bp−1, il vient λ0Bp−1X = 0. Et donc λ0 = 0.

Il reste donc
p−1∑
i=1

λiB
iX = 0.

En multipliant par Bp−2, on obtient donc λ1Bp−1X = 0, et donc λ1 = 0.
De proche en proche, on trouve donc λ0 = λ1 = · · · = λp−1 = 0, de sorte que la famille est
libre.
Son cardinal, qui est p, est donc inférieur ou égal à la dimension de Mn,1(R), qui vaut n.
Donc p 6 n, contredisant ce qui a été dit plus tôt.
Par conséquent, N <Pn(R).

4.a. On a (A − In)k = N k = 0. Donc le polynôme (X − 1)k est annulateur de A.
Puisqu’il ne possède que 1 comme racine, c’est donc la seule valeur propre possible de A.
De plus, A − In = N n’est pas inversible car sinon N k le serait, et donc 1 est bien valeur
propre de A : Spec(A) = {1}.
Si la matrice A était diagonalisable, elle serait semblable à In , et donc égale à In , ce qui n’est
pas le cas puisque N , 0.

4.b. Procédons par récurrence sur q.
Si q = 0, c’est trivial : Q = V .
Supposons donc la propriété vraie pour q, et soitV un polynôme tel queV (x) = o

x→0

�
xq+1

�
.

Puisque xq+1 −→
x→0

0, on en déduit que V (0) = lim
x→0

V (x) = 0.

Et donc 0 est racine de V : il existe un polynôme P ∈ R[X ] tel que
�

EXERCICE 1.28 (ESCP 2007) [ESCP07.2.13] Facile
Diagonalisation d’un endomorphisme de Rn[X ].
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Soit n un entier naturel non nul et Q un polynôme à coe�cients réels de degré d 6 n.
On définit l’application suivante :

φ :



Rn[X ] −→ Rn[X ]
P 7−→ (PQ)(n)

où (PQ)(n) indique que l’on prend la dérivée nème du produit de P par Q .
1. Justifier que φ est un endomorphisme de Rn[X ].
2. Donner une condition nécessaire et su�sante sur le polynôme Q pour que φ soit un automorphisme de

Rn[X ].
3. Montrer que la matrice de φ dans la base canonique de Rn[X ] est triangulaire supérieure. Que dire de plus

dans le cas particulier où d < n.
4. Déterminer une condition nécessaire et su�sante sur le polynôme Q pour que φ soit diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.28
1. Soit P ∈ Rn[X ]. Alors deg(PQ) = deg P + degQ 6 n + d 6 2n.

Et alors, deg(φ(P)) 6 2n − n = n.
Il est classique que

deg(P ′) 6 deg(P ) − 1.
Et donc une récurrence
rapide prouve que pour tout
k ,

deg(P (k )) 6 deg(P ) − k .
C’est même une égalité si
deg P > k (i.e. si P (k ) , 0).

DétailsAinsi, φ(P) ∈ Rn[X ].
D’autre part, pour P1, P2 ∈ Rn[X ] et λ ∈ R, on a, par linéarité de la dérivation,

φ(λP1 + P2) = ((λP1 + P2)Q)(n) = (λP1Q + P2Q)(n) = λ(P1Q)(n) + (P2Q)(n) = λφ(P1) + φ(P2).

Donc φ est linéaire, et donc est un endomorphisme de Rn[X ].
2. Puisque Rn[X ] est de dimension finie et que φ en est un endomorphisme, il est bijectif si

et seulement si il est injectif, si et seulement si il est surjectif.
Si d < n, alors pour tout P ∈ Rn[X ], deg(φ(P)) 6 n + d − n 6 d < n.
Et donc Imφ ⊂ Rd [X ]. En particulier, un polynôme de degré n n’est pas dans l’image de
φ, qui n’est donc pas surjectif, et donc pas bijectif.
Si d = n, alors pour tout P ∈ Rn[X ], on a deg(φ(P)) = deg P + n − n = deg P .
Et en particulier, si P , 0, deg P > 0 et donc degφ(P) > 0, de sorte que φ(P) , 0. Par convention, le degré du

polynôme nul est égal à −∞.

Rappel

Et donc Kerφ = {0} : φ est injectif, et donc bijectif.

On en déduit que φ est un automorphisme si et seulement si d = n.
3. On a deg(φ(X k )) 6 k + d − n 6 k.

Et donc il existe des réels a0,k ,a1,k , . . . ,ak,k tels que φ(X k ) =
k∑
i=0

ai,kX
i .

Autrement dit, la matrice de φ dans la base canonique est

MatBcan (φ) =

φ(1) φ(X ) φ(X 2) . . . φ(Xn )

*......
,

+//////
-

a0,0 a0,1 a0,2 . . . a0,n 1

0 a1,1 a1,2 . . . a1,n X

0 0 a2,2 . . . a2,n X 2

...
. . .

. . .
. . .

...
.
.
.

0 0 . . . 0 an,n Xn

∈Mn+1(R).

Ainsi, cette matrice est triangulaire supérieure.

Le fait que cette matrice soit
triangulaire supérieure est
équivalent à dire que pour
tout k ∈ n0, no, Rk [X ] est
stable par φ .

Remarque

Dans le cas où d < n, on peut a�rmer que pour tout k ∈ n0,no,

degφ(X k ) 6 k + d − n 6 k − 1. Pour tout k ∈ n1, no, l’image
de Rk [X ] par φ est inclus
dans Rk−1[X ].

Autrement dit

Et donc en particulier, ak,k = 0 : la matrice possède une diagonale nulle.
4. Puisque la matrice de φ dans la base canonique est triangulaire, ses valeurs propres sont ses

coe�cients diagonaux.
En particulier, pour d < n, Spec(φ) = {0}. Et donc φ ne peut être diagonalisable que si elle
est nulle, c’est-à-dire si et seulement si Q = 0.

Une matrice diagonalisable
qui possède une unique
valeur propre λ est nécessai-
rement égale à λIn .

Rappel
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Si d = n, notons Q =
n∑
i=0

biX
i , de sorte que bn , 0. Ainsi,

φ(X k ) = *
,

n∑
i=0

biX
i+k+

-

(n)
=

n∑
i=n−k

bi
(i + k)!

(i + k − n)!X
i+k−n .

Il est facile de prouver par
récurrence sur d 6 k(
X k

) (d )
=

k (k − 1) · · · (k − d + 1)X k−d

=
k !

(k − d )!X
k−d .

et que pour d > k ,

(X k )(d ) = 0.

Détails

En particulier, le coe�cient de degré k de φ(X k ) est bn(n + k)!.
Ainsi, les coe�cients diagonaux de MatBcan (φ) sont les bn(n + k)!, qui sont deux à deux
distincts car bn , 0.
Et donc φ possède n + 1 = dimRn[X ] valeurs propres distinctes, et donc est diagonalisable.

En résumé, φ est diagonalisable si et seulement si Q = 0 ou si degQ = n.

�

EXERCICE 1.29 (ESCP 2012) [ESCP12.2.17] Moyen
Étude d’une équation matricielle.

Dans tout l’exercice, (A,B) désigne un couple de matrices de Mn(R) tel que :

AB − BA = A avec A non nulle (?)

1. Montrer que tr(A) = 0 et que A n’est pas inversible.
2. Montrer que : ∀k ∈ N, AkB − BAk = kAk .
3. En considérant les valeurs propres de l’endomorphisme φ de Mn(R) défini par :

φ : M 7→ MB − BM

montrer qu’il existe un entier p ∈ n2,no tel que Ap = 0.
4. Pour n = 2, déterminer les couples (A,B) solutions du problème (?).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.29
1. Les propriétés élémentaires de la trace indiquent que

tr(A) = tr(AB − BA) = tr(AB) − tr(BA) = tr(AB) − tr(AB) = 0.

D’autre part, si A était inversible, alors en multipliant à gauche par A−1, il viendrait B −
A−1BA = In .
Puisque B et A−1BA sont semblables, elles ont donc même trace, de sorte que tr(In) =
tr(B) − tr(A−1BA) = 0.
Or tr(In) = n , 0, d’où une contradiction : A n’est donc pas inversible.

2. Montons le résultat par récurrence sur k.
Pour k = 0, on a évidemment A0B − BA0 = B − B = 0 = 0A0.
Supposons que AkB − BAk = kAk .
Alors, en multipliant à droite par A, il vient

AkBA − BAk+1 = kAk+1.

Mais d’après (?), on a BA = AB −A, de sorte que

AkBA = AkAB −AkA = Ak+1B −Ak+1.

Et donc

Ak+1B −Ak+1 − BAk+1 = kAk+1 ⇔ Ak+1B − BAk+1 = (k + 1)Ak+1.

Par le principe de récurrence, pour tout k ∈ N, AkB − BAk = kAk .

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY

http://www.ecs2-fauriel.fr


1.6. VALEURS PROPRES, DIAGONALISATION 45

3. La question précédente montre que si Ak , 0, alors Ak est vecteur propre de φ, associé à la
valeur propre k.
Donc si pour tout k ∈ N, Ak , 0, alors φ possède une infinité de valeurs propres, ce qui
n’est pas possible puisqu’il doit posséder un nombre fini Le nombre de valeurs

propres de φ est au plus égal
à dimMn (R) = n2.

Mieux

de valeurs propres.
Il existe donc un entier k tel que Ak = 0.
Il reste donc à prouver que le plus petit entier k tel que Ak = 0 vérifie k 6 n.
Mais c’est un résultat classique : une matrice de Mn(R) nilpotente possède forcément un
indice de nilpotence inférieur ou égal à n.
Reprouvons ce résultat : puisque Ak−1 , 0, il existe X ∈Mn,1(R) tel que Ak−1X , 0.
Alors la famille (X ,AX ,A2X , . . . ,Ak−1X ) est une famille libre de Mn,1(R).

En e�et, soient λ0, . . . , λk−1 des réels tels que
k−1∑
i=0

λiA
iX = 0.

En multipliant à gauche par Ak−1, il vient λ0Ak−1X +
∑k−1

i=1 λi A
k−1+iX︸   ︷︷   ︸
=0

= 0.

Puisque Ak−1X , 0 c’est donc que λ0 = 0.
Il reste donc λ1AX + λ2A2X + · · · + λk−1Ak−1X = 0.
En multipliant cette fois par Ak−2, on obtient λ1Ak−1X = 0, et donc λ1 = 0.
De proche en proche, on prouve ainsi que λ0 = λ1 = · · · = λk−1 = 0.
Ainsi, (X ,AX , . . . ,Ak−1X ) est une famille libre de Mn,1(R), de cardinal k.
Et donc k 6 dimMn,1(R) = n.
Nous avons donc bien prouvé qu’il existe k ∈ n2,no tel que Ak = 0. k > 2 puisque A , 0 par

hypothèse.

Remarque

4. D’après la question précédente, si (A,B) est solution, alors A2 = 0.
Soit alors, comme précédemment, un vecteur X ∈M2,1(R) tel que AX , 0. Nous venons
de prouver que (X ,AX ) est libre, et donc est une base de M2,1(R).

La matrice de f : U 7→ AU dans cette base est alors

AX A2X( )0 1 X

0 0 AX
= T .

Puisque d’autre part, la matrice de f dans la base canonique de M2,1(R) est A, A est donc
semblable à T : il existe une matrice P inversible telle que A = P−1TP .
Posons alors C = PBP−1, de sorte que B = P−1CP .
L’équation (?) s’écrit encore

P−1TCP − P−1CTP = P−1TP

ce qui, après multiplication à gauche par P et à droite par P−1 devient TC −CT = T .
Soit donc C =

(
a b
c d

)
. On a

TC −CT =
(
0 1
0 0

) (
a b
c d

)
−

(
a b
c d

) (
0 1
0 0

)
=

(
c d − a
0 −c

)
.

On a alors TC −CT = T si et seulement si c = 0 et d = a + 1.
Et donc C est de la forme

(
a b
0 a + 1

)
.

Inversement, s’il existe P inversible telle que A = P−1TP et deux a et b tels que B =

P−1
(
a b
0 a + 1

)
P , alors on a

AB − BA = P−1
(
T

(
a b
0 a + 1

)
−

(
a b
0 a + 1

)
T

)
P = P−1TP = A.

Ainsi, l’ensemble des solutions de (?) est{(
P−1TP , P−1

(
a b
0 a + 1

)
P

)
, (a,b) ∈ R2, P ∈ GL2(R)

}
.

�
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1.6.1 Polynômes annulateurs
Bien que l’existence d’un polynôme annulateur non nul (pour un endomorphisme ou pour une matrice) soit directement
du cours, il est fréquemment demandé de le redémontrer, et mieux vaut donc connaître la méthode, qui repose sur un
argument de dimension.

EXERCICE 1.30 (QSPHEC 2012) [HEC12.QSP36] Moyen
A−1 est un polynôme en A

Soit n ∈ N∗ et A ∈Mn(R).
1. Établir l’existence d’un polynôme non nul P ∈ R[X ] tel que P(A) = 0.
2. On suppose que la matrice A est inversible. Montrer que A−1 s’écrit comme un polynôme en A.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.30
1. La famille

(
In ,A,A

2, . . . ,An2
)
est une famille de n2 + 1 éléments de Mn(R), qui est de

dimension n2.
Par conséquent, elle est nécessairement liée : il existe des réels a0,a1, . . . ,an2 , non tous
nuls, tels que

a0In + a1A + a2A
2 + · · · + an2An2 = 0.

Ainsi, si on pose P =
n2∑
k=0

akX
k , P est un polynôme non nul de R[X ] tel que P(A) = 0.

Nous avons ainsi prouvé
qu’on peut prendre P de
degré au plus n2.
En réalité, on peut faire
mieux et trouver un tel P de
degré n, mais la preuve en est
bien plus délicate.

Remarque

2. Soit donc P =
n2∑
k=0

akX
k un polynôme annulateur non nul de A.

Notons d le plus entier entier k tel que ak , 0, de sorte que P = Xd
n2∑
k=d

akX
k−d .

d est la multiplicité de 0 en
tant que racine de P . Elle
peut éventuellement être
nulle si 0 n’est pas racine de
P .

Autrement dit

Et donc, si on pose Q =
n2∑
k=d

akX
k−d , on a P(X ) = XdQ(X ) et donc 0 = P(A) = AdQ(A).

Puisque A est inversible, en multipliant à gauche par A−d , il vient donc Q(A) = 0.
Mais Q possède ad , 0 comme coe�cient constant.

Donc Q(A) = 0⇔
n2∑

k=d+1

akA
k−d = −ad In , et donc

A *.
,
− 1
ad

n2∑
k=d+1

akA
k−d−1+/

-
= In

de sorte que A−1 = − 1
ad

n2∑
k=d+1

akA
k−d−1 est bien un polynôme en A.

�

Il est bien connu que les valeurs propres d’un endomorphisme sont racines de tout polynôme annulateur. Dans le cas d’un
polynôme annulateur de degré minimal, l’exercice qui suit établit la réciproque.

EXERCICE 1.31 (QSPHEC 2015) [HEC15.QSP139] Facile
Toute racine d’un polynôme minimal est valeur propre

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
1. Établir l’existence d’un polynôme P non nul tel que P(f ) = 0.
2. Soit Q un polynôme tel que Q(f ) = 0 et de degré minimal parmi les polynômes non nuls tels que P(f ) = 0.
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Montrer que toute racine de Q est valeur propre de f .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.31
1. Notons n la dimension de E. Alors L(E) est un espace vectoriel de dimension n2. La famille

d’endomorphismes idE , f , . . . , f n
2 est de cardinal n2+1, et donc elle est nécessairement liée

: il existe des scalaires a0, . . . ,an2 , non tous nuls tels que a0idE + a1 f + · · · + an2 f n2 = 0.
Si on note alors P = a0 + a1X + · · · + an2Xn2 , alors P est non nul1 1Car ses coe�cients ne sont

pas tous nuls.
et vérifie P(f ) = 0.

2. Soit λ ∈ R une racine de Q . Alors il existe un polynôme R ∈ R[X ], non nul, tel que
Q = (X − λ)R.
En particulier, on a 0 = Q(f ) = (f − λidE ) ◦ R(f ) (?).
Supposons que λ ne soit pas valeur propre de f .
Alors f −λidE est inversible, et donc, en composant la relation (?) à gauche par (f −λidE )−1,
il vient R(f ) = 0.
Le degré de R(f ) est strictement inférieur à celui deQ , contredisant la minimalité du degré
de Q parmi les polynômes annulateurs non nuls.
Donc λ est une valeur propre de f .

�

EXERCICE 1.32 (QSPESCP 2015) [ESCP15.QSP02] Facile
Étude de diagonalisabilité à partir d’un polynôme annulateur.

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n > 1, et a et b deux réels distincts. On
suppose que

(f − aidE )3 ◦ (f − bidE ) = 0 et (f − aidE )2 ◦ (f − bidE ) , 0.

Étudier la diagonalisabilité de f .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.32 Les valeurs propres de f sont parmi les racines du
polynôme annulateur (X − a)3(X − b), et donc Spec(f ) ⊂ {a,b}.
Si f était diagonalisable, alors tout polynôme P dont toutes les valeurs propres de f sont
racines serait annulateur de f .

Si D est la matrice de f dans
une base de vecteurs propres,
alors P (D) = 0 si et seule-
ment si P possède toutes les
valeurs propres de f comme
racines.

Explication

En particulier, (X − a)2(X − b), qui possède a et b pour racines devrait être annulateur de
f . Or, ce n’est pas le cas, donc f n’est pas diagonalisable. �

EXERCICE 1.33 (QSPHEC 2015) [HEC15.QSP136] Facile
Diagonalisabilité d’un endomorphisme possédant un polynôme annulateur de degré deux, scindé et à
racines simples.

Soit E un espace vectoriel sur K (R ou C) de dimension finie n > 2. On considère des endomorphismes f ,p et q
de E, ainsi que des scalaires distincts λ et µ tels que pour tout k ∈ {0, 1, 2}, on a f k = λkp + µkq.

1. Montrer que (f − λidE ) ◦ (f − µidE ) = 0L(E).
2. En déduire que l’ensemble des valeurs propres de f est inclus dans {λ, µ} et que f est diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.33
1. On a (f − λidE ) ◦ (f − µidE ) = f 2 − (λ + µ)f + λµidE . Et en remplaçant f 2, f et idE = f 0

par les expressions données dans l’énoncé, il vient :

(f − λidE ) ◦ (f − µidE ) = (λ2p + µ2q) − (λ + µ)(λp + µq) + λµ(p + q) = 0.

2. Nous venons de prouver que (X −λ)(X − µ) est annulateur de f . Et donc les valeurs propres
de f sont parmi les racines de ce polynôme : Spec(f ) ⊂ {λ, µ}.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY

http://www.ecs2-fauriel.fr


48 CHAPITRE 1 : ALGÈBRE

Supposons que λ ne soit pas valeur propre de f . Alors f − λidE est inversible, et donc

f − µidE = (f − λidE )−1 ◦ (f − λidE ) ◦ (f − µidE )︸                        ︷︷                        ︸
=0

= 0.

Et donc f = µidE , qui est diagonalisable.
De même si µ n’est pas valeur propre, alors f = λidE est diagonalisable.
Si λ et µ sont tous deux valeurs propres de f , on a Eλ(f ) , {0} et Eµ (f ) , {0}.
De plus, puisque (f − λλidE ) ◦ (f − µidE ) = 0, alors Im(f − µidE ) ⊂ Ker(f − λidE ) = Eλ(f ).

Si f ◦ д = 0, alors
Im(д) ⊂ Ker(f ).

Classique

Et de même, (f − µidE ) ◦ (f − λidE ) = 0, donc Im(f − λidE ) ⊂ Eµ (f ).
Enfin, si x ∈ E, alors on a

x =
1

λ − µ
� (f (x) − λx)︸        ︷︷        ︸

∈Eµ (f )

− (f (x) − µx)︸        ︷︷        ︸
∈Eλ (f )

� ∈ Eλ(f ) + Eµ (f ).

Donc E = Eλ(f ) + Eµ (f ). Puisque deux sous-espaces propres associés à des valeurs propres
distinctes sont toujours en somme directe, on en déduit que E = Eλ(f ) ⊕ Eµ (f ).
Et donc f est diagonalisable.

�

Le résultat que nous venons de prouver à la question 2 de l’exercice précédent reste valable pour une matrice (ou un
endomorphisme) qui aurait un polynôme annulateur de la forme (X − α)(X − β) avec α , β .
Nous prouvons dans l’exercice qui suit une généralisation beaucoup plus vaste de ce résultat : un endomorphisme (ou

une matrice carrée) qui possède un polynôme annulateur scindé à racines simples (c’est-à-dire de la forme
d∏
i=1

(X − λi )

avec les λi deux à deux distincts) est diagonalisable.

EXERCICE 1.34 (ESCP 2014) [ESCP14.2.12] Moyen
Une condition nécessaire et su�sante de diagonalisabilité

Soit n ∈ N∗. On note In la matrice identité d’ordre n. Soit A une matrice carrée d’ordre n à coe�cients complexes.
1. (a) Montrer que si A est diagonalisable, alors A2 l’est également.

(b) En s’intéressant à la matrice d’ordre n > 2 qui a un 1 dans le coin supérieur droit et des 0 partout
ailleurs, montrer que la réciproque est fausse.

2. Montrer que si A est diagonalisable, alors il existe k ∈ N∗ et α1, . . . ,αk ∈ C deux à deux distincts tels que :

(A − α1In) · · · (A − αk In) = 0.

3. On veut montrer la réciproque, à savoir : «pour tout endomorphisme f d’un espace vectoriel complexe E de
dimension finie, s’il existe k ∈ N∗ et α1, . . . ,αk ∈ C deux à deux distincts tels que :

(f − α1idE ) ◦ · · · ◦ (f − αk idE ) = 0,

alors f est diagonalisable.
On procède par récurrence sur k > 1.
(a) Pour tout α1, . . . ,αk ,αk+1 ∈ C deux à deux distincts, montrer qu’il existe un polynôme P et un nombre

complexe β tels qu’on ait l’égalité suivante entre polynômes :

1 = (X − αk+1)P + β(X − α1) · · · (X − αk ).

(b) On suppose que le résultat voulu est vrai pour l’entier k et que l’on a un endomorphisme f (d’un espace
E de dimension finie) et des nombres α1, . . . ,αk ,αk+1 ∈ C deux à deux distincts tels que :

(f − α1idE ) ◦ · · · ◦ (f − αk idE ) ◦ (f − αk+1idE ) = 0.

i. Montrer que le sous-espace vectoriel F = Im(f − αk+1idE ) est stable par f .
On note alors д l’endomorphisme de F défini par : ∀v ∈ F , д(v) = f (v).
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ii. Calculer (д − α1idF ) ◦ · · · ◦ (д − αk idF ).
iii. Montrer que tout vecteur v ∈ F s’écrit sous la forme : v = v1 + · · · +vk avec vj ∈ Ker(f − α j idE )

pour tout j de n1,ko.
(c) Conclure.

4. Montrer que si A2 est diagonalisable et A est inversible, alors A est diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.34
1.a. Si A est diagonalisable, alors il existe P inversible et D diagonale telles que A = P−1DP .

Et donc A2 =
�
P−1DP

�2
= P−1D2P .

MaisD2 est encore une matrice diagonale, et doncA2 est semblable à une matrice diagonale,
donc diagonalisable.

1.b. SiA est la matrice de l’énoncé, il est facile de constater queA2 = 0, et donc est diagonalisable1 1 La matrice nulle est diago-
nale !

.
En revanche, A est triangulaire, et ne possède que 0 comme coe�cient diagonal, de sorte
que Spec(A) = {0}.
Si elle était diagonalisable, elle serait semblable à la matrice diagonale ne possédant que des
0 sur sa diagonale, c’est-à-dire à la matrice nulle. Et donc serait égale à la matrice nulle, ce
qui n’est pas le cas.

Une matrice diagonalisable
qui ne possède qu’une valeur
propre λ est nécessairement
égale à λIn .

Plus généralement

2. Soit A une matrice diagonalisable, et soient α1, . . . ,αk les di�érentes valeurs propres de A.
Notons également, pour tout i ∈ n1,ko, ri = dimEαi (A).

Alors A est semblable à la matrice D = Diag
*..
,
α1, . . . ,α1︸      ︷︷      ︸

r1 fois

, . . . ,αk , . . . ,αk︸      ︷︷      ︸
rk fois

+//
-
.

Notons alors P =
k∏
i=1

(X − αi ), de sorte que

P(D) = Diag
*...
,

P(α1), . . . , P(α1)︸              ︷︷              ︸
r1 fois

, . . . , P(αk ), . . . , P(αk )︸               ︷︷               ︸
rk fois

+///
-

= 0.
Appliquer un polynôme à
une matrice diagonale, c’est
l’appliquer à chacun de ses
coe�cients diagonaux.

Détails

Et donc P(A), qui est semblable à P(D) = 0 est nulle, de sorte que

(A − α1In) · · · (A − αk In) = 0.

3.a. Réalisons la division euclidienne de (X − α1) · · · (X − αk ) par X − αk+1 :

(X − α1) · · · (X − αk ) = (X − αk+1)Q + R avec degR < deg(X − αk+1) = 1 (?).

Alors R est une constante λ. De plus, en évaluant la relation (?) en αk+1, il vient λ =
k∏
i=1

(αk+1 − αk ) , 0.

Et donc en divisant les deux membres de (?) par −λ, il vient

−1
λ
(X − α1) · · · (X − αk ) = (X − αk+1)

(
−Q
λ

)
+ 1.

Et donc en posant β = −1
λ
et P =

Q

λ
, on a bien le résultat désiré.

4.a.i. Soit y ∈ Im(f − αk+1idE ). Alors il existe x ∈ E tel que y = f (x) − αk+1x .
On a alors f (y) = f 2(x) − αk+1 f (x) = (f − αk+1idE )(f (x)) ∈ F .

f − αk+1idE est un polynôme
en f , donc commute avec f .
Or si deux endomorphismes
commutent, il est classique
que l’image de l’un est stable
par l’autre.

Alternative

4.a.ii. Soit y ∈ F . Alors il existe x ∈ E tel que y = (f − αk+1idE )(x).
Et donc, en notant que pour v ∈ F , д(v) = f (v) et idF (v) = idE (v) = v, il vient

(д − α1idF ) ◦ · · · ◦ (д − αk idF )(y) = (f − α1idE ) ◦ · · · ◦ (д − αk idE ) ◦ (f − αk+1idE )(x) = 0E .

4.a.iii. La relation que nous venons de prouver, couplée à l’hypothèse de récurrence prouve que д
est diagonalisable.
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D’autre part, nous venons de prouver que
k∏
i=1

(X − αi ) est annulateur de д, et donc les

valeurs propres de д sont parmi α1, . . . ,αk .
Puisque д est diagonalisable, F est somme directe des sous-espaces propres de д et on a

donc F =
k⊕
i=1

Ker(д−αi idF ), où certains de ces noyaux sont éventuellement réduits à {0E}

si αi n’est pas valeur propre de д.
Et par conséquent v = v1 + . . .vk , avec vj ∈ Ker(д − α j idF ).
Mais il est évident que Ker(д − αi idF ) ⊂ Ker(f − αi idE ).
Et donc on a bien v = v1 + · · · +vk , avec vj ∈ Ker(f − α j idE ).

4.b. En utilisant la relation de la question 3.a, on a

idE = (f − αk+1idE ) ◦ P(f ) + β(f − α1idE ) ◦ · · · ◦ (f − αk idE ).

Et donc pour x ∈ E, on a

x = idE (x) = (f − αk+1idE )(P(f )(x))︸                        ︷︷                        ︸
∈F

+β(f − α1idE ) ◦ · · · ◦ (f − αk idE )(x).

Mais

(f − αk+1idE )
�
β(f − α1idE ) ◦ · · · ◦ (f − αk idE )(x)

�
= β(f − αk+1idE ) ◦ (f − α1idE ) ◦ · · · ◦ (f − αk idE )(x)
= β(f − α1idE ) ◦ · · · ◦ (f − αk idE ) ◦ (f − αk+1idE )(x) = 0E .Les f − αi idE sont des po-

lynômes en f , et donc com-
mutent deux à deux.

Détails

Et donc β(f − α1idE ) ◦ · · · ◦ (f − αk idE )(x) ∈ Ker(f − αk+1idE ).
Puisque (f − αk+1idE )(P(f )(x)) ∈ F , il s’écrit sous la forme v1 + · · · +vk , avec vi ∈ Ker(f −
αi idE ).

Et donc x ∈
k+1∑
i=1

Ker(f − αi idE ).

Ainsi, E =
k+1∑
i=1

Ker(f − αi idE ), et puisqu’on sait que des sous-espaces propres de f sont en

somme directe, il vient

E =
k+1⊕
i=1

Eαi (f ).
Si certains des αi ne sont pas
valeurs propres de f , alors
Ker(f − αi idE ) = {0E}, et
donc peut être enlevé de la
somme.

Remarque

Ainsi, E est somme direct des sous-espaces propres de f : f est diagonalisable.
Remarque : tout ce que nous venons de faire peut être transposé au cas d’un espace vectoriel réel.

5. Puisque A2 est diagonalisable, il existe des complexes α1, . . . ,αk deux à deux distincts tels
que

�
A2 − α1In

� · · · �A2 − αk In
�
= 0.

De plus, nous avons dit à la question 2 que les αi peuvent être choisis de telle sorte que ce
soient exactement les valeurs propres de A2.
Mais A étant inversible, il en est de même de A2, et donc 0 < Spec(A2), de sorte que les αi
sont tous non nuls.
Mais pour tout i ∈ n1,ko, le polynôme X 2 − αi admet deux racines distinctes2

2Car son polynôme dérivé
est 2X qui n’admet que 0
comme racine. Or 0 n’est pas
racine de X 2 − αi , et donc ce
polynôme ne peut admettre
de racine double.

Et donc X 2 − αi = (X − λi )(X − µi ) avec λi , µi .
Le complexe αi possède deux
racines carrées distinctes.

Autrement dit

D’autre part, pour i , j, λi , λj et λi , µ j puisque λ2i = αi et λ
2
j = µ

2
j = α j .

Donc le polynôme
k∏
i=1

(X − λi )(X − µi ) est annulateur de A, et à racines simples.

D’après la question 3, la matrice A est donc diagonalisable.
Remarque : ce résultat n’est plus valable pour des matrices réelles, comme le montre par exemple

le cas de la matrice
(
0 1
−1 0

)
∈ M2(R). En e�et, A2 = −I2 est diagonalisable, mais A n’est pas

diagonalisable sur M2(R) car elle ne possède pas de valeur propre réelle.
�

QSP HEC 2015 sur les racines d’un polynôme minimal ( déjà fait). ESCP 2016 2.16 (redondant avec le précédent).
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1.6.2 Trigonalisation

Diagonaliser un endomorphisme (ou une matrice), c’est trouver une base dans laquelle la matrice de cet endomorphisme
est «simple», à savoir diagonale.
Malheureusement, cela n’est pas toujours possible, et lorsqu’on ne peut trouver une telle base, on peut tout de même se
poser la question de savoir s’il existe une base dans laquelle la matrice est triangulaire.

EXERCICE 1.35 (QSPHEC 2015) [HEC15.QSP131] Facile
Étude d’une matrice à paramètre

Soit x ∈ R et soit la matrice Mx =
*.
,

1 x 0
0 0 1
0 1 0

+/
-
.

1. Pour quelles valeurs de x la matrice Mx est-elle diagonalisable ?

2. Montrer que lorsqu’elle n’est pas diagonalisable, Mx est semblable à la matrice B = *.
,

−1 0 0
0 1 1
0 0 1

+/
-
.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.35
1. Commençons par chercher les valeurs propres de Mx .

Sans calcul, en regardant la
première colonne de Mx ,
il est déjà évident que 1 est
valeur propre.
Mais cela ne nous aide pas
à trouver les autres valeurs
propres (si elles existent).

Remarque
λ ∈ R est une valeur propre de Mx

si et seulement si rg(Mx − λI3) < 3. Or,

Mx − λI3 = *.
,

1 − λ x 0
0 −λ 1
0 1 −λ

+/
-
←→
L2↔L3

*.
,

1 − λ x 0
0 1 −λ
0 −λ 1

+/
-
←→

L3←L3+λL2

*.
,

1 − λ x 0
0 1 −λ
0 0 1 − λ2

+/
-
.

Cette matrice n’est pas inversible si et seulement si 1 − λ = 0 ou si 1 − λ2 = 0.
Donc les valeurs propres de Mx sont 1 et −1.

De plus, on a rg(Mx + I3) = rg *.
,

*.
,

2 x 0
0 1 1
0 0 0

+/
-

+/
-
= 2, donc dimE−1(Mx ) = 1.

De même, on a rg(Mx − I3) = rg *.
,

*.
,

0 x 0
0 1 −1
0 0 0

+/
-

+/
-
. Ce rang vaut 1 si x = 0 et 2 sinon. Si x = 0, toutes les colonnes

de Mx sont proportionnelles.

Détails

Donc dimE1(Mx ) =



2 si x = 0
1 sinon

.

On en déduit que dimE1(Mx ) + dimE−1(Mx ) = 3 si et seulement si x = 0.
Autrement dit, Mx est diagonalisable si et seulement si x = 0.

2. Soit f l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est Mx .
Nous cherchons alors à prouver qu’il existe une base B = (e1, e2, e3) de R3 dans la quelle la
matrice de f est B.

On a MatB(f ) = B =

f (e1) f (e2) f (e3)

*.
,

+/
-

−1 0 0 e1
0 1 1 e2
0 0 1 e3

si et seulement si




f (e1) = −e1
f (e2) = e2

f (e3) = e2 + e3

Il faut donc que e1 soit dans E−1(f ) (et un tel vecteur non existe d’après la première question),
et que e2 soit un vecteur propre de f pour la valeur propre 1. Par exemple, nous pouvons
prendre e2 = (1, 0, 0).

Nul besoin de calculs pour
trouver un vecteur propre de
f pour la valeur propre 1 :
(1, 0, 0) se voit sur la matrice
Mx .
Et puisque le sous-espace
propre E1(Mx ) est de di-
mension 1, tout autre vec-
teur propre sera colinéaire à
(1, 0, 0).

E1(f )

Il reste donc à trouver e3 = (a,b, c) tel que f (e3) = e3 + e2. Soit encore

Mx
*.
,

a
b
c

+/
-
=

*.
,

a
b
c

+/
-
+

*.
,

1
0
0

+/
-
⇔




a + bx = a + 1
b = c

c = b

⇔ b = c =
1
x
.
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Il y a donc une infinité de solutions au système : tous les vecteurs de la forme
(
a,

1
x
,
1
x

)
.

En particulier, il existe au moins une base dans laquelle la matrice de f est B :Mx et B sont
semblables.

�

Toute matrice de Mn(C) est semblable à une matrice triangulaire. Ce résultat est délicat à établir dans le cas général, mais
pour les matrices 2 × 2, on peut utiliser le déterminant pour le prouver.

EXERCICE 1.36 (QSPESCP 2017) [ESCP17.QSP01] Difficile
Une équation matricielle

L’équation A2 = A − I2, d’inconnue A ∈M2(C) admet-elle des solutions non diagonalisables ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.36 Commençons par rappeler qu’une matrice de M2(C)
possède toujours au moins une valeur propre complexe.
Ce résultat est même vrai pour toute matrice de Mn(C), avec n quelconque, mais il est
facile de le retrouver dans le cas d’une matrice 2 × 2, car un complexe λ est valeur propre
de A si et seulement si A − λI2 n’est pas inversible.
Soit encore si et seulement si det(A − λI2) = 0⇔ λ2 − tr(A)λ + det(A) = 0.
Or, un polynôme à coe�cients complexes possède toujours au moins une solution dans C,
et donc A possède au moins une valeur propre complexe.

Si A ∈M2(C) n’est pas diagonalisable, elle ne peut posséder deux valeurs propres distinctes,
et donc possède une unique valeur propre λ, avec dimEλ(A) = 1.
Soit fA l’endomorphisme de M2,1(C) canoniquement associé à A. Alors fA possède λ
comme unique valeur propre.
Soit e1 ∈M2,1(C) un vecteur propre de fA, et soit e2 ∈M2,1(C) tel que (e1, e2) forme une
base de M2,1(C).

Un tel e2 existe nécessaire-
ment d’après le théorème de
la base incomplète.

Remarque

Alors la matrice de fA dans la base (e1, e2) est de la forme

fA(e1) fA(e2)( )
λ a e1
0 µ e2

.

Puisqu’elle est triangulaire, ses valeurs propres sont λ et µ, et puisque fA ne possède que λ
comme valeur propre, nécessairement λ = µ.

Ainsi, A est semblable à T =
(
λ a
0 λ

)
, où a , 0 puisque A n’est pas diagonalisable.

Il existe donc P ∈ GL2(C) telle que A = P−1TP .

On dit alors qu’on a trigona-
lisé A : elle est semblable à
une matrice triangulaire.
En réalité, toute matrice de
Mn (C) est semblable à une
matrice triangulaire, mais il
serait fastidieux de le prouver
avec les outils du programme
d’ECS.

Terminologie

On a alors A2 = P−1T 2P , et donc

A2 = A − I2 ⇔ P−1T 2P − P−1TP + I2 = 0⇔ P−1
(
T 2 −T + I2

)
P = 0⇔ T 2 −T + I2 = 0.

Mais on a T 2 =

(
λ2 2λa
0 λ2

)
, de sorte qu’on cherche à résoudre

(
λ2 − λ + 1 2λa − a

0 λ2 − λ + 1
)
=

(
0 0
0 0

)
.

On doit alors avoir a(2λ−1) = 0, et a étant non nul, ceci est équivalent à 2λ−1 = 0⇔ λ =
1
2
.

Or, pour λ =
1
2
, λ2 − λ + 1 , 0. Et donc il n’existe pas de matrice T =

(
λ a
0 λ

)
telle que

T 2 −T + I2 = 0, et donc pas de solution non diagonalisable de A2 = A − I2.

En revanche, il existe bien des solutions diagonalisables, car si λ, µ sont deux racines1 1 Éventuellement égales.de

X 2 − X + 1 = 0, alors A =
(
λ 0
0 µ

)
vérifie bien A2 = A − I2. �
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EXERCICE 1.37 (QSPHEC 2016) [HEC16.QSP170] Moyen
Endomorphismes de noyau et d’image prescrits

On considère les deux sous-espaces vectoriels F et G de R3 définis par :

F = Vect((1, 1, 1)), G = {(x ,y, z) ∈ R3 : x + y − 2z = 0}.

Trouver un endomorphisme de R3 dont le noyau est F et l’image G.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.37 Une première idée serait de prendre la projection
sur G parallèlement à F . Malheureusement, (1, 1, 1) ∈ F ∩G, de sorte que F et G ne sont
pas supplémentaires dans R3, donc cette projection n’est pas définie.

Une base de G est (1, 1, 1), (1, 0,−2).
Complétons la famille libre (1, 1, 1), (1, 0,−2) en une base de R3, par exemple en posant
e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 0,−2) et e3 = (0, 1, 0). Le fait qu’il s’agisse bien

d’une base de R3 est laissé en
détails au lecteur.

Détails

Soit alors f l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base B = (e1, e2, e3) est

MatB(f ) =

f (e1) f (e2) f (e3)

*.
,

+/
-

0 0 1 e1
0 1 0 e2
0 0 0 e3

.

Alors il est évident que Im(f ) = Vect(f (e1), f (e2), f (e3)) = Vect(e1, e2) = G.
L’image d’une base est tou-
jours une famille génératrice
de Im(f ).

Rappel

De plus, x = λ1e1+λ2e2+λ3 ∈ R3 est dans Ker f si et seulement si λ2 = λ3 = 0, c’est-à-dire
si et seulement si x ∈ Vect(e1) = F .
Donc Ker f = F .

L’endomorphisme que nous avons choisi n’est pas diagonalisable.
Supposons qu’il soit possible de choisir un tel f diagonalisable. Alors nécessairement
E0(f ) = Ker(f ) = F .
De plus, il existerait alors une base (u1,u2,u3) de R3 formée de vecteurs propres de f .
Quitte à renuméroter les vecteurs, on peut supposer que u1 ∈ E0(f ).
Comme dimE0(f ) = 1, on a alors F = E0(f ) = Vect(u1).
D’autre part, E0(f ) étant de dimension 1, les deux autres vecteurs u2 et u3 sont nécessaire-
ment associés à des valeurs propres non nulles λ2 et λ3.

Mais alors f (u2) = λ2u2 ⇔ u2 =
1
λ2

f (u2) ∈ Im f .

Et de même u3 ∈ Im(f ).
Ainsi, (u2,u3) est une famille libre1 1Car sous-famille d’une base

de R3.
de Im(f ), qui est de dimension 2 : c’est une base de

Im(f ).
Donc G = Im(f ) = Vect(u2,u3). Or, (u1,u2,u3) étant une base de R3, la concaténation de
bases de F et de G est une base de R3, de sorte que R3 = F ⊕ G, ce qui n’est pas le cas.
Donc il n’existe pas d’endomorphisme diagonalisable tel que Ker(f ) = F et Im(f ) = G.

Remarque : nous venons en fait de prouver sur un cas particulier un résultat qui reste valable dans
un cadre bien plus général : si f est diagonalisable, alors E = Im(f ) ⊕ Ker(f ). �

1.6.3 A classer

EXERCICE 1.38 (HEC 2007) [HEC07.109] Moyen
Preuve d’une formule sur les coe�cients binomiaux via l’étude d’un endomorphisme de Rn[X ]

Soit n un entier naturel non nul et E = Rn[X ]. Soit φ l’application définie sur E par :

∀P ∈ E, [φ(P)](X ) = P(X + 1) − P(X ).
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1. (a) Vérifier que φ ∈ L(E) et expliciter sa matrice A dans la base canonique B = (1,X ,X 2, . . . ,Xn) de E.
On précisera l’élément Ai, j situé à la ième ligne et jème colonne.

(b) Déterminer le noyau et l’image de φ.
(c) Déterminer un polynôme annulateur de φ.

(d) Étudier la diagonalisabilité de φ.
2. (a) Soit P ∈ E. Montrer que :

φn(P)(X ) = (−1)n
n∑

k=0

[
(−1)k

(
n

k

)
P(X + k)

]
,

où φn désigne la composée n fois : φ ◦ φ ◦ · · · ◦ φ.
(b) En déduire, pour j ∈ {0, 1, . . . ,n − 1} la valeur de :

S j =
n∑

k=0

[
(−1)k

(
n

k

)
k j

]
.

3. Retrouver le résultat de la question précédente pour j ∈ {0, 1, 2} en considérant la fonction fn définie sur R
par fn(x) = (1 − x)n .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.38
1.a. Il est évident que φ est linéaire.

De plus, si P ∈ Rn[X ], alors deg(P(X + 1)) = deg(P) et donc deg(φ(P)) 6 deg(P) 6 n.
Attention à ne pas a�rmer
que le degré de φ(P ) est égal
à celui de P , le degré d’une
somme n’est pas forcément
égal au degré maximal des
termes de la somme.
Par exemple,
X 2 = (X 3) − (X 3 − X 2) n’est
pas de degré 3.

A Danger !

Et donc φ est à valeurs dans E : c’est un endomorphisme de E.

On a alors, pour tout j ∈ n0,no,

φ
�
X j � = (X + 1)j − X j =

j∑
k=0

(
j

k

)
X k − X j =

j−1∑
k=0

(
j

k

)
X j .

Et donc la matrice A est donnée par

Pour donner une formule pour ai, j , il faut prendre garde aux décalages d’indices : le jème

élément de la base B est X j−1 et non X j .
Et donc pour (i, j) ∈ n1,n + 1o, ai, j est la composante suivant X i−1 de φ

�
X j−1�

, c’est donc

ai, j =

(
j − 1
i − 1

)
.

1.b. Les calculs e�ectués précédemment prouvent que pour k ∈ n1,no, φ(X k ) est de degré k − 1,
et φ(1) = 0.
Ceci prouve donc déjà que 1 ∈ Ker(φ), et donc R0[X ] = Vect(1), l’ensemble des polynômes
constants est inclus dans Ker(φ).

D’autre part, si P =
d∑

k=0

akX
k est un élément de E de degré égal à d > 1, on a alors

φ(P) =
d∑

k=0

akφ(X k ).

Mais adφ(Xd ) est degré égal1 1 Il est important de remar-
quer que ad , 0 puisque P
est de degré égal à d .

à d − 1, et pour tout k ∈ n0,d − 1o, akφ(X k ) est de degré
inférieur ou égal à d − 2.
Et donc φ(P) est de degré égal à d − 1. Et en particulier, φ(P) , 0.
Ceci prouve donc que Ker(φ) ⊂ R0[X ], et l’inclusion réciproque ayant déjà été prouvée,
on a Ker(φ) = R0[X ].

Par le théorème du rang, on en déduit que dim Im(φ) = dimE−dimKer(φ) = n+1−1 = n.
D’autre part, puisque nous venons de prouver que deg(φ(P)) 6 deg(P)−1, Im(φ) ⊂ Rn−1[X ],
qui est de dimension n.
Et donc on a Im(φ) = Rn−1[X ].
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1.c. Puisque φ diminue le degré d’une unité, si P ∈ Ker(φ), on a deg(φ(P)) 6 deg(P) − 1.
Puis deg(φ2(P)) 6 deg(φ(P)) − 1 6 deg(P) − 2, et de proche en proche, deg(φk (P)) 6
deg(P) − k.
Et en particulier, deg(φn+1(P)) 6 deg(P) − (n + 1) 6 n − (n + 1) 6 −1.
Cela signifie donc que pour tout P ∈ E, φn+1(P) = 0 et donc φn+1 = 0 : Xn+1 est un
polynôme annulateur de φ.

1.d. Puisque A est triangulaire, ses valeurs propres sont ses coe�cients diagonaux. Et donc φ
ne possède que 0 comme valeur propre.
On a alors dimE0(φ) = dimKer(φ) = 1 < dimE, et donc φ n’est pas diagonalisable.

2.a. Prouvons par récurrence sur i ∈ N∗ que pour tout P ∈ E,

φi (P)(X ) = (−1)i
i∑

k=0

[
(−1)k

(
i

k

)
P(X + i)

]
.

Pour i = 1, le membre de droite est

(−1)1
[
(−1)0P(X ) + (−1)1P(X + 1)

]
= P(X + 1) − P(X ) = φ(P).

Donc la récurrence est initialisée.

Supposons que φi (P)(X ) = (−1)i
i∑

k=0

[
(−1)k

(
i

k

)
P(X + i)

]
. Alors

φi+1(P)(X ) = φ �
φi (P)� (X ) = (−1)i

i∑
k=0

[
(−1)k

(
i

k

)
φ(P(X + k))

]

= (−1)i
i∑

k=0

[
(−1)k

(
i

k

)
(P(X + k + 1) − P(X + k))

]

= (−1)i


i∑
k=0

(−1)k
(
i

k

)
P(X + k + 1) −

i∑
k=0

(−1)k
(
i

k

)
P(X + k)



= (−1)i


i+1∑
k=1

(−1)k−1
(

i

k − 1
)
P(X + k) −

i∑
k=0

(−1)k
(
i

k

)
P(X + k)



= (−1)i+1

(−1)0

(
i

0

)
P(X ) +

i∑
k=1

(−1)k
((

i

k − 1
)
+

(
i

k

))
P(X + k) + (−1)i+1P(X + i + 1)



= (−1)i+1

(−1)0

(
i + 1
0

)
P(X ) +

i∑
k=1

(−1)k
(
i + 1
k

)
P(X + k) + (−1)i+1

(
i + 1
i + 1

)
P(X + i + 1)



� i
k−1

�
+

� i
k

�
=

�i+1
k

�
.

= (−1)i+1


i+1∑
k=0

(−1)k
(
i + 1
k

)
P(X + k)


.

Et donc par le principe de récurrence, notre formule est vraie pour tout i > 1.
Et donc en particulier elle l’est pour i = n :

φn(P)(X ) =
n∑

k=0

[
(−1)k

(
n

k

)
P(X + k)

]
.

2.b. Puisque φn abaisse le degré de n unités, pour j ∈ {0, 1, . . . ,n − 1}, φn �
X j � = 0.

Et donc par la formule de la question précédente,

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(X + k)j = 0.

En particulier, pour X = 0,

S j =
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
k j = 0.
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3. On a fn(1) = 1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)n−k = (−1)nS0, et donc S0 = 0.

Comme de plus on a fn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)kxk , alors

−n(1 − x)n−1 = f ′n(x) =
n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)kkxk−1.

Et là encore, en évaluant cette relation en x = 1, il vient
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)kk = 0⇔ S1 = 0.

Enfin, on a

n(n − 1)(1 − x)n−2 = f ′′n (x) =
n∑

k=2

k(k − 1)
(
n

k

)
(−1)kxk−2.

�

1.7 ESPACES EUCLIDIENS
Une conséquence classique de la bilinéarité du produit scalaire est l’identité ‖x +y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2〈x ,y〉, qui permet de
calculer la norme d’une somme si on connaît les normes des deux vecteurs x et y ainsi que leur produit scalaire.
Notons que cette identité permet de démontrer immédiatement le théorème de Pythagore.
Mais dès qu’on connaît trois des quatre termes de cette égalité, on peut en déduire la valeur du quatrième. Et en particulier
si l’on connaît les normes de x + y, de x et de y alors on obtient la valeur du produit scalaire 〈x ,y〉 :

〈x ,y〉 = 1
2

(
‖x + y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
.

Cette identité est appelée identité de polarisation, et bien qu’elle ne figure pas explicitement au programme, il est bon de
savoir qu’elle existe et d’être capable de la retrouver.

Il existe aussi une seconde identité de polarisation, qui se démontre sur lemême principe, et qui est 〈x ,y〉 = 1
4

�‖x + y‖2 − ‖x − y‖2�
.

EXERCICE 1.39 (QSPESCP 2011) [ESCP11.QSP01] Moyen
Une conditions su�sante pour qu’une famille de vecteurs unitaires soit une base.

Soit E un espace euclidien de dimension n, et soit (e1, . . . , en) une famille de n vecteurs unitaires.
On suppose que

∀(i, j) ∈ n1,no2, i , j ⇒ ‖ei − ej‖ = 1.

Montrer que (e1, . . . , en) est une base de E.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.39 D’après l’identité de polarisation, pour i , j, on a
Nous connaissons les normes
de ei , ej et de ei − ej , si on
souhaite obtenir la valeur de
〈ei , ej 〉, il faut donc penser à
l’identité de polarisation.

Méthode

〈ei , ej 〉 = −〈ei ,−ej 〉 = −12
(
‖ei − ej‖2 − ‖ei‖2 − ‖ − ej‖2

)
=
1
2

(
‖ei‖2 + ‖ej‖2 − ‖ei − ej‖2

)
=
1
2
.

Soient λ1, . . . , λn des réels tels que
n∑
i=1

λiei = 0E .

Alors en prenant le produit scalaire avec ej , il vient

∀j ∈ n1,no, λj 〈ej , ej 〉 +
n∑
i=1
i,j

λi 〈ei , ej 〉 = 〈0E , ej 〉 = 0

soit encore

∀j ∈ n1,no, λj + 1
2

n∑
i=1
i,j

λi = 0⇔ 2λj = −
n∑
i=1
j,i

λi ⇔ λj = −
n∑
i=1

λi .
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En particulier, on a λ1 = λ2 = · · · = λn , et donc

∀j ∈ n1,no, λj = −nλj
ce qui implique nécessairement λ1 = · · · = λn = 0.

Nous venons de prouver que la famille (e1, . . . , en) est libre, et donc étant de cardinal
n = dimE, c’est une base de E. �

EXERCICE 1.40 (ESCP 2006) [ESCP06.2.1]

Endomorphismes orthogonaux et commutant de On(R).

Soit n un entier supérieur ou égal à 2.
On pose E = Rn muni de son produit scalaire canonique, noté 〈·, ·〉. On note ‖ · ‖ la norme euclidienne associée.
Un endomorphisme д de E est dit orthogonal si pour tout (x ,y) ∈ E2, on a :

〈д(x),д(y)〉 = 〈x ,y〉.

1. Soit д un endomorphisme de E. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i) д et orthogonal
ii) Pour tout x ∈ E, ‖д(x)‖ = ‖x‖.
iii) L’image par д d’une base orthonormée de E est une base orthonormée de E.

On note On(R) l’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.
2. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F est stable par tous les éléments de On(R) si et seulement

si F = {0E} ou F = E (on pourra montrer que si F , {0E} et F , E, il existe un élément de On(R), que l’on
exhibera, qui ne laisse pas F stable).

3. Soit f un endomorphisme de E. On suppose, pour toute la suite de l’exercice, que f commute avec tous les
éléments de On(R). Montrer que
(a) Ker f est stable par tous les éléments de On(R).
(b) Pour tout réel λ, Ker(f − λidE ) est stable par tous les éléments de On(R).
(c) En déduire que pour tout réel λ, Ker(f − λidE ) = {0E} ou Ker(f − λidE ) = E.

4. On suppose que n est impair, et on admet qu’alors tout endomorphisme de Rn admet au moins une valeur
propre réelle.
Montrer qu’il existe λ0 ∈ R tel que f = λ0idE .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.40
1. Commençons par prouver que i)⇔ ii).

i)⇒ ii) Supposons que д soit orthogonal, et soit x ∈ E. Alors

‖д(x)‖2 = 〈д(x),д(x)〉 = 〈x ,x〉 = ‖x‖2.

Et donc ‖д(x)‖.

ii)⇒ i). Inversement, supposons que pour tout x ∈ E, ‖д(x)‖ = ‖x‖.
Soient alors x ,y ∈ E. Nous savons que

〈x ,y〉 = 1
2

(
‖x + y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
et de même

〈д(x),д(y)〉 = 1
2

(
‖д(x) + д(y)‖2 − ‖д(x)‖2 − ‖д(y)‖2

)
=
1
2

(
‖д(x + y)‖2 − ‖д(x)‖2 − ‖д(y)‖2

)
.

Et donc si д préserve la norme, il vient

〈д(x),д(y)〉 = 1
2

(
‖x + y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
= 〈x ,y〉.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY

http://www.ecs2-fauriel.fr


58 CHAPITRE 1 : ALGÈBRE

Et donc д est orthogonal.

i)⇒ iii). Supposons д orthogonal, et soit (e1, . . . , en) une base orthonormée de E. Alors,
pour tout (i, j) ∈ n1,no2, on a

〈д(ei ),д(ej )〉 = 〈ei , ej 〉 =



1 si i = j

0 sinon

Et donc (д(e1), . . . ,д(en)) est orthonormée. En particulier elle est libre, et étant de cardinal
n = dimE, c’est une base orthonormée de E.

Toute famille orthonormée
de cardinal dim E est une
base de E (qui est bien en-
tendu orthonormée).

Orthonormée

iii)⇒ ii). Supposons à présent que l’image d’une base orthonormée (e1, . . . , en) soit une
base orthonormée de E.

Soit alors x ∈ E. De manière unique, x =
n∑
i=1

λiei . Et alors1 1C’est ici qu’il est indis-
pensable que la base soit
orthonormée.

, ‖x‖2 =
n∑
i=1

λ2i .

De plus, par linéarité de д, д(x) =
n∑
i=1

λiд(ei ). Et puisque (д(e1), . . . ,д(en)) est orthonormée,

alors on a

‖д(x)‖2 =
n∑
i=1

λ2i = ‖x‖2.

Et donc nous avons bien prouvé que i)⇔ ii)⇔ iii).
2. Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension p, 1 6 p < n.

Un sev qui n’est ni réduit à
{OE} ni égal à E tout entier
n’est ni de dimension 0 ni de
dimension n.

Remarque

Soit (e1, . . . , ep ) une base orthonormée de F , et soit (ep+1, . . . , en) une base orthonormée
de F⊥, de sorte que (e1, . . . , en) soit une base orthonormée de E.
Soit alors д l’unique endomorphisme de E défini par

∀i ∈ n1,n − 1o, д(ei ) = ei+1 et д(en) = e1.
Pour définir une application
linéaire, il su�t de définir
l’image d’une base.
En e�et, cela revient à don-
ner sa matrice, ce qui carac-
térise de manière unique
l’application linéaire.

Unique ?

Alors l’image de la base orthonormée (e1, . . . , en) est la base orthonormée (e2, . . . , en , e1),
et donc д est orthogonal d’après le iii) de la première question.
Et on a д(ep ) = ep+1 < F , de sorte que F n’est pas stable par д.
Ainsi, F n’est pas stable par tous les éléments de On(R).

À l’inverse, il est évident que {0E} et E tout entier sont stables par tous les endomorphismes
de E, et en particulier par tous les endomorphismes orthogonaux.

3.a. C’est un grand classique : si д et д commutent, alors Ker(f ) est stable par д.
En e�et, si x ∈ Ker(f ), alors

f (д(x)) = д(f (x)) = д(0E ) = 0E

et donc д(x) ∈ Ker f .
3.b. Il su�t de noter que si f et д commutent, alors f − λidE et д commutent car

(f − λidE ) ◦ д = f ◦ д − λд = д ◦ f − λд = д ◦ (f − λidE ).

Et il su�t alors d’appliquer la question précédente : pour tout д ∈ On(R), ker(f − λidE ) est
stable par д.

3.c. Il su�t de combiner les questions 3.b et 2 : Ker(f − λidE ) est un sous-espace vectoriel de
E, stable par tous les éléments de On(R) : il est donc soit égal à E tout entier, soit réduit à
{0E}.

4. Le résultat admis dans l’énoncé nous dit que f admet une valeur propre réelle λ0.
Et donc Ker(f − λ0idE ) n’est pas réduit à {0E}. D’après la question 3.c, on a donc Ker(f −
λ0idE ) = E.
Et donc2 2 Le seul endomorphisme de

noyau égal à E est l’endomor-
phisme nul.

f − λ0idE = 0⇔ f = λ0idE .
Commentaires : disons quelques mots à propos du résultat admis. Il est fortement relié au fait
que tout polynôme P à coe�cients réels de degré impair possède au moins une racine. Ceci est une
conséquence du théorème des valeurs intermédiaires : la limite en +∞ est égale à ±∞ (le signe
dépendant du signe du coe�cient dominant), et par imparité du degré lim

x→−∞ P(x) = − lim
x→+∞ P(x).
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Or, si M ∈ Mn(R), il existe un polynôme P de degré n tel que les valeurs propres de M soient
exactement les racines de P . Ce résultat ne figure pas au programme d’ECS, mais nous le connaissons

pour les matrices 2 × 2 : un réel λ est valeur propre de M =
(
a b
c d

)
si et seulement si

det(M − λI2) = 0⇔ λ2 − (a + d)λ + (ad − bc) = 0.

�

EXERCICE 1.41 (QSPHEC 17) [HEC17.QSP164] Facile
Stricte convexité de la sphère unité

Soit (E, 〈·, ·〉) un espace euclidien et soit S = {x ∈ E : ‖x‖ = 1}.
On note P la propriété suivant : ∀(x ,y) ∈ S2 avec x , y, ∀t ∈]0, 1[, tx + (1 − t)y < S .

1. Illustrer graphiquement la propriété P lorsque E = R2 muni du produit scalaire canonique.

2. Établir la propriété P dans le cas général (on utilisera pour cela la fonction polynomiale P définie pour tout
t ∈ R par P(t) = ‖tx + (1 − t)y‖2).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.41
1. Lorsque E = R2 muni du produit scalaire canonique, on a

S = {(x ,y) ∈ R2 : ‖(x ,y)‖ = 1} = {(x ,y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}

qui est donc le cercle de centre (0, 0) et de rayon 1.
Soient donc x et y deux points de ce cercle. Les λx + (1 − λ)y, pour λ ∈ [0, 1] sont alors les
points du segment qui joint x et y.
Et pour λ < {0, 1}, ce sont les points du segment di�érents de x et de y.
La propriétéP dit alors que les points de ce segment ne sont plus sur le cercle, mais bien à
l’intérieur du cercle.

•x
•y •

λx + (1 − λ)y

2. Soit x ,y deux éléments distincts de S , et notons, comme indiqué dans l’énoncé

P(t) = ‖tx + (1 − t)y‖2 = 〈tx + (1 − t)y, tx + (1 − t)y〉 = t2 ‖x‖2︸︷︷︸
=1

+2t(1 − t)〈x ,y〉 + (1 − t)2 ‖y‖2︸︷︷︸
=1

= t2 (2 − 〈x ,y〉) + 2t (〈x ,y〉 − 1) + 1.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, |〈x ,y〉| 6 ‖x‖‖y‖ 6 1. Et donc le coe�cient de
degré 2 de P est non nul, de sorte que P est un polynôme de degré 2.
Mais P(0) = P(1) = 1, et donc pour t < {0, 1}, P(t) , 1.

Un polynôme P de degré 2
ne peut prendre qu’au plus
deux fois une valeur a ∈ R.
En e�et, P − a est un poly-
nôme de degré 2 qui possède
donc au plus deux racines
distinctes.

Détails

Et donc pour t ∈]0, 1[, ‖tx + (1 − t)y‖2 , 1⇔ tx + (1 − t)y < S .
�
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EXERCICE 1.42 (QSPHEC 2011) [HEC11.QSP02] Moyen
Sur les matrices de passage entre deux bases orthonormées

Soit A = (ai, j )16i, j6n la matrice de passage d’une base orthonormée de Rn à une autre base orthonormée de Rn .
1. Justifier l’inversibilité de A et exprimer A−1 en fonction de A.

2. Montrer que
�������

n∑
i=1

n∑
j=1

ai, j

�������
6 n.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.42
1. C’est du cours : la matrice de passage entre deux bases orthonormées est une matrice

orthogonale, donc est inversible1 1Comme toute matrice de
passage.

et son inverse A−1 est égale à sa transposée tA.
2. Notons 〈·, ·〉 le produit scalaire canonique de Mn,1(R) défini par 〈X ,Y 〉 = tXY .

Notons alors X =
*...
,

1
...
1

+///
-

∈Mn,1(R).

On a alors AX =
*...
,

∑n
j=1 a1, j
...∑n

j=1 an, j

+///
-

, et donc

〈AX ,X 〉 = �
1 . . . 1

� *...
,

∑n
j=1 a1, j
...∑n

j=1 an, j

+///
-

=

n∑
i=1

n∑
j=1

ai, j .

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a alors

|〈AX ,X 〉| 6 ‖AX ‖ · ‖X ‖.

Mais ‖X ‖ =
√
〈X ,X 〉 = √n, et

‖AX ‖ =
√
〈AX ,AX 〉 =

√
t (AX )AX =

√
tX tAAX =

√
tXX =

√
n.

Et donc il vient bien �������

n∑
i=1

n∑
j=1

ai, j

�������
= |〈AX ,X 〉| 6 √n√n 6 n.

Remarque : on serait tentés de raisonner de la même manière, mais en utilisant le produit scalaire
canonique de Mn(R) : 〈A,B〉 = tr(tAB), et de considérer le produit scalaire de A avec la matrice
J ne comportant que des 1.

Mais l’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne alors
�������

n∑
i=1

n∑
j=1

�������
6 n3/2, ce qui ne su�t pas.

�

EXERCICE 1.43 (QSPESCP 2015) [ESCP15.QSP01] Moyen
Matrice de Gram

Soient A1,A2, . . . ,An2 n
2 matrice symétriques de Mn(R).

Montrer que la famille (Ai )16i6n2 est une base de Mn(R) si et seulement si la matrice G ∈Mn2 (R) dont le terme
d’indice (i, j) est tr(AiAj ) est inversible.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.43 Rappelons que sur Mn(R) il existe un produit scalaire
défini par 〈M,N 〉 = tr(tMN ).
Puisque lesAi sont symétriques, on a alors, pour tout (i, j) ∈ n1,n2o2, tr(AiAj ) = tr

�tAiAj
�
=
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〈Ai ,Aj 〉.

Supposons que (Ai )16i6n2 est une base de Mn(R), et montrons queG est inversible. Notons
C1, . . . ,Cn2 les colonnes de G, de sorte que pour tout j ∈ n1,n2o,

Cj =
*...
,

tr(A1Aj )
...

tr(An2Aj )

+///
-

=
*...
,

〈A1,Aj 〉
...

〈An2 ,Aj 〉

+///
-

.

Soient λ1, . . . , λn2 des réels tels que
n2∑
j=1

λjCj = 0.

Alors, par identification des coe�cients, il vient

∀i ∈ n1,no,
n2∑
j=1

λj 〈Ai ,Aj 〉 = 0⇔
〈
Ai ,

n2∑
j=1

λjAj

〉
= 0.

Et donc
n2∑
j=1

λjAj ∈ Vect(A1, . . . ,An2 )⊥ =Mn(R)⊥ = {0}.

Par conséquent,
n2∑
j=1

λjAj = 0. Puisque (Ai )16i6n2 est une base de Mn(R), c’est en particulier

une famille libre, et donc λ1 = · · · = λn2 = 0.
On en déduit que la famille C1, . . . ,Cn2 est une famille libre de Mn2,1(R), et étant de
cardinal n2 = dimMn2,1(R), c’en est une base.
Et donc rg(G) = dimVect(C1, . . . ,Cn2 ) = n2, de sorte que G est une matrice inversible de
Mn2 (R).

Inversement, supposons que G est inversible. Montrons alors que (Ai )16i6n2 est une famille
libre de Mn(R).

Soient λ1, . . . , λn2 une famille de réels tels que
n2∑
i=1

λiAi = 0.

Alors pour tout j ∈ n1,n2o,
〈 n2∑
i=1

λiAi ,Aj

〉
= 0.

Et donc avec les notations précédentes,

n2∑
i=1

λiCi =

*...........
,

〈 n2∑
i=1

λiAi ,A1

〉
...〈 n2∑

i=1
λiAi ,An2

〉
+///////////
-

= 0.

Puisque G est inversible, la famille de ses vecteurs colonnes est de rang n2, et donc est une
base de Mn2,1(R), et en particulier est libre.
Et donc λ1 = · · · = λn2 = 0, de sorte que (Ai )16i6n2 est libre, et donc est une base de Mn(R).

Quelques commentaires : le fait que les matrices Ai soient symétriques était en fait peu important
ici. On serait notamment tentés de faire référence au théorème spectral et d’utiliser le fait qu’elles
soient diagonalisables, ce qui est totalement inutile ici.
Le même raisonnement montrerait que dans un espace euclidien E de dimension n, un famille de
n vecteurs e1, . . . , en est une base si et seulement si la matrice de terme général 〈ei , ej 〉 (appelée
matrice de Gram1

1C’est le même Gram que
celui de Gram-Schmidt :
Jørgen Pedersen Gram,
mathématicien danois du
XIXème siècle.

de la famille (e1, . . . , en)) est inversible. �
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EXERCICE 1.44 (QSPHEC 2007) [HEC07.QSP104]

Endomorphismes préservant l’orthogonalité

Soit E un espace euclidien. On note 〈·, ·〉 le produit scalaire, et ‖ ‖ la norme associée.
Soit f un endomorphisme de E qui vérifie la propriété suivante :

∀(x ,y) ∈ E2, 〈x ,y〉 = 0⇒ 〈f (x), f (y)〉 = 0.

Montrer qu’il existe k ∈ R+ tel que pour tout x ∈ E, ‖f (x)‖ = k‖x‖.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.44 Pour tout x ∈ E non nul, notons kx =
‖f (x)‖
‖x‖ > 0. Il

s’agit alors de prouver que kx est une constante qui ne dépend pas de x .

Soient donc x et y deux vecteurs non nuls de E. Alors par bilinéarité du produit scalaire,

〈x + y,x − y〉 = 〈x ,x〉 + 〈x ,y〉 − 〈x ,y〉 − 〈y,y〉 = ‖x‖2 − ‖y‖2.
En particulier, si x et y sont de même norme, alors x − y et x + y sont orthogonaux.
Soient donc u =

x

‖x‖ et v =
y

‖y‖ , qui sont deux vecteurs de norme 1.

Alors u −v et u +v sont orthogonaux, de sorte que 〈f (u +v), f (u −v)〉 = 0. Mais

〈f (u +v), f (u −v)〉 = 〈f (u) + f (v), f (u) − f (v)〉 = ‖f (u)‖2 − ‖f (v)‖2.
Et donc1 1Une norme est positive., ‖f (u)‖2 = ‖f (v)‖2.
Puisque ‖u‖ = ‖v‖ = 1, on a donc

ku =
‖f (u)‖
‖u‖ = ‖f (u)‖ = ‖f (v)‖ = ‖f (v)‖

‖v‖ = kv .

Mais puisque x = ‖x‖u, alors f (x) = ‖x‖f (u) et donc

kx =
‖x‖ · ‖f (u)‖

‖x‖‖u‖ = ku .

Et de même, ky = kv , de sorte que kx = ky .

Ainsi, kx ne dépend pas de x : il existe k ∈ R+ tel que pour tout x ∈ E non nul,
‖f (x)‖
‖x‖ =

k ⇔ ‖f (x)‖ = k‖x‖.
Et bien évidemment, cette relation reste valable pour x = 0E car ‖f (0e )‖ = ‖0E‖ = 0 =
k‖0E‖.
Et donc nous avons bien prouvé que pour tout x ∈ E, Vert f (x)‖ = k‖x‖. �

L’exercice qui suit, bien trop long pour une question sans préparation, nécessite à la fois de l’aisance avec le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt et avec la notion de matrice orthogonale.

EXERCICE 1.45 (QSPHEC 2014) [HEC14.QSP50] Difficile
Existence de bases orthonormées dans lesquelles les coordonnées de vecteurs sont prescrites.

Soit E un espace euclidien de dimension n.
1. Soit x ∈ E. Montrer que ‖x‖ = √n si et seulement si il existe une base orthonormée (e1, . . . , en) telle que

x =
n∑
i=1

ei .

2. Soient x et y deux vecteurs de E. Donner une condition nécessaire et su�sante pour qu’il existe une base

orthonormée (e1, . . . , en) telle que x =
n∑

k=1

ek et y =
n∑

k=1

kek .
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.45
1. Supposons qu’il existe une base orthonormée (e1, . . . , en) telle que x =

n∑
k=1

ek . Alors

‖x‖2 =
n∑

k=1

12 = n

et donc ‖x‖ = √n.

Inversement, soit x ∈ E tel que ‖x‖ = √n.
Alors

x√
n
est un vecteur de norme 1. Soit B =

(
x√
n
, f2, . . . , fn

)
une base orthonormée de

E obtenue par complétion de la famille libre1 1 Et même orthonormée.
x√
n
.

Soit P ∈Mn(R) une matrice orthogonale dont la première colonne est
1√
n

*...
,

1
...
1

+///
-

.
Admettons pour l’instant
qu’une telle matrice existe,
nous prouverons son exis-
tence par la suite.

Existence

Alors soit B′ = (e1, . . . , en) la base de E telle que P = PB′,B = P .
Puisque P est orthogonale, B′ est encore une base orthonormée.

Une matrice est orthogonale
si et seulement si c’est la
matrice de passage entre
deux bases orthonormées.

RappelEt alors, puisque nous
avons fixé la première colonne de P , il vient

x√
n
=

n∑
k=1

1√
n
ek ⇔ x =

n∑
k=1

ek .

Il nous reste donc à prouver qu’il existe bien une matrice orthogonale P dont la première

colonne est
1√
n

*...
,

1
...
1

+///
-

.

Dans Rn muni de sa structure euclidienne canonique, le vecteur (1, . . . , 1) est de norme
√
n, et donc

1√
n
(1, . . . , 1) est de norme 1.

Soit B′ une base orthonormée de Rn dont le premier vecteur est
1√
n
(1, . . . , 1). Notons B

la base canonique de Rn qui, rappelons-le, est une base orthonormée de Rn .
Soit alors P = PB,B′ . Alors P est orthogonale car matrice de passage entre deux bases

orthonormées, et la première colonne de P est formée des coordonnées de
1√
n
(1, . . . , 1)

dans la base canonique, c’est donc
1√
n

*...
,

1
...
1

+///
-

.

2. Supposons qu’il existe une base orthonormée (e1, . . . , en) telle que x =
n∑

k=1

ek et y =
n∑

k=1

kek .

Alors ‖x‖ = √n, ‖y‖ =
√√ n∑

k=1

k2 =

√
n(n + 1)(2n + 1)

6
et 〈x ,y〉 =

n∑
k=1

k =
n(n + 1)

2
.

Montrons à présent que ces trois conditions sont su�santes, et supposons que

‖x‖ = √n, ‖y‖ =
√

n(n + 1)(2n + 1)
6

et 〈x ,y〉 = n(n + 1)
2

.

Nous pouvons directement supposer que n > 2, car pour n = 1, le résultat est évident.
Alors x et y ne sont pas colinéaires, car on n’a pas l’égalité dans Cauchy-Schwarz :

Deux vecteurs sont coli-
néaires si et seulement si l’in-
égalité de Cauchy-Schwarz
est en fait une égalité.

Rappel

〈x ,y〉 = n(n + 1)
2

<
√
n

√
n(n + 1)(2n + 1)

6
= ‖x‖ · ‖y‖.

Ainsi, la famille (x ,y) est libre. Orthonormalisons-la à l’aide du procédé de Gram-Schmidt.
Pour cela, considérons f1 =

x

‖x‖ =
x√
n
.
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Soit alors f ∗2 = y − 〈f1,y〉f1 = y − 〈x ,y〉
x

n
= y − n+1

2 x .
On a alors, par bilinéarité du produit scalaire,

‖f ∗2 ‖2 = 〈f ∗2 , f ∗2 〉 = ‖y‖2−2n + 1
2

〈x ,y〉+ (n + 1)
2

4
‖x‖2 = n(n + 1)(2n + 1)

6
+
n(n + 1)2

4
−n(n + 1)

2

2
=

(n − 1)n(n + 1)
12

.

On pose alors

f2 =
f ∗2
‖f ∗2 ‖

=

√
12

(n − 1)n(n + 1)
(
y − n + 1

2
x

)
.

Ainsi, (f1, f2) est une famille orthonormée, qui peut être complétée en une base orthonor-
mée (f1, . . . , fn) de E.

Soit alors P ∈ Mn(R) une matrice orthogonale dont la première colonne est
1√
n

*...
,

1
...
1

+///
-

et

dont la seconde colonne est

√
12

(n − 1)n(n + 1)
*.....
,

*.....
,

1
2
...
n

+/////
-

− n + 1
2

*.....
,

1
1
...
1

+/////
-

+/////
-

.

Comme précédemment, nous admettons pour le moment qu’une telle matrice existe.
Soit alors B′ = (f1, f2, . . . , fn), et soit B = (e1, . . . , en) la base de E telle que P = PB,B′ .
Alors B est orthonormée car P est une matrice orthogonale.
De plus, on a alors

f1 =
n∑

k=1

1√
n
ek ⇔ x =

n∑
k=1

ek .

De même, on a

f2 =
n∑

k=1

√
12

(n − 1)n(n + 1)
(
k − n + 1

2

)
ek .

En multipliant par
√

(n − 1)n(n + 1)
12

, on a donc

y − n + 1
2

x =
n∑

k=1

(
k − n + 1

2

)
ek

et donc en remplaçant x par
n∑

k=1

ek , il vient y =
n∑

k=1

kek .

Prouvons à présent qu’il existe bien une matrice P orthogonale dont les deux premières
colonnes sont celles souhaitées.
DansRn muni de sa structure euclidienne canonique, considérons la famille (1, . . . , 1), (1, 2, . . . ,n).
Il s’agit d’une famille libre, et donc nous pouvons lui appliquer le procédé d’orthonormali-
sation de Gram-Schmidt.
Soit д1 =

1√
n
(1, . . . , 1), et soit

д∗2 = (1, 2, . . . ,n)−〈 1√
n
(1, . . . , 1), (1, 2, . . . ,n)〉 1√

n
(1, . . . , 1) = (1, 2, . . . ,n)−n + 1

2
(1, . . . , 1).

Alors par bilinéarité du produit scalaire,

‖д∗2‖2 = 〈д∗2,д∗2〉 = ‖(1, 2, . . . ,n)‖2+ (n + 1)
2

4
‖(1, . . . , 1)‖2−2n + 1

2
〈(1, 2, . . . ,n), (1, . . . , 1)〉

=
n(n + 1)(2n + 1)

6
+
n(n + 1)2

4
− n(n + 1)2

2
=

(n − 1)n(n + 1)
12

.
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Onpose alorsд2 =

√
12

(n − 1)n(n + 1)д
∗
2 =

√
12

(n − 1)n(n + 1)
(
(1, 2, . . . ,n) − n + 1

2
(1, . . . , 1)

)
.

Il est alors possible de compléter (д1,д2) en une base orthonormée (д1, . . . ,дn). Et alors si P
est la matrice de passage de la base canonique à la base (д1, . . . ,дn), P est orthogonale (car
matrice de passage entre deux bases orthonormées de Rn), et les deux premières colonnes
de P sont bien celles que l’on souhaitait.

�

EXERCICE 1.46 (ESCP 2016) [ESCP16.2.20] Moyen
Familles µ-presque orthogonales

Soit µ > 1, et soit E un espace euclidien de produit scalaire 〈·, ·〉 et de norme ‖ · ‖.
Une famille (u1, . . . ,un) de vecteurs de E est dite µ-presque orthogonale si :
• pour tout i ∈ n1,no, ‖ui‖ = 1

• pour tout (x1, . . . ,xn) ∈ Rn ,
1
µ

n∑
i=1

x2i 6








n∑
i=1

xiui









2

6 µ
n∑
i=1

x2i .

1. Montrer qu’il famille µ-presque orthogonale est libre.
2. Soit (u1, . . . ,un) une famille de vecteurs de E. Montrer que (u1, . . . ,un) est 1-presque orthogonale si et

seulement si elle est orthonormée.
(Pour l’une des implications, on pourra considérer la combinaison linéaire ui + uj avec i , j).

3. Soit f un endomorphisme de E.
(a) Montrer qu’il existe un réel k tel que ∀x ∈ E, ‖f (x)‖ 6 k‖x‖.

(b) Montrer que si f est un automorphisme de E, alors il existe un réel λ > 1 tel que ∀x ∈ E,
1
λ
‖x‖ 6

‖f (x)‖ 6 λ‖x‖.
4. Soit n ∈ N∗ et soit (u1, . . . ,un) une famille libre de vecteurs unitaires de E.

Montrer l’existence d’un réel µ > 1 tel que (u1, . . . ,un) soit µ-presque orthogonale.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.46
1. Soit (u1, . . . ,un) une famille µ-presque orthogonale, et soient x1, . . . ,xn des réels tels que

n∑
i=1

xiui = 0E . Alors, on a

0 6
1
µ

n∑
i=1

x2i 6








n∑
i=1

xiui









2

︸       ︷︷       ︸
=‖0E ‖2=0

.

On en déduit que
n∑
i=1

x2i = 0, et donc pour tout i ∈ n1,no, xi = 0.

Ainsi, la famille (u1, . . . ,un) est libre.
2. Soit (u1, . . . ,un) une famille orthonormée. Alors, pour tout (x1, . . . ,xn) ∈ Rn , on a









n∑
i=1

xiui









2

=

n∑
i=1

x2i . C’est le corollaire du théo-
rème de Pythagore.

Détails

Et donc (u1, . . . ,un) est 1-presque orthogonale.

Inversement, supposons que (u1, . . . ,un) est 1-presque orthogonale. Alors par définition,
les ui sont tous unitaires.
Soient alors (i, j) ∈ n1,no2, avec i , j. On a alors

�
ui + uj

�2
= ‖ui‖2 + ‖uj‖2 + 2〈ui ,uj 〉 = 2

�
1 + 〈ui ,uj 〉

�
.
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Mais ui + uj n’est autre que la combinaison linéaire
n∑

k=1

xkuk où les xk sont tous nuls, sauf

xi et x j qui valent tous les deux 1.

Et donc on a
n∑

k=1

x2k = 2.

Or, la famille étant 1-presque orthogonale, il vient

1
1

n∑
k=1

x2k 6 ‖ui + uj‖2 6
n∑

k=1

x2k ⇔ 2 6 2(1 + 〈ui ,uj 〉) 6 2.

Et donc 2(1 + 〈ui ,uj 〉) = 0⇔ 〈ui ,uj 〉 = 0.
Ceci prouve donc que (u1, . . . ,un) est orthogonale, et donc orthonormée.

3.a. Considérons une base orthonormée (e1, . . . , en) de E. Alors pour tout x ∈ E, il existe des
réels x1, . . . ,xn tels que x =

n∑
i=1

xiei , et donc ‖x‖2 =
n∑
i=1

x2i .

D’autre part, on a f (x) =
n∑
i=1

xi f (ei ).

Et donc

‖f (x)‖2 =








n∑
i=1

xi f (ei )







6 *

,

n∑
i=1

|xi | · ‖f (ei )‖+
-

2

.

Appliquons alors l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans Rn

Il s’agit de l’inégalité de
Cauchy-Schwarz dans Rn ,
pour le produit scalaire ca-
nonique, appliquée aux deux
vecteurs

x = (|x1 |, . . . , |xn |),

y = (‖f (e1)‖, . . . , ‖f (en )‖).

Cauchy-Schwarz

:

*
,

n∑
i=1

|xi | · ‖f (ei )‖2+
-

2

6 *
,

n∑
i=1

|xi |2+
-

*
,

n∑
i=1

‖f (ei )‖2+
-
.

Et donc ‖f (x)‖2 6 ‖x‖ × *
,

n∑
i=1

‖f (ei )‖2+
-
.

Ainsi, en posant k =

√√ n∑
i=1

‖f (ei )‖2, qui est bien une constante indépendante de x , on a

‖f (x)‖ 6 k‖x‖.
3.b. Si f est un automorphisme, alors le résultat de la question précédente s’applique en parti-

culier à f −1 : il existe k ∈ R tel que pour tout x ∈ E, ‖f −1(x)‖ 6 k‖x‖.
En particulier, si l’on applique ceci à f (x) au lieu de x , il vient

‖f −1(f (x))‖ 6 k‖f (x)‖⇔ ‖x‖ 6 k‖f (x)‖.
Notons que l’expression de k trouvée à la question précédente prouve qu’on peut supposer
k strictement positif, puisque, f −1 étant un automorphisme, les f −1(ei ) sont non nuls, et

donc

√√ n∑
i=1

‖f −1(ei )‖2 > 0.

On a donc
1
k
‖x‖ 6 ‖f (x)‖.

D’autre part, il existe une constante M telle que ∀x ∈ E, ‖f (x)‖ 6 M‖x‖.
Notons alors λ = max(M,k), de sorte que M 6 λ et 1

λ
6

1
k
.

On a alors bien, pour tout x ∈ E,
1
λ
‖x‖ 6 ‖f (x)‖ 6 λ‖x‖. Puisqu’il vient 1

λ 6 λ, néces-
sairement λ > 1.

Remarque

4. Soit (u1, . . . ,un) une famille libre de vecteurs unitaires, et soit F = Vect(u1, . . . ,un).
Soit alors (e1, . . . , en) une base orthonormée de F , et soit f l’unique endomorphisme de F
tel que f (ei ) = ui .
Alors f est un automorphisme puisque l’image de la base (e1, . . . , en) est une famille libre
de F , et donc une base de F .
Par la question 3.b, il existe donc une constante λ > 1 telle que

∀x ∈ F , 1
λ
‖x‖ 6 ‖f (x)‖ 6 λ‖x‖.
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En particulier, pour (x1, . . . ,xn) ∈ Rn , soit x =
n∑
i=1

xiei .

Alors ‖x‖2 =
n∑
i=1

x2i et ‖f (x)‖2 =








n∑
i=1

xiui









2

.

Et donc

1
λ2

‖x‖2 6 ‖f (x)‖2 6 λ2‖x‖2 ⇔ 1
λ2

n∑
i=1

x2i 6








n∑
i=1

xiui









2

6 λ2
n∑
i=1

x2i .

�

EXERCICE 1.47 (QSPESCP 2010) [ESCP10.QSP03] Moyen
Familles obtusangles

Soit E un espace euclidien de dimension n et soient e1, . . . , en+1 des vecteurs tels que pour tout (i, j) ∈ n1,n+1o2, i ,
j, 〈ei , ej 〉 < 0.

1. Montrer, en utilisant la norme de u que si u =
n∑
i=1

λiei = 0E , alors
n∑
i=1

|λi |ei = 0E .

2. Montrer que n quelconques de ces vecteurs forment une base de E.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.47
1. Si u = 0, alors ‖u‖2 = 0. Or, par bilinéarité du produit scalaire,

‖u‖2 =
n∑
i=1

n∑
j=1

λiλj 〈ei , ej 〉 =
n∑
i=1

λ2i ‖ei‖2 +
n∑
i=1

n∑
j=1
j,i

λiλj 〈ei , ej 〉.

Soit encore
n∑
i=1

n∑
j=1
j,i

λiλj 〈ei , ej 〉 = −
n∑
i=1

λ2i ‖ei‖2 6 0.

On a donc1 1 La valeur absolue d’un
nombre négatif est son op-
posé.

��������

n∑
i=1

n∑
j=1
i,j

λiλj 〈ei , ej 〉
��������
= −

n∑
i=1

n∑
j=1
j,i

λiλj 〈ei , ej 〉.

Et donc, par l’inégalité triangulaire,

−
n∑
i=1

n∑
j=1
j,i

λiλj 〈ei , ej 〉 6
n∑
i=1

n∑
j=1
j,i

|λi | · |λj | · |〈ei , ej 〉| = −
n∑
i=1

n∑
j=1
j,i

|λi | · |λj |〈ei , ej 〉. On a ici utilisé le fait que
〈ei , ej 〉 < 0 et donc
|〈ei , ej 〉| = −〈ei , ej 〉.

Détails

Et alors il vient









n∑
i=1

|λi |ei








2

=

n∑
i=1

λ2i ‖ei‖2 +
n∑
i=1

n∑
j=1
j,i

|λi | · |λj |〈ei , ej 〉

6
n∑
i=1

λ2i ‖ei‖2 +
n∑
i=1

n∑
j=1
j,i

λiλj 〈ei , ej 〉

6
n∑
i=1

λ2i ‖ei‖2 −
n∑
i=1

λ2i ‖ei‖2

6 0.

On en déduit2 2Un carré est positif ou nul.que








n∑
i=1

|λi‖ei








2

= 0 et donc que
n∑
i=1

|λi |ei = 0E .
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2. Montrons que (e1, . . . , en) est une base, la preuve serait la même pour n’importe quelle
autre famille de n vecteurs de {e1, . . . , en}.
Puisqu’il s’agit déjà d’une famille de cardinal n = dimE, il su�t de prouver qu’elle est libre.

Soient donc λ1, . . . , λn des réels tels que
n∑
i=1

λiei = 0E .

Alors, par la question précédente, nous savons que
n∑
i=1

|λi |ei = 0E .

En particulier, il vient

〈0E , en+1〉 =
〈 n∑
i=1

|λi |ei , en+1
〉
=

n∑
i=1

|λi | 〈ei , en+1〉︸    ︷︷    ︸
<0

6 0.

Et si l’un des λi est non nul, on a même 〈0E , en+1〉 < 0, ce qui n’est pas possible puisque
〈0E , en+1〉 = 0.
On en déduit donc que λ1 = · · · = λn = 0, et donc que (e1, . . . , en) est libre, donc est une
base de E.

�

1.7.1 Polynômes orthogonaux

EXERCICE 1.48 (ESCP 2016) [ESCP16.2.01] Moyen
Polynômes de Tchebychev

1. Montrer que pour tous réels a et b, on a :

cos(a) cos(b) = 1
2
(cos(a + b) + cos(a − b)) .

Soit la suite de polynômes (Tn)n∈N∗ définie par :

T0 = 1, T1 = X et ∀n ∈ N, Tn+2 = 2XTn+1 −Tn .

2. Montrer que pour tout n ∈ N∗, Tn est un polynôme de degré n, de coe�cient dominant que l’on expliciter.
Montrer que

∀θ ∈ R, Tn(cosθ ) = cos(nθ ).

3. Pour (p,q) ∈ N2, on pose Ip,q =
∫ π

0
cos(pθ ) cos(qθ )dθ .

Calculer Ip,q .

4. Pour tout couple (P ,Q) d’éléments de R[X ], montrer que l’intégrale
∫ 1

−1
P(t)Q(t)√
1 − t2

dt est convergente. On la

note 〈P ,Q〉.
Montrer que (P ,Q) 7→ 〈P ,Q〉 est un produit scalaire sur R[X ]. On note ‖ · ‖ la norme associée.

5. Montrer que pour tout n ∈ N, la famille (T0,T1, . . . ,Tn) est une base orthogonale de Rn[X ].
Cette base est-elle orthonormale ?

6. Pour tout n ∈ N∗, calculer 〈Xn ,Tn〉.
7. En déduire, pour tout entier n > 1, la valeur de :

d = inf
(a0,a1, ...,an−1)∈Rn

√∫ 1

−1
(tn − (an−1tn−1 + · · · + a0)2)√

1 − t2
dt .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.48
1. On a

cos(a + b) + cos(a − b) = cos(a) cos(b) − sin(a) sin(b) + cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
= 2 cos(a) cos(b)

Comme la plupart des for-
mules de trigonométrie, ce
résultat peut également se
prouver à l’aide de la formule
d’Euler :

cos(a) = e ia + e−ia

2
.

Remarque

d’où la formule voulue.
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2. On a T2 = 2X 2 − 1, T3 = 4X 3 − 2X − X = 4X 3 − 3X , et donc il est raisonnable de supposer
que Tn a pour coe�cient dominant 2n−1.
Montrons donc, par récurrence double1 1 Puisque Tn+2 dépend de Tn

et de Tn+1.
sur n ∈ N∗ que Tn est un polynôme de degré n de

coe�cient dominant égal à 2n−1.
Pour n = 1 et n = 2, c’est vrai.
Supposons donc Tn de degré n et de coe�cient en Xn égal à 2n−1 et Tn+1 de degré n + 1 et
de coe�cient dominant égal à 2n .
Alors Tn+1 = 2nXn+1 +Qn+1, avec degQn+1 6 n, de sorte que

Tn+2 = 2XTn+1 −Tn = 2n+1Xn+2 + 2XQn+1 −Tn︸          ︷︷          ︸
∈Rn+1[X ]

Si nous n’utilisons pas le
coe�cient dominant de Tn ,
nous utilisons tout de même
le fait que son degré soit n,
et donc la récurrence double
était inévitable (au moins
pour le degré).

Remarque

est donc bien de degré n + 2, et de coe�cient dominant égal à 2n+1.
Par le principe de récurrence, pour tout n ∈ N∗,Tn st de degré n et de coe�cient dominant
2n−1.

Prouvons également par récurrence2 2Double toujours.sur n que pour tout n ∈ N que pour tout θ ∈ R,
Tn(cosθ ) = cos(nθ ).
Pour n = 0, c’est évident car pour tout θ , cos(0 × θ ) = 1 = T0(cosθ ).
Et pour n = 1, pour tout θ , Tn(cosθ ) = cosθ .
Supposons donc que pour tout θ ∈ R, Tn(cosθ ) = cos(nθ ) et Tn+1(cosθ ) = cos((n + 1)θ ).
Alors en utilisant la formule prouvée à la question 1,

Tn+2(cosθ ) = 2 cos(θ ) cos((n+1)θ )−cos(nθ ) = cos((n+2θ ))+cos(nθ )−cos(nθ ) = cos((n+2)θ ).

Par le principe de récurrence, pour tout n ∈ N et tout θ ∈ R, Tn(cosθ ) = cos(nθ ).
3. D’après la formule de la question 1, on a

Ip,q =
1
2

∫ π

0
cos((p + q)θ )dθ + 1

2

∫ π

0
cos((p − q)θ )dθ .

Or, pour tout n ∈ Z∗, on a∫ π

0
cos(nθ )dθ =

[
sin(nθ )

n

]π

0
=
sin(nπ )

n
− sin(0)

n
= 0 − 0 = 0.

Toutefois, ce résultat n’est pas valable pour n = 0, mais on a alors∫ π

0
cos(0 × θ )dθ =

∫ π

0
1dθ = π .

Et donc pour (p,q) ∈ N2, il vient∫ π

0
cos((p + q)θ )dθ =




π si p = q = 0
0 sinon

et de même ∫ π

0
cos((p − q)θ )dθ =




π si p = q
0 sinon

On en déduit que

Ip,q =




π si p = q = 0
π
2 si p = q , 0
0 si p , q

4. La fonction t 7→ P(t)Q(t)√
1 − t2

est continue sur ] − 1, 1[.
Au voisinage de 1, on a

√
1 − t2 = √

(1 − t)(1 + t) ∼
t→1−

√
2
√
1 − t .

Et donc
�����
P(t)Q(t)√
1 − t2

�����
∼

t→1−
|P(1)Q(1)|√
2
√
1 − t

.

Et puisque l’intégrale3 3 de Riemann.
∫ 1

0

dt√
1 − t

converge, il en est de même de
∫ 1

0

�����
P(t)Q(t)√
1 − t2

�����
dt .
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Et donc
∫ 1

0

P(t)Q(t)√
1 − t2

dt converge absolument et donc converge.

On traite de même le cas de
∫ 0

−1
P(t)Q(t)√
1 − t2

dt en remarquant qu’au voisinage de −1,
√
1 − t2 ∼

t→−1+
√
2
√
1 + t et que

∫ 0

−1
dt√
1 + t

est une intégrale de Riemann convergente.

Et donc 〈P ,Q〉 est bien défini.

La bilinéarité et la symétrie de 〈·, ·〉 sont immédiates.

Si P ∈ R[X ], alors 〈P , P〉 =
∫ 1

−1
P(t)2√
1 − t2

dt > 0 car intégrale d’une fonction positive.

Enfin, la fonction t 7→ P(t)2√
1 − t2

est continue et positive sur ] − 1, 1[.

Et donc on a 〈P , P〉 = 0 si et seulement si pour tout t ∈] − 1, 1[, P(t)2√
1 − t2

= 0⇔ P(t) = 0.

Mais dans ce cas, P possède alors une infinité de racines, et donc est le polynôme nul.
Ainsi, 〈P , P〉 = 0 ⇒ P = 0, ce qui achève de prouver que 〈·, ·〉 est un produit scalaire sur
R[X ].

5. Pour (i, j) ∈ n0,no2, on a 〈Ti ,Tj 〉 =
∫ 1

−1

Ti (t)Tj (t)√
1 − t2

dt .

Procédons alors au changement de variable t = cosθ , qui est légitime car la fonction cos
est de classe C1 sur ]0,π [, strictement décroissante, avec cos(0) = 1 et cos(π ) = −1.
On a alors dt = sinθ dθ =

√
sin2 θ dθ =

√
1 − t2 dθ ,

On a bien sin θ =
√
sin2 θ car

sur ]0, π [, sin θ > 0.
Ce ne serait pas forcément
vrai sur un autre intervalle.

Signe

de sorte que dθ =
dt√
1 − t2

.

Et donc par le théorème de changement de variable,

〈Ti ,Tj 〉 =
∫ π

0
Ti (cosθ )Tj (cosθ )dθ =

∫ π

0
cos(iθ ) cos(jθ )dθ = Ii, j .

Et en particulier, si i , j, 〈Ti ,Tj 〉 = 0, de sorte que (T0,T1, . . . ,Tn) est une famille orthogonale
de Rn[X ].
Puisque de plus, 〈T0,T0〉 = I0,0 = π , 1, la famille n’est pas orthonormée.

6. Puisque Tn = 2n−1Xn +Qn , avec Qn ∈ Rn−1[X ], on a donc Xn =
1

2n−1
Tn +

Qn

2n−1
.

Mais (T0,T1, . . . ,Tn−1) est une famille de polynômes de Rn−1[X ], de degrés deux à deux
distincts, et donc libre, de cardinal n = dimRn−1[X ] : c’est donc une base de Rn−1[X ].
Et puisque la famille (T0,T1, . . . ,Tn) est orthogonale, Tn ∈ (Rn−1[X ])⊥.
On en déduit que

〈Xn ,Tn〉 =
1

2n−1
〈Tn ,Tn〉 +

1
2n−1

〈Qn ,Tn〉︸   ︷︷   ︸
=0

=
1

2n−1
‖Tn‖2.

Mais par ce qui a été dit précédemment, ‖Tn‖2 = In,n =
π

2
.

Et donc 〈Xn ,Tn〉 =
π

2n
.

7. Lorsque (a0,a1, . . . ,an−1) parcourt Rn , a0 + a1X + · · · + an−1Xn−1 parcourt Rn−1[X ], et
donc d n’est autre que la distance de Xn à Rn−1[X ].
Un théorème du cours garantit alors qu’elle est atteinte lorsque a0 + a1X + · · · + an−1Xn−1
est le projeté orthogonal de Xn sur Rn−1[X ].
Puisque (T0,T1, . . . ,Tn) est une base orthogonale de Rn[X ],

(
T0
‖T0‖
, . . . ,

Tn
‖Tn‖

)
en est une

base orthonormée.
Et donc

Xn =

n∑
k=0

〈
Xn ,

Tk
‖Tk ‖

〉
Tk
‖Tk ‖

=

n−1∑
k=0

〈Xn ,Tk 〉
Tk

‖Tk ‖2︸                ︷︷                ︸
∈Rn−1[X ]

+ 〈Xn ,Tn〉
Tn

‖Tn‖2︸            ︷︷            ︸
∈Rn−1[X ]⊥

.
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Sans surprise4

4Car la famille(
T0
‖T0‖

, . . . ,
Tn−1
‖Tn−1‖

)
est une base orthonormée de
Rn−1[X ].

on obtient alors pRn−1[X ] (Xn) =
n−1∑
k=0

〈Xn ,Tk 〉
Tk

‖Tk ‖2
.

Mais alors

d = ‖Xn − pRn−1[X ] (Xn) ‖ = |〈Xn ,Tn〉|







Tn
‖Tn‖2







=

π

2n
1

‖Tn‖
=

π

2n

√
2
π
=

√
2π
2n
.

La norme de Tn a été cal-
culée à la question 5 et vaut√
In,n .

‖Tn‖

Commentaire : notons qu’il existe un moyen assez agréable, même si peut-être un peu moins
naturel de dire tout ça : Xn − pRn−1[X ](Xn) n’est autre que le projeté orthogonal de Xn sur
(Rn−1[X ])⊥.
Mais nous savons que (Rn−1[X ])⊥ est de dimension 1, et qu’il contient Tn .

Une base orthonormée en est donc formée par le seul vecteur Tn
‖Tn‖

, de sorte que le projeté orthogonal

de Xn sur (Rn−1[X ])⊥ est 〈Xn ,Tn〉
Tn

‖Tn‖2
.

Et donc comme annoncé ci-dessus, d = |〈Xn ,Tn〉|







Tn
‖Tn‖2







.

�

EXERCICE 1.49 (ESCP 2014) [ESCP14.2.09] Facile
Étude d’une famille de polynômes orthogonaux et d’un projecteur de Rn[X ]

On note R[X ] l’ensemble des polynômes à coe�cients réels et, pour tout k ∈ N, on note Rk [X ] l’ensemble de ces
polynômes de degré au plus k. On munit R[X ] du produit scalaire défini par :

〈P ,Q〉 =
∫ 1

0
P(t)Q(t)dt .

L’orthogonal d’un sous-espace vectoriel F de R[X ] pour ce produit scalaire est noté F⊥.
Pour tout j ∈ N, soit le polynôme Lj =

�
X j (1 − X )j �(j) (polynôme dérivé d’ordre j du polynôme X j (1 − X )j ).

1. (a) Montrer que si P(0) = P(1) = 0, alors 〈P ′,Q〉 = −〈P ,Q ′〉.
(b) Pour tout k ∈ N∗, montrer que si 0 et 1 sont racines d’ordre k de P , alors 〈P (k ),Q〉 = (−1)k 〈P ,Q (k )〉.

2. (a) Déterminer, pour tout j > 1, le degré de Lj et montrer que Lj est dans Rj−1[X ]⊥.
(b) Montrer que pour tout n ∈ N, (Lj )06j6n est une base orthogonale de Rn[X ].

3. Soit n ∈ N∗ et E = Rn[X ]. Soit un polynôme A ∈ E non nul, et soit fA : E → E l’application qui à tout
polynôme P ∈ E associe le reste de sa division euclidienne par A.
(a) Montrer que fA est un projecteur de E. Déterminer son noyau et son image.
(b) Montrer que si A n’est pas de degré n et possède au moins une racine réelle α , alors fA n’est pas un

projecteur orthogonal.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.49
1.a. Les fonctions P et Q sont C1 sur [0, 1], donc une intégration par parties nous donne

〈P ′,Q〉 =
∫ 1

0
P ′(t)Q(t)dt = [P(t)Q(t)]10︸       ︷︷       ︸

=0

−
∫ 1

0
P(t)Q ′(t)dt = −〈P ,Q ′〉.

1.b. Procédons par récurrence sur k ∈ N∗, où notre hypothèse de récurrence est «pour tout poly-
nôme P dont 0 et 1 sont racines d’ordrek et pour tout polynômeQ , 〈P (k),Q〉 = (−1)k 〈P ,Q (k )〉».
Pour k = 1, c’est le résultat de la question 1.a.
Supposons donc l’hypothèse vraie au rang k, et soit P ,Q deux polynômes tels que 0 et 1
soient racines d’ordre k + 1 de P . Alors 0 et 1 sont des racines d’ordre k de P , de sorte que

〈P ,Q (k+1)〉 = (−1)k 〈P (k ),Q ′〉.
Mais 0 et 1 sont racines de P (k )

Rappelons qu’une racine
d’ordre k + 1 de P est une
racine de tous les polynômes
P, P ′, · · · , P (k ).

Racines

de sorte que par la question 1.a,

〈P (k ),Q ′〉 = −〈P (k+1),Q〉
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et donc 〈P (k+1),Q〉 = (−1)k+1〈P ,Q (k+1)〉.
Ainsi, la propriété est vraie au rang k + 1, et par le principe de récurrence, elle est vraie
pour tout k ∈ N∗.

2.a. On a deg(X j (1 − X )j ) = deg(X j ) + deg((1 − X )j ) = j + j = 2j, et donc en dérivant j fois, il
vient degLj = 2j − j = j .
Soit P ∈ Rj−1[X ]. Alors 0 et 1 sont racines d’ordre j de X j (1 − X )j , et donc d’après la
question 1.b,

〈Lj , P〉 = (−1)j
〈
X j (1 − X )j , P (j)︸︷︷︸

=0

〉
= 0.

Donc Lj est orthogonal à tout polynôme de Rj−1[X ] et donc dans (Rj−1[X ])⊥.
2.b. Soient (i, j) ∈ n1,no2, avec i , j.

Supposons que i < j. Alors 〈Li ,Lj 〉 = 0 car Li ∈ Rj−1[X ].
De même, si i > j, on a 〈Li ,Lj 〉 = 0, donc la famille (Li )06i6n est orthogonale. Elle est par
conséquent libre1 1Car orthogonale et formée

de polynômes non nuls.
, et de cardinal n + 1 = dimRn[X ] : c’est donc une base orthogonale de

Rn[X ].
3.a. Soient P1, P2 ∈ R[X ] et soit λ ∈ R. Notons P1 = AQ1 + R1 et P2 = AQ2 + R2 les divisions

euclidiennes de P1 et P2 par A, avec degR1 < degA et degR2 < degA.
Alors on a R1 = fA(P1) et R2 = fA(P2).
De plus, λP1 + P2 = A(λQ1 +Q2) + λR1 + R2, avec deg(λR1 + R2) < degA.
Par unicité de la division euclidienne, ceci est donc la division euclidienne de λP1 + P2 par
A, de sorte que fA(λP1 + P2) = λR1 + R2 = λfA(P1) + f (P2). Ainsi, fA est linéaire.

La même preuve montrerait
que l’application qui à P
associe son quotient dans la
division euclidienne par A est
également linéaire.

Remarque

De plus, si degR < degA, alors R = A×0+R de sorte que le reste de la division euclidienne
de R par A est égal à R.
Soit donc P = AQ + R la division euclidienne de P ∈ Rn[X ]. Alors

f 2A (P) = fA(R) = R = fA(P).

Et donc f 2A = fA : fA est un projecteur.

Notons qu’il n’était pas
clair d’après l’énoncé que
fA soit linéaire, donc prou-
ver f 2A = fA ne su�t pas, il
faut également prouver la
linéarité.

Projecteur

Un élément P de Rn[X ] est dans Ker fA si et seulement si il s’écrit P = AQ , avec Q ∈ R[X ].
Donc Ker fA = {P ∈ Rn[X ] : ∃Q ∈ R[X ] tel que P = AQ}.

Ker fA n’est pas l’ensemble
des multiples de A, mais
uniquement l’ensemble des
multiples de A qui sont de
degré inférieur ou égal à n.
C’est donc l’ensemble des
QA, avec degQ 6 n − degA.

BSubtilité

Si R ∈ Im fA, alors il existe P ∈ E tel que R soit le reste de la division euclidienne de P par A.
En particulier, degR < deg(A) et donc Im fA ⊂ RdegA−1[X ].
Inversement, si R ∈ RdegA−1[X ], alors R = A × 0 + R et donc R = fA(R) ∈ Im fA.
Ainsi, Im fA = RdegA−1[X ].

3.b. Si A n’est pas de degré n et possède une racine α , alors A = (X − α)Q , avec degQ < n − 1.
Puisque nous savons déjà que fA est un projecteur, c’est un projecteur orthogonal si et
seulement si c’est un endomorphisme symétrique.
Or, on a 〈fA((X − α)A),Q〉 = 〈0E ,Q〉 = 0.

Puisque deg(Q ) < n − 1, on a
(X − α )A ∈ E . C’est ici qu’on
utilise l’hypothèse degA < n.

Remarque

D’autre part, puisque deg < degA, fA(Q) = Q et donc

〈(X − α)A, fA(Q)〉 = 〈(X − α)A,Q〉 =
∫ 1

0
(t − α)A(t)Q(t)dt =

∫ 1

0
A(t)2 dt .

Mais la fonction t 7→ A(t)2 est continue et positive sur [0, 1] est n’est pas nulle car il ne
s’agit pas de la fonction nulle.
On en déduit que 〈(X − α)A, fA(Q)〉 > 0 et donc 〈(X − α)A, fA(Q)〉 , 〈fA((X − α)A),Q〉, de
sorte que fA n’est pas un projecteur orthogonal.

�

1.8 ENDOMORPHISMES ET MATRICES SYMÉTRIQUES

EXERCICE 1.50 (QSPHEC 2005) [HEC05.QSP01]

Matrices symétriques orthogonales

Soit M ∈M3(R) une matrice à la fois symétrique et orthogonale. Que peut-on dire de M si sa première ligne est�
1 0 0

�
?

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY

http://www.ecs2-fauriel.fr


1.8. ENDOMORPHISMES ET MATRICES SYMÉTRIQUES 73

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.50 M étant symétrique, elle est donc de la forme

*.
,

1 0 0
0 a b
0 b c

+/
-
.

Mais étant orthogonale, on a donc

MtM = M2 = I3 ⇔ *.
,

1 0 0
0 a2 + b2 b(a + c)
0 b(a + c) b2 + c2

+/
-
=

*.
,

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+/
-
.

Et donc en particulier,




a2 + b2 = 1
b(a + c) = 0
b2 + c2 = 1

.

Si b = 0, alors a = ±1 et c = ±1.
Si b , 0, alors a = −c. De plus, b2 ∈ [0, 1], de sorte que b ∈ [−1, 1].

Et donc M est de la forme
*..
,

1 0 0
0 ±

√
1 − b2 b

0 b ±
√
1 − b2

+//
-
.

Inversement, si M est de la forme
*..
,

1 0 0
0 ±

√
1 − b2 b

0 b ±
√
1 − b2

+//
-
, avec b ∈ [−1, 1], alors elle

est bien symétrique, et orthogonale.
Et donc l’ensemble des matrices de M3(R), symétriques, orthogonales, et dont la première
ligne vaut

�
1 0 0

�
est




*..
,

1 0 0
0 ±

√
1 − b2 b

0 b ±
√
1 − b2

+//
-
, b ∈ [−1, 1]



.

Notons que les matrices
obtenues précédemment
pour b = 0 sont bien de cette
forme.

Remarque

�

Un résultat classique prouve que si A ∈Mn(R), alors tAA et A ont même rang. Mieux : elles ont mêmes noyaux.
Afin de le prouver, il faut penser à faire apparaître un produit scalaire dans Mn,1(R) : tX tAAX = ‖AX ‖2.

EXERCICE 1.51 (QSPESCP 2014) [ESCP14.QSP04]

Matrices telles que tAA = tBB.

Soient A et B deux matrices de Mn(R) telles que tA ×A = tB × B.
1. Montrer que A et B ont même noyau.
2. On suppose B inversible. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale U telle que A = U × B.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.51
1. Commençons par montrer que A et tA ×A ont le même rang.

Pour cela, rappelons-nous que rg(A) = n − dimE0(A).
Soit donc X ∈ E0(A), de sorte que AX = 0.
Alors évidemment, tAAX = 0, et donc X ∈ E0(tAA), de sorte que E0(A) = E0(tAA).
Inversement, si X ∈ E0(tAA), alors tAAX = 0. En multipliant à gauche par tX , il vient alors

tXAAX = 0⇔ t (AX )AX = 0⇔ ‖AX ‖2 = 0.

Nous parlons ici de la norme
associée au produit scalaire
canonique de Mn,1(R) défini
par 〈X , Y 〉 = tXY .

Remarque

Mais ceci implique donc1 1 Seul le vecteur nul est de
norme nulle.

que AX = 0, et donc X ∈ E0(A). Ainsi, E0(tAA) ⊂ E0(A) et donc
E0(A) = E0(tAA).
Le même raisonnement prouve que E0(B) = E0(tBB).
On en déduit que

rg(A) = n − dimE0(A) = n − dimE0(tAA) = n − dimE0(tBB) = n − dimE0(B) = rg(B).
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2. Si B est inversible, pour avoir A = UB, nécessairement on doit avoir U = AB−1.
Il s’agit donc de prouver que U = AB−1 est une matrice orthogonale.
Or

tUU = t
(
AB−1

) (
AB−1

)
= t

(
B−1

)
tAAB−1.

Mais la relation tAA = tBB devient, après multiplication à droite par B−1 et à gauche par
t �
B−1

�
=

�tB
�−1 :

t
(
B−1

)
tAAB−1 = In et donc tUU = In

de sorte que In est orthogonale.

�

EXERCICE 1.52 (QSPHEC 2013) [HEC13.QSP02] Facile
Matrices symétrique dont une puissance vaut In.

Soit A ∈Mn(R) une matrice symétrique telle qu’il existe un entier k ∈ N∗ tel que Ak = In .
Que peut-on dire de A2 ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.52 Puisque A est symétrique à coe�cients réels, elle
est diagonalisable : il existe des réels λ1, . . . , λn et une matrice inversible P tels que A =
P−1Diag(λ1, . . . , λn)P .
Et donc In = Ak = P−1Diag(λk1 , . . . , λkn)P .
Autrement dit Diag(λk1 , . . . , λkn) est semblable à In . Mais la seule matrice semblable à In est
In elle-même, et donc λk1 = · · · = λkn = 1.
Mais les seuls réels qui élevés à la puissance k valent 1 sont 1 et −1 (dans le cas où k est
pair), de sorte que tous les λi valent ±1.
Et donc A2 = P−1Diag(λ21, . . . , λ2n)P = P−1Diag(1, 1, . . . , 1)P = P−1InP = In . �

L’exercice qui suit demande de diagonaliser explicitement des matrices de taille 2n. Il faut alors un peu d’intuition pour
être capable de voir les relations liant les colonnes et de les exploiter pour en déduire les valeurs propres et les vecteurs
propres. Un pivot pour déterminer les valeurs propres serait pour le moins fastidieux.

EXERCICE 1.53 (QSPHEC 2015) [HEC15.QSP149] Moyen
Étude d’une famille de matrices.

On note En l’espace vectoriel des matrices à 2n lignes et 2n colonnes, à coe�cients réels, de la forme

*................
,

a1 0 . . . 0 0 . . . 0 b1
0 a2 0 0 b2 0
...

. . .
...

0 0 an bn 0 0
0 0 bn an 0 0
...

. . .
...

0 b2 0 0 a2 0
b1 0 . . . 0 0 . . . 0 a1

+////////////////
-

.

1. Déterminer une base et la dimension de En .
2. Justifier la diagonalisabilité des matrices de En et trouver les vecteurs colonnes propres.
3. Quelles sont les matrices inversibles de En ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.53
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1. Si A est une matrice de En , alors

A =

*................
,

a1 0 . . . 0 0 . . . 0 b1
0 a2 0 0 b2 0
...

. . .
...

0 0 an bn 0 0
0 0 bn an 0 0
...

. . .
...

0 b2 0 0 a2 0
b1 0 . . . 0 0 . . . 0 a1

+////////////////
-

= a1

*................
,

1 0 . . . 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 0 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0 1

+////////////////
-

+ · · · + an

*................
,

0 0 . . . 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 0 0
...

. . .
...

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 0 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

+////////////////
-

+ b1

*................
,

0 0 . . . 0 0 . . . 0 1
0 0 0 0 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 0 0
1 0 . . . 0 0 . . . 0 0

+////////////////
-

+ · · · + bn

*................
,

0 0 . . . 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 0 0
...

. . .
...

0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 0 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

+////////////////
-

=

n∑
i=1

ai (Ei,i + E2n−i+1,2n−i+1) +
n∑
j=1

bj(Ei,2n+1−j + E2n+1−i,i ).

Rappelons que Ei, j désigne
les matrices de la base cano-
nique de M2n (R), où Ei, j a
tous ses coe�cients nuls, sauf
celui situé à la i ème ligne et
j ème colonne qui vaut 1.

Notation

Donc déjà, la famille des 2nmatrices (Ei,i+E2n−i+1,2n−i+1)16i6n et (Ei,2n+1−j+E2n+1−i,i )16i6n
est génératrice de E.
Elle est libre car si a1, . . . ,an ,b1, . . . ,bn sont tels que

n∑
i=1

ai (Ei,i+E2n−i+1,2n−i+1)+
n∑
j=1

bj(Ei,2n+1−j+E2n+1−i,i ) = 0⇔

*................
,

a1 0 . . . 0 0 . . . 0 b1
0 a2 0 0 b2 0
...

. . .
...

0 0 an bn 0 0
0 0 bn an 0 0
...

. . .
...

0 b2 0 0 a2 0
b1 0 . . . 0 0 . . . 0 a1

+////////////////
-

= 0

alors, par identification des coe�cients, a1 = · · · = an = b1 = · · · = bn = 0.
Et donc il s’agit d’une base de En , qui est donc de dimension 2n.

2. Les matrices de En sont symétriques, à coe�cients réels donc sont diagonalisables.
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Si A =

*................
,

a1 0 . . . 0 0 . . . 0 b1
0 a2 0 0 b2 0
...

. . .
...

0 0 an bn 0 0
0 0 bn an 0 0
...

. . .
...

0 b2 0 0 a2 0
b1 0 . . . 0 0 . . . 0 a1

+////////////////
-

, on a alors

*................
,

a1 0 . . . 0 0 . . . 0 b1
0 a2 0 0 b2 0
...

. . .
...

0 0 an bn 0 0
0 0 bn an 0 0
...

. . .
...

0 b2 0 0 a2 0
b1 0 . . . 0 0 . . . 0 a1

+////////////////
-

*..............
,

1
0
...
0
...
0
1

+//////////////
-

=

*...........
,

a1 + b1
0
...
0
...

a1 + b1

+///////////
-

de sorte que
*.....
,

1
0
...
0

+/////
-

est un vecteur propre de A, associé à la valeur propre a1 + b1.

Et de même,

*................
,

a1 0 . . . 0 0 . . . 0 b1
0 a2 0 0 b2 0
...

. . .
...

0 0 an bn 0 0
0 0 bn an 0 0
...

. . .
...

0 b2 0 0 a2 0
b1 0 . . . 0 0 . . . 0 a1

+////////////////
-

*..............
,

1
0
...
0
...
0
−1

+//////////////
-

=

*...........
,

a1 − b1
0
...
0
...

−a1 + b1

+///////////
-

= (a1 − b1)
*.......
,

1
0
...
0
−1

+///////
-

et donc nous avons là un vecteur propre associé à la valeur propre a1 − b1.

Plus généralement, si Ek désigne le kème vecteur de la base canonique de M2n,1(R), alors
on a, pour k ∈ n1,no,

A(Ei + E2n+1−i ) = (ai + bi )(Ei + E2n+1−i ) et A(Ei − E2n+1−i ) = (ai − bi )(Ei + E2n+1−i ).
Ei + E2n+1−i est le vecteur
colonne dont tous les coe�-
cients sont nuls à l’exception
du i ème et du 2n + 1 − i ème,
c’est-à-dire le i ème en partant
du bas.

Détails

Et donc ai + bi et ai − bi sont des valeurs propres de A et Ei + E2n+1−i et Ei − E2n+1−i en
sont des vecteurs propres associés.

De plus, la famille formée des Ei + E2n+1−i et Ei − E2n+1−i , 1 6 i 6 n est une famille libre1 1 Il su�t de regarder les
coe�cients non nuls.

.
Étant de cardinal 2n, elle forme une base de M2n,1(R), qui est donc formée de vecteurs
propres de A.

3. Une matrice A ∈ En est inversible si et seulement si elle ne possède pas 0 comme valeur
propre.
Or, nous venons d’obtenir toutes2 2 Puisque nous avons une

base de vecteurs propres.
les valeurs propres de A :

Spec(A) = {ai + bi , i ∈ n1,no} ∪ {ai − bi , i ∈ n1,no}.

Et donc A est inversible si et seulement si pour tout i ∈ n1,no, ai , ±bi .
�
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EXERCICE 1.54 (QSPHEC 2012) [HEC12.QSP12] Facile
Carré d’une similitude symétrique.

Soit E un espace euclidien et soit f un endomorphisme symétrique de E. On suppose qu’il existe une constante
réelle α > 0 tel que ∀x ∈ E, ‖f (x)‖ = α‖x‖.
Montrer que f 2 = α2idE .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.54 Puisque f est symétrique, il est diagonalisable : il
existe donc une base (e1, . . . , en) de E formée de vecteurs propres de f .
Notons λi la valeur propre associée à ei .
On a alors pour tout i de n1,no, ‖f (ei )‖ = ‖λiei‖ = |λi |‖ei‖.
Mais puisque ‖f (ei )‖ = α‖ei‖, on en déduit que λi = ±α .
Soit à présent x ∈ E. De manière unique, x s’écrit x =

n∑
i=1

xiei , où les xi sont des réels. Et

alors

f 2(x) =
n∑
i=1

xi f
2(ei ) =

n∑
i=1

xiα
2ei = α

2
n∑
i=1

xiei = α
2x .

Ceci étant vrai pour tout x ∈ E, on en déduit que f 2 = α2idE .
Remarque : notons que supposer f diagonalisable à la place de symétrique est su�sant. �

EXERCICE 1.55 (HEC 2016) [HEC16.182] Moyen
Étude d’une famille d’endomorphisme symétriques

On considère un espace euclidien (E, ( | )) de dimension n > 2.
On note T (E) l’ensemble des endomorphismes u de E qui sont symétriques, de rang inférieur ou égal à 1 et tels
que pour tout x ∈ E, (x |u(x)) > 0.

1. Si a ∈ E, on note ua l’application de E dans E qui à tout vecteur x de E associe ua(x) = (x |a)a.
(a) Montrer que pour tout a ∈ E, ua ∈ T (E).
(b) Si a est un vecteur non nul de E, préciser les valeurs propres et sous-espaces propres de ua .

2. Soit u un élément non nul de T (E) et b un vecteur non nul de Im(u).
(a) Montrer que b est un vecteur propre de u associé à une valeur propre µ > 0.

(b) Montrer que pour tout vecteur x de E, u(x) = µ

‖b‖2 (x |b)b.

(c) En déduire qu’il existe un vecteur a de E tel que u = ua .
(d) L’application φ de E dans T (E) qui à a associe φ(a) = ua est-elle surjective ? Injective ?

3. Soit a un vecteur non nul de E et f un endomorphisme de E.
(a) Pour x ∈ E, expliciter f ◦ ua(x).
(b) Montrer que f ◦ ua est symétrique si et seulement si a est vecteur propre de f .
(c) Donner une condition nécessaire et su�sante pour que f ◦ ua appartienne à T (E).

4. Donner une condition nécessaire et su�sante sur (a,b) ∈ E2 pour que ua ◦ ub = ub ◦ ua .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.55

1.a. Il est facile de voir que ua est linéaire et donc est un endomorphisme de E.
Si a = 0, alors ua est l’endomorphisme nul, qui est bien dans T (E).
Supposons donc que a , 0. Si x ∈ Vect(a)⊥, alors ua(x) = (x |a)a = 0.
Par conséquent, dans une base orthonormée de E obtenue par concaténation de

a

‖a‖ et
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d’une base de Vect(a)⊥, la matrice de ua est
a est une base de Vect(a)
et donc a

‖a‖ est une base
orthonormée de Vect(a).

Détails

*......
,

‖a‖2 0 . . . 0

0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0

+//////
-

.

Cette matrice est de rang 1 et symétrique, donc ua est de rang 1 et est un endomorphisme
symétrique1 1Car nous nous sommes

placés dans une base ortho-
normée.

.
Enfin, si x ∈ E, alors (x |ua(x)) = (x |(x |a)a) = (x |a)(x |a) = (x |a)2 > 0.
Et donc ua est bien un élément de T (E).

1.b. Soit x ∈ E. Alors x ∈ Ker(ua)⇔ (x |a) = 0⇔ x ∈ (Vect(a))⊥.
Et donc 0 est valeur propre de ua , avec

dimE0(ua) = dim (Vect(a))⊥ = dimE − dimVect(a) = n − 1.
Puisque ua est symétrique, il est diagonalisable, et possède donc une unique autre valeur
propre, avec un sous-espace propre de dimension 1.
Or ua(a) = ‖a‖2a, et donc ‖a‖2 est valeur propre de ua , et E‖a‖2 (ua) = Vect(a).

2.a. Si b ∈ Imu, alors il existe x ∈ E tel que b = u(x).
Puisque u est non nul, rg(u) > 1, et donc rg(u) = 1.
Ainsi, Im(u) est un sous-espace vectoriel de E de dimension 1, et b en est un vecteur non
nul, donc est une base de Im(u) : Im(u) = Vect(b).
D’autre part, on a u(b) ∈ Im(u), et donc il existe un réel µ tel que u(b) = µb : b est un
vecteur propre de u.
Et alors (x |u(x)) = (x |µx) = µ‖x‖2.
Puisque (x |u(x)) > 0 par hypothèse et que ‖x‖2 > 0, nécessairement µ > 0.

2.b. Notons que 0 est valeur propre de u, et dimE0(u) = dimE − rg(u) = dimE − 1.
u étant non nul, son rang
est supérieur ou égal à 1. Et
donc si u ∈ T (E), nécessaire-
ment rg(u) = 1.

Détails

Si on avait µ = 0, alors Imu ⊂ Keru, de sorte que u2 = 0, et la seule valeur propre de u
serait 0.
Mais u étant diagonalisable, cela signifierait que la matrice de u dans une base de vecteurs
propres serait nulle, et donc u = 0. Ainsi, on a µ > 0.
Et donc E = E0(u) ⊕ Eµ (u) = E0(u) ⊕ Vect(b).
Soit donc

(
b

‖b‖ , e2, . . . , en
)
une base orthonormée de E obtenue par concaténation d’une

base orthonormée de Vect(u) et d’une base orthonormée de E0(u) = Ker(u).
Si x ∈ E, nous savons que les coordonnées de x dans cette base orthonormée sont obtenues
via

x =

(
x

����
b

‖b‖

)
b

‖b‖ +
n∑
i=2

(x |ei )ei .

Et donc

u(x) = (x |b)
‖b‖2 u(b) +

n∑
i=2

(x |ei ) u(ei )︸︷︷︸
=0

=
(x |b)
‖b‖2 µb .

2.c. Nous venons de prouver que pour tout x ∈ E,

u(x) = µ

‖b‖2 (x |b)b =
(
x

����

√
µ

‖b‖b
) √

µ

‖b‖b .

Et donc, en posant a =
√
µ

‖b‖b, qui est non nul car b , 0 et µ > 0, on a u(x) = (x |a)a = ua(x).
Et donc u = ua .

2.d. Nous venons de prouver que φ est surjective, puisque tout u ∈ T (E) est dans l’image de φ.
En revanche, φ n’est pas injective, car si a , 0, alors φ(a) = φ(−a) puisque pour tout x ∈ E,

ua(x) = (x |a)a = (x |(−a))(−a) = u−a(x).

Une erreure grossière aurait
été de dire «φ est surjective,
donc injective.»
En e�et, rien n’indique que
φ soit linéaire, ni même
que T (E) possède même
dimension que E . D’ailleurs
T (E) n’est même pas un
espace vectoriel !

A Danger !

3.a. Par linéarité de f , on a

f ◦ ua(x) = f ((x |a)a) = (x |a)f (a).
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3.b. Notons F = Vect(a), de sorte que a

‖a‖ forme une base orthonormée de F .

Posons alors e1 =
a

‖a‖ , et soit (e2, . . . , en) est une base orthonormée de F⊥.

Alors B = (e1, e2, . . . , en) est une base orthonormée2 2Car concaténation d’une
base orthonormée de F et
d’une base orthonormée de
F⊥.

de E.
Or, pour x ∈ F⊥, on a ua(x) = 0 et donc f ◦ ua(x) = 0.
Et donc la matrice de f ◦ ua dans la base orthonormée B est de la forme

MatB(f ◦ ua) =

f ◦ ua (e1) f ◦ ua (e2) . . . f ◦ ua (en )

*.....
,

+/////
-

? 0 . . . 0 e1

?
...

... e2
...

...
...

.

.

.

? 0 . . . 0 en

.

La base B étant symétrique, f ◦ ua est symétrique si et seulement si MatB(f ◦ ua) est une
matrice symétrique.
On constate que c’est le cas si et seulement si elle est diagonale, c’est-à-dire si et seulement
si e1 est un vecteur propre de f ◦ ua .
Et puisque a est colinéaire à e1, c’est le cas si et seulement si a est un vecteur propre de
f ◦ ua .
Enfin, puisque f ◦ ua(a) = f (a), c’est le cas si et seulement si a est un vecteur propre de f .

3.c. La matrice de f ◦ ua exhibée à la question 3.b prouve que f ◦ ua est de rang au plus 1.
D’autre part, nous savons déjà qu’il est nécessaire que a soit un vecteur propre de f , ce que
nous supposons dans la suite. Notons alors λ la valeur propre de f à laquelle a est associé.
Alors tout vecteur x de E s’écrit de manière unique x = µa + y, où a ∈ R et y ∈ F⊥.
Et alors

(f ◦ ua(x)|x) = (µλa|µa + y) = λµ2(a|a) + λµ (a|y)︸︷︷︸
=0

= λµ2‖a‖2.

Pour que ceci soit positif pour tout x , il faut et il su�t que λ > 0.

Ainsi, f ◦ ua ∈ T (E) si et seulement si a est un vecteur propre de f , associé à une valeur
propre positive ou nulle.

4. Pour x ∈ E, on a ua ◦ ub (x) = (ub (x)|a)a = (x |b)(a|b)a et ub ◦ ua(x) = (x |a)(a|b)b .
Ainsi, si ua et ub commutent, alors soit (a|b) = 0, soit pour tout x ∈ E, (x |b)a = (x |a)b.
En particulier, pour x = a, on doit alors avoir ‖a‖2︸︷︷︸

>0

b = (a|b)a.

Et donc a et b sont colinéaires.

Inversement, si (a|b) = 0, alors on a évidemment ua ◦ ub = ub ◦ ua , et si a = λb, alors pour
tout x ∈ E, (x |b)a = (x |b)λb = (x |λb)b = (x |a)b, et donc ua et ub commutent.
Ainsi, ua et ub commutent si et seulement si a et b sont orthogonaux ou colinéaires.

�

1.8.1 Projecteurs orthogonaux

EXERCICE 1.56 (QSPESCP 2017) [ESCP17.QSP02] Moyen
Projecteurs orthogonaux qui commutent

Soit n ∈ N tel que n > 3. Rn est muni de sa structure euclidienne canonique. Soient p,q deux projecteurs de Rn

orthogonaux. On supposer que p ◦ q est un projecteur orthogonal.
1. Montrer que p ◦ q = q ◦ p.
2. Montrer que les valeurs propres possibles de p + q sont {0, 1, 2}.

Donner un exemple où ces trois nombres sont e�ectivement valeurs propres de p + q.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.56

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY

http://www.ecs2-fauriel.fr


80 CHAPITRE 1 : ALGÈBRE

1. Notons A et B les matrices respectives de p et q dans la base canonique.
Puisque p et q sont des projecteurs orthogonaux, ce sont des endomorphismes symétriques,
et la base canonique étant orthonormée1 1 Pour le produit scalaire

canonique de Rn .
, A et B sont symétriques.

De même, AB, qui est la matrice de p ◦ q est symétrique.
Et donc t (AB) = AB ⇔ tBtA = AB ⇔ BA = AB.
On en déduit que A et B commutent, et donc que p et q commutent également.

Nous n’avons pas vraiment
utilisé le fait que p et q soient
des projecteurs, mais seule-
ment qu’ils soient symé-
triques.
Plus généralement, la compo-
sée de deux endomorphismes
symétriques est symétrique si
et seulement si ces deux en-
domorphismes commutent.

Remarque

2. On a

(p + q − 2id) ◦ (p + q − id) ◦ (p + q) =
(
(p + q)2 − 3(p + q) + 2id

)
◦ (p + q)

=
(
(p + q)3 − 3(p + q)2 + 2(p + q)

)
= (p3 + 3p2 ◦ q + 3p ◦ q2 + q3) − 3(p2 + 2p ◦ q + q2) + 2p + 2q

Puisque p et q commutent,
on peut utiliser le binôme
de Newton pour calculer
(p + q)k .

Binôme

= p + q + 6p ◦ q − 3p − 6p ◦ q − 3q + 2p + 2q = 0.

Et donc P = (X − 2)(X − 1)X est un polynôme annulateur de p + q.
Puisque les valeurs propres de p +q sont parmi les racines de P , on en déduit que les valeurs
propres possibles de p + q sont 0, 1 et 2.

Soient p et q les endomorphismes de R3 dont les matrices respectives dans la base canonique
sont

A = *.
,

1 0 0
0 1 0
0 0 0

+/
-
et B = *.

,

0 0 0
0 1 0
0 0 0

+/
-
.

Alors il est évident que p et q sont des projecteurs car ils sont diagonalisables et ne possèdent
que 0 et 1 comme valeurs propres, et sont symétriques car leurs matrices dans la base
canonique sont symétriques.
Ainsi, p et q sont des projecteurs orthogonaux.

De plus, on a AB = *.
,

0 0 0
0 1 0
0 0 0

+/
-
, et donc par le même raisonnement, p ◦ q est encore un

projecteur orthogonal.

Enfin, on a A + B = *.
,

1 0 0
0 2 0
0 0 0

+/
-
, qui possède 0, 1 et 2 comme valeurs propres, et donc

Spec(p + q) = {0, 1, 2}.
�

EXERCICE 1.57 (ESCP 2016) [ESCP16.2.17] Moyen
La moyenne des puissances d’une contraction est un projecteur orthogonal

Soit (E, 〈·, ·〉) un espace euclidien muni de la norme ‖ · ‖ associée au produit scalaire, et u ∈ L(E) vérifiant :

∀x ∈ E, ‖u(x)‖ 6 ‖x‖.

1. (a) Soit x un vecteur appartenant à Ker(u − id) ∩ Im(u − id). Justifier qu’il existe y ∈ E tel que : ∀n ∈
N, nx = un(y) − y.

(b) En déduire que E = Ker(u − id) ⊕ Im(u − id).

2. On pose : ∀p ∈ N, vp = 1
p + 1

p∑
k=0

uk , et on note w le projecteur sur Ker(u − id) parallèlement à Im(u − id).

Montrer que pour tout x ∈ E, la suite (vp (x))p∈N converge vers w(x), c’est-à-dire que

∀x ∈ E, lim
p→+∞ ‖vp (x) −w(x)‖ = 0.

3. Soit Q un projecteur de E, distinct de l’application nulle.
(a) Montrer que si Ker(Q) et Im(Q) sont orthogonaux, alors ∀x ∈ E, ‖Q(x)‖ 6 ‖x‖.
(b) Réciproquement, on suppose que : ∀x ∈ E, ‖Q(x)‖ 6 ‖x‖. Soit x ∈ Im(Q) et y ∈ Ker(Q). En considérant

les vecteurs z = x + λy pour λ ∈ R, montrer que 〈x ,y〉 = 0.
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(c) En déduire que projecteur Q non nul est orthogonal si et seulement si ∀x ∈ E, ‖Q(x)‖ 6 ‖x‖.
4. En déduire que w est un projecteur orthogonal.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.57
1.a. Puisque x ∈ Ker(u − id) = E1(u), on a u(x) = x .

D’autre part, x ∈ Im(u − id), et donc il existe y ∈ E tel que x = u(y) − y.
Et alors x = u(x) = u(u(y) − y) = u2(y) − u(y).
Puis en appliquant de nouveau u, x = u(x) = u3(y) − u2(y).
De proche en proche, on a donc, pour tout k ∈ N∗, x = uk (y) − uk−1(y).
Et alors pour n ∈ N∗,

un(y) − y =
n∑

k=1

(
uk (y) − uk−1(y)

)
=

n∑
k=1

x = n · x .

Ce résultat est évidemment encore valable pour n = 0 car alors un(y) = y.
1.b. Par le théorème du rang, il est évident que dimE = dimKer(u − id) + dim Im(u − id).

Il su�t donc de prouver que Ker(u − id) ∩ Im(u − id) = {0E}.
Soit donc x ∈ Ker(u − id) ∩ Im(u − id), et soit y comme dans la question précédente.
On a alors pour tout n ∈ N,

‖nx‖ = n‖x‖ = ‖un(y) − y‖ 6 ‖un(y)‖ + ‖y‖.
Mais nous savons1 1C’est l’hypothèse faite sur

u .
que ‖u(y)‖ 6 ‖y‖.

Et donc ‖u2(y)‖ = ‖u(u(y))‖ 6 ‖u(y)‖ 6 ‖y‖.
Une récurrence rapide prouve donc que pour tout n ∈ N, ‖un(y)‖ 6 ‖y‖.
Et donc n‖x‖ 6 ‖y‖ + ‖y‖ 6 2‖y‖.
Autrement dit, la suite (n‖x‖)n∈N est bornée, ce qui n’est possible que pour ‖x‖ = 0⇔ x = 0E .
Ceci prouve donc que Ker(u−id)∩Im(u−id) = {0E} et donc que E = Ker(u−id)⊕Im(u−id).

2. Soit x ∈ E. Alors, de manière unique, x = x1 + x2, avec x1 ∈ Ker(u − id) et x2 ∈ Im(u − id).
On a alors w(x) = x1.
D’autre part, u(x) = u(x1) + u(x2) = x1 + u(x2), et plus généralement, uk (x) = x1 + u

k (x2),

de sorte que vp (x) = x1 +
1

p + 1

p∑
k=0

uk (x2).

Et donc vp (x) −w(x) = 1
p + 1

p∑
k=0

uk (x2).

Puisque x2 ∈ Im(u − id), il existe y ∈ E tel que x2 = u(y) − y.
Par conséquent, uk (x2) = uk+1(y) − uk (y), de sorte que

vp (x2) =
1

p + 1

p∑
k=0

(
uk+1(y) − uk (y)

)
=

1
p + 1

(up+1(y) − y).

Et donc

‖vp (x) −w(x)‖ = �
vp (x2)

�

=
1

p + 1
‖up (y) − y‖

6
1

p + 1
�‖up (y)‖ + ‖y‖� Inégalité triangulaire.

6
1

p + 1
(‖y‖ + ‖y‖)

6
2‖y‖
p + 1

−→
p→+∞ 0.

Et donc on a bien vp (x) qui converge vers w(x).
3.a. Si Im(Q) et Ker(Q) sont orthogonaux2 2C’est-à-dire si Q est un

projecteur orthogonal.
, alors pour tout x ∈ E, il existe x1 ∈ Im(Q) et

x2 ∈ Ker(Q) tels que x = x1 + x2, et Q(x) = x1.
Et donc, par le théorème de Pythagore,

‖x‖2 = ‖x1 + x2‖2 = ‖x1‖2 + ‖x2‖2 > ‖x1‖2 > ‖Q(x)‖2.
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Et donc on a bien ‖Q(x)‖ 6 ‖x‖.
3.b. Par hypothèse, pour tout λ ∈ R, on a ‖Q(x + λy)‖ 6 ‖x + λy‖⇔ ‖x + λy‖2 − ‖x‖2.

Or, ‖x + λy‖2 = ‖x‖2 + 2λ〈x ,y〉 + λ2‖y‖2.
Et donc, la fonction λ 7→ λ2‖x‖2 + 2λ〈x ,y〉 = λ(λ‖x‖ + 2〈x ,y〉) est de signe constant.
Ce n’est possible que si 〈x ,y〉 = 0.

3.c. Nous savons déjà d’après la question 3.a que si Q est un projecteur orthogonal, alors pour
tout x ∈ E, ‖Q(x)‖ 6 ‖x‖.

Inversement, si Q vérifie pour tout x ∈ E, ‖Q(x)‖ 6 ‖x‖, alors nous venons de prouver que
tout vecteur de Ker(Q) est orthogonal à tout vecteur de Im(Q). Et donc Ker(Q) ⊂ (ImQ)⊥.

Nous n’avons pas prouvé
l’égalité entre Ker(Q ) et
(ImQ )⊥.
Il se pourrait encore qu’il
y ait d’autres vecteurs dans
(ImQ )⊥ que ceux de KerQ .

A Danger !

Comme de plus on a dim(ImQ)⊥ = dimE−dim ImQ = dimKerQ , il vient KerQ = (ImQ)⊥.
Et donc Q est le projecteur orthogonal sur ImQ .

4. Par définition, w est un projecteur, et donc il s’agit de prouver que pour tout x ∈ E,
‖w(x)‖ 6 ‖x‖.
Or, pour tout p ∈ N, ‖w(x)‖ = ‖w(x) −vp (x) +vp (x)‖ 6 ‖w(x) −vp (x)‖ + ‖vp (x)‖.
Et

‖vp (x)‖ 6
1

p + 1

p∑
k=0

‖uk (x)‖ 6 1
p + 1

p∑
k=0

‖x‖ 6 ‖x‖.

Puisque lim
p→+∞ ‖w(x) −vp (x)‖ = 0, il vient, par passage à la limite,

‖w(x)‖ 6 ‖x‖.
Et donc w est un projecteur orthogonal.

�

EXERCICE 1.58 (ESCP 2008) [ESCP08.2.16] Moyen
Étude d’un endomorphisme de Rn.

Soit n ∈ N∗. On pose C =
*...
,

c1
...
cn

+///
-

∈ Mn,1(R) et A = I − CtC ∈ Mn(R), où C est un vecteur colonne non nul. On

confond Mn,1(R) et Rn .
On note f ∈ L(Rn) l’endomorphisme de matrice A dans la base canonique de Rn . On munit Rn de son produit
scalaire usuel, et on note ‖ · ‖ la norme associée.

1. La matrice A est-elle diagonalisable ? Déterminer ses valeurs propres et les vecteurs propres associés.

2. À quelle condition sur C l’application f est-elle un projecteur ? Préciser alors de quel projecteur il s’agit.

3. Dans cette question, n = 4, etC =
1
2

*....
,

1
−1
1
−1

+////
-

. On noteH le sous-espace vectoriel deR4 d’équation x−y+z−t = 0.

(a) Quelle est la dimension de H ?

(b) Soit U =
*....
,

1
0
1
0

+////
-

. Déterminer le réel α défini par α = inf {‖U − X ‖,X ∈ H}.

La valeur α est-elle atteinte ? Si oui, préciser pour quel(s) vecteur(s) de H .
(c) Déterminer, dans la base canonique de R4, la matrice B de la projection orthogonale sur H .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.58

1. Remarquons que CtC =

*.....
,

c21 c1c2 . . . c1cn
c2c1 c22 . . . c2cn
...

...
...

cnc1 cnc2 . . . c2n

+/////
-

Notons que A est symétrique, et que nous verrons plus tard qu’une matrice symétrique
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réelle est nécessairement diagonalisable. Pour l’instant, nous ne pouvons conclure sans
chercher les valeurs propres de A.
On a AX = λX ⇔ X −CtCX = λX ⇔ CtCX = (1 − λ)X .
Ainsi, λ est valeur propre de A si et seulement si 1 − λ est valeur propre de CtC et Eλ(A) =
E1−λ(CtC).
On est donc ramenés à chercher les valeurs propres de CtC.
Mais toutes les colonnes de CtC sont proportionnelles, donc C est de rang 1, de sorte que 0
est valeur propre de CtC et dimE0(CtC) = n − 1.
De plus, si X est orthogonal, alors tCX = 0, et donc CtCX = 0.
On en déduit que Vect(C)⊥ ⊂ E0(CtC). Mais ces deux sous-espaces ont pour dimension
n − 1, donc ils sont égaux : E0(CtC) = Vect(C)⊥.
De plus, CtCC = C‖C‖2 = ‖C‖2C. Donc ‖C‖2 est valeur propre de CtC.
Comme le sous-espace propre associé est de dimension au plus un, et que C est dans ce
sous-espace propre, on en déduit que E‖C‖2 (CtC) = Vect(C).
Et donc CtC est diagonalisable car la somme des dimensions de ses sous-espaces propres
vaut n.
Et alors A est diagonalisable, avec pour valeurs propres 1 et 1 − ‖C‖2 et

E1(A) = Vect(C)⊥ et E1−‖C‖2 (A) = Vect(C).

2. f est un projecteur si et seulement si ses valeurs propres sont 1 et 0.
On connaît déjà le sens
direct. Inversement, si f
est diagonalisable et pos-
sède 0 et 1 comme valeurs
propres, alors il est annulé par
X (X − 1) = X 2 − X , et donc
c’est un projecteur.

Projecteur
C’est-à-dire si et

seulement si ‖C‖ = 1 ou ‖C‖ = 0. Ce second cas est exclus car par hypothèse, C , 0.
Donc f est un projecteur si et seulement si ‖C‖ = 1.
On a alors E1(f ) = Vect(C)⊥ et E0(f ) = Vect(C), donc f est le projecteur orthogonal sur
Vect(C)⊥.

3.a. H est le noyau de la forme linéaire non nulle (x ,y, z, t) 7→ x − y + z − t . C’est donc un
hyperplan de R4, et alors dimH = 3.

3.b. On sait que α est égal à ‖U − pH (U )‖, et que ce minimum est atteint uniquement en
X = pH (U ).
Notons que H = Vect(C)⊥, et que C est de norme 1.
On peut donc appliquer le résultat de la question 2 :

pH (U ) = (I4 − tCC)U = U −CtCU = U − 〈C,U 〉C = U −C = 1
1

*....
,

1
1
1
1

+////
-

.

3.c. Toujours d’après la question 2, la matrice de pH dans la base canonique est

A = I4 −CtC =
1
4

*....
,

3 1 −1 1
1 3 1 −1
−1 1 3 1
1 −1 1 3

+////
-

.

�

1.8.2 Matrices et endomorphismes positifs
Un thème récurrent des sujets de concours, aussi bien à l’écrit qu’à l’oral, bien que rien ne figure explicitement au
programme à ce sujet, est l’étude d’endomorphismes (ou des matrices) symétriques positifs.
Il en existe plusieurs définitions (équivalentes), mais il s’agit des endomorphismes symétriques dont toutes les valeurs
propres sont positives, ou de manière équivalentes, ceux tels que pour tout x , 〈f (x),x〉 > 0 (en termes de matrices : pour
tout vecteur colonne X , tXAX > 0).
L’exercice suivant résume bien les méthodes classiques sur les sujet.

EXERCICE 1.59 (ESCP 2014) [ESCP14.2.16] Moyen
Matrices symétriques définies positives
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On dit qu’une matrice symétrique M de Mn(R) est définie positive si pour tout X ∈Mn,1(R) non nul, tXMX > 0.
1. Soit M une matrice symétrique réelle. Montrer l’équivalence des quatre propositions suivantes :

i) M est définie positive.
ii) Les valeurs propres de M sont strictement positives.
iii) Il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D à coe�cients diagonaux strictement

positifs telles que A = tPDP .
iv) Il existe une matrice inversible L et symétrique telle que M = L2.

2. Soit A et B deux matrices symétriques réelles avec B définie positive. Par la question précédente, on écrit
B = tLL. Trouver une matrice C symétrique réelle telle que pour tout réel λ, pour tout X ∈Mn,1(R) :

AX = λBX si et seulement si CZ = λZ avec Z = LX .

3. (a) Montrer que l’application Φ définie sur (Mn,1(R))2 par Φ(X ,Y ) = tXBY est un produit scalaire sur
Mn,1(R).

(b) Montrer qu’il existe une base orthonormée (e1, . . . , en) de Mn,1(R) pour ce produit scalaire et λ1, . . . , λn
réels tels que pour tout i ∈ n1,no, Aei = λiBei .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.59
1. Nous allons prouver que i)⇒ ii)⇒ iii)⇒ iv).

Supposons que M est définie positive, et soit λ une valeur propre de M et X un vecteur
propre associé. Alors

tXMX = tXλX = λtXX > 0.

Or tXX = ‖X ‖2 > 0, donc λ > 0.
Ainsi ii) est vérifié.

Supposons que toutes les valeurs propres de M sont strictement positives. Puisque M est
symétrique réelle, elle est diagonalisable en base orthonormée : il existe une matrice diago-
nale D et une matrice orthogonale P telles que M = tPDP . Mais les coe�cients diagonaux
de D sont alors les valeurs propres de M et donc sont tous strictement positifs. Ainsi iii) est
vérifié et donc i)⇒ ii).

Supposons iii) vérifié, avec D = Diag(λ1, . . . , λn), et posons D1 = Diag(√λ1, . . . ,
√
λn).

Soit alors L = tPD1P . L est inversible car ses valeurs propres sont
√
λ1, . . . ,

√
λn qui sont

tous non nuls car les λi le sont.
D’autre part, on a tL = t (tPD1P) = tP tD1

t (tP) = tPD1P = L. Donc L est symétrique.
Enfin, L2 = tPD1P

tPD1P =
tPD2

1P =
tPDP = M . La matrice P est orthogonale,

donc t PP = In .

Orthogonalité

Donc iv) est vérifié.

Enfin, si on suppose que M = L2 avec L symétrique inversible, on a, pour X ∈ Mn,1(R)
non nul :

tXMX = tXL2X = tX tLLX = t (LX )LX = ‖LX ‖2.
Mais L étant inversible et X non nul, LX , 0 et donc ‖LX ‖2 > 0. Et donc i) est vérifié.

Ainsi, nous avons bien prouvé que les quatre propriétés sont équivalentes.
2. Notons qu’on a

AX = λBX ⇔ AX = λtLLX ⇔ tL−1AX = λLX ⇔ tL−1AL−1LX = λLX .

Donc si on poseC = tL−1AL−1, on a bien, quel que soit X ∈Mn,1(R) et quel que soit λ ∈ R,

AX = λBX ⇔ CLX = λLX .

Il ne reste qu’à vérifier que C est symétrique, mais on a

tC = t (tL−1AL−1) = tL−1tAL−1 = tL−1AL−1 = C .
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3.a. Il est facile de voir que l’application Φ est bilinéaire.
Elle est symétrique car

Φ(X ,Y ) = tXBY = tX tLLY = 〈LX ,LY 〉 = 〈LY ,LX 〉 = Φ(Y ,X ). Ici, on a noté 〈·, ·〉 le pro-
duit scalaire canonique de
Mn,1(R).

Notation

Si X ∈Mn,1(R), alors
Φ(X ,X ) = tXBX = t (LX )LX = 〈LX ,LX 〉 = ‖LX ‖2 > 0.

Enfin, si Φ(X ,X ) = 0, le calcul précédent prouve que ‖LX ‖2, et donc LX = 0. Puisque L est
inversible, c’est donc que X = 0.
Ainsi, Φ est bien un produit scalaire sur Mn,1(R).

3.b. C étant symétrique, il existe une base de Mn,1(R), orthonormée pour le produit scalaire
canonique et formée de vecteurs propres deC. Notons X1, . . . ,Xn une telle base, et notons
ei = L−1Xi .
Alors (e1, . . . , en) est bien une base de Mn,1(R), car image de la base X1, . . . ,Xn par l’auto-
morphisme X 7→ L−1X . L’image d’une base par un

isomorphisme est encore une
base.

Rappel

Si λi est la valeur propre de C associée à Xi , alors, par la question 2,

CXi = λiXi ⇔ C(Lei ) = λi (Lei )⇔ Aei = λiBei .

De plus, on a alors

Φ(ei , ej ) = teiBej =
t (L−1Xi )tLLL−1X j =

tXi (tL−1tL)(LL−1)X j =
tXiX j = 〈Xi ,X j 〉 =




0 si i , j

1 sinon

Et donc ceci prouve que (e1, . . . , en) est une base orthonormée pour le produit scalaire
Φ.

�

EXERCICE 1.60 (ESCP 2013) [ESCP13.2.19] Difficile
Produit de matrices symétriques positives.

Soit n > 2. On note Sn l’ensemble des matrices symétriques de Mn(R). On note S+n l’ensemble des matrices de
Sn dont toutes les valeurs propres sont réelles et positives.

1. (a) Soit S ∈ Sn . Montrer que S ∈ S+n ⇔ ∀X ∈Mn,1(R), tXSX > 0.
(b) Soit A ∈Mn(R). Montrer que S = tAA ∈ S+n .
(c) Réciproquement, montrer que pour toute matrice S ∈ S+n , il existe A ∈Mn(R) telle que S = tAA.

2. Soient U et V deux matrices de Mn(R).
(a) Montrer que si 0 est valeur propre de UV , alors 0 est aussi valeur propre de VU .
(b) Montrer que les matrices UV et VU ont les mêmes valeurs propres complexes.

3. (a) Soient S et T deux matrices de S+. Montrer que S +T ∈ S+n .
(b) S+n est-il un sous-espace vectoriel de Sn ?

4. Soient S et T deux matrices de Sn .
(a) À quelle condition nécessaire et su�sante sur S et T a-t-on ST symétrique ?
(b) On suppose que S et T appartiennent à S+n . En utilisant les questions 1.c et 2.b, montrer que toutes les

valeurs propres de la matrice ST sont réelles et positives.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.60
1.a. Supposons que S ∈ S+n . Alors puisque S est symétrique réelle, elle est diagonalisable en base

orthonormée : soit X1, . . . ,Xn une base orthonormée1 1 Pour le produit scalaire
canonique de Mn,1(R), qui
est défini par

〈X , Y 〉 = tXY .

de Mn,1(R) formée de vecteurs
propres de S , et soit λi la valeur propre de S associée à Xi .

Pour X ∈Mn,1(R), il existe donc α1, . . . ,αn des réels tels que X =
n∑
i=1

αiXi . Alors

tXSX = *.
,

n∑
j=1

α j
tX j

+/
-
S *

,

n∑
i=1

αiXi+
-
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=
*.
,

n∑
j=1

α j
tX j

+/
-

*
,

n∑
i=1

αiSXi+
-

=
*.
,

n∑
j=1

α j
tX j

+/
-

*
,

n∑
i=1

αiλiXi+
-

=

n∑
i=1

n∑
j=1

α jαiλi
tX jXi

=

n∑
i=1

α2i λi ‖Xi‖2︸︷︷︸
=1

Les Xi étant deux à deux
orthogonaux, tX jXi = 0 si
i , j .

> 0.

Inversement, supposons que pour tout X ∈Mn,1(R), tXSX > 0. Soit λ une valeur propre
de S et soit X ∈Mn,1(R) un vecteur propre associé.
Alors tXSX = tXλX = λ‖X ‖2.
Et donc2 2 ‖X ‖ est non nul car il s’agit

d’un vecteur propre.
λ =

tXSX

‖X ‖2 > 0.

Ainsi, toutes les valeurs propres de S sont positives, et donc S ∈ S+n .
1.b. Il est clair que S est symétrique car tS = t �tAA

�
= tAA = S .

Soit X ∈Mn,1(R). Alors tXSX = tX tAAX = t (AX )AX = ‖AX ‖2 > 0.
D’après la question 1.a, S est donc dans S+n .

1.c. Soit S ∈ S+n . Alors S est diagonalisable en base orthonormée : il existe une matrice
diagonale D = Diag(λ1, . . . , λn) et une matrice orthogonale P telles que S = tPDP . Notons
que les λi sont tous positifs, puisque S ∈ S+n .
Soit alors D1 = Diag(√λ1, . . . ,

√
λn), de sorte que tD1D1 = D2

1 = D. Et donc en posant
A = D1P , il vient

tAA = tP tD1D1P =
tPDP = S .

2.a. Si 0 est valeur propre deUV , alorsUV n’est pas inversible, et donc l’une3 3Au moins.des deux matrices
U ou V n’est pas inversible.
Notons alors u et v les endomorphismes de Rn dont les matrices respectives dans la base
canonique sont égales à U et V .
Il est classique que Im(v ◦ u) ⊂ Im(v) et Ker(u) ⊂ Ker(v ◦ u).
Donc si v n’est pas bijectif, il n’est pas surjectif,

Pour un endomorphisme
d’un espace de dimension
finie, injectivité, bijectivité et
surjectivité sont équivalentes.

Rappel

et donc Im(v) , Rn . On en déduit que
Im(v ◦ u) , Rn et donc v ◦ u n’est pas bijectif.
Et si u n’est pas bijectif, Ker(u) , {0} et donc Ker(v ◦u) , {0}, de sorte que v ◦u n’est pas
bijectif.
Dans tous les cas, v ◦ u n’est pas bijectif : VU n’est pas inversible, et donc 0 est valeur
propre de VU .

2.b. Le cas de la valeur propre 0 vient d’être traité, et 0 est valeur propre de UV si et seulement
si 0 est valeur propre de VU .
Soit à présent λ ∈ C∗ une valeur propre complexe non nulle de UV .

Une matrice à coe�cients
réels peut être vue comme
une matrice à coe�cients
complexes (les réels sont les
complexes de partie imagi-
naire nulle), et donc il est
légitime de s’intéresser à ses
valeurs propres complexes.

Réels/complexe

Alors il existe
X ∈Mn,1(C) non nul tel que UVX = λX . Et donc VUVX = λVX .
Ainsi, si VX , 0, c’est un vecteur propre de VU associé à la valeur propre λ.
Mais VX ne peut être nul, car sinon on aurait λX = UVX = 0, et puisque λ , 0, cela
impliquerait X = 0, ce qui n’est pas le cas puisque X est un vecteur propre.
Ainsi, toute valeur propre complexe de UV est une valeur propre de VU . Et en échangeant
le rôle de U et V , on prouve la réciproque, de sorte que UV et VU ont exactement les
mêmes valeurs propres complexes.

2.c. Puisque Sn est un sous-espace vectoriel de Mn(R), S +T est encore symétrique.
Un bon moyen de prouver
que Sn est un sous-espace
vectoriel de Mn (R) est de
remarquer qu’il s’agit du
noyau de l’endomorphisme
de Mn (R) qui à M associe
M − tM . Et donc comme tout
noyau, c’est un sous-espace
vectoriel.

Sev de Mn(R)
Et si X ∈Mn,1(R), alors

tX (T + S)X = tXTX + tXSX > 0.

Et donc S +T ∈ S+n .
2.d. Nous venons de prouver la stabilité de S+n pour la somme, mais pas la stabilité par multi-

plication externe.
Et de fait : In ∈ S+n , mais −In < S+n , puisque sa seule valeur propre est −1 < 0.
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3. On a t (ST ) = tT tS = TS , et donc ST est symétrique si et seulement si ST = TS , c’est-à-dire
si et seulement si S et T commutent.

4. D’après la question 1.c, il existe deux matrices A et B de Mn(R) telles que S = tAA et
T = tBB.
Et donc ST = tAAtBB. Puisque d’après 2.b, les valeurs propres d’un produit de matrices ne
dépendent pas de l’ordre dans lequel on fait le produit, les valeurs propres de ST sont donc
celles de tBtAAB = t (AB)(AB).
Mais d’après la question 1.b, cette matrice est dans S+n , et donc toutes ses valeurs propres
complexes sont en fait réelles et positives.
Et donc toutes les valeurs propres complexes de ST sont réelles et positives.

On n’a pas dit pour autant
que ST ∈ S+n : ce n’est le
cas que si ST est symétrique,
c’est-à-dire si S et T com-
mutent.

B Attention !

�

EXERCICE 1.61 (QSPHEC 2009) [HEC09.QSP04] Moyen
Noyau de la somme de deux endomorphismes positifs

Soient f et д deux endomorphismes symétriques d’un espace euclidien E, dont toutes les valeurs propres sont
positives ou nulles.

1. Montrer qu’il existe un endomorphisme symétrique ϕ tel que f = ϕ2.
2. Montrer que Ker(f + д) = Ker(f ) ∩Ker(д).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.61
1. Puisque f est symétrique, il existe une base orthonormée de E formée de vecteur propres

de f . Notons B une telle base.
Alors la matrice de f dans cette base est

La matrice d’un endomor-
phisme dans une base formée
de vecteurs propres est diago-
nale.

Rappel
D = Diag(λ1, . . . , λn) où les λi sont les valeurs

propres de f (et donc sont positifs).
Soit alors A = Diag(√λ1, . . . ,

√
λn), et soit ϕ l’unique endomorphisme de E dont la matrice

dans la base B est A.
Alors A2 = D, et donc ϕ2 = f .
D’autre part, B est orthonormée, et A est symétrique, donc ϕ est un endomorphisme
symétrique.

2. Il est évident que si x ∈ Ker f ∩Kerд, alors (f + д)(x) = 0 et donc x ∈ Ker(f + д).
Considérons à présent deux endomorphismes symétriques ϕ etψ tels que f = ϕ2 et д = ψ 2.
Soit alors x ∈ Ker(f + д), de sorte que f (x) = −д(x).
Alors 〈x , f (x)〉 = −〈x ,д(x)〉. Soit encore

〈x ,ϕ2(x)〉 = −〈x ,ψ 2(x)〉⇔ 〈ϕ(x),ϕ(x)〉 = −〈ψ (x),ψ (x)〉⇔ ‖ϕ(x)‖2 = −‖ψ (x)‖2.

Un carré est toujours positif, doncψ (x) = ϕ(x) = 0, et donc en particulier, f (x) = д(x) = 0.
Ainsi, x ∈ Ker(f ) ∩Ker(д) et donc Ker(f + д) ⊂ Ker(f ) ∩Ker(д).
Puisque l’inclusion réciproque a été prouvée précédemment, on a bienKer(f + д) = Ker(f ) ∩Ker(д).

�

1.8.3 Endomorphismes antisymétriques

Les questions 1 et 2 de l’exercice qui suit prouvent les principales propriétés des endomorphismes antisymétriques (encore
une notion qui n’est pas au programme mais que l’on rencontre régulièrement). La dernière question est bien plus délicate,
avec une récurrence que l’on rencontre parfois (à l’oral comme à l’écrit des parisiennes), qui porte sur la dimension d’un
espace vectoriel.

EXERCICE 1.62 (HEC 2017) [HEC17.215] Moyen
Matrice d’un endomorphisme antisymétrique dont le carré ne possède qu’une valeur propre.
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Soit E un espace euclidien de dimension n > 1 muni d’un produit scalaire noté 〈·, ·〉.
Dans tout l’exercice, on considère un endomorphisme φ de E antisymétrique, c’est-à-dire tel que

∀(x ,y) ∈ E2, 〈x ,φ(y)〉 = −〈φ(x),y〉.

1. Établir les propriétés suivantes :
(a) Pour tout x ∈ E, on a : 〈x ,φ(x)〉 = 0.
(b) Im(φ) = (Ker(φ))⊥.
(c) Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que si F est stable par φ, alors F⊥ est stable par φ.
(d) Ker(φ) = Ker

�
φ2

�
, où φ2 = φ ◦ φ.

(e) Le spectre de φ est soit vide, soit réduit à {0}.
2. Montrer que toutes les valeurs propres de φ2 sont négatives ou nulles.
3. Soit :

• F un sous-espace vectoriel de E de dimension p > 2.
• α un réel strictement positif.
• u un endomorphisme antisymétrique de F tel que u2 = −α2idF , où idF est l’endomorphisme identité
de F .

(a) On suppose que p = 2. Établir l’existence d’une base orthonormale de F dans laquelle la matrice Aα de

u est donnée par : Aα =
(
0 −α
α 0

)
.

(b) À l’aide d’un raisonnement par récurrence sur p, montrer qu’il existe une base orthonormale de F dans

laquelle la matrice Bα de u est de la forme : Bα =

*......
,

Aα (0) . . . (0)
(0) Aα

. . .
...

...
. . .

. . . (0)
(0) . . . (0) Aα

+//////
-

.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.62
1.a. Soit x ∈ E. Alors on a

〈x ,φ(x)〉 = −〈φ(x),x〉 = −〈x ,φ(x)〉.
Et donc nécessairement, 〈φ(x),x〉 = 0.

1.b. Soit x ∈ Kerφ et y ∈ Im(φ). Alors il existe z ∈ E tel que y = φ(z), et donc

〈x ,y〉 = 〈x ,φ(z)〉 = −〈φ(x), z〉 = −〈0E , z〉 = 0.

Donc Imφ ⊂ (Ker(φ))⊥. D’autre part, d’après le théorème du rang,

dim Imφ = dimE − dimKer(φ) = dim (Ker(φ))⊥ .

Et donc Im(φ) = (Ker(φ))⊥.
1.c. Soit x ∈ F⊥. Alors, pour tout y ∈ F , 〈x ,y〉 = 0.

Et alors, 〈φ(x),y〉 = −〈x ,φ(y)〉.
Mais φ(y) ∈ F car F est stable par φ, et donc 〈x ,φ(y)〉 = 0.
On en déduit que 〈φ(x),y〉 = 0, et donc φ(x) ∈ F⊥.
Ainsi, F⊥ est stable par φ.

1.d. On a déjà1 1Comme pour tout endo-
morphisme.

, Ker(φ) ⊂ Ker
�
φ2

�
.

Soit x ∈ Ker �
φ2

�
. Alors

‖φ(x)‖2 = 〈φ(x),φ(x)〉 = −〈x ,φ2(x)〉 = 0.

Et donc φ(x) = 0 : x ∈ Ker(φ). Ainsi, Ker �
φ2

� ⊂ Ker(φ).
On a donc bien prouvé que Ker(φ) = Ker

�
φ2

�
.

1.e. Il s’agit donc de prouver que la seule valeur propre possible de φ est 0.
Soit donc λ une valeur propre de φ et x un vecteur propre associé.
On a alors, d’après 1.a, 0 = 〈x ,φ(x)〉 = 〈x , λx〉 = λ‖x‖2.
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Puisque x , 0E , on a ‖x‖2 , 0, et donc λ = 0.
Ainsi, λ est la seule valeur propre possible de φ, et donc le spectre de φ est soit vide, soit
réduit à {0}.

2. Soit λ une valeur propre de φ2, et soit x un vecteur propre associé. Alors

‖φ(x)‖2 = 〈φ(x),φ(x)〉 = −〈x ,φ2(x)〉 = −〈x , λx〉 = −λ‖x‖2.

Et donc λ = − ‖φ(x)‖
2

‖x‖2 6 0.

3.a. Soit e1 un vecteur unitaire de F , et soit e2 =
1
α
u(e1).

Alors u(e1) = αe2, et u(e2) =
1
α
u2(e1) = −αe1.

De plus, on a 〈e1, e2〉 =
1
α
〈e1,u(e1)〉 = 0.

Donc (e1, e2) est orthogonale, et en particulier est libre : c’est une base de F . Enfin,

‖e2‖2 =
1
α2

‖u(e1)‖2 =
1
α2

〈u(e1),u(e1)〉 = − 1
α2

〈e1,u2(e1)〉 = − 1
α2

〈e1,−α2e1〉 = 〈e1, e1〉 = 1.

Donc (e1, e2) est une base orthonormée de F , dans laquelle la matrice de u est

u(e1) u(e2)( )0 −α e1
α 0 e2

= Aα .

3.b. Notons que le résultat sous-entend que p = dim F est nécessairement pair.
Procédons donc à une récurrence sur la dimension p de F . Autrement dit, cherchons à
prouver par récurrence sur p > 2 la propriétéP(p) : «pour tout sous-espace vectoriel F de
E de dimension inférieure ou égale à p, et pour tout endomorphisme antisymétrique u de
F vérifiant u2 = −α2idF , il existe une base orthonormée de F dans laquelle la matrice de u
est de la forme Bα ».
La récurrence a été initialisée à la question précédente pour p = 2. Supposons donc que
P(p) est vraie, et soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension inférieure ou égale à
p + 1, et soit u un endomorphisme antisymétrique de F tel que u2 = −α2idF .
Si dim F 6 p, alors il n’y a rien à prouver : le résultat est directement dans l’hypothèse de
récurrence.
Si dim F = p + 1, choisissons, comme dans la question précédente, un vecteur unitaire e1
de F et posons e2 =

1
α
u(e1).

Posons alors G = Vect(e1, e2), de sorte que G est stable par u. Comme prouvé à la question
1.c,G⊥ est également stable par u.

Par G⊥, nous désignons ici
le supplémentaire orthogo-
nal de G dans F , c’est-à-dire
l’ensemble de vecteurs de F
(et non de E), qui sont ortho-
gonaux à tous les vecteurs de
G .

Détails

Notons qu’alors dimG⊥ = dim F −dimG = dim F −2 6
p.
Soit alors v : G⊥ → G⊥, x 7→ u(x) la restriction de u à G⊥.
Alors v est un endomorphisme de G⊥, qui est encore antisymétrique et qui vérifie д2 =
−α2idG⊥ .
Par hypothèse de récurrence, il existe donc une base orthonormée (e3, . . . , en) de G⊥ dans

laquelle la matrice de д est

*......
,

Aα (0) . . . (0)
(0) Aα

. . .
...

...
. . .

. . . (0)
(0) . . . (0) Aα

+//////
-

. Cette matrice contient donc
dim

�
G⊥

�
/2 blocs diagonaux

égaux à Aα .

Blocs

Alors la famille (e1, e2, e3, . . . , en) est une base orthonormée2 2Car concaténation d’une
base orthonormée de G et
d’une base orthonormée de
G⊥.

de F , dans laquelle la matrice

de u est

*......
,

Aα (0) . . . (0)
(0) Aα

. . .
...

...
. . .

. . . (0)
(0) . . . (0) Aα

+//////
-

, avec un bloc diagonal égal à Aα de plus que la matrice de v.

Ainsi, la propriété est vraie au rang p + 1, et donc est vraie pour tout p > 2.

�
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L’exercice suivant nécessite une bonne compréhension du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt : si (e1, . . . , en)
est une famille libre d’un espace euclidien E, alors le procédé de Gram-Schmidt nous permet de construire une famille
orthonormée (f1, . . . , fn) à partir de (e1, . . . , en).
Si l’orthonormalité de (f1, . . . , fn) est généralement connue, de même que les formules donnant les fi en fonction de
ei , on oublie trop souvent que cette nouvelle famille possède une propriété supplémentaire : pour tout i ∈ n1,no,
Vect(f1, . . . , fi ) = Vect(e1, . . . , ei ).

EXERCICE 1.63 (QSPHEC 2011) [HEC11.QSP108] Moyen
Endomorphismes antisymétriques trigonalisables

Soit (E, 〈·, ·〉) un espace euclidien et soit u un endomorphisme de E pour lequel il existe une base de E dans laquelle
la matrice de u est triangulaire supérieure.

1. Montrer qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure (on
pourra penser au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt).

2. On suppose de plus que pour tout x de E, 〈u(x),x〉 = 0.
Montrer que ∀(x ,y) ∈ E2, 〈u(x),y〉 = −〈u(y),x〉. Que peut-on dire de u ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.63
1. Soit (e1, . . . , en) une base de E dans laquelle la matriceA = (ai, j )16i, j6n de u soit triangulaire

supérieure.
C’est le cas si et seulement si pour tout j ∈ n1,no, u(ej ) ∈ Vect(e1, . . . , ej ).
Soit alors (f1, . . . , fn) la base orthonormée obtenue en appliquant le procédé d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt à la base (e1, . . . , en).
On sait alors1 1Voir la remarque précédant

l’exercice.
que pour tout j ∈ n1,no, fj ∈ Vect(e1, . . . , ej ). Et donc par linéarité de u,

u(fj ) est combinaison linéaire de u(e1), . . . ,u(ej ).
Mais comme il a été dit précédemment, pour tout i ∈ n1, jo, u(ei ) ∈ Vect(e1, . . . , ei ) ⊂
Vect(e1, . . . , ej ) = Vect(f1, . . . , fj ).
Et donc u(fj ) ∈ Vect(f1, . . . , fj ), de sorte que la matrice de u dans la base orthonormée
(f1, . . . , fn) est triangulaire supérieure.

2. Soient x ,y ∈ E. Alors, l’hypothèse faite sur u implique que

〈u(x + y),x + y〉 = 0⇔ 〈u(x) + u(y),x + y〉 = 0.

Mais par bilinéarité du produit scalaire, on a donc

〈u(x),x〉︸   ︷︷   ︸
=0

+〈u(x),y〉 + 〈u(y),x〉 + 〈u(y),y〉︸   ︷︷   ︸
=0

= 0.

Soit 〈u(x),y〉 = −〈x ,u(y)〉.

Mais si on note B = (bi, j )16i, j6n la matrice de u dans la base orthonormée obtenue précé-
demment, on a bi, j = 〈u(fj ), fi 〉.

Dans une base orthonormée
(f1, . . . , fn ), tout vecteur x
se décompose sous la forme

x =
n∑
i=1

〈x, fi 〉fi .

Or, bi, j est précisément la
coordonnée de u(fj ) en fi .

Détails

En particulier, pour tout i ∈ n1,no, bi,i = 〈u(fi ), fi 〉 = −〈fi ,u(fi )〉 = −bi,i et donc bi,i = 0.
Pour i , j, alors soit i > j, et alors bi, j = 0 car la matrice B est triangulaire supérieure, soit
i < j, et alors

bi, j = 〈u(fj ), fi 〉 = −〈fj ,u(ei )〉 = −bj,i = 0.

Et donc tous les coe�cients de B sont nuls, de sorte que u = 0.
�
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2ANALYSE

2.1 FONCTIONS D’UNE VARIABLE
EXERCICE 2.1 (QSPESCP 2018) [ESCP18.QSP01]

Une fonction continue possède moins de points fixes que son carré

Soit f : R→ R continue. On appelle point fixe de f tout réel x tel que f (x) = x .
1. Montrer que f admet un point fixe si et seulement si f ◦ f admet un point fixe.
2. Montrer que le nombre de points fixes de f est inférieur ou égal à celui de f ◦ f .

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.1
1. Si x est un point fixe de f , alors (f ◦ f )(x) = f (f (x)) = f (x) = x , donc x est un point fixe

de f ◦ f .
Donc déjà, si f admet un point fixe, alors f ◦ f admet un point fixe. Notons que la continuité

de f ne nous a été d’aucun
utilité ici.

Remarque

Inversement, supposons que f ne possède pas de point fixe. Alors, la fonction x 7→ f (x)− x
est de signe constant. En e�et, si elle changeait de signe, par le théorème des valeurs
intermédiaires1 1 Et c’est ici que la continuité

de f est indispensable !
, il existerait x ∈ R tel que f (x) − x = 0⇔ f (x) = x .

Supposons donc qu’elle soit strictement positive, c’est-à-dire que pour tout x ∈ R, f (x)−x >
0⇔ f (x) > x .
Alors pour tout x ∈ R, f (f (x)) > f (x) > x . Et donc f ◦ f n’admet pas de point fixe.
De même, si ∀x ∈ R, f (x) < x , alors pour tout x , f (f (x)) < f (x) < x , et donc f ◦ f
n’admet pas non plus de point fixe.

Nous avons donc prouvé que f admet un point fixe si et seulement si f ◦ f admet un point
fixe.

2. Nous avons prouvé précédemment que si x est un point fixe de f , alors c’est également un
point fixe de f ◦ f .
Et donc f ◦ f possède au moins autant de points fixes que f .

�

EXERCICE 2.2 (QSPHEC 2007) [HEC07.QSP115] Facile
Généralisation de la fonctionW de Lambert

Soit α un réel strictement positif. Montrer que pour tout réel x positif, il existe un unique réel positif noté f (x) tel
que f (x)e f (x ) = xα .
Étudier ensuite la dérivabilité de f (x), et exprimer f ′ en fonction de f le cas échéant.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.2 La fonction д : t 7→ tet est dérivable sur R+ et
д′(t) = et + tet = et (1 + t) > 0.
Donc д est strictement croissante sur R+, avec д(0) = 0 et lim

t→+∞д(t) = +∞.
Par le théorème de la bijection1 1 д étant dérivable, elle est

continue.
, д réalise une bijection de R+ sur lui-même.

Et donc en particulier, pour tout x ∈ R+, il existe un unique f (x) tel que д(f (x)) = xα ⇔
f (x)e f (x ) = xα .

Pour α = 1, notonsW (x) l’unique solution de tet = x . Autrement dit, soitW la bijection
réciproque de д.
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Alors pour tout x ∈ R+,W (x)eW (x ) = x ⇔ eW (x ) =
x

W (x) .
Puisque д est dérivable sur R+, avec une dérivée qui ne s’annule pas,W est également
dérivable, avec

Rappelons qu’il existe une
formule pour la dérivée d’une
bijection réciproque :(

f −1
)′ (x ) = 1

f ′(f −1(x ))
qui se retrouve facilement en
dérivant la relation

f (f −1(x )) = x .

Astuce

W ′(x) = 1
д′(W (x)) =

1
(1 +W (x))eW (x ) =

W (x)
x(1 +W (x)) .

Dans le cas où α est quelconque, on a f (x) = W (xα ), qui est donc dérivable sur R∗+ car
composée de fonctions qui le sont. Et on a alors

f ′(x) = αxα−1W ′(xα ) = αxα−1 W (xα )
xα (1 +W (xα )) =

α

x

f (x)
1 + f (x) .

Il reste donc juste à étudier la dérivabilité de f en 0.
Si α > 1, alors x 7→ xα est dérivable en 0, de dérivée nulle, et donc f ′(0) = 0.
Enfin, si α < 1, alors x 7→ xα n’est pas dérivable en 0. Et donc f ne l’est pas non plus, car si
elle l’était, xα = f (x)e f (x ) le serait également par opération sur les fonctions dérivables. �

EXERCICE 2.3 (QSPHEC 2013) [HEC13.QSP03] Facile
Non annulation de fonctions vérifiant une équation fonctionnelle.

Soit f une application de R dans R, continue sur R et telle que ∀(x ,y) ∈ R2, f (x + y)f (x − y) = f (x)2.
On suppose que f n’est pas la fonction nulle et on se propose de montrer que f ne s’annule pas sur R.

1. Montrer que f (0) n’est pas égal à 0.

2. Soit a ∈ R tel que f (a) = 0. Montrer que f
(a
2

)
= 0.

3. Conclure. Donner un exemple de telle fonction

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.3
1. Puisque f est non nulle, il existe x ∈ R telle que f (x) , 0. Et alors

f (x + x)f (x − x) = f (x)2 ⇔ f (2x)f (0) = f (x)2 , 0.

Et donc en particulier, f (0) , 0.
2. Supposons que f (a) , 0. Alors

f
(a
2
+
a

2

)
f

(a
2
− a

2

)
= f

(a
2

)2
⇔ f (a)f (0) = f

(a
2

)2
⇔ 0 = f

(a
2

)2
.

Et donc f
(a
2

)
= 0.

3. Supposons par l’absurde qu’il existe a ∈ R tel que f (a) = 0.

Alors par la question précédente, f
(a
2

)
= 0. Et donc f

(a
4

)
= 0. Et une récurrence rapide

utilisant le résultat de la question précédente prouve que pour tout n ∈ N, f
( a

2n
)
= 0.

Mais
a

2n
−→

n→+∞ 0, et par continuité de la fonction f en 0

C’est le seul moment où l’on
utilise la continuité de f : il
n’était donc pas nécessaire de
la supposer continue sur R,
seule la continuité en 0 nous
est utile.

Remarque

f (0) = lim
n→+∞ f

( a

2n
)
= lim

n→+∞ 0 = 0.

Ceci contredit le résultat de la question 1, et donc notre hypothèse n’est pas valable : il
n’existe pas de réel a tel que f (a) = 0, la fonction f ne s’annule donc pas sur R.

Un exemple de telle fonction est par exemple donné par la fonction x 7→ ex puisque

ex+yex−y = e2x = (ex )2 .
�

2.1.1 Théorème de Rolle et conséquences
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EXERCICE 2.4 (QSPESCP 2012) [ESCP12.QSP05] Moyen
Une suite définie par une équation implicite
Abordable en première année :!

Pour tout n ∈ N∗, on pose Pn(X ) =
n∏

k=0

(X − k).

1. Montrer qu’il existe un unique réel rn ∈]0, 1[ tel que P ′n(rn) = 0.

2. Montrer que pour x < n0,no, P
′n(x)
Pn(x)

=

n∑
k=0

1
x − k . En déduire lim

n→+∞ rn .

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.4
1. La fonction Pn est polynomiale, donc dérivable, et elle vérifie Pn(0) = Pn(1) = 0.

Donc par le théorème de Rolle, il existe un réel rn ∈]0, 1[ tel que P ′n(rn) = 0.
Toutefois, le théorème de Rolle ne saurait en rien garantir l’unicité d’un tel rn .
Pour cela, notons que P ′n est un polynôme de degré n, puisque Pn est de degré n + 1. Il
possède donc au plus n racines.
Le même raisonnement que précédemment montre que P ′n possède1 1Au moins.une racine dans ]0, 1[,
une dans ]1, 2[, etc, une dans ]n − 1,n[.
Ce qui fait déjà au total n racines, soit le nombre maximal possible. Donc P ′n possède
exactement une racine dans chacun de ces intervalles, et en particulier une unique racine
dans ]0, 1[.

2. Notons que
P ′n(x)
Pn(x)

est la dérivée de x 7→ ln(|Pn(x)|).
Pn n’est pas de signe
constant, et change de signe
en 0, en 1, en 2, etc.
On n’oubliera donc pas la
valeur absolue.

B Attention !

Mais ln (|Pn(x)|) =
n∏

k=0

ln (|x − k |).

Et donc en dérivant, ce qui est possible sur R \ n0,no, il vient :

∀x < n0,no, P
′
n(x)

Pn(x)
=

n∑
k=0

1
x − k .

En particulier, en évaluant cette relation en rn , il vient

0 =
P ′n(rn)
Pn(rn)

=

n∑
k=0

1
rn − k .

Et donc
1
rn
=

n∑
k=1

1
k − rn .

Mais pour tout k > 1, puisque rn ∈]0, 1[, on a k − 1 < k − rn < k.

Et donc
1

k − rn >
1
k
.

Par conséquent,
1
rn
>

n∑
k=1

1
k
.

Mais puisque
n∑

k=1

1
k
−→

n→+∞ +∞.

On a reconnu les sommes
partielles de la série harmo-
nique. Puisque cette série
diverge et est à termes po-
sitifs, ses sommes partielles
tendent vers +∞.

Détails

, on en déduit que
1
rn
−→

n→+∞ +∞ et donc rn −→
n→+∞ 0.

�

EXERCICE 2.5 (QSPESCP 2010) [ESCP10.QSP01] Moyen
L’équation P(x) = ex , P ∈ R[X ] n’admet qu’un nombre fini de solutions.
Abordable en première année :!

Soit P ∈ R[X ]. Montrer que l’équation P(x) = ex possède un nombre fini de solutions.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.5 Notons qu’il se peut tout à fait que l’équation n’admette
aucune solution, par exemple si P(X ) = −1 ou P(X ) = −X 2.

Si P est de degré 0 (c’est-à-dire un polynôme constant), alors par injectivité de l’expo-
nentielle, l’équation admet au plus une seule solution. Plus précisément, elle admet une
solution si P est strictement positif, et aucune solution sinon.

Montrons par récurrence sur n = deg P que l’équation P(x) = ex admet au plus n + 1
solutions.
Pour n = 0, nous venons de prouver le résultat.
Supposons le résultat vrai pour tout polynôme de degré n, et soit P ∈ R[X ] de degré n + 1.
Soit alors φ : x 7→ P(x) − ex .
Supposons par l’absurde que φ s’annule strictement plus de n + 2 fois.
Alors d’après le théorème de Rolle (φ est dérivable sur R), φ ′ s’annule au moins n + 1 fois.
Mais φ ′(x) = P ′(x) − ex , et donc φ ′(x) = 0⇔ P ′(x) = ex .
Or P ′ est un polynôme de degré n, donc l’équation P ′(x) = ex possède au plus n + 1
solutions.
Donc P(x) = ex possède au plus n + 2 solutions.
Par le principe de récurrence, le résultat est vrai pour tout polynôme à coe�cients réels.

Nous avons en fait prouvé
un peu mieux que le résultat
demandé : l’équation admet
au maximum deg(P ) + 1
solutions.

Remarque

Plus rapide : nous avons ici donné une majoration du nombre de solutions, mais il était possible
d’aller bien plus vite si on souhaite juste prouver qu’il existe un nombre fini de solutions.
Si P(x) = ex possède une infinité de solutions, alors la fonction φ : ex − P(x) s’annule une infinité
de fois. Donc sa dérivée également1 1C’est encore le théorème de

Rolle.
, donc sa dérivée seconde aussi, etc.

Or en dérivant plus de deg(P) fois, on arrive à la conclusion que ex s’annule une infinité de fois, ce
qui est absurde. �

Rappelons qu’une fonction T -périodique est une fonction telle que pour tout x ∈ R, f (x +T ) = f (x). De tels exemples de
fonctions sont donnés par les fonctions trigonométriques : sin et cos sont 2π-périodiques.
Aucune connaissance n’est exigée sur le sujet

EXERCICE 2.6 (QSPESCP 2012) [ESCP12.QSP03] Facile
La dérivée d’une fonction périodique f s’annule au moins autant de fois que f .
Abordable en première année :!

Soit f une fonction T -périodique, T > 0, dérivable sur R.
On supposer que f s’annule en T points distincts x1 < x2 < · · · < xp de [0,T [.
Montrer que f ′ s’annule en au moins p points distincts de [0,T [ et distincts de x1, . . . ,xp .

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.6 Par le théorème de Rolle1 1Qui s’applique puisque f
est dérivable et que f (xi ) =
f (xi+1).

, pour tout i ∈ n1,p − 1o, il
existe yi ∈]xi ,xi+1[ tel que f ′ s’annule en yi .
D’autre part, f (xp ) = f (x1 +T ), et donc f ′ s’annule en un point yp ∈]xp ,x1 +T [.
Si yp ∈ [0,T [, alors on a bien trouvé p points de [0,T [, distincts des xi en lesquels f ′
s’annule.

x1 x2 x3 x4 x1 +T

y1 y2 y3 y4 T

FIGURE 2.1 – Le cas le plus favorable : celui où yp est dans [0,T [.
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Sinon, il s’agit de noter que f ′ est également T -périodique. En e�et,

f ′(x +T ) = lim
h→0

f (x +T + h) − f (x +T )
h

= lim
h→0

f (x + h) − f (x)
h

= f ′(x).

Et donc on a également f ′(yp −T ) = 0, avec yp −T ∈ [0,T [, car yp ∈ [T ,x1 +T ], de sorte
que yp −T ∈ [0,x1[.
Et donc f ′ s’annule en yp −T < y1 < · · · ,yp−1, qui sont tous dans [0,T [, et tous distincts
des xi .

x1 x2 x3 x4 x1 +T

y4 −T y1 y2 y3 T y4

FIGURE 2.2 – Le cas où yp n’est pas dans [0,T [.

Remarque : il se peut toutefois que f ′ s’annule strictement plus de fois que f dans l’intervalle
[0,T [ : il n’y a pas forcément une seule solution de f ′(x) = 0 entre deux solutions de f (x) = 0.

T

1

2

FIGURE 2.3 – Une fonction telle que f ′ s’annule 4 fois dans [0,T [ alors que f ne s’y annule que deux fois.

�

2.1.2 Fonctions convexes/concaves

EXERCICE 2.7 (QSPESCP 17) [ESCP17.QSP03] Moyen
Majoration de la moyenne d’une fonction concave.
Abordable en première année :!

On considère une fonction f deux fois dérivable sur [0, 1] telle que pour tout x ∈ [0, 1], f ′′(x) 6 0.

Montrer que
∫ 1

0
f (t)dt 6 f

(
1
2

)
. On pourra commencer par le cas où f ′

(
1
2

)
= 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.7
• Commençons par supposer que f ′

(
1
2

)
= 0.

Puisque f est concave1 1 Sa dérivée seconde est
négative.

, sa courbe représentative est située sous ses tangentes. Et en parti-

culier sous la tangente en x =
1
2
, qui est la droite d’équation y = f ′

(
1
2

)
︸ ︷︷ ︸
=0

x + f

(
1
2

)
.

Et donc pour tout t ∈ [0, 1], f (t) 6 f

(
1
2

)
.

Et alors par croissance de l’intégrale,
∫ 1

0
f (t)dt 6

∫ 1

0
f

(
1
2

)
dt = f

(
1
2

)
.
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1/2 1

f (1/2)

f (x)
Tangente

FIGURE 2.4 – La fonction f est située sous sa tangente en x = 1/2.

• Passons à présent au cas général, et posons h(x) = f (x) − f ′
(
1
2

)
x .

La fonction h est alors deux fois dérivable et h′′(x) = f ′′(x) 6 0.

Ajouter une fonction a�ne à
une fonction ne change pas
sa convexité/concavité. En
e�et, les fonctions a�nes sont
des fonctions qui sont à la fois
convexe et concaves.

Remarque

D’autre part, h′
(
1
2

)
= f ′

(
1
2

)
− f ′

(
1
2

)
= 0.

Il est donc possible d’appliquer ce qui a été fait plus haut à la fonctionh :
∫ 1

0
h(t)dt 6 h

(
1
2

)
.

Soit encore ∫ 1

0
f (t)dt − f ′

(
1
2

)
1
2
6 f

(
1
2

)
− 1
2
f ′

(
1
2

)
et donc

∫ 1

0
f (t)dt 6 f

(
1
2

)
. �

L’inégalité de la première question de l’exercice suivant est vraiment un grand classique.

EXERCICE 2.8 (QSPESCP 2013) [ESCP13.QSP01] Facile
Autour de l’inégalité ln(x) 6 x − 1.
Abordable en première année :!

1. Soit u > 1. Comparer ln(u) et u − 1.
2. Soit f ∈ C1(R+,R+) telle que f (0) = 1 et pour tout x > 0, f (x) > 1.

Montrer que pour tout x > 0,

f ′(x) > 1
ln(f (x)) ⇒ f (x) > 1 +

√
2x .

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.8
1. La fonction ln est concave sur R∗+, et donc est située en dessous de ses tangentes.

Or l’équation de sa tangente en x = 1 est y = x − 1.
Et donc on en déduit que pour tout u > 0, ln(u) 6 u − 1.

2. Puisque f est à valeurs supérieures à 1, ln(f (x)) est positif, et donc pour tout x > 0, on a
f ′(x) ln(f (x)) > 1.
Mais alors pour tout x > 0, par croissance de l’intégrale,∫ x

0
f ′(t) ln(f (t))dt >

∫ x

0
1dt = x .

Nous reconnaissons que x 7→ f ′(x) ln(f (x)) est la dérivée de x 7→ 1
2
(ln(f (x)))2, et donc

que ∫ x

0
f ′(t) ln(f (t))dt =

[
1
2
ln2(f (t))

]x

0
=
1
2
ln2(f (x)).

On en déduit donc que ln2(f (x)) > 2x .
D’après l’inégalité de concavité de la première question, pour tout x > 0, ln(f (x)) > f (x)−1
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et donc1 1 Il s’agit de nombres positifs., ln2(f (x)) > (f (x) − 1)2.
On a donc

(f (x) − 1)2 > 2x ⇒ f (x) − 1 >
√
2x ⇒ f (x) > 1 +

√
2x .

�

2.2 SUITES NUMÉRIQUES
Certains exercices nécessitent d’avoir les idées claires sur la définition de la convergence d’une suite.
Rappelons que lim

n→+∞un = ` si et seulement si

∀ε > 0, ∃N ∈ N tel que n > N ⇒ |un − `| 6 ε .

EXERCICE 2.9 (ESCP 2017) [ESCP17.1.13] Moyen
Suites sous-additives, lemme de Fekete et chemins auto-évitants
Abordable en première année :!

Soit (un)n>1 une suite réelle vérifiant pour tous n,m entiers naturels non nuls,

um+n 6 un + um .

On pose, pour tout n ∈ N∗, vn = min
k ∈n1,no

uk
k
.

1. Montrer que la suite (vn)n>1 admet une limite ` dans {−∞} ∪ R.
2. Montrer que pour tous n,m entiers naturels non nuls, on a umn 6 mun .
3. On suppose dans cette question que ` ne vaut pas −∞. Soit ε > 0.

(a) Montrer qu’il existem ∈ N tel que
um
m
6 ` + ε.

(b) En utilisant la division euclidienne de n parm, montrer que la suite
(un
n

)
n>1

converge vers ` lorsque n

tend vers +∞.
4. Dans la suite, on appelle chemin sans croisement de longueur n toute suite M0,M1, . . . ,Mn de points du plan à

coordonnées entières vérifiant :
i) M0 = O (origine du plan)
ii) pour tout i ∈ n0,n − 1o, la distance entre Mi et Mi+1 est égale à 1.
iii) pour tout i , j, on a Mi , Mj .

On note Nn le nombre de chemins sans croisement de longueur n.
(a) Montrer que Nn 6 4n .
(b) Montrer que pour tous n,m entiers naturels non nuls, Nm+n 6 NnNm .
(c) Quelle relation vérifie la suite un = lnNn ?

(d) En déduire que la suite
(
N 1/n
n

)
n
converge.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.9
1. La suite (vn) est décroissante puisque le minimum définissant vn+1 porte sur n + 1 termes,

dont ceux définissant vn , donc vn+1 6 vn .
Lorsqu’on nous demande de
prouver l’existence d’une li-
mite, mais qu’on ne demande
pas la valeur de cette limite,
le théorème de la limite mo-
notone doit être le premier
réflexe, et donc il faut penser
à étudier la monotonie de la
suite.

Méthode

Par le théorème de la limite monotone, soit elle est minorée et admet alors une limite finie,
soit elle tend vers −∞.

2. Fixons n ∈ N∗ et prouvons le résultat par récurrence surm. Pourm = 1, c’est évident.
Supposons que umn 6 mun . Alors

u(m+1)n = umn+n 6 umn + un 6 mun + un 6 (m + 1)un .

Donc par le principe de récurrence, pour toutm ∈ N∗, umn 6 mun .
3.a. Puisque vn −→

n→+∞ `, il existe N ∈ N
∗ tel que pour n > N , |vn − `| 6 ε, et donc en particulier,

vn − ` 6 ε.
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En particulier, pour n = N , on a vN 6 ` + ε.
Mais puisque vn = min

k ∈n1,N o
uk
k
, il existem ∈ n1,No tel que um

m
6 ` + ε.

3.b. Soit n > m. Notons alors n = anm + bn , avec bn < m.
On a alors

un = uanm+bn 6 uanm + ubn 6 anum + ubn .

Et donc
un
n
6

an
n
um +

ubn
n
.

Mais si on note M = max(|u1|, |u2|, . . . , |um−1|), alors on a |ubn | 6 M .

Et donc
����
ubn
n

���� 6
M

n
, de sorte que lim

n→+∞
ubn
n
= 0.

Ainsi, il existe N ∈ N tel que pour n > N ,
ubn
n
6 ε.

D’autre part, on a anm 6 n et donc
an
n
>

1
m

et donc pour n > N ,

un 6
um
m
+
ubn
n
6 ` + ε + ε = ` + 2ε .

Enfin, pour tout n ∈ N, on a
un
n
> vn > `.

La suite(vn ) est décroissante,
donc tous ses termes sont
supérieurs ou égaux à sa
limite.

Détails

Nous venons donc de prouver que pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour n > N ,
` 6

un
n
6 ` + ε ⇒ ����

un
n
− `���� 6 ε.

Ceci prouve donc que
un
n
−→

n→+∞ `.

4. Avant de démarrer une question, il faut s’assurer qu’on a bien compris la définition qui est
donnée. Un chemin sans croisement est une succession de points deZ2, telle que la distance
entre deux points successifs soit égale à 1. Or, les seuls points de Z2 situés à distance 1 d’un
point A ∈ Z2 sont les points qui sont à gauche, à droite, en haut et en bas de A.
Enfin, la dernière condition signifie qu’un chemin ne passe jamais deux fois par le même
point1 1Ce qui explique le terme

«sans croisement».
.

•
O

•

•
O

•
O

FIGURE 2.5 – Quelques exemples de chemins sans croisements.

4.a. Puisque les points d’un chemin doivent être à coordonnées entières, et que la distance
entre deux points successifs doit être égale à 1, alors si Mn = (a,b), il n’y a au maximum2

2 L’un (ou plusieurs) de ces
points peut déjà faire partie
du chemin, et donc n’est pas
possible.

que quatre choix possibles pour Mn+1 : ce sont les points (a + 1,b), (a − 1,b), (a,b + 1) et
(a,b − 1).
Et donc, on a Nn+1 6 4Nn et une récurrence rapide3 3 Pour l’initialisation, notons

que N0 = 1.
prouve alors que Nn 6 4n .

Remarque : notons qu’il est en fait aisé de faire bien mieux : il y a 4 choix pour la position
de M1, mais pour chacun des points suivants, il n’y a au maximum que 3 choix possibles,
puisqu’il n’est pas possible de revenir de la direction dont on vient.
Et donc Mn 6 4 × 3n−1.

4.b. Si M0,M1, . . . ,Mm+n est un chemin sans croisement de longueur n, alors M0, . . . ,Mn est
un chemin sans croisement de longueur n.
Et Mn ,Mn+1, . . . ,Mn+m est un chemin de longueurm, qui satisfait aux axiomes ii) et iii),
mais pas à i).
Toutefois, si on impose l’origine d’un chemin, que ce soit O ou n’importe quel autre point
ne change pas le nombre de chemins.
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•
Mn+m

•
O

•
Mn

FIGURE 2.6 – Un chemin sans croisement de longueur n+m peut être coupé en deux chemins sans croisement de longueurs
respectives n etm.

Il y a Nn choix pour le premier chemin de longueur n, et au plus Nm choix pour le second
de longueurm.

Notons qu’il y a strictement
moins de Nm choix possibles
pour le second car certains
des chemins au départ de Mn
vont croiser le premier che-
min de longueur n, de sorte
que la concaténation des
deux n’est plus un chemin
sans croisement.

Inégalité

Et donc Nm+n 6 NnNm .
4.c. En passant au logarithme, on a donc ln(Nn+m) 6 ln(Nn) + ln(Nm)⇔ un+m 6 un + um .
4.d. La suite (un) vérifie les hypothèses du début de l’exercice.

Puisqu’elle est positive, c’est également le cas de la suite (vn), qui ne peut donc pas tendre
vers −∞.
D’après les questions 1 et 3,

un
n

converge donc vers une limite `.

Mais
un
n
= ln

(
M1/n

n

)
, de sorte que, par composition par l’exponentielle, M1/n

n −→
n→+∞ e` .

Si on a bien prouvé l’existence du nombre `, sa valeur exacte reste inconnue. Des simulations
informatiques permettent juste d’en donner une valeur approchée qui est 2.638.

�

EXERCICE 2.10 (ESCP 2008) [ESCP08.1.2] Moyen
Comparaison des vitesses de convergence de deux suites qui tendent vers π .
Abordable en première année :!

Soit (un)n∈N∗ la suite définie par u1 = 2 et la relation de récurrence :

∀n > 1, un+1 =
√
2un√

1 +
√
1 − �un

2n
�2
.

1. Montrer que : ∀n ∈ N∗, un = 2n sin
( π
2n

)
.

2. Déterminer la limite de la suite (un)n∈N∗ .

3. Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a |π − un | 6 π 3

6 × 4n .
4. Écrire une fonction Scilab , n’utilisant pas la constante %pi, qui prend comme paramètre un entier q, et

retourne une valeur approchée de π à 10−q près.
5. Soit p ∈ N fixé. Montrer que lorsque n tend vers +∞, (un) admet le développement asymptotique suivant

un = π − π 3

6 × 4n + · · · + (−1)
p π 2p+1

(2p + 1)! × 4pn + o
n→+∞

(
1
4pn

)
.

6. On définit une nouvelle suite (vn) par :

∀n ∈ N∗, vn = 1
3
(−un + 4un+1) .
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Montrer que la suite (vn) converge vers π et qu’au voisinage de +∞, on a : (vn − π ) = o
n→+∞(un − π ).

7. Donner un équivalent de (vn − π ) lorsque n tend vers +∞.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.10
1. Montrons le résultat par récurrence sur n.

Pour n = 1, c’est évident car 2 sin(π/2) = 2 = u1.
Supposons donc que un = 2n sin

( π
2n

)
. Alors

un+1 =

√
22n sin

� π
2n

�√
1 +

√
1 − sin2 � π

2n
�
= 2n

√
2 sin

� π
2n

�√
1 + cos

� π
2n

� . Puisque π
2n est dans

�
0, π2

�
,

son cosinus est positif et donc√
1 − sin2

( π
2n

)
=

√
cos2

( π
2n

)
= cos

( π
2n

)
.

Signe

Une identité classique de trigonométrie est

cos(2x) = 2 cos2(x) − 1⇔ cos(2x) + 1
2

= cos2(x).

En particulier, pour x =
π

2n+1
, on obtient

1 + cos
� π
2n

�

2
= cos2

( π
2n

)
.

Et donc1 1Toujours par positivité du
cosinus sur

�
0, π2

�, il vient

un+1 = 2n
sin

� π
2n

�

cos
(

π
2n+1

) .
Or, nous savons que pour tout x , sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) et donc pour x = π

2n+1
, il vient

sin
( π
2n

)
= 2 sin

( π

2n+1
)
cos

( π

2n+1
)
.

Et donc on a bien un+1 = 2 × 2n sin
( π

2n+1
)
= 2n+1 sin

( π

2n+1
)
.

Par le principe de récurrence, pour tout n ∈ N∗, un = 2n sin
( π
2n

)
.

2. Lorsque n → +∞, π
2n
−→

n→+∞ 0 et donc sin
( π
2n

)
∼

n→+∞
π

2n
.

Après multiplication par 2n , on a donc un ∼
n→+∞ π , et donc lim

n→+∞un = π .

3. Appliquons la formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 2 à la fonction sinus2 2Qui est bien de classe C3.entre 0 et
π

2n
:

la dérivée troisième de sin est la fonction − cos, qui est bornée par 1

����sin
( π
2n

)
− π

2n
���� 6

1π 3

3! (2n)3
.

En multipliant par 2n , il vient donc

|un − π | =
����2
n sin

( π
2n

) ���� 6
π 3

6 × 4n .

4. Notons que nous ne voulons pas utiliser la commande %pi, puisque notre but est de calculer
une valeur approchée de π , sans utiliser la valeur que Scilab connaît déjà.
Pour cela, nous pouvons utiliser la majoration grossière π 6 4.

Si on connaît un peu plus de
décimales, on peut toujours
dire que π 6 3.2 ou encore
π 6 3.15.

Remarque

Et alors, si n est tel que
43

6 × 4n 6 10−q , alors |un − π | 6 10−q .

Mais
43

6 × 4n 6 10−q ⇔ 4n >
32 × 10q

3
⇔ n >

1
ln(4)

(
q ln(10) + ln

(
32
3

))
.

Le programme suivant convient donc
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1 function u = approx(q)
2 u = 2 ;
3 n=1 ;
4 while n<(q*log(10)+log(32/3))/log(4)
5 u = sqrt(2)*u/sqrt(1+sqrt(1-(u/2^n)^2)) ;
6 n = n+1 ;
7 end
8 endfunction

5. Le développement limité de sinus à l’ordre 2p + 2 au voisinage de 0 de sin est

Ce développement limité
peut se retrouver par la for-
mule de Taylor-Young, à
condition d’être capable
de retrouver les valeurs de
sin(n)(0), qui vaut



(−1)p si n = 2p + 1 est impair
0 si n est pair

Remarque

sin(x) = x − x3

6
+ · · · + (−1)p x2p+1

(2p + 1)! + o
x→0

(
x2p+2

)
=

p∑
k=0

(−1)kx2k+1
(2k + 1)! + o

x→0

(
x2p+2

)
.

Donc en particulier, en remplaçant x par
π

2n
, qui tend bien vers 0 lorsque n → +∞, on a

sin
( π
2n

)
=

p∑
k=0

(−1)k π 2k+1

(2k + 1)! × (2n)2k+1 + o
n→+∞

(
π 2p+2

(2n)2p+2
)
.

Et donc après multiplication par 2n ,

un =

p∑
k=0

π 2k+1

(2k + 1)! × 4nk + o
n→+∞

(
π 2p+2

(2n)2p+1
)
.

On a donc bien le développement voulu,

un = π − π 3

6! × 4n + · · · + (−1)
p π 2p+1

(2p + 1)! × 4pn + o
n→+∞

(
π 2p+2

2n(2p+1)

)
à l’exception du reste.

Mais p étant fixé, la constante π 2p+2 n’a pas d’importance, et donc o
n→+∞

(
π 2p+2

2n(2p+1)

)
=

o
n→+∞

(
1

2n(2p+1)

)
.

Enfin, puisque
1

2n(2p+1)
= o

n→+∞

(
1
4np

)
, une quantité négligeable devant

1
2n(2p+1)

est égale-

ment négligeable devant
1
4np

.
Et donc on a bien

un = π − π 3

6 × 4n + · · · + (−1)
p π 2p+1

(2p + 1)! × 4pn + o
n→+∞

(
1
4pn

)
.

6. D’après ce qui précède, on a

un = π − π 3

6 × 4n + o
n→+∞

(
1
4n

)
et de même

4un+1 = 4π − π 3

6 × 4n + o
n→+∞

(
1
4n

)
.

Et donc en sommant ces deux expressions,

vn = π + o
n→+∞

(
1
4n

)
.

Les o ne se simplifient pas par
addition :

o(un ) − o(un ) = o(un ).
C’est là l’une des nom-
breuses subtilités de la no-
tation o.

A Danger !

Ceci prouve donc déjà que lim
n→+∞vn − π = 0, et donc lim

n→+∞vn = π .

Et comme d’autre part, un − π = −π 3

6 × 4n + o
n→+∞

(
1
4n

)
∼

n→+∞
−π 3

6 × 4n , on en déduit donc
que

vn − π = o
n→+∞

(
1
4n

)
= o

n→+∞

( −π 3

6 × 4n
)
= o

n→+∞(un − π ).

Si deux suites un et vn sont
équivalentes, être négligeable
devant un signifie la même
chose qu’être négligeable
devant vn .

Rappel
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7. Il s’agit de pousser un ordre plus loin les développements limités utilisés à la question
précédente :

un = π − π 3

6 × 4n +
π 5

5! × 42n + o
n→+∞

(
1
42n

)
et

4un+1 = 4π − π 3

6 × 4n +
π 5

5! × 42n+1 + o
n→+∞

(
1

42n+1

)
= 4π − π 3

6 × 4n + o
n→+∞

(
1
42n

)
.

Et donc

vn = π − π 5

3 × 5! × 42n+1 + o
n→+∞

(
1
42n

)
, de sorte que vn − π ∼

n→+∞ −
π 5

3 × 5! × 42n .

Quelques commentaires :
�

EXERCICE 2.11 (ESCP 2014) [ESCP14.1.04] Moyen
Sommation de Césaro

Soit (un)n>0 une suite réelle. On définit la suite (sn)n>0 en posant :

∀n ∈ N, sn = u0 + u1 + · · · + un
n + 1

.

1. On suppose dans cette question que la suite (un)n>0 est décroissante et tend vers ` ∈ R.

(a) Si x ∈ R, on note bxc la partie entière de x . Vérifier que la suite
(
n − b√nc
n + 1

)
n>0

converge vers 1 lorsque

n tend vers +∞.
(b) Montrer que

` 6 sn 6
b√nc + 1
n + 1

u0 +
n − b√nc
n + 1

ub√nc.

(c) Montrer que la suite (sn)n>0 converge vers `.
(d) Réciproquement, on suppose que la suite (sn)n>0 converge aussi vers ` ∈ R. Montrer que la suite (un)n>0

converge aussi vers ` (on pourra raisonner par l’absurde).
2. Dans cette question, on suppose que la suite (un)n>0 converge vers 0.

(a) Montrer que vn = sup{|uk |, k > n} est bien défini.
(b) Montrer que la suite (vn)n>0 est décroissante et de limite nulle.
(c) En déduire que la suite (sn)n>0 converge vers 0.

3. On suppose maintenant que la suite (un)n>0 converge vers ` ∈ R. Montrer que la suite des moyennes (sn)n>0
converge aussi vers `. Donner un exemple simple prouvant que la réciproque est fausse.

4. On considère la suite (wn)n>0 définie par récurrence en posant :

w0 = 1 et wn+1 = wn + e
−wn .

(a) Étudier la suite (wn)n>0.
(b) Prouver que : lim

n→+∞ (e
wn+1 − ewn ) = 1.

(c) En déduire un équivalent de wn lorsque n tend vers l’infini.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.11
1.a. Puisque 0 6 b√nc 6 √n, en divisant par n et en passant à la limite, on obtient, par le

théorème des gendarmes, lim
n→+∞

b√nc
n
= 0, soit b√nc = o

n→+∞(n).
Et donc n − b√nc = n + o

n→+∞(n) ∼
n→+∞ n.

Ainsi,
n − b√nc
n + 1

∼
n→+∞

n

n
−→

n→+∞ 1.
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1.b. Puisque (un) est décroissante de limite `, pour tout k ∈ N, uk > `.

Et donc sn >
` + ` + · · · + `

n + 1
=

(n + 1)`
n + 1

= `.

De plus, pour k ∈ nb√nc,no, uk > ub√nc, et pour k ∈ n0, b
√
nc − 1o, uk > u0. Et donc

sn =

b√nc−1∑
k=0

uk +
n∑

k=b√nc
uk

n + 1
6

b√nc−1∑
k=0

u0 +
n∑

k=b√nc
ub√nc

n + 1
6

b√nc
n + 1

u0 +
n − b√nc
n + 1

ub√nc.

1.c. Lorsque n → +∞, b√nc→ +∞ et donc ub√nc −→n→+∞ `.

On en déduit que
n − b√nc
n + 1

ub√nc −→n→+∞ `.

Puisque d’autre part b√nc = o
n→+∞(n), il vient

b√nc
n + 1

−→
n→+∞ 0.

Et donc grâce à l’encadrement de la question précédente et au théorème des gendarmes,
sn −→

n→+∞ `.

1.d. Puisque (un)n>0 est décroissante, soit elle converge vers une limite a, soit elle tend vers
−∞.
Supposons qu’elle tende vers−∞. Alors

(
ub√nc

)
tend aussi vers−∞, de sorte que n −

�√
n

�

n + 1
ub√nc −→n→+∞−∞.

Et donc la majoration de la question précédente prouve que sn −→
n→+∞ −∞ contredisant

l’hypothèse qui est faite ici.
Donc (un) converge vers une limite a. Et alors la question précédente prouve que sn −→

n→+∞ a,
de sorte que par unicité de la limite, a = `, et donc lim

n→+∞un = `.

2.a. Nous savons que toute suite convergente est bornée. Et donc l’ensemble {|uk |,k > n} est
borné. Toute partie bornée de R admet une borne supérieure, de sorte que vn est bien
défini.

2.b. Puisque {|uk |n > k + 1} ⊂ {|uk |, k > n}, en passant aux bornes supérieures, vn+1 6 vn , et
donc (vn) est décroissante.

Soit ε > 0. Alors il existe N ∈ N tel que n > N ⇒ |un | 6 ε.
Et donc en particulier, pour n > N , et pour tout k > n, k > N de sorte que |uk | 6 ε.
Ceci étant vrai pour tout k, on en déduit que 0 6 vn 6 ε.
Et donc on a bien prouvé que vn −→

n→+∞ 0.

2.c. Notons (s ′n) la suite définie par s ′n =
v0 +v1 + · · · +vn

n + 1
.

Puisque (vn) est décroissante et de limite nulle, les résultats de la question 1 s’appliquent, et
donc s ′n −→n→+∞ 0.
Mais pour tout n, on a

0 6 |sn | 6
|u0| + · · · + |un |

n + 1
6
v0 +v1 + · · · +vn

n + 1
6 s ′n .

Et donc par le théorème des gendarmes, lim
n→+∞ |sn | = 0⇔ lim

n→+∞ sn = 0.

3. Posons pour tout n ∈ N, u ′n = un − `, de sorte que u ′n −→n→+∞ 0.
D’après la question 2, on a donc

lim
n→+∞

u ′0 + · · · + u ′n
n + 1

= 0.

Or,
u ′0 + u

′
1 + · · · + u ′n
n + 1

=
u0−`+u1−`+· · ·+un−`

n+1 =
u0 + · · · + un

n + 1
− ` = sn − `.

Et donc sn − ` −→
n→+∞ 0⇔ sn −→

n→+∞ `.

La réciproque est en revanche fausse, comme le montre le cas de la suite définie par
un = (−1)n .
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En e�et, on a alors u0 + u1 + · · · + un =



1 si n est pair
0 si n est impair

.

Et donc |u0 + · · · + un | 6 1, de sorte que |sn | 6
1

n + 1
et donc sn −→

n→+∞ 0 alors que (un) n’a
pas de limite.

4.a. Puisque pour tout n, e−wn > 0, wn+1 > wn , et donc (wn) est croissante.
Par le théorème de la limite monotone, soit elle converge vers ` > 1, soit elle tend vers +∞.
Si elle tendait vers `, puisque wn+1 −→

n→+∞ `, par unicité de la limite, il viendrait ` = ` + e−` ,
ce qui est impossible.
Donc wn −→

n→+∞ +∞.
4.b. On a ewn+1 − ewn = ewn+e−wn − ewn = ewn

(
ee
−wn − 1

)
.

Or, e−wn −→
n→+∞ 0, de sorte que

ee
−wn − 1 ∼

n→+∞ e−wn

et donc ewn+1 − ewn ∼
n→+∞ ewne−wn = 1.

4.c. Appliquons le résultat de la question 3 à la suite ewn+1 − ewn :

ew1 − ew0 + ew2 − ew1 + · · · + ewn − ewn−1

n
−→

n→+∞ 1.

Et donc ewn−ew0
n −→

n→+∞ 1.
Soit encore ewn ∼

n→+∞ n ⇔ ewn = n + o
n→+∞(n).

Et donc

wn = ln(ewn ) = ln(n + o
n→+∞(n)) = ln

(
n

(
1 + o

n→+∞(1)
))
= ln(n) + ln

(
1 + o

n→+∞(1)
)
.

Il vient donc enfin
wn

lnn
= 1 + o

n→+∞

(
1

ln(n)

)
−→

n→+∞ 1.

Ceci prouve donc que wn ∼
n→+∞ ln(n).

�

2.2.1 A classer
ESCP1.6 2010 : sommation de Cesaro et des suites récurrentes un+1 = f (un).

EXERCICE 2.12 (QSPESCP 2006) [ESCP06.QSP01] Moyen
Développement asymptotique d’une suite définie par une équation.

Montrer que pour tout n ∈ N∗, il existe un unique yn ∈ R∗+ tel que ln(yn) + yn =
1
n
.

Montrer que la suite (yn)n∈N∗ converge et si on note ` sa limite, déterminer un équivalent de yn − `.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.12 La fonction f : x 7→ ln(x) + x est continue et stricte-
ment croissante sur R∗+.
Comme on a de plus lim

x→0+
f (x) = −∞ et lim

x→+∞ f (x) = +∞, par le théorème de la bijection,

pour tout n ∈ N∗, il existe un unique yn > 0 tel que f (yn) =
1
n
⇔ ln(yn) + yn =

1
n
.

Notons que puisque
1
n
6 1 = f (1), nous pouvons a�rmer que yn ∈]0, 1].

D’autre part, on a f (yn+1) =
1

n + 1
<

1
n
= f (yn), donc par croissance de f , cela signifie

que yn+1 < yn : la suite (yn)n∈N∗ est décroissante.
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Étant minorée par 0, par le théorème de la limite monotone, elle converge vers un réel
` ∈ [0, 1].

En passant à la limite dans la relation ln(yn)+yn =
1
n
, il vient, par continuité du logarithme :

ln(`) + ` = 0⇔ ` = − ln `.
Notons que ` ne peut pas
être nul, car on aurait alors
ln(yn ) + yn → −∞, alors que
1
n → 0.

Remarque

On en déduit que

yn − ` = − ln(yn) + 1
n
− `

=
1
n
− ln(yn) + ln(`)

=
1
n
− ln

(yn
`

)
=
1
n
− ln

(
1 +

(yn
`
− 1

))
=
1
n
−

(yn
`
− 1

)
+ o

n→+∞

(yn
`
− 1

) Puisque yn
` − 1→ 0, on peut

utiliser le développement
limité à l’ordre 1 en 0 de
ln(1 + x ).

Détails

=
1
n
− 1
`
(yn − `) + o

n→+∞(yn − `) Rappelons que les constantes
ne sont pas utiles dans les o :

un = o(vn )⇔ un = o(λvn ).
Ici, on a multiplié par `.

o
.

Et donc en passant tous les termes en yn − ` du même côté du signe égal, il vient

1
n
=

(
1 +

1
`

)
(yn − `) + o

n→+∞(yn − `)⇔
1
n
∼

n→+∞
` + 1
`

(yn − `)⇔ yn − ` ∼
n→+∞

`

` + 1
1
n
.

�

EXERCICE 2.13 (QSPHEC 2012) [HEC12.QSP42] Moyen
Étude d’une suite définie par le produit d’un nombre variable de termes.

Soit α ∈ R+. Pour tout n ∈ N∗, on pose un =
n∏

k=1

(
1 +

kα

n2

)
.

1. Montrer que si α = 2, la suite (un)n>1 est divergente.
2. Montrer que si 0 6 α < 1, la suite (un)n>1 converge vers 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.13
1. Puisque nous préférons manipuler des sommes que des produits, commençons par passer

au logarithme.

On a ln(un) =
n∑

k=1

ln
(
1 +

kα

n2

)
.

En particulier, pour α = 2, on a

ln(un) =
n∑

k=1

ln *
,
1 +

(
k

n

)2
+
-
= n × 1

n

n∑
k=1

ln *
,
1 +

(
k

n

)2
+
-
.

Or, nous reconnaissons là des sommes de Riemann :

1
n

n∑
k=1

ln *
,
1 +

(
k

n

)2
+
-
−→

n→+∞

∫ 1

0
ln

(
1 + x2

)
dx .

Nous n’avons pas besoin de calculer cette intégrale1 1Ce qui pourrait se faire par
une intégration par parties.

, juste de noter qu’elle est strictement
positive, car intégrale d’une fonction continue et strictement positive.

Et donc ln(un) ∼
n→+∞ n

∫ 1

0
ln(1 + x2)dx −→

n→+∞ +∞.
On en déduit par passage à l’exponentielle que un −→

n→+∞ +∞.
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2. Il s’agit donc ici de prouver que ln(un) −→
n→+∞ 0.

Nous savons déjà que ln(un) > 0, car somme de termes positifs.
Utilisons à présent l’inégalité de concavité classique : ∀x > 0, ln(1 + x) 6 x .
Il vient alors

ln(un) =
n∑

k=1

ln
(
1 +

kα

n2

)
6

n∑
k=1

kα

n2
6

n∑
k=1

nα

n2
6

nα

n
.

Puisque 0 6 α < 1,
nα

n
−→

n→+∞ 0, de sorte que par le théorème des gendarmes, ln(un) −→
n→+∞ 0.

Et donc par continuité de l’exponentielle, un −→
n→+∞ e0 = 1.

�

2.3 SÉRIES NUMÉRIQUES

EXERCICE 2.14 (QSPESCP 2007) [ESCP07.QSP01] Facile
Série géométrique dérivée pème.
Abordable en première année :!

Soit p ∈ N fixé. Déterminer la nature de la série de terme général
np

2n
.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.14 Commençons par noter que pour p ∈ {0, 1, 2}, nous
avons a�aire à une série géométrique ou géométrique dérivée de raison

1
2
, qui est donc

convergente.
De manière générale, on a

n2
np

2n
=
np+2

2n
−→

n→+∞ 0

par croissances comparées, de sorte que
np

2n
= o

n→+∞

(
1
n2

)
.

Et donc, par comparaison à une série de Riemann, la série de terme général
np

2n
converge.

�

EXERCICE 2.15 (QSPESCP 2008) [ESCP08.QSP01] Moyen

Nature de la série
∑ (

1 +
1
n

)2n
−

(
1 +

2
n

)n
Abordable en première année :!

Déterminer la nature de la série de terme général un =
(
1 +

1
n

)2n
−

(
1 +

2
n

)n
.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.15 On a

un =

(
1 +

2
n

)n *.
,

�
1 + 1

n

�2n
�
1 + 2

n

�n − 1+/
-
=

(
1 +

2
n

)n (
e2n ln(1+ 1

n )−n ln(1+ 2
n ) − 1

)
.

Notons déjà que (
1 +

2
n

)n
= en ln(1+ 2

n )

et que n ln
(
1 +

2
n

)
∼

n→+∞ 2 −→
n→+∞ 2 de sorte que, par continuité de l’exponentielle,

(
1 +

2
n

)n
−→

n→+∞ e2.
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D’autre part,

2n ln
(
1 +

1
n

)
−n ln

(
1 +

2
n

)
= 2n

(
1
n
− 1
2n2
+ o

(
1
n2

))
−n

(
2
n
− 2
n2
+ o

(
1
n2

))
=
1
n
+o

(
1
n

)
−→

n→+∞ 0.

Et donc, à l’aide de l’équivalent classique ex − 1 ∼
x→0

x ,

e2n ln(1+ 1
n )−n ln(1+ 2

n ) − 1 ∼
n→+∞ 2n ln

(
1 +

1
n

)
− n ln

(
1 +

2
n

)
∼

n→+∞
1
n
.

On en déduit que

un ∼
n→+∞

e2

n
.

Et donc, d’après le critères des équivalents pour les séries à termes positifs

Rappelons que pour utiliser le
critère des équivalents, il suf-
fit d’avoir la positivité d’une
seule des deux séries, l’autre
étant alors automatique.
Ici, il n’est pas évident que

un > 0, mais puisque
e−2

n
>

0, le critère des équivalents
s’applique tout de même.

Signe

, la série de
terme général un diverge. �

EXERCICE 2.16 (QSPHEC 2015) [HEC15.QSP151] Moyen
Nature de la série de terme général un+1

n∑
k=1

uk

en fonction de la nature de
∑

un.

Soit (un)n∈N une série convergente à termes positifs et de limite nulle. On pose pour tout n ∈ N, Sn =
n∑

k=0

uk et

vn =
un+1
Sn

.

1. Étudier la nature de la série
∑
k>0

vk en fonction de la nature de la série
∑
k>0

uk .

Indication : dans le cas où
∑
k

uk diverge, on pourra commencer par étudier
∑
k

ln(1 +vk ).

2. Quel résultat obtient-on dans le cas où un =
1
n

?

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.16
1. Commençons par le cas où

∑
k>0

uk converge.

Puisque (un)n>0 est positive, (Sn)n>0 est croissante et donc pour tout n ∈ N, Sn > S0 = u0.
On en déduit que 0 6 vn 6

un+1
u0

.

Puisque la série de terme général un+1 est convergente, on en déduit que
∑
n>0

vn converge.

Supposons à présent que
∑
k>0

uk diverge.

Puisqu’il s’agit d’une série à termes positifs, la suite (Sn)n>0 de ses sommes partielles tend
vers +∞.
Et alors vn −→

n→+∞ 0.
Pour N ∈ N, on a

N∑
k=0

ln(1 +vk ) =
N∑
k=0

ln
(
1 +

uk+1
Sk

)

=

N∑
k=0

ln
(
uk+1 + Sk

Sk

)

=

N∑
k=0

ln
(
Sk+1
Sk

)
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=

N∑
k=0

ln(Sk+1) − ln(Sk )

= ln(SN+1) − ln(S0) Somme télescopique.

−→
N→+∞

+∞.

On en déduit donc que la série de terme général ln(1 +vk ) diverge.
Mais puisque vk −→

k→+∞
0, ln(1 +vk ) ∼

k→+∞
vk .

Et donc par critère de comparaison pour les séries à termes positifs,
∑
k>0

vk diverge.

En conclusion, les séries
∑
k>0

uk et
∑
k>0

vk sont de même nature.

2. Dans le cas où un =
1
n
, il est classique1

1Ce résultat s’obtient par
exemple à l’aide d’une com-
paraison série/intégrale.

Sn =
n∑

k=1

1
k
∼

n→+∞ ln(n).

Et donc vn =
1

(n + 1)Sn
∼

n→+∞
1

n lnn
.

Puisque
∑
n>1

un diverge, il en est de même de
∑
n>2

1
n lnn

.

Cette série est un cas particu-
lier de ce qu’on appelle série
de Bertrand.
Leur convergence peut égale-
ment s’étudier à l’aide d’une
comparaison série/intégrale
(voir l’exercice 2.3.1).

Remarque

�

Nous ne savons calculer que peu de sommes de séries : seules les séries géométriques, géométriques dérivées et exponentielles
figurent au programme.
Si on nous demande de calculer la somme d’une série qui n’est pas de cette forme, cela passera quasi-systématiquement
par un calcul de sommes partielles suivi d’un passage à la limite.
Sans indications supplémentaires pour le calcul des sommes partielles, c’est souvent que nous aurons a�aire à une série
télescopique (c’est-à-dire dont les termes successifs se «compensent»).

EXERCICE 2.17 (QSPHEC 2014) [HEC14.QSP61] Moyen
Nature de la série de terme général ln(n) + a ln(n + 1) + b ln(n + 2).
Abordable en première année :!

Pour tout entier n > 1, on pose un = ln(n) + a ln(n + 1) + b ln(n + 2).
1. Déterminer les réels a et b tels que la série de terme général un soit convergente.
2. Calculer alors la somme de cette série.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.17
1. On a

un = ln(n) + a
(
ln(n) + ln

(
1 +

1
n

))
+ b

(
ln(n) + ln

(
1 +

2
n

))
= (1 + a + b) ln(n) + a

(
1
n
− 1
2n2
+ o

n→+∞

(
1
n2

))
+ b

(
2
n
− 2
n2
+ o

n→+∞

(
1
n2

))
= (1 + a + b) ln(n) + a + 2b

n
− a + 4b

2n2
+ o

n→+∞

(
1
n2

)
.

Si 1 + a + b , 0, alors un ∼
n→+∞ (1 + a + b) ln(n) et donc

∑
un diverge.

Une condition nécessaire pour que
∑
un converge est donc déjà a + b = −1.

Si c’est le cas et que a + 2b , 0, alors un ∼
n→+∞

a + 2b
n

et donc1 1 Par comparaison à une série
de Riemann.

∑
un diverge.

Il faut donc avoir de plus a + 2b = 0.

Or,



a + b = −1
a + 2b = 0

⇔



a = −2
b = 1

Et alors, on a un ∼
n→+∞

−1
n2

, de sorte2 2Toujours par comparaison à
une série de Riemann.

que
∑

un converge.
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2. On a alors, pour N > 2,

N∑
k=1

uk =
N∑
k=1

ln(k) − 2
N∑
k=1

ln(k + 1) +
N∑
k=1

ln(k + 2)

=

N∑
k=1

ln(k) − 2
N+1∑
k=2

ln(k) +
N+2∑
k=3

ln(k)

= − ln(N + 1) − ln(2) + ln(N + 2) = ln
(
N + 2
N + 1

)
− ln(2)

−→
N→+∞

− ln(2).

Et donc
+∞∑
k=1

uk = − ln(2).

�

EXERCICE 2.18 (ESCP 2016) [ESCP16.1.10] Facile
Développement d’une intégrale sous forme d’une série.
Abordable en première année :!

Dans tout l’exercice, a est un réel fixé supérieur ou égal à 1. On note, sous réserve d’existence :

∀n ∈ N, In =
∫ +∞

0
e−at tn dt et I =

∫ +∞

0
e−at

sin t
t

dt .

1. (a) Prouver que pour tout entier n, l’intégrale définissant In est convergente.

(b) Établir, pour tout n > 1, une relation de récurrence entre In et In−1. En déduire In en fonction de n et
de a.

2. Démontrer que l’intégrale définissant I est absolument convergente.
3. (a) Soit x un réel positif. Montrer que pour tout entier naturel n,

�����
sinx −

(
x − x3

6
+ · · · + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!

) �����
6

x2n+2

(2n + 2)! .

(b) En déduire qu’il existe un réel Kn dépendant de n tel que :

������
I −

n∑
k=0

(−1)k I2k
(2k + 1)!

������
6 KnI2n+1.

(c) En déduire que la série
∑
k>0

1
(2k + 1)a2k+1 est convergente de somme I .

4. (a) Prouver que pour tout entier n ∈ N∗ et tout réel t ∈ [0, 1] :

n∑
k=0

(−1)kt2k − 1
1 + t2

= (−1)n t2n+2

1 + t2
.

(b) En déduire que : ∀n ∈ N∗, ∀x ∈ [0, 1],
������

n∑
k=0

(−1)k x2k+1

2k + 1
− Arctan(x)

������
6

1
2n + 3

.

(c) En déduire une expression de I en fonction de a.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.18
1.a. La fonction t 7→ e−at tn est continue sur [0,+∞[, donc le seul éventuel problème de

convergence se situe au voisinage de +∞.
Or, au voisinage de +∞, on a t2e−at tn = tn+2e−at −→

t→+∞ 0 par croissances comparées, de

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY

http://www.ecs2-fauriel.fr


110 CHAPITRE 2 : ANALYSE

sorte que tne−at = o
t→+∞

(
1
t2

)
.

Puisque
∫ +∞

1

dt

t2
converge, il en est de même de

∫ +∞

1
tne−at dt et donc de

∫ +∞

0
tne−at dt .

Puisque l’intégrande est
continue en 0, l’intégrale
entre 0 et 1 est l’intégrale
d’une fonction continue sur
un segment, donc est auto-
matiquement convergente, il
n’y a aucune étude à faire.

Détails

1.b. Soit A > 0. Posons alors u(t) = tn+1 et v(t) = −1
a
e−at , qui sont deux fonctions de classe C1

sur le segment [0,A], avec u ′(t) = (n + 1)tn et v ′(t) = e−at . Alors∫ A

0
tn+1e−at dt =

[
−1
a
e−at tn+1

]A

0
+
n + 1
a

∫ A

0
tne−at

= −An+1 e
−aA

a
+
n + 1
a

∫ A

0
tne−at dt

−→
A→+∞

n + 1
a

∫ +∞

0
tne−at dt .

Et donc In+1 = lim
A→+∞

∫ A

0
tne−at dt =

n + 1
a

In .

D’autre part, on a

I0 = lim
A→+∞

∫ A

0
e−at dt = lim

A→+∞

[
−1
a
e−at

]A

0
= lim

A→+∞

(
1
a
− 1
a
e−aA

)
=
1
a
.

Ainsi, I1 =
1
a
I0 =

1
a2
, I2 =

2
a
I1 =

2
a3
, I3 =

3
a
I2 =

3!
a4
, et une récurrence facile prouve que

pour tout n ∈ N, In =
n!

an+1
.

La valeur de In s’obtient bien
plus facilement si on connait
la fonction Γ, en procédant
au changement de variable
x = at dans l’intégrale In .

Remarque

2. La fonction t 7→ e−at
sin t
t

est continue sur ]0;+∞[.

Pour t ∈ [1,+∞[, on a
�����
e−at

sin t
t

�����
6

e−at

t
.

Or, t2
e−at

t
= te−at −→

t→+∞ 0, de sorte que
e−at

t
= o

t→+∞

(
1
t2

)
.

Puisque
∫ +∞

1

dt

t2
converge, il en est demême de

∫ +∞

1

e−at

t
dt et donc de

∫ +∞

1

�����
e−at

sin t
t

�����
dt .

D’autre part, au voisinage de 0, e−at
sin t
t
∼
t→0

e−at
t

t
= e−at .

Et donc lim
t→0+

e−at
sin t
t
= e−a×0 = 1.

Par conséquent, la fonction t 7→
�����
e−at

sin t
t

�����
est prolongeable par continuité en 0, de sorte

que
∫ 1

0

�����
e−at

sin t
t

�����
dt converge.

Et donc
∫ +∞

0

�����
e−at

sin t
t

�����
dt converge, de sorte que I converge absolument.

3.a. Soit n ∈ N. La fonction sin est de classe Cn+2 sur R.

De plus, nous savons que sin′(x) = cos(x) = sin
�
x + π

2
�
,

sin′′(x) = − sin(x) = sin (x + π ) , sin(3)(x) = − cos(x) = sin
(
x +

3π
2

)
, . . .

Et plus généralement, pour tout k ∈ N, sin(k )(x) = sin
(
x +

kπ

2

)
.

Pour la fonction sinus,
nous savons que les
dérivées successives sont
cos, − sin, − cos, sin, cos, − sin,
− cos, . . . , où les dérivées
4k-ièmes sont toutes égales à
sin, les dérivées 4k + 1-ièmes
sont toutes égales à cos, etc.
Un moyen pratique d’écrire
ceci est donc

sin(k )(x ) = sin
(
x + k

π
2

)
.

Le même raisonnement vaut
pour la fonction cosinus :

cos(k )(x ) = cos
(
x + k

π
2

)
.

Astuce

En particulier, sin(k )(0) = sin
(
k
π

2

)
=




0 si k est pair
(−1)p si k = 2p + 1 est impair

.

D’autre part, pour tout t ∈ R, ���sin
(2n+2)(t)��� 6 1, de sorte que par l’inégalité de Taylor-

Lagrange,
������
sinx − *

,

2n+1∑
k=0

sin(k)(0)x
k

k !
+
-

������
6

|x |2n+2
(2n + 2)! .
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Et donc �����
sinx −

(
x − x3

3!
+ · · · + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!

) �����
6

x2n+2

(2n + 2)! .

Notons que
2n+1∑
k=0

sin(k )(0)x
k

k !
n’est autre que le développe-
ment limité d’ordre 2n + 1 de
sin au voisinage de 0.
Ce développement limité
est connu, c’est du cours, et
donc il n’est pas indispensable
de le calculer.

Remarque

3.b. Pour x > 0, en multipliant l’inégalité précédente par
e−ax

x
, il vient

������
e−ax

sinx
x
−

n∑
k=0

(−1)ke−ax x2k

(2k + 1)!
������
6 e−ax

x2n+1

(2n + 2)! .

En intégrant cette inégalité, par croissance de l’intégrale, on obtient donc1 1Ce qui est légitime car
l’intégrale du terme de droite
de l’inégalité est convergente.∫ +∞

0

������
e−ax

sinx
x
−

n∑
k=0

(−1)ke−ax x2k

(2k + 1)!
������
dx 6

1
(2n + 2)!

∫ +∞

0
e−axx2n+1 dx =

I2n+1
(2n + 2)! .

Et alors, par l’inégalité triangulaire, il vient

������
I −

n∑
k=0

(−1)k I2k
(2k + 1)!

������
=

������

∫ +∞

0
*
,
e−ax

sinx
x
−

n∑
k=0

(−1)ke−ax x2k

(2k + 1)!
+
-
dx

������

6

∫ +∞

0

������
e−ax

sinx
x
−

n∑
k=0

(−1)ke−ax x2k

(2k + 1)!
������
dx

6
1

(2n + 2)! I2n+1.

Ainsi, en posant Kn =
1

(2n + 2)! , on a bien l’inégalité souhaitée.

3.c. En combinant l’inégalité de la question précédente avec l’expression des Ik obtenue à la
question 1.b, il vient, pour tout n ∈ N,

������
I −

n∑
k=0

1
(2k + 1)a2k+1

������
=

������
I −

n∑
k=0

(−1)k I2k
(2k + 1)!

������
6

1
(2n + 2)!

(2n + 1)!
a2n+2

6
1

(2n + 2)a2n+2 −→n→+∞ 0.

Et donc

lim
n→+∞ I −

n∑
k=0

(−1)k 1
(2k + 1)a2k+1 = 0⇔ lim

n→+∞

n∑
k=0

(−1)k 1
(2k + 1)a2k+1 = I .

Ceci prouve donc que la série
∑
k>0

(−1)k
(2k + 1)a2k+1 converge, et que sa somme vaut I .

Par définition, une série
converge ei et seulement si la
suite de ses sommes partielles
converge, ce qui est bien le
cas ici.
Et dans ce cas, toujours par
définition, la somme de la
série est la limite de la suite
des sommes partielles.

Rappel

4.a. Pour tout t ∈ [0, 1] et pour tout n ∈ N∗, on a
n∑

k=0

(−1)kt2k =
n∑

k=0

(−t2)k = 1 − (−t2)n+1
1 + t2

=
1

1 + t2
+
(−1)nt2n+2
1 + t2

.

Et donc
n∑

k=0

(−1)kt2k − 1
1 + t2

= (−1)n t2n+2

1 + t2
.

4.b. Fixons x ∈ [0, 1], n ∈ N∗, et intégrons l’égalité précédente entre 0 et x :
n∑

k=0

(−1)k
∫ x

0
t2k dt −

∫ x

0

1
1 + t2

dt = (−1)n
∫ x

0

t2n+2

1 + t2
dt .

Soit encore
n∑

k=0

(−1)k x2k+1

2k + 1
− Arctan(x) = (−1)n

∫ x

0

t2n+2

1 + t2
dt .

Mais, pour tout t ∈ [0,x], on a
t2n+2

1 + t2
6 t2n+2 de sorte que, par croissance de l’intégrale,∫ x

0

t2n+2

1 + t2
dt 6

∫ x

0
t2n+2 dt =

x2n+3

2n + 3
6

1
2n + 3

.
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Et donc ������

n∑
k=0

(−1)kt2k − Arctan(x)
������
=

∫ x

0

t2n+2

1 + t2
dt 6

1
2n + 3

.

4.c. Lorsque n tend vers +∞ dans l’inégalité précédente, il vient, par le théorème des gendarmes,

lim
n→+∞

n∑
k=0

(−1)k x2k+1

2k + 1
− Arctan(x) = 0⇔ lim

n→+∞

n∑
k=0

(−1)k x2k+1

2k + 1
= Arctan(x).

Ainsi, la série de terme général (−1)k x2k+1

2k + 1
converge et

+∞∑
k=0

(−1)k x2k+1

2k + 1
= Arctan(x).

En particulier, pour x =
1
a
∈ [0, 1], il vient
+∞∑
k=0

(−1)k 1
(2k + 1)a2k+1 = Arctan

(
1
a

)
.

Et alors, en reprenant le résultat de la question 3.c, il vient

I =
+∞∑
k=0

(−1)k 1
(2k + 1)a2k+1 = Arctan

(
1
a

)
.

�

EXERCICE 2.19 (ESCP 2012) [ESCP12.1.19] Difficile
Théorème de convergence radiale d’Abel.

On considère une suite réelle bornée (an)n>0 et on pose, pour tout x ∈ I = [0, 1[ :

f (x) =
+∞∑
n=0

anx
n .

On note (sn)n>0 la suite des sommes partielles définie par :

∀n ∈ N, sn = a0 + a1 + · · · + an .
On admet que si une suite (un)n>0 converge vers ` et si x 7→ K(x) est une fonction définie sur I à valeurs dans N
telle que lim

x→1−
K(x) = +∞, alors on a lim

x→1−
uK (x ) = `.

1. Vérifier que la série définissant la fonction f est absolument convergente pour tout x de I . La fonction f est
donc bien définie sur I .

2. Soit N un entier strictement positif fixé. Montrer que

(1 − x)
N∑
n=0

snx
n =

N∑
n=0

anx
n − sNxN+1.

En déduire que la série
+∞∑
n=0

snx
n est convergente pour tout x ∈ I et que l’on a :

f (x) = (1 − x)
+∞∑
n=0

snx
n .

3. On suppose dans cette question que la série
+∞∑
n=0

an est convergente et de somme nulle.

(a) Pour tout x ∈ I , on pose K(x) =
⌊

1√
1 − x

⌋
. Vérifier que K(x) tend vers +∞ lorsque x tend vers 1 par

valeurs inférieures.
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(b) On pose un = sup{|sk |,k > n}. Montrer que la suite (un) est bien définie et converge vers 0.
(c) Montrer que l’on a :

|f (x)| 6 (1 − x) *.
,
(K(x) + 1)u0 +

+∞∑
k=K (x )+1

|sk |xk+/
-
6 (1 − x)(K(x) + 1)u0 + uK (x )+1.

(d) En déduire que lim
x→1−

f (x) = 0.

4. On suppose dans cette question que la série
+∞∑
n=0

an est convergente et de somme s. Prouver que f (x) converge

vers s lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.19
1. La suite (an) étant bornée, notons M un réel tel que pour tout n ∈ N, |an | 6 M .

Alors pour x ∈ I , on a 0 6 |anxn | 6 xn .
Mais la série de terme de terme général xn est une série géométrique convergente, et donc∑
n

|anxn | converge, de sorte que la série définissant f (x) converge absolument.

2. On a, en notant que pour n > 1, an = sn − sn−1,
N∑
n=0

anx
n − sNxN+1 = a0 +

N∑
n=1

(sn − sn−1)xn − sNXN+1

= a0 +
N∑
n=1

snx
n −

N∑
n=1

sn−1xn − sNxN+1

= s0 +
N∑
n=1

snx
n −

N−1∑
k=0

skx
k+1 − sNxN+1

=

N∑
n=0

snx
n −

N∑
k=0

skx
k+1

=

N∑
n=0

snx
n − x

N∑
n=0

snx
n

= (1 − x)
N∑
n=0

snx
n .

D’autre part, par l’inégalité triangulaire, on a |sn | 6 |a0| + · · · + |an | 6 (n + 1)M .
Et donc 0 6 |sNxN+1| 6 (n + 1)MxN+1 −→

N→+∞
0 par croissances comparées.

Et donc en faisant tendre N vers +∞ dans l’égalité précédemment prouvée,

lim
N→+∞

(1 − x)
N∑
n=0

snx
n =

∑
n=0

anx
n = f (x).

Ceci prouve que la série de terme général snxn converge et que (1 − x)
+∞∑
n=0

snx
n = f (x).

3.a. Par le propriétés de la partie entière, on a K(x) > 1√
x − 1

− 1︸        ︷︷        ︸
−→
x→1−

+∞

, et donc lim
x→1−

K(x) = +∞.

3.b. Puisque la suite de terme général an est convergente, la suite (sn) de ses sommes partielles
est convergente, de limite nulle.
Et donc (|sn |) est également convergente, et de limite nulle.
Or, toute suite convergente est bornée, donc {|sk |,k > n} est majoré, et donc admet une
borne supérieure.

Toute partie majorée de R
admet une borne supérieure
(qui par définition en est le
plus petit des majorants).

Rappel

Soit ε > 0. Alors il existe k0 ∈ N tel que pour k > k0, |sk | 6 ε.
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Et donc pour k > k0, |sk | 6 ε.
Et en particulier, pour n > k0, 0 6 un 6 ε.
Ainsi, pour tout ε > 0, il existe k0 ∈ N tel que n > k0 ⇒ |un | 6 ε, ce qui prouve que
lim

n→+∞un = 0.

3.c. Par l’inégalité triangulaire,

|f (x)| = (1 − x)
������

+∞∑
n=0

snx
n

������

6 (1 − x)
+∞∑
n=0

|sn |xn

6 (1 − x)
K (x )∑
n=0

snx
n + (1 − x)

+∞∑
n=K (x )+1

|sn |xn .

Or, u0 = sup{|sk |k ∈ N} est un majorant de la suite (|sn |), de sorte que
∀n ∈ n0,K(x)o, |sn | 6 u0.

Et donc

0 6
K (x )∑
n=0

|sn |xn 6
K (x )∑
n=0

|sn | 6
K (x )∑
n=0

u0 6 (K(x) + 1)u0.

Et donc on a bien prouvé que

|f (x)| 6 (1 − x) *.
,
(K(x) + 1)u0 +

+∞∑
k=K (x )+1

|sk |xk+/
-
.

Pour la seconde inégalité, il s’agit de prouver que

(1 − x)
+∞∑

k=K (x )+1
|sk |xk 6 uK (x )+1.

Mais pour k > K(x) + 1, |sk | 6 uK (x )+1, par définition de la suite (un).
Et donc

(1 − x)
+∞∑

k=K (x )+1
|sk |xk 6 (1 − x)

+∞∑
k=K (x )+1

uK (x )+1xk

6 uK (x )+1(1 − x)
+∞∑

k=K (x )+1
xk

6 uK (x )+1(1 − x)
+∞∑
k=0

xk Les xk sont positifs.

6 uK (x )+1(1 − x) 1
1 − x

Somme d’une série géomé-
trique de raison x .

6 uK (x )+1.

Et donc on a bien prouvé que

(1 − x) *.
,
(K(x) + 1)u0 +

+∞∑
k=K (x )+1

|sk |xk+/
-
6 (1 − x)(K(x) + 1)u0 + uK (x )+1.

3.d. On a d’une part

0 6 (1 − x)(K(x) + 1)u0 6 (1 − x)
(

1√
1 − x

+ 1
)
6 (1 − x) +

√
1 − x

de sorte que par le théorème des gendarmes, lim
x→1−

(1 − x)(K(x) + 1) = 0.

D’autre part, d’après le résultat admis dans l’énoncé, et puisque uK (x )+1 −→
x→1−

0..

Et donc lim
x→1−

|f (x)| = 0, et donc lim
x→1−

f (x) = 0.
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4. Puisque nous savons que
+∞∑
n=0

1
2n
= 2, posons

∀n ∈ N, bn = an − s

2n+1

de sorte que (bn) est encore une suite bornée, avec
+∞∑
n=0

bn =
+∞∑
n=0

an − 1
2

+∞∑
n=0

1
2n
= s − 1

2
2s = 0.

Alors les résultats de la question précédente s’appliquent à (bn) :
+∞∑
n=0

bnx
n −→
x→1−

0.

Or
+∞∑
n=0

bnx
n =

+∞∑
n=0

anx
n − s

2

+∞∑
n=0

(x
2

)n
= f (x) − s

2
1

1 − x
2
.

Lorsque x → 1−,
s

2
1

1 − x
2
−→
x→1−

s

2
1

1 − 1
2
= s.

Et donc

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

+∞∑
n=0

bnx
n +

s

2
1

1 − x
2
= 0 + s = s .

�

EXERCICE 2.20 (ESCP 2017) [ESCP17.1.06] Moyen
Quelques variations autour de la série harmonique.
Abordable en première année :!

1. Pour tout n ∈ N∗, on pose Hn =

n∑
k=1

1
n
et γn = Hn − ln(n).

Montrer que la série de terme général γn+1 − γn converge.
En déduire que la suite (γn)n>1 converge. On note γ sa limite.

2. Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a :
2n∑
k=1

(−1)k
k
= Hn − H2n .

En déduire que la série
∑
k>1

(−1)k
k

converge et déterminer sa somme.

3. Dans cette question, on pose, pour tout n ∈ N, a3n+1 = a3n+2 = 1 et a3n+3 = −1.

Déterminer lim
n→+∞

3n+3∑
k=1

ak
k

et en déduire la nature de la série de terme général
ak
k
.

Dans la suite, on pose pour tout n ∈ N, a4n+1 = a4n+2 = 1 et a4n+3 = a4n+4 = −1.

4. (a) Montrer que pour tout N ∈ N, on a
N∑
n=0

(
1

4n + 1
− 1
4n + 3

)
=

∫ 1

0

1 − x4N+4
1 + x2

dx .

(b) En déduire que
+∞∑
n=0

(
1

4n + 1
− 1
4n + 3

)
=
π

4
.

(c) Calculer de même
+∞∑
n=0

(
1

4n + 2
− 1
4n + 4

)
.

5. Montrer que
+∞∑
n=1

an
n
=
π

4
+
1
2
ln(2).

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.20
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1. On a

γn+1 − γn = Hn+1 − ln(n + 1) − Hn + γn

=
1

n + 1
+ ln

( n

n + 1

)
=

1
n + 1

+ ln
(
1 − 1

n + 1

)
=

1
n + 1

− 1
n + 1

+ o
n→+∞

(
1

(n + 1)2
) On a utilisé le développe-

ment limité

ln(1 + u) = u + o
u→0

(
u2

)
qui est légitime puisque
1
n −→

n→+∞ 0.

Détails

= o
n→+∞

(
1

(n + 1)2
)
.

Mais puisque la série de terme général
1

(n + 1)2 converge, il en est demême de
∑
n>1

(γn+1 − γn).

Pour N ∈ N∗, on a

N∑
n=1

(γn+1 − γn) =��γ2 − γ1 +��γ3 −��γ2 + · · · +��γN −���γN−1 + γN+1 −��γN = γN+1 − γ1.

Puisque la série de terme général (γn+1 − γn) converge, ses sommes partielles admettent
une limite lorsque N → +∞.

Par définition, une série
converge si et seulement si la
suite de ses sommes partielles
converge.

Rappel

Et donc lim
N→+∞

γN+1 − γ1 existe, et donc la suite (γN )N >1
converge.
Remarque : puisque γ = o

n→+∞
�
lnn

�
, on a donc prouvé que Hn = ln(n)+ o

n→+∞(lnn) ∼
n→+∞ lnn.

2. En séparant les termes pairs des termes impairs, il vient

2n∑
k=1

(−1)k
k
+ H2n =

n∑
k=1

1
2k
−

n−1∑
k=1

1
2k + 1

+

2n∑
k=1

1
k

=

n∑
k=1

1
2k
−

n−1∑
k=1

1
2k + 1

+

n∑
k=1

1
2k
+

n−1∑
k=1

1
2k + 1

=

n∑
k=1

1
k
= Hn .

Et donc
2n∑
k=1

(−1)k
k
= Hn − H2n .

Lorsque n → +∞, on a Hn = ln(n) + γ + o
n→+∞(1),

Rappelons que la notation
o(1) désigne toute suite de
limite nulle.

o(1)
de sorte que

2n∑
k=1

(−1)k
k
= ln(n)+γ + o

n→+∞(1)− ln(2n)−γ − o
n→+∞(1) = − ln(2)+ o

n→+∞(1) −→n→+∞ − ln(2).

D’autre part,
2n+1∑
k=1

(−1)k
k
=

2n∑
k=1

(−1)k
k
− 1
2n + 1

−→
n→+∞ − ln(2).

Ainsi, si on note Sn =
n∑

k=1

(−1)k
k

la somme partielle d’ordre n de la série de terme général

(−1)k
k

, nous venons de montrer que les deux suites (S2n)n>1 et (S2n+1)n>0 convergent vers
une même limite − ln(2), de sorte que Sn −→

n→+∞ − ln(2).

Et donc la série de terme général
(−1)k
k

converge et
+∞∑
k=1

(−1)k
k
= − ln(2).

3. On a,

3n+3∑
k=1

ak
k
=

n∑
k=1

1
3k + 1

+

n∑
k=1

1
3k + 2

−
n∑

k=1

1
3k + 3
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=

n∑
k=1

1
3k + 1

+

n∑
k=1

1
3k + 2

+

n∑
k=1

1
3k + 3

− 2
n∑

k=1

1
3k + 3

= H3n+3 − 2
3

n∑
k=1

1
k + 1

= H3n+3 − 2
3
Hn+1.

Et donc
3n+3∑
k=1

ak
k
= ln(3n+3)+γ− o

n→+∞(1)−
2
3
ln(n+1)−2

3
γ− o

n→+∞(1) = ln(3)+1
3
ln(n+1)+1

3
γ+ o

n→+∞(1) −→n→+∞ +∞.

Et donc la série de terme général
ak
k

diverge.

4.a. Notons que pour tout k ∈ N,
1

k + 1
=

∫ 1

0
xk dx .

Et donc
N∑
n=0

(
1

4n + 1
− 1
4n + 3

)
=

N∑
n=0

∫ 1

0

(
x4n − x4n+2

)
dx

=

∫ 1

0
(1 − x2)

N∑
n=0

(
x4

)n
dx

=

∫ 1

0
(1 − x2)1 −

�
x4

�N+1

1 − x4 dx

=

∫ 1

0

1 − x4N+4
1 + x2

dx
On a une identité remar-
quable classique :

1 − x4 = (1 + x2)(1 − x2).

Détails

4.b. Coupons en deux l’intégrale qui précède :∫ 1

0

1 − x4N+4
1 + x2

dx =

∫ 1

0

dx

1 + x2
− x4N+4

1 + x2
dx .

La première intégrale vaut [Arctan(t)]10 =
π

4
.

Pour la seconde, on peut noter que pour tout x ∈ [0, 1], 0 6 x4N+4

1 + x2
6 x4N+4 et donc par

croissance de l’intégrale,

0 6
∫ 1

0

x4N+4

1 + x2
dx 6

∫ 1

0
x4N+4 dx =

1
4N + 5

.

Et donc par le théorème des gendarmes, lim
N→+∞

x4N+4

1 + x2
dx = 0.

Et donc lim
N→+∞

N∑
n=0

(
1

4n + 1
− 1
4n + 3

)
dx =

π

4
.

Ceci prouve donc que
∑
n>0

(
1

4n + 1
− 1
4n + 3

)
converge et que

+∞∑
n=0

(
1

4n + 1
− 1
4n + 3

)
=
π

4
.

4.c. Sur le même principe, on prouve que

N∑
n=0

(
1

4n + 2
− 1
4n + 4

)
= x(1 − x2)

∫ 1

0

n∑
n=0

(
x4

)n
dx

=

∫ 1

0

x − x4N+5
1 + x2

dx

=

∫ 1

0

x

1 + x2
dx −

∫ 1

0

x4N+5

1 + x2
dx

=

[
1
2
ln(1 + x2)

]1

0
−

∫ 1

0

x4N+5

1 + x2
dx
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=
1
2
ln(2) −

∫ 1

0

x4N+5

1 + x2
dx .

Et donc on conclut comme à la question précédente :

+∞∑
n=0

(
1

4n + 2
− 1
4n + 4

)
=
1
2
ln(2).

5. Notons Sn =
n∑

k=1

ak
k
. Alors

S4N+4 =
N∑
n=1

(
1

4n + 1
− 1
4n + 3

)
+

N∑
n=1

(
1

4n + 2
− 1
4n + 4

)
−→

N→+∞
π

4
+
1
2
ln(2).

Toutefois, cela ne su�t pas à prouver que
∑
k>1

ak
k

converge, nous avons prouvé que la suite

(S4N+4)N >0 = (S4n)n>0 converge, mais cela ne su�t pas à garantir que (Sn)n>1 converge.
On pourra par exemple penser au cas de la suite un = (−1)n .
En revanche, pour n ∈ N, on a 4

⌊n
4

⌋
est le multiple de 4 immédiatement inférieur à n, de

sorte que
�
n − 4 �n

4
��
6 3.

La somme définissant Sn
contient au maximum trois
termes de plus que S ⌊ n

4
⌋ .

Nous allons utiliser dans
la suite le fait que ces trois
termes tendent vers 0 lorsque
n → +∞.

Autrement dit

Et donc ����Sn − S4b n4 c
���� 6

1
4

�n
4

�
+ 1
+

1
4

�n
4

�
+ 2
+

1
4

�n
4

�
+ 4

−→
n→+∞ 0.

Et donc Sn −→
n→+∞

π

4
+
1
2
ln(2), de sorte que

+∞∑
n=0

an
n
=
π

4
+
1
2
ln(2).

Remarque : on aurait également pu distinguer 4 cas, et montrer que les suites (S4n), (S4n+1), (S4n+2)
et (S4n+3) convergent toutes vers une même limite1 1Qui est π4 +

1
2 ln(2)., de sorte que (Sn) converge également vers cette

même limite.
�

2.3.1 Comparaison série/intégrale
Bien que l’étude des séries et des intégrales soient très semblables, les intégrales sont souvent plus faciles à étudier que les
séries, du fait que nous disposons d’un outil supplémentaire : le calcul de primitive.
Il existe toutefois un outil qui permet de faire un lien entre les deux, que l’on appelle comparaison série/intégrale.
Plus aucun résultat ne figure au programme à ce sujet, mais le thème n’en reste pas moins classique.
L’exercice suivant résume l’essentiel de cette méthode.

EXERCICE 2.21 (ESCP 2014) [ESCP14.1.05] Facile
Comparaison série/intégrale

On considère une fonction f continue, décroissante et strictement positive sur l’intervalle [1;+∞[. On pose pour
tout entier n > 1 :

un =

∫ n

1
f (t)dt et vn =

n∑
k=1

f (k).

1. Montrer que la suite (wn)n>1 définie par wn = vn − un est décroissante et à termes positifs.

2. On suppose que l’intégrale
∫ +∞

1
f (t)dt est divergente. Justifier l’inégalité un > 0 pour tout entier n > 2.

Déterminer la limite de la suite
(
vn
un

)
n>2

.

3. Dans cette question, on suppose que l’intégrale
∫ +∞

1
f (t)dt converge.
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(a) Que peut-on dire de la série de terme général f (k) ?

(b) Donner, à l’aide d’une intégrale, un équivalent du reste Rn =
+∞∑

k=n+1

f (k) lorsque lim
n→+∞

f (n)∫ +∞
n f (t)dt

= 0.

4. Applications :

(a) Donner un équivalent de
n∑

k=1

1
k
lorsque n tend vers +∞.

(b) Donner un équivalent de
+∞∑

k=n+1

1
1 + k2

lorsque n tend vers +∞.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.21
1. On a

wn+1 −wn = vn+1 −vn + un+1 − un = f (n + 1) −
∫ n+1

n
f (t)dt

Mais par décroissance de f , pour tout tout t ∈ [n,n + 1], f (n + 1) 6 f (t), et donc

n n + 1

f (n + 1)

FIGURE 2.7– L’intégrale, qui est l’aire
de la partie colorée est plus grande que
l’aire de la partie hachurée, qui vaut

f (n + 1).

f (n + 1) =
∫ n+1

n
f (n + 1)dt 6

∫ n+1

n
f (t)dt .

On en déduit que wn+1 −wn 6 0 et donc (wn) est décroissante.
De la même manière, on montre que pour tout k ∈ N∗ et tout t ∈ [k,k + 1], f (t) 6 f (k),

et donc
∫ k+1

k
f (t)dt 6 f (k).

En sommant ces relations pour k allant de 1 à n − 1, il vient
∫ n

1
f (t)dt 6

n−1∑
k=1

f (k).

Et donc

wn = f (n) +
n−1∑
k=1

f (k) −
∫ n

1
f (t)dt > f (n) > 0.

2. La fonction f est continue sur [1,n] et y est strictement positive, donc pour tout n ∈ N,

un =

∫ n

1
f (t)dt > 0.

La fonction F : x 7→
∫ x

1
f (t)dt est croissante car f est positive.

La croissance de F se com-
prend bien sur un dessin en
terme d’aire, mais si on sou-
haite le justifier par un cal-
cul : f est positive, donc ses
primitives sont croissantes.

PositivitéDonc si l’intégrale diverge,

c’est que F n’est pas majorée, et tend donc vers +∞ lorsque x → +∞. En particulier,

lim
n→+∞un = lim

n→+∞ F (n) = lim
n→+∞

∫ n

1
f (t)dt = +∞.

Et comme un > vn , on a de même lim
n→+∞un = +∞.

Puisque (wn) est décroissante et minorée, elle converge. Et par conséquent, lim
n→+∞

wn

un
= 0.

Et donc
vn
un
=
wn + un

un
=

wn

un︸︷︷︸
→0

+1 −→
n→+∞ 1.

3.a. Si l’intégrale converge, alors F admet une limite finie α en +∞, et donc est majorée (car
elle est croissante). Et alors, pour tout n ∈ N∗, un = F (n) 6 α .
Or wn 6 w1, de sorte que

vn = wn + un 6 w1 + α .

Donc (vn) est majorée, et puisqu’elle est croissante (par positivité de f ), elle converge.
Et alors, puisque la suite des sommes partielles de

∑
k f (k) converge1 1 La suite des sommes par-

tielles de
∑
k f (k ) est précisé-

ment (vn ).

, la série
∑

k f (k)
converge.
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3.b. Pour tout k ∈ N et tout t ∈ [k − 1,k], on a f (k) 6 f (t) 6 f (k − 1) et donc

f (k) 6
∫ k

k−1
f (t)dt 6 f (k − 1).

Et donc, sommant ces relations pour k variant de n + 1 à p (p > n), il vient

p∑
k=n+1

f (k) 6
∫ p

n
f (t)dt 6

p∑
k=n+1

f (k − 1).

En passant à la limite lorsque p → +∞, il vient
+∞∑

k=n+1

f (k) 6
∫ +∞

n
f (t)dt 6

+∞∑
k=n

f (k).

Soit encore
Rn 6

∫ +∞

n
f (t)dt 6 Rn−1 = Rn + f (n).

On a donc ∫ +∞

n
f (t)dt − f (n) 6 Rn 6

∫ +∞

n
f (t)dt .

Si l’on divise par
∫ n

1
f (t)dt , il reste alors

1 − f (n)∫ +∞
n f (t)dt

6
Rn∫ +∞

n f (t)dt
6 1.

Grâce à l’hypothèse de l’énoncé et au théorème des gendarmes, on a alors

lim
n→+∞

Rn∫ +∞
n f (t)dt

= 1⇔ Rn ∼
n→+∞

∫ +∞

n
f (t)dt .

4. Applications

4.a. Nous avons ici f (t) = 1
t
, qui vérifie bien toutes les hypothèses : elle est continue, strictement

positive et décroissante. De plus,
∫ +∞

1
f (t)dt diverge.

D’après la première question,

n∑
k=1

1
k
=

n∑
k=1

f (k) ∼
n→+∞

∫ n

1
f (t)dt = ln(n).

Nous savions que

lim
n→+∞

n∑
k=1

1
k
= +∞

mais nous savons désormais
que cette divergence est
«lente» car le ln ne tend pas
très vite vers +∞.

Vitesse

4.b. Nous avons ici f (t) = 1
1 + x2

, qui vérifie encore toutes les hypothèses.

Or,
∫ +∞

1

dt

1 + t2
est convergente (par comparaison à une série de Riemann), et on a, pour

tout n ∈ N∗,∫ +∞

n
f (t)dt = lim

A→+∞

∫ A

n

dt

1 + t2
= lim

A→+∞
Arctan(A) − Arctan(n) = π

2
− Arctan(n).

Alors
lim

n→+∞
f (n)∫ +∞

n f (t)dt
= lim

n→+∞
1

1 + n2
1

π
2 − Arctan(n)

.

Considérons la fonction д définie sur R∗+ par д(x) = Arctan(x) + Arctan1
x
. Alors д est de

classe C1 sur R∗+, et on a

д′(x) = 1
1 + x2

− 1
x2

1
1 + 1

x2
=

1
1 + x2

− 1
x2 + 1

= 0.
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Donc д est constante sur R∗+. De plus,

lim
x→+∞д(x) =

π

2
− Arctan(0) = π

2

donc д est constante, égale à
π

2
.

L’égalité que nous venons
d’obtenir, ∀x > 0,

Arctanx + Arctan
1
x
=
π
2

est «classique», mais n’est
pas au programme, et on
est d’habitude guidés pour
la retrouver, et non sensés
y penser seuls. Cela dit, si
à l’oral vous arrivez jusqu’à
cette question, elle servira
surtout à décider si vous avez
19.5 ou 20 !

Très dur

En particulier,
π

2
− Arctan(n) = Arctan

1
n
∼

n→+∞
1
n
.

Ainsi,
1

1 + n2
1

π
2 − Arctan(n)

∼
n→+∞

n

1 + n2
−→

n→+∞ 0.

Donc l’hypothèse technique de la question 3.b est vérifiée et par conséquent,

+∞∑
k=n+1

1
1 + k2

∼
n→+∞

∫ +∞

n

dt

1 + t2
=
π

2
− Arctan(n) ∼

n→+∞ Arctan
1
n
∼

n→+∞
1
n
.

�

Une comparaison série/intégrale peut nous aider à déterminer un équivalent de la suite des sommes partielles d’une série
divergente. C’est le cas dans la question 2.c de l’exercice qui suit. Sans indication de la part de l’énoncé, toute la di�culté
est d’y penser...

EXERCICE 2.22 (HEC 2012) [HEC12.40] Difficile
Une série dont le terme général est défini par une relation de récurrence

Soit (un)n∈N la suite réelle définie par : u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 = 2n + 2
2n + 5

un .

1. Écrire une fonction Scilab ayant pour argument un entier n et renvoyant
n∑

k=0

uk .

2. Soit α ∈ R. On pose pour tout n ∈ N∗, vn = (n + 1)αun+1
nαun

.

(a) Rappeler le développement limité à l’ordre deux au voisinage de 0 de x 7→ ln(1 + x).
Montrer que lnvn = (α + 1) ln

(
1 +

1
n

)
− ln

(
1 +

5
2n

)
.

Pour quelle valeur α0 du réel α la série de terme général lnvn est-elle convergente ?

(b) Expliciter
n∑

k=1

lnvk sans signe
∑

, et en déduire qu’il existe un réel strictement positif C tel que

un ∼
n→+∞

C

nα0
.

Qu’en déduit-on pour la série
∑

un ?

(c) Justifier l’existence d’un réel strictement positif D (indépendant de n) tel que ∀n ∈ N,
n∑

k=0

kuk 6 D ×√n.

3. (a) Établir pour tout entier naturel n, la relation : 2
n+1∑
k=1

kuk + 3
n+1∑
k=1

uk = 2
n∑

k=0

kuk + 2
n∑

k=0

uk .

(b) En déduire la valeur de
+∞∑
n=0

un .

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.22

1. Le programme suivant convient :
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1 function S = somme(n)
2 u = 1 ;
3 S = u ;
4 for i = 0 : n-1
5 u = (2*i+2)/(2*i+5)*u
6 S = S+u
7 end
8 endfunction

Notons que la boucle va de 0 à n − 1, alors qu’il aurait pu semble plus naturel d’aller de 1 à
n.
La principale raison en est que nous disposons d’une formule donnant un+1 en fonction de
un . Or les uk , pour k allant de 1 à n sont les ui+1, pour i allant de 0 à n − 1.
Si on veut tout de même utiliser une boucle allant de 1 à n, on remarquera que un =
2n

2n + 3
un−1, et donc on pourra remplacer la ligne 5 par

5 S = (2*i)/(2*i+3)*u

2.a. On a ln(1 + x) = x − x2

2
+ o

x→0
(x2).

De plus, pour tout n ∈ N∗,

lnvn = ln
((
n + 1
n

)α )
+ ln

(
un+1
un

)
= α ln

(
n + 1
n

)
+ ln

(
2n + 2
2n + 5

)
= α ln

(
n + 1
n

)
+ ln *

,

2(n + 1)
n

�
2 + 5

n

� +
-

= (α + 1) ln
(
n + 1
n

)
− ln *

,

2 + 5
n

2
+
-

= (α + 1) ln
(
1 +

1
n

)
− ln

(
1 +

5
2n

)
.

On en déduit donc que

lnvn = (α+1)
(
1
n
− 1
2n2
+ o

n→+∞

(
1
n2

))
−
(
5
2n
− 25
8n2
+ o

n→+∞

(
1
n2

))
=

(
α − 3

2

)
+
21 − 4α
8n2

+ o
n→+∞

(
1
n2

)
.

En particulier, si α ,
3
2
, alors lnvn ∼

n→+∞

(
α − 3

2

)
1
n
.

Rappelons qu’une expression
est égale au premier terme
non nul de son développe-
ment limité.
Et en particulier, lorsque ce
premier terme est nul, on
n’écrira pas d’équivalent à 0,
mais on ira chercher le terme
non nul suivant.

DL/∼

Et donc, par comparaison à une série de Riemann,
∑

lnvn diverge.

En revanche, si α =
3
2
, alors lnvn ∼

n→+∞
15
8n2

, et donc, toujours par comparaison à une

série de Riemann,
∑

lnvn converge.

Ainsi, α0 =
3
2
.

2.b. Puisque lnvk = ln ((k + 1)αuk+1) − ln (kαuk ), nous avons a�aire à une série télescopique,
de sorte que

n∑
k=1

lnvk = ln ((n + 1)α un+1) − ln(u1) = ln ((n + 1)α un+1) − ln 2
5
.

Pour α = α0, la série
∑

lnvn converge et donc la suite de ses sommes partielles admet une
limite finie `.
Et donc ln ((n + 1)α0un+1) − ln 2

5
−→

n→+∞ `.
On en déduit, par continuité de l’exponentielle que

(n + 1)α0un+1 −→
n→+∞

2
5
e` .
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Ainsi, si on pose C =
2
5
e` > 0, il vient un ∼

n→+∞
C

nα0
.

Et puisque α0 =
3
2
> 1, on en déduit, par comparaison à une série de Riemann que la série

de terme général un converge.
2.c. En utilisant l’équivalent obtenu à la question précédente, on observe quek

√
kuk ∼

k→+∞
C −→

k→+∞
C.

Et donc la suite (k
√
kuk ) étant convergente, elle est bornée.

Soit donc M ∈ R tel que pour tout k ∈ N, k
√
kuk 6 M ⇔ kuk 6

M√
k
.

Alors,
n∑

k=1

kuk 6 M
n∑

k=1

1√
k
.

Mais, par décroissance de la fonction racine carrée sur [k − 1,k], on a, pour k > 2 et pour

tout t ∈ [k − 1,k], 1√
k
6

1√
t
.

Par conséquent, par croissance de l’intégrale,

1√
k
=

∫ k

k−1
dt√
k
6

∫ k

k−1
dt√
t
.

En sommant ces relations pour k variant de 2 à n, il vient
n∑

k=2

1√
k
6

n∑
k=2

∫ k

k−1
dt√
t
=

∫ n

1

dt√
t
. Relation de Chasles.

Mais cette dernière intégrale est facile à calculer :∫ n

1

dt√
t
=

[
2
√
t

]n
1
= 2
√
n − 2.

Et donc
n∑

k=1

1√
k
6 2
√
n − 2 + 1 6 2

√
n.

En en déduit donc que
n∑

k=0

kuk =
n∑

k=1

kuk 6 2M︸︷︷︸
=D

√
n.

3.a. On a, pour tout k, uk+1 =
2k + 2
2k + 5

uk et donc (2k + 5)uk+1 = (2k + 2)uk .
Ainsi, il vient

2
n+1∑
k=1

kuk + 3
n+1∑
k=1

uk =
n+1∑
k=1

(2k + 3)uk

=

n∑
i=0

(2i + 5)ui+1 i = k − 1.
Chgt d’indice

=

n∑
i=0

(2i + 2)ui

= 2
n∑

k=0

kuk + 2
n∑

k=0

uk .

3.b. De la relation précédente, il vient

2(n + 1)un+1 +
n∑

k=1

uk + 3un+1 = 2u0 = 2.

Or,un+1 −→
n→+∞ 0, et d’après l’équivalent obtenu à la question 2.b, (n + 1)un+1 ∼

n→+∞
C√
n + 1

−→
n→+∞ 0.

Ainsi, en passant à la limite, il vient
+∞∑
k=1

uk = 2.

En ajoutant u0 = 1 on obtient donc enfin
+∞∑
n=0

un = 3.

�
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2.3.2 Séries alternées

Un résultat relativement classique (mais hors programme) sur la convergence des séries est le suivant (appelé critère de
Leibniz) : si un est une suite décroissante de limite nulle, alors la série de terme général (−1)nun est convergente.
Il permet de prouver la convergence de certaines séries qui ne sont pas absolument convergentes, comme par exemple∑ (−1)n

n
.

Il n’est pas rare que des exercices demandent de le prouver soit en toute généralité, soit dans des cas particuliers. Dans les
deux cas, la preuve utilise le fait que les deux suites des sommes partielles d’ordre pair et d’ordre impair sont adjacentes
(voir les deux premières questions de l’exercice suivant).
On notera également (question 1.b de l’exercice suivant) qu’on dispose d’une majoration des restes de cette série.

EXERCICE 2.23 (ESCP 2017) [ESCP17.1.03] Moyen
Autour du reste de certaines séries alternées.
Abordable en première année :!

1. Soit (bp )p∈N une suite réelle décroissante et de limite nulle. Pour tout n ∈ N, on pose Sn =
n∑

p=0
(−1)pbp .

(a) Montrer que les suites (S2n)n∈N et (S2n+1)n∈N sont monotones.
(b) En déduire que la suite (Sn)n∈N converge vers une limite ` et que

∀k ∈ N, |` − Sk | 6 bk+1.

(c) Montrer que, pour tout n ∈ N, le réel
+∞∑

p=n+1
(−1)pbp est bien défini.

Soit f : R+ → R une fonction positive, dérivable, décroissante, convexe et telle que lim
x→+∞ f (x) = 0.

2. Pour tout p ∈ N, on pose ap = f (p) − f (p + 1).

(a) Montrer que, pour tout n ∈ N, le nombre un =
+∞∑

p=n+1
(−1)p f (p) est bien défini.

(b) Pour tout n ∈ N, montrer que :
+∞∑

p=n+1
(−1)pap = 2un − (−1)n+1 f (n + 1).

(c) Montrer que la suite (ap )p∈N est décroissante.

3. (a) Montrer que, pour tout n ∈ N,
�������

+∞∑
p=n+1

(−1)pap
�������
6 f (n + 1) − f (n + 2).

(b) En déduire que la série de terme général un converge.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.23
1.a. Pour n ∈ N, on a

S2n − S2(n+1) =
2n∑
p=0

(−1)pbp −
2n+2∑
p=0

(−1)pbp = b2n+1 − b2n+2

qui est positif car (bp )p∈N est décroissante.
Donc (S2n)n∈N est décroissante.
De même, S2n+1 − S2n+3 = b2n+3 − b2n+2 6 0, donc (S2n+1)n∈N est croissante.

1.b. On a S2n+1 − S2n = −b2n+1 −→
n→+∞ 0.

Donc par ce qui précède, les deux suites (S2n)n∈N et (S2n+1)n∈N sont adjacentes. Elles
convergent donc vers une même limite `.
Et alors, (Sn)n∈N est également convergente, de limite `.

Une suite (un ) converge si
et seulement les deux suites
(u2n ) et (u2n+1) convergent
vers la même limite.

Rappel

On a alors, pour tout n ∈ N, S2n+1 6 ` 6 S2n+2 6 S2n .
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Et donc en particulier,

0 6 ` − S2n+1 6 S2n+2 − S2n+1 = b2n+2.

Donc |S2n+1 − `| = ` − S2n+1 6 b2n+2.
De même, S2n+1 − S2n 6 ` − S2n 6 0, de sorte que

|S2n − `| = S2n − ` 6 S2n − S2n+1 = b2n+1.

Ainsi, que k soit pair1 1C’est-à-dire de la forme
k = 2n.

, ou que k soit impair2

2C’est-à-dire de la forme
k = 2n + 1.

, on a prouvé que

|Sk − `| 6 bk+1.

1.c. Notons que la suite (Sn) n’est autre que la suite des sommes partielles de la série de terme
général (−1)pbp .
Et donc puisque (Sn) converge, la série

∑
p

(−1)pbp converge.

Par conséquent, son reste d’ordre n,
+∞∑

p=n+1
(−1)pbp est bien défini.

2.a. La suite (f (p))p∈N est positive, décroissante et de limite nulle, donc les résultats de la
question 1 s’appliquent, et en particulier celui de la question 1.c, de sorte que un est bien
défini.

2.b. Notons que (−1)pap = (−1)p f (p) + (−1)p+1 f (p + 1), et donc la série de terme général
(−1)pap converge car somme des deux séries convergentes (voir la question précédente).
On a alors

+∞∑
p=n+1

(−1)pap =
+∞∑

p=n+1
(−1)p f (p) +

+∞∑
p=n+1

(−1)p+1 f (p + 1)

=

+∞∑
p=n+1

(−1)p f (p) +
+∞∑

k=n+2

(−1)k f (k)

=

+∞∑
p=n+1

(−1)p f (p) +
+∞∑

k=n+1

(−1)k f (k) − (−1)n+1 f (n + 1)

= 2un − (−1)n+1 f (n + 1).

2.c. D’après l’égalité de accroissements finis, pour tout p ∈ N, il existe un réel cp ∈]p,p + 1[ tel
que

f (p + 1) − f (p) = (p + 1 − p)f ′(cp ) = f ′(cp ).

Et donc ap = −f ′(cp ).
Mais puisque f est convexe et dérivable, f ′ est croissante, de sorte que f ′(cp ) 6 f ′(cp+1) et
donc ap = −f ′(cp ) > −f ′(cp+1) = ap+1.
Et donc (ap ) est décroissante.

p p + 1 p + 2

FIGURE 2.8 – La convexité de f implique que la pente de la corde passant par les points d’abscisses p à p + 1, qui vaut −ap
est plus faible que la pente de la corde passant par les points d’abscisses p + 1 et p + 2, qui est −ap+1.
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3.a. Puisque (ap ) est décroissante, positive, et de limite nulle3 3Car di�érence de deux
suites de limite nulle.

, les résultats de la question 1
s’appliquent.
Et en particulier, d’après l’inégalité de 1.b, pour tout n ∈ N,

�������

+∞∑
p=n+1

(−1)pap
�������
=

�������

n∑
p=0

(−1)pbp −
+∞∑
p=0

(−1)pbp
�������
6 an+1 = f (n + 1) − f (n + 2). La somme

+∞∑
p=0

(−1)pbp n’est

autre que le ` de la question
1.b.

Détails

3.b. D’après la question 2.b, on a donc

un =
1
2

+∞∑
p=n+1

(−1)pap + 1
2
(−1)n+1 f (n + 1).

Or, la série de terme général (−1)n+1 f (n + 1) converge, toujours par application de la
question 1.
D’autre part, la série de terme général f (n + 1)− f (n + 2) converge. En e�et, il s’agit d’une
série télescopique :

N∑
n=0

f (n + 1) − f (n + 2) = f (1) − f (N + 2) −→
N→+∞

f (1).

Attention à ne pas conclure
trop vite que toute série
téelscopique est convergente,
par exemple

∑
((n + 1) − n)

diverge.
Ici, on a tout de même utilisé
le fait que f soit de limite
nulle en +∞.
Il est conseillé de systéma-
tiquement passer par les
sommes partielles, comme
nous l’avons fait ici.

A Danger !

Et donc si on pose vn =
+∞∑

p=n+1
(−1)pap , alors le résultat de la question 3.a prouve que

|vn | 6 f (n + 1)− f (n + 2), et donc la série de terme général vn est absolument convergente,
et donc convergente.

Ainsi, un =
1
2
vn +

1
2 (−1)n+1 f (n + 1), et donc

∑
n

un est convergente car somme de deux

séries convergentes.
�

2.4 INTÉGRALES
2.4.1 À classer

Attention, notamment sur les questions sans préparation, à ne pas tomber dans les pièges qui sont parfois tendus par
l’énoncé.
Si un exercice vous semble trivial, c’est sûrement qu’il y a anguille sous roche !

EXERCICE 2.24 (QSPESCP 2016) [ESCP16.QSP02] Moyen

Nature de
∫ +∞

1

f (t)
t

dt .

Soit f une fonction continue sur [1,+∞[ telle que
∫ +∞

1
f (t)dt converge. Montrer que

∫ +∞

1

f (t)
t

dt converge

également.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.24 Un premier réflexe serait de dire que pour tout t > 1,
f (t)
t
6 f (t) et de penser que ceci su�t à conclure.

Malheureusement cette inégalité n’est vraie que si f (t) > 0, et de toutes façons, pour
prouver la convergence d’une intégrale par domination, il faut la positivité de tous les
termes.
Une autre erreur à ne pas faire serait de dire que puisque

∫ +∞

1
f (t)dt converge, alors

lim
x→+∞ f (x) = 0, et s’en tirer à l’aide de majorations.
En e�et, nous connaissons un résultat similaire pour les séries, mais il n’en existe pas pour
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les intégrales : il existe des fonctions f positives, telles que
∫ +∞

0
f (t)dt converge, mais

qui n’admettent pas de limite en +∞.

On peut par exemple regar-
der la fonction qui vaut k sur[
k, k +

1
k3

]
(k ∈ N∗) et 0

ailleurs.
Nous ne détaillons pas tout,
mais en essayant de la repré-
senter et de calculer l’aire
sous la courbe, vous devriez
voir apparaître le lien avec
une série de Riemann conver-
gente.
Notons qu’il est également
possible de trouver des fonc-
tions continues d’intégrale
convergente et sans limite en
+∞.

Détails

Notons F la fonction définie sur [1,+∞[ par F (x) =
∫ x

1
f (t)dt .

Alors F est la primitive de f qui s’annule en x = 1. En particulier, c’est une fonction de
classe C1.
Une intégration par parties nous donne alors, pour tout x > 1,∫ x

1

f (t)
t

dt =

[
F (t)
t

]x

1
+

∫ x

1

F (t)
t2

dt =
F (x)
x
+

∫ x

1

F (t)
t2

dt .

Mais puisque
∫ +∞

1
f (t)dt converge, F (x) admet une limite ` lorsque x → +∞.

Et alors, par quotient de limites,
F (x)
x

−→
x→+∞ 0.

D’autre part, il existe1 1C’est la définition de limite,
dans laquelle on a pris ε = 1.

A > 1 tel que pour x > A, ` − 1 6 F (x) 6 ` + 1.
Notons alors M = max(|` − 1|, |` + 1|), de sorte que pour tout t > A, |F (t)| 6 M .

Par conséquent, pour tout t > A,
�����
F (t)
t2

�����
6

M

t2
.

Et donc par comparaison à une intégrale de Riemann,
∫ +∞

A

F (t)
t2

dt converge absolument

et donc converge.

Il en est donc de même de
∫ +∞

1

F (t)
t2

dt . Et donc
∫ x

1

F (t)
t2

dt admet une limite finie lorsque
x → +∞.
Et donc

∫ x

1

f (t)
t

dt admet une limite lorsque x → +∞ de sorte que
∫ +∞

1

f (t)
t

dt converge.
�

EXERCICE 2.25 (QSPHEC 2007) [HEC07.QSP01] Facile
Intégrale d’une fonction périodique
Abordable en première année :!

Donner un équivalent lorsque x → +∞ de
∫ x

0
| sin t |dt .

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.25 Notons que la fonction t 7→ | sin t | est π-périodique
car | sin(x + π )| = | − sin(x)| = | sin(x)|.
Ainsi, pour tout k ∈ N,∫ (k+1)π

kπ
| sin(t)|dt =

∫ π

0
| sin t |dt =

∫ π

0
sin t dt = 2.

Pour prouver la première
égalité, on peut procéder
au changement de variable
t = x − kπ .

Détails

π 2π 3π 4π

1

FIGURE 2.9 – Toutes les «arches» ont la même aire.

Dans ce qui suit, l’idée est que
∫ x

0
| sin t |dt doit être environ égal à l’aire d’une arche, fois

le nombre d’arches qui se trouvent entièrement entre 0 et x .
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Soit donc x ∈ R, et soit k ∈ N l’unique réel tel que kπ 6 x < (k + 1)π . Alors
k est le nombre d’arches qui
sont entièrement contenues
entre les droites verticales
d’abscisses 0 et x .

Autrement dit

∫ x

0
| sin t |dt =

k−1∑
i=0

∫ (i+1)π

iπ
| sin t |dt︸               ︷︷               ︸
=2

+

∫ x

kπ
| sin t |dt = 2k +

∫ x

kπ
| sin t |dt .

Mais, par croissance de l’intégrale,

0 6
∫ x

kπ
| sin t |dt 6

∫ (k+1)π

kπ
| sin t |dt 6 2.

Et donc
2k 6

∫ x

0
| sin t |dt 6 2k + 2.

Or, on a
x

π
− 1 < k 6

x

π
, de sorte que

Pour le dire autrement,

k =
⌊ x
π

⌋
.

Remarque

2
( x
π
− 1

)
6 2k 6

∫ x

0
| sin t |dt 6 2k + 2 6 2

x

π
+ 2.

En divisant par
2x
π
, il vient

1 − π
x
6

π

2x

∫ x

0
| sin t |dt 6 1 +

π

x
.

Par le théorème des gendarmes, on a donc lim
x→+∞

π

2x

∫ x

0
| sin t |dt = 1 et donc

∫ x

0
| sin t | ∼

x→+∞
2x
π
.

Généralisation : ce résultat peut aisément se généraliser à toute fonction f qui soit continue et
T -périodique, à condition que l’intégrale de f sur une période ne soit pas nulle. On a alors∫ x

0
f (t)dt ∼

x→+∞
x

T

∫ T

0
f (t)dt .

�

EXERCICE 2.26 (QSPESCP 2009) [ESCP09.QSP01] Moyen
Deux densités continues s’intersectent nécessairement.
Abordable en première année :!

Soit f une fonction continue et positive sur R+ telle que
∫ +∞

0
f (t)dt = 1.

Montrer qu’il existe α ∈ R+ tel que f (a) = e−a .

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.26
Soit φ la fonction définie sur R+ par φ(x) =

∫ x

0

�
f (t) − e−t �

dt .

Alors φ est de classe C1 sur R+ et φ ′(x) = f (x) − e−x .
De plus, on a φ(0) =

∫ 0

0

�
f (t) − e−t �

dt = 0 et

lim
x→+∞φ(x) =

∫ +∞

0
f (t)dt −

∫ +∞

0
e−t dt = 1 − 1 = 0.

On pourrait calculer l’inté-
grale ∫ +∞

0
e−t dt

mais si on reconnaît la den-
sité d’une loi exponentielle
E(1), ou encore si on recon-
naît Γ(1), il est immédiat que
cette intégrale vaut 1.

Soyons rapides !

Si φ ′ ne s’annulait pas, elle serait de signe constant.
Supposons par exemple que φ ′(x) > 0, pour tout x > 0. Alors φ est strictement croissante
surR+. En particulier, pour tout x > 1, on a φ(x) > φ(1) > 0, et donc lim

x→+∞φ(x) > φ(1) > 0.
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Ceci est impossible.
On montre de même qu’il n’est pas possible que φ ′ soit strictement négative sur R+. Et
donc φ ′ s’annule en au moins un réel a ∈ R+. Et donc f (a) − e−a = 0⇔ f (a) = e−a .
Remarque : on pourrait tenir le même raisonnement en remplaçant t 7→ e−t par n’importe quelle
autre densité continue sur R+ et nulle sur R∗−. �

EXERCICE 2.27 (ESCP 2012) [ESCP12.1.04] Moyen
Fonction bêta d’Euler.

Pour tous réels strictement positifs x et y, on pose B(x ,y) =
∫ 1

0
tx−1(1 − t)y−1 dt .

1. Prouver la convergence de l’intégrale définissant B(x ,y).
2. (a) Prouver que ∀(x ,y) ∈ (R∗+)2,B(x ,y) = B(y,x).

(b) Montrer que ∀(x ,y) ∈ (R∗+)2,B(x + 1,y) =
x

y
B(x ,y + 1).

3. Montrer que ∀(x ,y) ∈ (R∗+)2,B(x ,y + 1) = B(x ,y) − B(x + 1,y). En déduire que B(x + 1,y) = x

x + y
B(x ,y).

4. Soit n un entier naturel non nul, et soit x > 0.
(a) Étudier le signe sur [0, 1] de la fonction д : t 7→ e−t − 1 + t . En déduire que pour tout t ∈ [0,n], on a(

1 − t

n

)n
6 e−t .

(b) Montrer que pour tout t ∈ [0,n], on a
(
1 − t2

n

)
e−t 6

(
1 − t

n

)n
.

(c) Montrer que lim
n→∞

∫ n

0

(
1 − t

n

)n
tx−1 dt =

∫ ∞

0
tx−1e−t dt = Γ(x).

5. Montrer que ∀x > 0, Γ(x) = lim
n→∞

nxn!
x(x + 1) · · · (x + n) .

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.27
1. La fonction t 7→ tx−1(1 − t)y−1 est continue et positive sur ]0, 1[.

Au voisinage de 0, on a tx−1(1−t)y−1 ∼
t→0

tx−1 et
∫ 1/2

0
tx−1 dt est une intégrale de Riemann

convergente, donc, par le critère de comparaison pour les fonctions positives,

Si x > 1 et y > 1, alors
l’intégrande est continue
sur le segment [0, 1], mais
lorsque x < 1 ou y < 1
ce n’est plus vrai et donc il
faut faire une vraie étude de
convergence.

Remarque

∫ 1/2

0
tx−1(1 − t)y−1 dt est convergente.

De même, au voisinage de 1, tx−1(1 − t)y−1 ∼
t→1

(1 − t)y−1.

Mais
∫ 1

1/2
(1 − t)y−1 dt est une intégrale de Riemann convergente et donc

∫ 1

1/2
tx−1(1 − t)y−1 dt

converge.
En cas de doute pour les
intégrales de Riemann de
la forme

∫ b
a

dt
(t−a)α , faire

le changement de variable
x = t − a.
Ici on pourrait poser t = 1−x .

Astuce

On en déduit que l’intégrale définissant B(x ,y) est convergente.
2.2.a. Procédons au changement de variable u = 1 − t (qui est légitime car l’intégrale définissant

B(x ,y) converge). On a alors u = 1 pour t = 0 et u = 0 pour t = 1. De plus, du = −dt , et
alors

B(x ,y) =
∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1 dt = −

∫ 0

1
(1−u)x−1uy−1 du =

∫ 1

0
uy−1(1−u)x−1du = B(y,x).

2.b. On a, par intégration par parties sur un segment de la forme [a;b] ⊂]0, 1[,∫ b

a
tx (1 − t)y−1 dt =

[
−1
y
tx (1 − t)y−1

]b

a
+
x

y

∫ b

a
tx−1(1 − t)y dt
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En prenant la limite lorsque a → 0+, il vient∫ b

0
tx (1 − t)y−1 dt = −1

y
bx (1 − b)y−1 + x

y

∫ b

0
tx−1(1 − t)y dt

Puis en prenant la limite lorsque b → 0+

B(x + 1,y) =
∫ 1

0
tx (1 − t)y−1 dt = x

y

∫ 1

0
tx−1(1 − t)y dt = x

y
B(x ,y).

3. On a

B(x ,y+1) =
∫ 1

0
tx−1(1−t)y dt =

∫ 1

0
tx−1(1−t)(1−t)y−1 dt =

∫ 1

0
tx−1(1−t)y−1 dt−

∫ 1

0
tx (1−t)y−1 dt = B(x ,y)−B(x+1,y).

On en déduit que

B(x + 1,y) = x

y
B(x ,y) = x

y
B(x ,y) − x

y
B(x + 1,y)

soit
x + y

y
B(x + 1,y) = x

y
B(x ,y)⇔ B(x + 1,y) = x

x + y
B(x ,y).

4.4.a. Soit д : t 7→ e−t − 1 + t . Alors д est dérivable et д′(t) = −e−t + 1 > 0, de sorte que д est
croissante sur [0, 1].
De plus, д(0) = 0, et donc д est positive sur [0, 1].
On en déduit que pour t ∈ [0,n], puisque t

n
∈ [0, 1], 1 − t

n
6 e−t/n et donc

(
1 − t

n

)n
6

(
e−t/n

)n
= e−t .

4.b. Si t ∈ [√n,n], la relation est évidente car le membre de gauche est négatif lorsque celui de
droite est positif.
Supposons donc que t ∈ [0,√n]. L’inégalité à prouver est équivalente (par croissance du
logarithme) à

−t + ln
(
1 − t2

n

)
6 n ln

(
1 − t

n

)
.

Étudions donc la fonction

h : t 7→ −t + ln
(
1 − t2

n

)
− n ln

(
1 − t

n

)
Elle est dérivable sur [0,√n], et on a

h′(t) = −1 − 2t
n − t2 +

n

n − t = −
t((t − 1)2 + (n − 1))

(t2 − n)(t − n) .

Ainsi, elle est négative sur [0,√n], de sorte que h y est décroissante. Comme h(0) = 0, on
en déduit que

∀t ∈ [0,√n],h(t) 6 0⇔ −t + ln
(
1 − t2

n

)
6 n ln

(
1 − t

n

)
⇔

(
1 − t2

n

)
e−t 6

(
1 − t

n

)n
.

4.c. Des deux questions précédentes, il vient, pour x > 0∫ n

0

(
1 − t2

n

)
e−t tx−1dt 6

∫ n

0

(
1 − t

n

)n
tx−1dt 6

∫ n

0
e−t tx−1dt

Mais par définition,

lim
n→∞

∫ n

0
tx−1e−tdt =

∫ ∞

0
tx−1e−tdt = Γ(x).
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De plus,∫ n

0

(
1 − t2

n

)
tx−1e−tdt =

∫ n

0
tx−1e−t − 1

n

∫ n

0
tx+1e−tdt −→

n→∞ Γ(x) − 0Γ(x + 2) = Γ(x).

Par le théorème des gendarmes, on en déduit que

lim
n→∞

∫ n

0

(
1 − t

n

)n
= Γ(x).

5. En posant u =
t

n
, il vient

∫ n

0

(
1 − t

n

)n
tx−1dt =

∫ 1

0
(1−u)n(un)x−1ndu = nx

∫ 1

0
(1−u)nux−1du = nxB(x ,n+1) = nxB(n+1,x)

D’après la formule obtenue à la question 3, il vient

B(n + 1,x) = n

n + x
B(n,x) = n(n − 1)

(n + x)(n − 1 + x)B(n − 1,x) · · · =
n!

(x + 1) · · · (x + n)B(1,x)

=
n!

(x + 1) · · · (x + n)
∫ 1

0
tx−1dt =

n!
x(x + 1) · · · (x + n) .

On en déduit par la question 4.c que

Γ(x) = lim
n→∞

nxn!
x(x + 1) · · · (x + n) .

�

2.4.2 Fonctions définies par une intégrale
1.01 ESCP 2014 1.18 ESCP 2014 (intégrale dépendant de ses bornes)
Des exercices récurrents à l’oral (mais aussi à l’écrit) font apparaître des fonctions définies par une intégrale.

EXERCICE 2.28 (ESCP 2015) [ESCP15.1.03] Moyen

Étude la fonction x 7→
∫ +∞

0

e−xt 2

1 + t
dt .

1. Soit x un réel. Démontrer que l’intégrale
∫ +∞

0

e−xt 2

1 + t
dt est convergente si et seulement si x est strictement

positif. On pose alors :

∀x ∈ R∗+, F (x) =
∫ +∞

0

e−xt 2

1 + t
dt .

L’exercice a pour but l’étude de la fonction F .

2. Étudier le sens de variation de la fonction F .

3. (a) Démontrer que pour tout x > 0, on a F (x) > 1
e

∫ 1√
x

0

1
1 + t

dt . En déduire la limite de F en 0.

(b) Démontrer que pour tout x > 0, on a : F (x) =
∫ +∞

0

e−u2

√
x + u

du. En déduire la limite de F en +∞.

4. Prouver que pour tous x0 et x réels strictement positifs, on a :

|F (x) − F (x0)| 6
|√x − √x0|√

x
√
x0

×
√
π

2
.

En déduire que F est continue sur R∗+.
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5. Démontrer que lim
x→+∞

√
x

(√
xF (x) −

√
π

2

)
= −1

2
.

En déduire que F (x) =
√
π

2
√
x
− 1
2x
+ o

(
1
x

)
au voisinage de +∞.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.28

1. La fonction t 7→ e−xt 2

1 + t
est continue sur [0,+∞[, de sorte que le seul problème de conver-

gence éventuel est au voisinage de +∞.
Si x < 0, alors e−xt 2 −→

t→+∞ +∞, et donc pour t su�samment grand, on a
e−xt 2

1 + t
>

1
1 + t

.

Or,
1

1 + t
∼

t→+∞
1
t
et

∫ +∞

1

1
t
dt diverge.

On en déduit donc que
∫ +∞

0

e−xt 2

1 + t
dt diverge.

De même, si x = 0, on a
e−xt 2

1 + t
=

1
1 + t

et donc
∫ +∞

0

e−xt 2

1 + t
dt diverge pour les mêmes

raisons.
Enfin, si x > 0, on a, par croissance comparée :

t3
e−xt 2

1 + t
∼

t→+∞ t2e−xt
2 −→
t→+∞ 0.

On aurait pu prendre t 2 au
lieu de t 3, mais la croissance
comparée aurait alors né-
cessité quelques détails, par
exemple un changement de
variable en posant T = t 2.

Remarque

Et donc
e−xt 2

1 + t
= o

t→+∞

(
1
t3

)
. Puisque

∫ +∞

1

dt

t3
est une intégrale1

1De Riemann.
convergente, il en est de

même de
∫ +∞

1

e−xt 2

1 + t
dt . Et

∫ 1

0

e−xt 2

1 + t
dt converge car intégrale d’une fonction continue

sur un segment, de sorte que
∫ +∞

0

e−xt 2

1 + t
dt converge.

Ainsi, nous avons bien prouvé que
∫ +∞

0

e−xt 2

1 + t
dt converge si et seulement si x > 0.

2. Pour 0 < x 6 y, et pour tout t > 0, on a xt2 6 yt2 et donc, par décroissance de u 7→ e−u ,
e−xt 2 > e−yt 2 .

En multipliant par
1

1 + t
> 0, il vient

e−xt 2

1 + t
>

e−yt 2

1 + t
.

Par croissance de l’intégrale, il vient donc

F (x) =
∫ +∞

0

e−xt 2

1 + t
dt >

∫ +∞

0

e−yt 2

1 + t
dt = F (y).

La fonction F est donc décroissante.
3.a. D’après la relation de Chasles, on a

F (x) =
∫ 1/

√
x

0

e−xt 2

1 + t
dt +

∫ +∞

1/
√
x

e−xt 2

1 + t
dt .

La seconde intégrale est positive car intégrale d’une fonction positive.

Et donc F (x) >
∫ 1/

√
x

0

e−xt 2

1 + t
dt .

Mais pour t ∈
[
0,

1√
x

]
, on a t2 6

1
x
et donc xt2 6 1.

On en déduit que
e−xt 2

1 + t
>

e−1

1 + t
.

Par croissance de l’intégrale, on a donc∫ 1/
√
x

0

e−xt 2

1 + t
dt > e−1

∫ 1/
√
x

0

1
1 + t

dt
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et donc F (x) > 1
e

∫ 1/
√
x

0

dt

1 + t
.

De plus, on a, pour tout x > 0,∫ 1/
√
x

0

dt

1 + t
=

�
ln(1 + t)�1/

√
x

0 = ln
(
1 +

1√
x

)
−→
x→0+

+∞.

On en déduit donc que F (x) −→
x→0+

+∞.

3.b. Soit A > 0. Alors, en procédant au changement de variable t =
√
xu ⇔ u =

t√
x
, on a

∫ A

0

e−xt 2

1 + t
dt =

∫ A/
√
x

0

e−u2

1 + u√
x

√
x du =

∫ A/
√
x

0

e−u2

u +
√
x
du .

En passant à la limite lorsque A→ +∞, il vient donc

F (x) = lim
A→+∞

∫ A

0

e−xt 2

1 + t
dt = lim

A→+∞

∫ A/
√
x

0

e−u2

√
x + u

du =

∫ +∞

0

e−u2

√
x + u

du .

La convergence de cette
seconde intégrale est automa-
tique car nous savons que la
limite lorsque A→ +∞ existe
car l’intégrale définissant F
converge.

Convergence

Pour x > 0, et pour tout u > 0, on a
e−u2

√
x + u

6
e−u2

√
x
. Et donc par croissance de l’intégrale,

F (x) =
∫ +∞

0

e−u2

1 + u
du 6

∫ +∞

0

e−u2

√
x

du =
1√
x

∫ +∞

0
e−u

2
du .

Pour calculer cette dernière intégrale, considérons une variable aléatoire X suivant la loi

normale N

(
0,

1√
2

)
.

Alors une densité de X est t 7→ 1√
π
e−t 2 . Et donc

P(X > 0) =
∫ +∞

0

1√
π
e−t

2
dt .

D’autre part, on a P(X > 0) = 1
2
et donc

Pour toute loi normale d’es-
pérance a, on a

P (X > a) = P (X 6 a) = 1
2
.

C’est une conséquence de la
symétrie de la densité autour
de a.

Astuce

∫ +∞

0
e−t

2
dt =

√
π

2
.

On en déduit donc que

F (x) 6 1√
x

∫ +∞

0
e−u

2
du 6

√
π

2
√
x
−→
x→+∞ 0.

4. Pour u > 0, on a
e−u2

√
x + u

− e−u2

√
x0 + u

= e−u
2

√
x0 −

√
x

(√x + u)(√x0 + u)
et donc ������

e−u2

√
x + u

− e−u2

√
x0 + u

������
=

������

e−u2 (√x0 −
√
x)

(√x0 + u)(
√
x + u)

������
6 e−u

2 �����

√
x0 −

√
x√

x
√
x0

�����
.

Par croissance de l’intégrale, on a donc

|F (x) − F (x0)| =
������

∫ +∞

0
*
,

e−u2

√
x + u

− e−u2

√
x0 + u

+
-
du

������

6

∫ +∞

0

������

e−u2

√
x + u

− e−u2

√
x0 + u

������
du

6

∫ +∞

0
e−u

2 |√x − √x0|√
x
√
x0

du
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=
|√x − √x0|√

x
√
x0

∫ +∞

0
e−u

2
du =

|√x − √x0|√
x
√
x0

√
π

2
.

En particulier, lorsque x → x0, on a lim
x→x0

|F (x) − F (x0)| = 0⇔ lim
x→x0

F (x) = F (x0).
Et donc F est continue en x0. Ceci étant vrai pour tout x0 > 0, on en déduit que F est
continue sur R∗+.

5. En utilisant le résultat de la question 4.b, on a

√
x

(√
xF (x) −

√
π

2

)
=x

∫ +∞

0

e−u2

√
x + u

du − √x
∫ +∞

0
e−u

2
du

=

∫ +∞

0
e−u

2
(

x√
x + u

− √x
)
du

=

∫ +∞

0
e−u

2 −√xu√
x + u

du

=

∫ +∞

0
e−u

2
(

u2√
x + u

− u
)
du

=

∫ +∞

0
e−u

2 u2√
x + u

du −
∫ +∞

0
ue−u

2
du

On a bien le droit de séparer
l’intégrale en deux car les
deux intégrales considérées
convergent.

Convergence

Mais on a∫ +∞

0
ue−u

2
du = lim

A→+∞

∫ A

0
ue−u

2
du = lim

A→+∞

[
−1
2
e−u

2
]A

0
= lim

A→+∞

(
1
2
− 1
2
e−A

2
)
=
1
2
.

Et donc
√
x

(√
xF (x) −

√
π

2

)
+
1
2
=

∫ +∞

0
e−u

2 u2√
x + u

du .

Or on a

0 6
∫ +∞

0
e−u

2 u2√
x + u

du 6
1√
x

∫ +∞

0
u2e−u

2
du −→

x→+∞ 0.

Et donc on a bien

lim
x→+∞

√
x

(√
xF (x) −

√
π

2

)
= −1

2
.

On en déduit que

xF (x) − √x
√
π

2
= −1

2
+ o(1)⇔ F (x) =

√
π

2
√
x
− 1
2x
+ o

(
1
x

)
.

�

EXERCICE 2.29 (ESCP 2013) [ESCP13.1.06] Moyen

Étude de f (x) =
∫ +∞

0

t

1 + xet
dt .

1. Montrer que pour tout x > 0, l’intégrale
∫ +∞

0

t

1 + xet
dt converge.

On note f l’application définie sur R∗+ par : pour tout x > 0, f (x) =
∫ +∞

0

t

1 + xet
dt .

2. Montrer que f est strictement décroissante sur R∗+.
3. (a) Déterminer lim

x→+∞ f (x), puis un équivalent de f (x) pour x au voisinage de +∞.
(b) Déterminer lim

x→0
f (x).
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4. (a) En utilisant le changement de variable u = x · et que l’on justifiera, montrer que :

f (x) = ln(x) �
ln(x) − ln(1 + x)� +

∫ +∞

x

lnu
u(1 + u) du .

(b) En déduire que f est dérivable sur R∗+ et calculer f ′(x). Retrouver ainsi le sens de variation de f .

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.29
1. La fonction t 7→ t

1 + xet
est continue sur [0,+∞[, donc le seul éventuel problème de

convergence est au voisinage de +∞.
Or, au voisinage de +∞, on a

t

1 + xet
∼

t→+∞
t

xet
=
1
x
te−t .

Puisque
∫ +∞

0
te−t dt converge1 1C’est Γ(2)., par critère de comparaison pour les fonctions positives,∫ +∞

0

t

1 + xet
dt converge.

2. Soient x < y deux réels strictement positifs.
Une grosse erreur ici serait
de dériver (par rapport à
x ) ce qui se trouve sous
l’intégrale et donc d’a�rmer
que

f ′(x ) = −
∫ +∞

0

te t

(1 + xe t )2
dt .

En e�et, nous ne disposons
d’aucun résultat nous assu-
rant que nous avons bien le
droit de faire ceci, autrement
dit, la dérivée d’une intégrale
n’est pas toujours l’intégrale
de la dérivée.

A Danger !

Alors pour tout t > 0, on a
t

1 + xet
>

1
1 + yet

.

D’autre part, pour t = 1, on a
1

1 + xe
>

1
1 + ye

.

Autrement dit, la fonction t 7→ t

1 + xet
− t

1 + yet
est continue sur R∗+, positive, et non

nulle.
Donc son intégrale, qui est f (x) − f (y) est positive et non nulle, donc strictement positive.
Ainsi, f (x) > f (y) : f est strictement décroissante sur R∗+.

3.a. Pour tout x ∈ R∗+ et tout t ∈ R+, on a

0 6
t

1 + xet
6

t

xet
=
1
x
te−t .

Et donc par croissance de l’intégrale,

0 6 f (x) 6 1
x

∫ +∞

0
te−t dt 6

1
x
Γ(2) = 1

x
.

Et donc par le théorème des gendarmes, lim
x→+∞ f (x) = 0.

On a alors

|x f (x) − 1| =
�����

∫ +∞

0

xt

1 + xet
dt −

∫ +∞

0
te−t dt

�����

=
�����

∫ +∞

0
t
x − e−t − x
1 + xet

dt
�����

=
�����

∫ +∞

0

−te−t
1 + xet

dt
�����

6

∫ +∞

0

te−t

1 + xet
dt

C’est l’inégalité triangulaire
qui nous permet d’a�rmer
ceci, mais puisque la fonction
intégrée est toujours néga-
tive, l’intégrale est négative,
et donc sa valeur absolue
est égale à son opposée. On
pourrait donc a�rmer qu’il
y a égalité, et non juste une
inégalité.

Remarque

6
1
x

∫ +∞

0
te−2t dt .

Et donc en particulier2
2 L’intégrale qui apparaît
dans la majoration ci-dessus
est une constante, qui ne
dépend pas de x . Il s’agit
alors juste d’appliquer le
théorème des gendarmes.

, lorsque x → +∞, x f (x) − 1 −→
x→+∞ 0.

Soit encore x f (x) −→
x→+∞ 1, de sorte que f (x) ∼

x→+∞
1
x
.

3.b. Comme nous savons que f est décroissante, par le théorème de la limite monotone, soit
elle admet une limite finie ` en 0, soit lim

x→0+
f (x) = +∞.

Attention au fait qu’on est
ici en 0, et donc à la borne
de gauche de l’intervalle de
définition de f .
Si elle n’admet pas de limite
finie, elle tend vers +∞ (alors
que si on s’intéressait à la
limite en +∞, elle serait soit
finie, soit égale à −∞).
En cas de doute, dessinez
au brouillon une fonction
décroissante qui n’admet pas
de limite finie en 0 !

Limite monotone
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Supposons donc que lim
x→0+

f (x) = `, avec ` ∈ R.
Puisque la fonction intégrée est positive, pour tout A > 0, on a

f (x) =
∫ +∞

0

t

1 + xet
dt >

∫ A

0

t

1 + xet
dt .

Mais pour t ∈ [0,A], et 6 eA et donc

t

1 + xeA
6

t

1 + xet
.

Par croissance de l’intégrale, on en déduit que∫ A

0

t

1 + xet
dt >

∫ A

0

t

1 + xeA
dt =

A2

2
1

1 + xeA
.

Nous venons donc de prouver que pour tout x ∈ R∗+ et tout A ∈ R+, f (x) >
A2

2(1 + xeA) .

Et donc en faisant tendre x vers 0, il vient ` >
A2

2
.

Or cette inégalité ne peut pas être vérifiée pour tout A > 0, puisque
A2

2
−→

A→+∞
+∞.

C’est donc que notre hypothèse de départ est fausse : f n’admet pas de limite finie en 0 et
donc lim

x→0+
f (x) = +∞.

4.a. La fonction t 7→ xet est C1 et strictement croissante sur R+, donc le changement de
variable est bien légitime.

Posons alors u = xet , de sorte que t = ln
(u
x

)
= ln(u) − ln(x) et donc dt = du

u
.

On a donc

f (x) =
∫ +∞

0

t

1 + xet
dt

=

∫ +∞

x

ln(u) − ln(x)
1 + u

du

u

La convergence de cette se-
conde intégrale est garantie
par le théorème de change-
ment de variable puisque
l’intégrale de départ, f (x ), est
convergente.

Convergence

=

∫ +∞

x

�
ln(u) − ln(x)� 1

u(1 + u) du

=

∫ +∞

x

lnu
u(1 + u) du − ln(x)

∫ +∞

x

(
1
u
− 1
1 + u

)
du 1

u(1 + u) =
1
u
− 1
1 + u

.

Astuce

.

Or, pour A > x , on a∫ A

x

(
1
u
− 1
1 + u

)
du =

�
ln(u) − ln(1 + u)�Ax = ln(A) − ln(1 +A) + ln(x) − ln(1 + x)

= ln

*......
,

A

1 +A︸︷︷︸
−→

A→+∞
1

+//////
-

+ ln(x) − ln(1 + x) −→
A→+∞

ln(x) − ln(1 + x).

Et donc on a bien prouvé que

f (x) = ln(x) �
ln(x) − ln(1 + x)� +

∫ +∞

x

ln(u)
u(1 + u) du .

Disons tout de même deux
mots de la convergence de
cette dernière intégrale : au
voisinage de +∞,

lnu
u(1 + u) ∼

lnu
u2 = o

(
1

u3/2

)
.

Convergence

4.b. Notons que
∫ +∞

x

lnu
u(1 + u) du =

∫ +∞

1

lnu
u(1 + u) du −

∫ x

1

lnu
u(1 + u) du.

Or, par le théorème fondamental de l’analyse, x 7→
∫ x

1

lnu
u(1 + u) du est C1 sur R∗+, de

dérivée égale à x 7→ ln(x)
x(1 + x) .

Et donc x 7→
∫ +∞

x

lnu
u(1 + u) du est également C1, de dérivée égale à x 7→ − ln(x)

x(1 + x) .
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On en déduit que f est dérivable sur R∗+ car somme et produit de fonctions dérivables sur
R∗+, avec

f ′(x) = 1
x

�
ln(x) − ln(1 + x)� + ln(x)

(
1
x
− 1
1 + x

)
− ln(x)
x(1 + x)

=
1
x
ln

( x

1 + x

)
.

Or, pour x > 0,
x

1 + x
< 1, de sorte que ln

( x

1 + x

)
< 0, et donc f ′(x) < 0.

On retrouve alors que f est strictement décroissante sur R∗+.

�

2.5 FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

EXERCICE 2.30 (HEC 2011) [HEC11.63] Difficile
Étude du caractère C1 d’une fonction définie sur R2.

Soit f une fonction de R dans R, de classe C1. On définit la fonction д de R2 dans R par :

∀(x ,y) ∈ R2, д(x ,y) =



1
y − x

∫ y

x
f (t)dt si x , y

f (x) si x = y

1. Exemple. Dans cette question seulement, on suppose que f est définie par : ∀x ∈ R, f (x) = x2.
Déterminer la fonction д correspondante et montrer que д admet un minium global sur R2.

2. Soit D = {(x ,y) ∈ R2 : x , y}. Montrer que д est de classe C1 sur D et calculer ses dérivées partielles sur D.
3. Soit a ∈ R. Montrer que д admet des dérivées partielles du premier ordre en (a,a) et les exprimer en fonction

de f ′(a), où f ′ désigne la dérivée de f .
4. Soit a ∈ R et (x ,y) ∈ D.

(a) Montrer que : ∂1д(x ,y) − ∂1д(a,a) = 1
(y − x)2

∫ y

x
(y − t) (f ′(t) − f ′(a)) dt .

(b) En déduire que : |∂1д(x ,y) − ∂1д(a,a)| 6 1
2
sup {|f ′(t) − f ′(a)|, t ∈ S}, où S désigne le segment d’extré-

mités x et y.
5. Déduire des questions précédentes que д est de classe C1 sur R2.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.30
1. Pour x , y, on a alors

д(x ,y) = 1
y − x

∫ y

x
t2 dt =

1
y − x

[
t3

3

]y

x
=
1
3
y3 − x3
y − x =

1
3

(
x2 + xy + y2

)
.

Pour tout n, on a

an − bn = (a − b)×

*.
,

n−1∑
k=0

an−1−kbk +/
-
.

Rappel

Pour x = y, on a д(x ,y) = x2 =
1
3

�
x2 + xy + y2

�
et donc

∀(x ,y) ∈ R2, д(x ,y) = 1
3

(
x2 + xy + y2

)
=
1
6

(
(x + y)2 + x2 + y2

)
.

Il est alors évident que д(x ,y) > 0, car somme de carrés, et д(x ,y) = 0 si et seulement si




x + y = 0
x = 0
y = 0

⇔ (x ,y) = (0, 0).

Donc д admet un minimum global, égal à 0, et atteint uniquement en (0, 0).

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY

http://www.ecs2-fauriel.fr


138 CHAPITRE 2 : ANALYSE

2. Notons F une primitive de f . Alors F est de classe C1 sur R et

∀(x ,y) ∈ D, д(x ,y) = 1
y − x (F (y) − F (x)) .

Or, les fonctions (x ,y) 7→ x et (x ,y) 7→ y sont C1 sur D, et donc par composition avec F ,
(x ,y) 7→ F (x) et (x ,y) 7→ F (y) sont deux fonctions C1 sur D.
Et alors, par somme de fonctions C1, (x ,y) 7→ F (y) − F (x) est de classe C1 sur D.
Enfin, (x ,y) 7→ y − x est polynomiale et donc C1 sur D, et ne s’y annule pas, de sorte que

le quotient (x ,y) 7→ F (y) − F (x)
y − x est de classe C1 sur D.

On a alors
∂1д(x ,y) =

−f (x)(y − x) + (F (y) − F (x))
(y − x)2 =

д(x ,y) − f (x)
y − x .

En notant que д(x ,y) = F (y) − F (x)
x − y , on constate que x et y jouent des rôles symétriques,

et donc le même calcul nous donnerait ∂2д(x ,y) =
д(x ,y) − f (y)

y − x .

3. Sous réserve d’existence de la limite, on a

∂1д(a,a) = lim
h→0

д(a + h,a) − д(a,a)
h

= lim
h→0

1
h

(
1
h

∫ a+h

a
f (t)dt − f (a)

) C’est la définition de la déri-
vée partielle : c’est la dérivée
(si elle existe) en a de la fonc-
tion t 7→ д(t, a).

Détails

= lim
h→0

1
h

(
F (a + h) − F (a)

h
− f (a)

)
.

Mais F étant C1, par la formule de Taylor-Young, on a

F (a + h) = F (a) + hF ′(a) + h2

2
F ′′(a) + o

h→0
(h2).

Soit encore
F (a + h) − F (a)

h
− f (a) = h

2
f ′(a) + o

h→0
(h).

Et alors,

д(a + h,a) − д(a,a)
h

=
1
h

(
F (a + h) − F (a)

h
− f (a)

)
=
1
2
f ′(a) + o

h→0
(1) −→

h→0

1
2
f ′(a).

On en déduit que ∂1д(a,a) existe et vaut
1
2
f ′(a).

De la même manière, on a

∂2д(a,a) = lim
h→0

д(a,a + h) − д(a,a)
h

= lim
h→0

1
h

(
1
h

∫ a+h

a
f (t)dt − f (a)

)
=
1
2
f ′(a).

4.4.a. On a

∂1д(x ,y)−∂1д(a,a) = д(x ,y) − f (x)
y − x −1

2
f ′(a) = 1

(y − x)2
(∫ y

x
f (t)dt − (y − x)f (x) − (y − x)2

2
f ′(a)

)
.

Or, une intégration par parties sur l’intégrale fournie par l’énoncé nous donne∫ y

x
(y − t)(f ′(t) − f ′(a))dt = [(y − t) (f (t) − f ′(a)t)]yx +

∫ y

x
(f (t) − f ′(a)t)dt

= −(y − x)(f (x) − f ′(a)x) +
∫ y

x
f (t)dt − f ′(a)

∫ y

x
t dt

= −(y − x)(f (x) − f ′(a)x) +
∫ y

x
f (t)dt − y

2 − x2
2

f ′(a)

=

∫ y

x
f (t)dt − (y − x)f (x) − f ′(a)(y − x)

(y + x
2
− x

)
y2 − x2 = (y − x )(y + x ).

Factorisation

=

∫ y

x
f (t)dt − (y − x)f (x) − f ′(a) (y − x)

2

2
.
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Et donc, après division par (y − x)2 , 0, on obtient bien

1
(y − x)2

∫ y

x
(y − t) (f ′(t) − f ′(a)) dt = 1

(y − x)2
(∫ y

x
f (t)dt − (y − x)f (x) − (y − x)2

2
f ′(a)

)
= ∂1д(x ,y) − ∂1д(a,a).

4.b. Notons que f ′ étant de classe C1 sur le segment S d’extrémités x et y, elle y est bornée et
atteint ses bornes, donc

L’énoncé note S le segment
d’extrémités x et y, et non
[x, y], car si y < x , alors
S = [y, x ].

Notation

max{|f ′(t) − f ′(a)|, t ∈ S} existe bien.
Notons M ce maximum. Alors pour t ∈ S , on a

|y − t | 6 |y − x | et |f ′(t) − f ′(a)| 6 M .

Et donc pour x < y,

�����

∫ y

x
(y − t)(f ′(t) − f ′(a))dt

�����
6

∫ y

x
|y − t | · |f ′(t) − f ′(a)|dt

C’est ici que l’hypothèse
x < y est importante :
pour appliquer l’inégalité
triangulaire, il faut que les
bornes soient «dans le bon
sens».

Sens des bornes

6

∫ y

x
M |y − t |︸︷︷︸
=y−t

dt

6 M

[
− (y − t)

2

2

]y

x

6 M
(y − x)2

2
.

Si y < x , alors il faut changer le sens des bornes de l’intégrale dans l’inégalité triangulaire

�����

∫ y

x
(y − t)(f ′(t) − f ′(a))dt

�����
6

∫ y

x
|y − t | · |f ′(t) − f ′(a)|dt

6

∫ x

y
M |y − t |︸︷︷︸
=t−y

dt

6 M

[ (t − y)2
2

]x

y

6 M
(y − x)2

2
.

5. Puisque nous savons déjà que ∂1д et ∂2д sont définies sur R2 tout entier, et continues sur
D, il s’agit de prouver qu’elles sont continues en (a,a), pour tout a ∈ R.
Il su�t donc de prouver que ∂1д et ∂2д sont continues en tout point de

R2 \ D = {(a,a), a ∈ R2}.

Nous allons le faire pour ∂1д, les mêmes types de calcul pourraient s’appliquer pour ∂2д en
raison de la symétrie jouée par les rôles de x et y.
Soit donc a ∈ R, et soit ε > 0. Il s’agit de prouver que

∃η > 0 : ∀(x ,y) ∈ R2, ‖(x ,y) − (a,a)‖ 6 η ⇒ |∂1д(x ,y) − ∂1д(a,a)| 6 ε .
Si (x, y) est su�samment
proche de (a, a), alors
∂1д(x, y) est su�samment
proche de ∂1д(a, a).

Autrement dit

Puisque f ′ est continue en a, il existe η > 0 tel que pour x ∈ [a−η,a+η], |f ′(x)− f ′(a)| 6 2ε .
Et alors, pour (x ,y) ∈ [a − η,a + η]2 ∩ D, par la question précédente, on a

|∂1д(x ,y) − ∂1д(a,a)| 6 1
2
sup {|f ′(t) − f ′(a)|, t ∈ [a − η,a + η]} 6 1

2
2ε 6 ε .

D’autre part, si b est un réel tel que |b − a| 6 η, alors |f ′(b) − f ′(a)| 6 2ε, et donc

|∂1д(b,b) − ∂1д(a,a)| = 1
2
|f ′(b) − f ′(a)| 6 ε .

Soit donc (x ,y) ∈ R2 tel que ‖(x ,y) − (a,a)‖ 6 η.
Alors ‖(x ,y) − (a,a)‖2 6 η2 ⇔ (x − a)2 + (y − a)2 6 η2.
En particulier, (x − a)2 6 η2 et donc|x − a| 6 η. De même, on a |y − a| 6 η.
Et donc d’après ce qui précède :
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•soit (x ,y) ∈ D, et alors |∂1д(x ,y) − ∂1д(a,a)| 6 ε
•soit (x ,y) est de la forme (b,b), avec |b − a| 6 ε, et alors on a également

|∂1д(x ,y) − ∂1д(a,a)| 6 ε .

Autrement dit, nous avons bien prouvé que pour tout (x ,y) ∈ R2,

‖(x ,y) − (a,a)‖ 6 η ⇒ |∂1д(x ,y) − ∂1д(a,a)| 6 ε .
Et donc ∂1д est continue en (a,a). Ceci étant vrai pour tout a ∈ R, ∂1д est continue sur R2.
On prouve de même que ∂2д est continue sur R2, de sorte que д est une fonction de classe
C1 sur R2.

�

L’exercice suivant, bien que calculatoire, n’est pas si di�cile... à condition d’être à l’aise avec les notions de dérivées
directionnelles, notion délicate s’il en est !
Rappelons brièvement de quoi il s’agit : si f est une fonction disons C2, si x ,h ∈ Rn , alors nous pouvons considérer la
fonction д d’une seule variable définie par д : t 7→ f (x + th).
Alors д est de classe C2 (ou C1 si f est seulement C1) et ses deux première dérivées sont données par

д′(t) = 〈∇f (x + th),h〉 et д′′(t) = 1
2
qx+th(h)

ou qx+th désigne la forme quadratique associée à la hessienne ∇2 f (x + th) de f en x + th.

EXERCICE 2.31 (HEC 2016) [HEC16.179] Difficile
Équation des ondes en dimension 1

1. Soient a et b deux application de R dans R, de classe C∞ sur R.
Soit f l’application de R2 dans R telle que, pour tout (x ,y) ∈ R2,

f (x ,y) = 1
2

[
a(x + y) + a(x − y) +

∫ x+y

x−y
b(s)ds

]
.

Justifier que f est de classe C2 sur R2 et montrer que ∂21,1(f ) − ∂22,2(f ) est l’application nulle.
Pour x ∈ R, préciser les valeurs de f (x , 0) et de ∂2(f )(x , 0).

2. Dans cette question, f désigne une application de R2 dans R qui est de classe C2 sur R2.
(a) Montrer qu’il existe une unique application д de R2 dans R telle que pour tout (x ,y) ∈ R2,

f (x ,y) = д(x + y,x − y).

Dans la suite, on admettra que l’application д ainsi définie est de classe C2 sur R2.
(b) Si д désigne l’application définie au a), montrer que pour tout (x ,y) ∈ R2,

∂21,1(f )(x ,y) − ∂22,2(f )(x ,y) = 4∂21,2(д)(x + y,x − y).

(c) En déduire que si ∂21,1(f )−∂22,2(f ) est l’application nulle et que pour tout x ∈ R, f (x , 0) = ∂2(f )(x , 0) = 0,
alors f est l’application nulle.

3. (a) Montrer qu’il existe une unique application f de R2 dans R qui est de classe C2 sur R2 telle que
∂21,1(f ) − ∂22,2(f ) soit l’application nulle et que pour tout x ∈ R, f (x , 0) = x2 et ∂2(f )(x , 0) = x , et
déterminer cette application.

(b) Étudier les extremums de f .

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.31
1. Notons B une primitive de b, qui sera nécessairement de classe C∞. Alors

f (x ,y) = 1
2
[a(x + y) + a(x − y) + B(x + y) − B(x − y)] .
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Les fonctions (x ,y) 7→ x + y et (x ,y) 7→ x − y étant polynomiales sur R2, elles y sont de
classe C2, et donc par somme de composées de fonctions C2, f est également C2 sur R2.
On a alors

∂1(f )(x ,y) =
1
2
[a′(x + y) + a′(x − y) + b(x + y) − b(x − y)]

∂2(f )(x ,y) =
1
2
[a′(x + y) − a′(x − y) + b(x + y) + b(x − y)] .

Et donc

∂21,1(f )(x ,y) =
1
2
[a′′(x + y) + a′′(x − y) + b ′(x + y) − b ′(x − y)] ,

∂22,2(f )(x ,y) =
1
2
[a′′(x + y) + a′′(x − y) + b ′(x + y) − b ′(x − y)] .

Et puisque ∂21,1(f )(x ,y) = ∂22,2(f )(x ,y), alors leur di�érence est nulle.
Notons qu’on a f (x , 0) = a(x) et ∂2(f )(x , 0) = b(x).

2.a. L’application h : R2 → R2, (x ,y) 7→ (x + y,x − y) est un endomorphisme de R2.

Sa matrice dans la base canonique est A =
(
1 1
1 −1

)
, dont le déterminant est non nul, donc

h est un isomorphisme1 1 Et en particulier, h est une
bijection.

de R2.
Et alors, on a f (x ,y) = д(x +y,x −y) = (д ◦ h)(x ,y) pour tout (x ,y) ∈ R2 si et seulement si

f = д ◦ h ⇔ f ◦ h−1 = д.
Ainsi, д = f ◦ h−1 est l’unique application de R2 dans R vérifiant la condition demandée.

Notons au passage que A−1 =
1
2

(
1 1
1 −1

)
, de sorte que

h−1(x, y) =
( x + y

2
,
x − y
2

)
.

Et donc on a ∀(x, y) ∈ R2,

д(x, y) = f
( x + y

2
,
x − y
2

)
.

Remarque

2.b. Soit (x ,y) ∈ R2. Par définition, ∂1 f (x ,y) est la dérivée en t = x de t 7→ f (t ,y).
Or, f (t ,y) = д ((y,−y) + t(1, 1)).
Un résultat du cours nous assure alors que cette dérivée vaut

∂1(f )(x ,y) = 〈∇д ((y,−y) + x(1, 1)) , (1, 1)〉 = ∂1(д)(x + y,x − y) + ∂2(д)(x + y,x − y).
Le même raisonnement, appliqué aux fonctions ∂1(д)(x + y,x − y) et ∂2(д)(x + y,x − y)
peut s’appliquer pour re-dériver par rapport à x :

∂21,1(f )(x ,y) = ∂21,1(д)(x+y,x−y)+∂22,1(д)(x+y,x−y)+∂21,2(д)(x+y,x−y)+∂22,2(д)(x+y,x−y).
De même, puisque f (x ,y) = д((x ,x) + y(1,−1)), on a

∂2(f )(x ,y) = 〈∇д ((x ,x) + y(1,−1)) , (1, 1)〉 = ∂1(д)(x + y,x − y) − ∂2(д)(x + y,x − y).
Et alors

∂22,2(f )(x ,y) = ∂21,1(д)(x+y,x−y)−∂21,2(д)(x+y,x−y)−∂22,1(д)(x+y,x−y)+∂22,2(д)(x+y,x−y).

Puisque д est C2, par le théorème de Schwarz, ∂21,2(д) = ∂22,1(д) et donc

∂21,1(f )(x ,y) − ∂22,2(f )(x ,y) = 4∂21,2(д)(x + y,x − y).

2.c. Si ∂21,1(f ) − ∂22,2(f ) est l’application nulle, alors, par la question précédente,

∀(x ,y) ∈ R2, ∂21,2(д)(x + y,x − y) = 0.

Et puisque (x ,y) 7→ (x + y,x − y) est une bijection de R2 sur lui-même, cela signifie que
∂21,2(д) est nulle.
Ainsi, pour tout y ∈ R, x 7→ ∂2(д)(x ,y) est une application constante2 2C’est-à-dire qui ne dépend

pas de x , mais peut tout à fait
dépendre de y .

.
Notons u(y) sa valeur, de sorte que pour tout (x ,y) ∈ R2, ∂2(д)(x ,y) = u(y).
La fonction u est alors de classe C1 sur R, car ∂2(д) est de classe C1, et que

u(y) = ∂2(д)(0,y) = ∂2д((0, 0) + y(0, 1)).

Si U est une primitive3 3Qui est alors de classe C2.de u, alors pour tout x ∈ R, les fonctions y 7→ д(x ,y) et U ont
mêmes dérivées, donc elles di�èrent d’une constante4 4Qui peut dépendre de x .: il existe v(x) ∈ R tel que

∀(x ,y) ∈ R2, д(x ,y) = U (y) +v(x).
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La fonction v est alors de classe C2 car

v(t) = д(t , 0) −U (0) = д((0, 0) + t(1, 0)) −U (0).

On a alors f (x , 0) = д(x ,x) = U (x) +v(x) et ∂2 f (x , 0) = ∂1(д)(x ,x) − ∂2д(x ,x).
Mais ∂1(д)(x ,y) = v ′(x) et ∂2(д)(x ,y) = U ′(y) = u(y) et donc

∂2(f )(x , 0) = v ′(x) − u(x).
Ainsi, si f (x , 0) = 0, il vient, pour tout x ∈ R, U (x) +v(x) = 0 et donc u(x) +v ′(x) = 0.
De même, si ∂2 f (x , 0) = 0, alors pour tout x ∈ R, u(x) −v ′(x) = 0.

Et donc



u(x) +v ′(x) = 0
u(x) −v ′(x) = 0

⇔ u(x) = v ′(x) = 0.

On en déduit que U et v sont constantes : il existe λ, µ ∈ R telles que ∀x ∈ R,U (x) = λ et
v(x) = µ.
Et puisque f (x , 0) = U (x) +v(x) = 0, on en déduit que λ + µ = 0 et donc

∀(x ,y) ∈ R, f (x ,y) = U (y) +v(x) = λ + µ = 0.

3.a. D’après la première question, en posant a(t) = t2 et b(t) = t , qui sont bien de classe C∞,
alors la fonction

f : (x ,y) 7→ 1
2

[
a(x + y) + a(x − y) +

∫ x+y

x−y
b(t)dt

]

vérifie bien les conditions requises.
Notons qu’on a alors

f (x ,y) = 1
2

[
(x + y)2 + (x − y)2 +

∫ x+y

x−y
t dt

]

=
1
2

[
2x2 + 2y2 +

1
2

[
(x + y)2 − (x − y)2

] ]

= x2 + xy + y2.

Il existe donc bien une fonction f vérifiant les conditions demandées.

Passons à l’unicité, et supposons qu’il existe une autre application f1 vérifiant ces mêmes
conditions, et soit alors h = f − f1.
La fonction h est alors C2 sur R2, et vérifie

∂21,1(h) − ∂22,2(h) = ∂21,1(f ) − ∂21,1(f1) −
(
∂22,2(f ) − ∂22,2(f1)

)
=

(
∂21,1(f ) − ∂22,2(f )

)
−

(
∂21,1(f1) − ∂22,2(f1)

)
= 0.

De plus, pour x ∈ R, on a

h(x , 0) = f (x , 0)− f1(x , 0) = x2−x2 = 0 et ∂2(h)(x , 0) = ∂2(f )(x , 0)−∂2(f1)(x , 0) = x−x = 0.

D’après la question 2.c, h est donc la fonction nulle, de sorte que f = f1.
Ceci prouve bien l’unicité de f , et donc il existe une et une seule fonction f vérifiant les
conditions requises, et il s’agit de f (x ,y) = x2 + xy + y2.

3.b. Notons que f (x ,y) = 1
2

�(x + y)2 + x2 + y2�
, et donc f (x ,y) > 0, avec égalité si et seulement

si x = y = 0.
Et donc f possède un minimum5 5Global.en (0, 0), et ce minimum vaut 0.
D’autre part, lim

x→+∞ f (x , 0) = lim
x→+∞x

2 = +∞, et donc f ne possède pas de maximum.
�

2.5.1 Fonctions convexes
Il existe également une notion de convexité pour les fonctions de plusieurs variables, semblable à celle que l’on connaît
pour les fonctions d’une variable.
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EXERCICE 2.32 (ESCP 2001) [ESCP01.1.20] Facile
Fonctions convexes sur Rn

Soit n ∈ N tel que n > 2. L’espace vectoriel Rn est muni de sa structure euclidienne canonique, le produit scalaire
étant noté 〈·, ·〉 et la norme associée ‖ · ‖.
Soit f une application de classe C1 définie sur Rn , à valeurs dans R, convexe, c’est-à-dire vérifiant pour tout
(x ,y) ∈ (Rn)2 et pour tout réel λ ∈ [0, 1] :

f ((1 − λ)x + λy) 6 (1 − λ)f (x) + λf (y).

Pour tout (h,x) ∈ (Rn)2 fixé, on définit la fonction φh,x de la variable réelle t par :

φh,x (t) = f (x + th).

1. (a) Montrer que φh,x est une fonction convexe de R dans R.
(b) En déduire que φ ′h,x (0) 6 φh,x (1) − φh,x (0).

2. Montrer que pour tout (x ,y) ∈ (Rn)2, on a

〈∇f (x),y − x〉 6 f (y) − f (x).

En déduire que si x est un point critique de f , alors f possède un minimum, atteint en x .
3. On suppose dans cette question que f (0) = 0 et que ∇f (0) = 0. On suppose également que f est strictement

convexe, c’est-à-dire qu’elle vérifie pour tout (x ,y) ∈ (Rn)2, tels que x , y, pour tout réel λ ∈]0, 1[ :

f ((1 − λ)x + λy) < (1 − λ)f (x) + λf (y).

(a) Montrer que pour tout x ∈ Rn , f (0) 6 f (x), puis que si x , 0, alors f (x) , 0.
(b) Montrer que inf

x ∈Rn,‖x‖=1
f (x) existe. On note α cette valeur. Montrer que α > 0.

(c) Montrer que pour tout ‖x‖ > 1, ‖f (x)‖ > α‖x‖. En déduire la valeur de lim
‖x‖→+∞

f (x).

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.32
1.a. Il s’agit de revenir à la définition : soient t1, t2 ∈ R et λ ∈ [0, 1]. Alors

φh,x (λt1 + (1 − λ)t2) = f (x + (λt1 + (1 − λ)t2)h)
= f (λ(x + t1h) + (1 − λ)(x + t2h))
6 λf (x + t1h) + (1 − λx)f (x + t2h) = λφx,h(t1) + (1 − λ)φx,h(t2).

Donc φx,h est convexe.
1.b. φh,x étant convexe, ses cordes sont au dessus de ses tangentes.

En particulier, la tangente en 0 est la droite d’équation y = φ ′h,x (0)t + φh,x (0).
Donc pour t = 1, on a φh,x (1) > φ ′h,x (0) + φh,x (0) soit encore

φ ′h,x (0) 6 φh,x (1) − φh,x (0).

2. On sait que φ ′h,x (0) = 〈∇f (x),h〉. En particulier, si on prend h = y − x , alors il vient

〈∇f (x),y − x〉 6 φh,x (0) − φh,x (1) = f (x) − f (x + (y − x)) = f (x) − f (y).

En particulier, si x est un point critique de f , ∇f (x) = 0 et donc pour tout y ∈ Rn ,
0 6 f (y) − f (x)⇔ f (x) 6 f (y).
f possède alors un minimum en x .

3.a. Pour x = 0, la relation précédente donne ∀y ∈ Rn , 0 6 f (y). S’il existait un x , 0 tel que
f (x) = 0, alors il viendrait

f

(
1
2
× 0 + 1

2
x

)
<

1
2
f (0) + 1

2
f (x) 6 0.

Ceci est contradictoire avec f (y) > 0,∀y ∈ Rn .

Pour une fonction stricte-
ment convexe, le minimum,
s’il existe, ne peut être atteint
qu’en un unique point.

Plus généralement
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�

Pour les fonctions d’une variable deux fois dérivables, il est classique que les fonctions convexes sont celles dont la dérivée
seconde est positive.
Ceci possède une généralisation simple pour les fonctions de plusieurs variables : les fonctions convexes sont celles qui, en
tout point, possèdent une hessienne dont toutes les valeurs propres sont positives.
Il n’est pas trop dur (à l’aide de la formule de Taylor) de se convaincre que cela revient à demander à ce que f soit convexe
dans toutes les directions, c’est-à-dire que l’intersection du graphe de f par n’importe quel plan vertical soit le graphe
d’une fonction convexe (voir les dessins à la fin de l’exercice ci-dessous).

EXERCICE 2.33 (HEC 2018) [HEC18.268] Moyen
Risque quadratique minimal d’une combinaison linéaire de variables i.i.d.

Soient X1, . . . ,Xn des variables aléatoires mutuellement indépendantes, de même loi, admettant chacune une
espérance et un écart-type notés respectivement µ et σ , 0.

Pour tout (x1, . . . ,xn) ∈ Rn , on note : f (x1, . . . ,xn) = E *.
,

*
,

n∑
i=1

xiXi − µ+
-

2
+/
-
.

1. (a) Justifier l’égalité : f (x1, . . . ,xn) = σ 2
n∑
i=1

x2i + µ
2 *

,

n∑
i=1

xi − 1+
-

2

.

(b) Justifier, pour tout (x1, . . . ,xn) ∈ Rn , l’inégalité : *
,

n∑
i=1

xi+
-

2

6 n
n∑
i=1

x2i .

(c) En déduire le minimum de f sur l’ensemble H = {(x1, . . . ,xn) ∈ Rn : x1 + · · · + xn = 1}.
2. (a) Justifier que f est de classe C2 sur Rn et trouver son unique point critique a.

(b) Justifier que pour tout h = (h1, . . . ,hn) ∈ Rn : f (a + h) = f (a) +

2
∫ 1

0
(1 − t) *.

,
µ2

n∑
i=1

n∑
j=1

hihj + σ
2

n∑
i=1

h2i
+/
-
dt .

(c) En déduire que f admet un minimum global en a.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.33
1.a. On a

*
,

n∑
i=1

xiXi − µ+
-

2

= *
,

n∑
i=1

xiXi+
-

2

− 2µ
n∑
i=1

xiXi + µ
2.

Et donc, par linéarité de l’espérance,

f (x1, . . . ,xn) = E *.
,

*
,

n∑
i=1

xiXi+
-

2
+/
-
− 2µ

n∑
i=1

xiE(Xi ) + µ2 = E *.
,

*
,

n∑
i=1

xiXi+
-

2
+/
-
− 2µ2

n∑
i=1

xi + µ
2.

Afin de calculer le moment d’ordre 2 de
n∑
i=1

xiXi , utilisons la formule de Huygens :

E *.
,

*
,

n∑
i=1

xiXi+
-

2
+/
-
= V *

,

n∑
i=1

xiXi+
-
+ E *

,

n∑
i=1

xiXi+
-

2

.

Puisque les Xi sont indépendantes, on a

V *
,

n∑
i=1

xiXi+
-
=

n∑
i=1

x2i V (Xi ) = σ 2
n∑
i=1

x2i .

Et donc E *.
,

*
,

n∑
i=1

xiXi+
-

2
+/
-
= σ 2

n∑
i=1

x2i + µ
2 *

,

n∑
i=1

xi+
-

2

.
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Au final, on a

f (x1, . . . ,xn) = σ 2
n∑
i=1

x2i + µ
2 *.

,
*
,

n∑
i=1

xi+
-

2

− 2
n∑
i=1

xi + 1+/
-

= σ 2
n∑
i=1

x2i + µ
2 *

,

n∑
i=1

xi − 1+
-

2

.

1.b. Il s’agit de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, appliquée au produit scalaire canonique de Rn ,
et aux vecteurs x = (x1, . . . ,xn) et y = (1, . . . , 1) :

〈x ,y〉2 6 ‖x‖2 · ‖y‖2 ⇔ *
,

n∑
i=1

xi+
-

2

6 *
,

n∑
i=1

x2i
+
-

*
,

n∑
i=1

12+
-︸   ︷︷   ︸

=n

.

1.c. Si (x1, . . . ,xn) ∈ H, alors on a

f (x1, . . . ,xn) = σ 2 *
,

n∑
i=1

xi+
-

2

+ µ2 *
,

n∑
i=1

xi − 1+
-

2

= σ 2 *
,

n∑
i=1

xi+
-

2

.

Et donc d’après la question précédente, f (x1, . . . ,xn) >
σ 2

n
*
,

n∑
i=1

xi+
-

2

=
σ 2

n
.

À ce stade on a juste prouvé
que σ 2

n est un minorant de f
sur H, pas qu’il s’agit d’une
valeur prise par f sur H.

B Attention !

Or, on a précisément

f

(
1
n
, . . . ,

1
n

)
= σ 2

n∑
i=1

1
n2
=
σ 2

n
.

Puisque
(
1
n
, . . . ,

1
n

)
∈ H,

σ 2

n
est bien le minimum de f sur H.

Remarque : bien que l’énoncé ne le demande pas, il est facile de constater que ce minimum est
atteint en exactement deux points de H. En e�et, il y a égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz
de la question précédente si et seulement si (1, . . . , 1) et (x1, . . . ,xn) sont colinéaires.
Or, il existe exactement deux vecteurs de H colinéaires à (1, . . . , 1) : il s’agit de

(
1
n
, . . . ,

1
n

)
et

son opposé.
2.a. L’expression obtenue à la question 1.a prouve que f est polynomiale, et donc de classe C2.

On a alors, pour j ∈ n1,no,

∂j f (x1, . . . ,xn) = 2σ 2x j + 2µ2 *
,

n∑
i=1

xi − 1+
-
.

Et donc en particulier, (x1, . . . ,xn) ∈ Rn est un point critique de f si et seulement si

∀j ∈ n1,no, σ 2x j = −µ2 *
,

n∑
i=1

xi − 1+
-
.

En particulier, on a doit avoir x1 = x2 = · · · = xn = − µ

σ 2
*
,

n∑
i=1

xi − 1+
-
.

Et donc
n∑
i=1

xi = nx1.

La première équation devient alors

σ 2x1 + µ
2 (nx1 − 1) = 0⇔ x1 =

µ2

σ 2 + nµ2
.

Et donc l’unique point critique de f est a =
(

µ2

σ 2 + nµ2
, . . . ,

µ2

σ 2 + nµ2

)
.
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2.b. Il s’agit d’appliquer la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre 1 à la fonction1 1D’une variable.
д : t 7→ f (a + th).
En e�et, nous savons que д est de classe C2, avec д′(t) = 〈∇f (a + th),h〉 et д′′(t) = qa+th(h),
où qa+th est la forme quadratique associée à la matrice symétrique ∇2 f (a + th).
On a donc

д(1) = д(0) + д′(0) × 1 +
∫ 1

0
(1 − t)д′′(t)dt .

Soit encore

f (a + h) = f (a) + 〈∇f (a),h〉︸      ︷︷      ︸
=0

+

∫ 1

0
(1 − t)qa+th(h)dt .

Il nous faut donc déterminer la matrice hessienne de f .
Pour i ∈ n1,no, on a

∂2i,i f (x1, . . . ,xn) = 2(σ 2 + µ2).

Et pour i , j, ∂2i, j f (x1, . . . ,xn) = 2µ2.
Autrement dit, la matrice hessienne de f est constante, égale à

A = 2

*......
,

σ 2 + µ2 µ2 . . . µ2

µ2 σ 2 + µ2 . . .
...

...
. . .

. . .
...

µ2 . . . µ2 µ2 + σ 2

+//////
-

.

Et donc quel que soit t ∈ [0, 1],

qa+th(h) =
�
h1 . . . hn

�
A

*...
,

h1
...
hn

+///
-

= 2
�
h1 . . . hn

� *...
,

(σ 2 + µ2)h1 + µ2
∑n

j=2 hj
...

µ2
∑n−1

j=1 hj + (µ2 + σ 2)hn

+///
-

= 2 *.
,
µ2

n∑
i=1

n∑
j=1

hihj + σ
2

n∑
i=1

h2i
+/
-
.

2.c. Quel que soit h ∈ Rn , on a

n∑
i=1

n∑
j=1

hihj =
n∑
i=1

hi
*.
,

n∑
j=1

hj
+/
-
= *

,

n∑
i=1

hi+
-

*.
,

n∑
j=1

hj
+/
-
= *

,

n∑
i=1

hi+
-

2

> 0.

Et donc µ2
n∑
i=1

n∑
j=1

hihj + σ
2

n∑
i=1

h2i > 0.

On en déduit, par positivité de l’intégrale que
∫ 1

0
(1−t) *.

,
µ2

n∑
i=1

n∑
j=1

hihj + σ
2

n∑
i=1

h2i
+/
-
dt > 0.

Et donc que f (a + h) > f (a), de sorte que f admet un minimum global en a.

Interprétation : bien que l’énoncé ne dise rien à ce sujet, vous avez sûrement reconnu que

f (x1, . . . ,xn) est le risque quadratique de l’estimateur
n∑
i=1

xiXi en tant qu’estimateur de µ .

Et donc nous venons de prouver que parmi tous les estimateurs de µ qui sont combinaisons linéaires
des Xi , il en existe un unique de risque quadratique minimal. De plus, nous savons qu’il est
convergent.
D’autre part, la contrainte x1 + · · · + xn = 1 de la question 1.c revient en réalité à s’intéresser aux
estimateurs sans biais de µ qui sont combinaisons linéaire de X1, . . . ,Xn .

n∑
i=1

xiXi est un estimateur

sans biais de µ si et seulement
si son espérance vaut µ , mais
par linéarité de l’espérance,
c’est le cas si et seulement si
n∑
i=1

xi = 1.

Sans biais

Nous avons donc prouvé que parmi ces estimateurs, il en existe deux qui sont de risque quadratique
minimal.

�
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FIGURE 2.10 – Le fait que les valeurs propres de la hessienne en tout point soient positives se traduit par le fait que quel
que soit le plan vertical par lequel on coupe le graphe de f , la fonction obtenue (ici д) est convexe.
On dit alors que f est une fonction convexe.

EXERCICE 2.34 (ESCP 2012) [ESCP12.1.13] Difficile
Méthode du gradient pour une fonction quadratique convexe.

Soit n un entier, tel que n > 2. On considère Rn muni de son produit scalaire canonique noté 〈., .〉, de la norme
associée notée ‖ · ‖, et A ∈Mn(R), symétrique réelle dont les valeurs propres sont toutes strictement positives. On
confond vecteur de Rn et matrice colonne canoniquement associée et on pose, pour tout X ∈ Rn ,Φ(X ) = tXAX .

1. Soit B un élément de Rn . Montrer que l’équation AX = B d’inconnue X ∈ Rn admet une unique solution
qu’on notera R.

2. Montrer qu’il existe deux réels α et β strictement positifs tels que pour tout X de Rn

α‖X ‖2 6 Φ(X ) 6 β‖X ‖2.

Dans la suite de l’exercice, on pose pour X ∈ Rn : F (X ) = Φ(X ) − 2 tBX .
3. (a) Déterminer le gradient ∇FX de F en X .

(b) Soient X et H deux éléments de Rn . Montrer que

F (X + H ) = F (X ) + 〈∇FX ,H 〉 + Φ(H ).

(c) En déduire que F possède un minimum sur Rn . En quel point est-il atteint ?
4. Soit X ∈ Rn fixé, X , 0. Déterminer α ∈ R de façon à ce que F (X − α∇FX ) soit minimal. Calculer ce

minimum.
5. Soit X0 ∈ Rn . On définit une suite (Xk )k ∈N de vecteurs de Rn par, pour tout k ∈ N : Xk+1 = Xk − αk∇FXk ,

où αk =
‖∇FXk ‖2
2Φ(∇FXk )

si Xk , R et 0 sinon.

(a) Montrer que la suite (F (Xk ))k ∈N converge.
(b) Exprimer F (Xk+1) − F (Xk ) en fonction de αk et de ∇FXk .

6. Une suite (Yk )k ∈N de vecteurs de Rn sera dite convergente vers un vecteur Z ∈ Rn si lim
k→+∞

‖Yk − Z‖ = 0, ce

qui revient à dire que les coordonnées de Yk convergent vers les coordonnées correspondantes de Z .
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(a) Montrer que la suite (∇FXk )k ∈N converge vers 0.
(b) En déduire la limite de la suite (Xk )k ∈N.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.34
1. Les valeurs propres de A sont toutes non nulles, donc A est inversible. Et par conséquent, il

existe un unique X ∈ Rn , X = A−1B tel que AX = B.
2. Notons λ1, . . . , λn les valeurs propres de A, comptées autant de fois que la dimension du

sous-espace propre associé.
Soit B = (e1, . . . , en) une base orthonormée de vecteurs propres de A.

Alors tout vecteur X de Rn s’écrit de manière unique X =
n∑
i=1

xiei .

On a alors Φ(X ) =
n∑
i=1

λix
2
i .

Soit alors α (resp. β) la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de A, de sorte que
pour tout i ∈ n1,no, α 6 λi 6 β . Alors

∀X ∈ Rn ,α
n∑
i=1

x2i 6 Φ(X ) 6 β
n∑
i=1

x2i ⇔ α‖X ‖2 6 Φ(X ) 6 β‖X ‖2.

3.a. La fonction F est de classe C1 car polynomiale. En e�et, on a

F (X ) =
n∑
i=1

n∑
j=1

ai, jxix j − 2
n∑
i=1

bixi =
n∑
i=1

ai,ix
2
i +

n∑
i=1

∑
j,i

ai, jxi −
n∑
i=1

bixi .

On a alors

∀k ∈ n1,no, ∂kF (X ) = 2ak,kxk + 2
∑
j,k

ak, jx j − 2bk = 2 *
,

n∑
i=1

ak,ixi − bk+
-
.

Autrement dit, en notant ∇FX le gradient de F en X , on a1 1On confond toujours vec-
teurs lignes et vecteurs co-
lonnes, de sorte que ∇FX
est ici vu comme un vecteur
colonne.

∇FX = 2(AX − B).
3.b. On a

F (X + H ) − F (X ) = t (X + H )A(X + H ) − 2tB(X + H ) − tXAX + 2tBX
= tHAX + tXAH + tHAH − 2tBH = 2tHAX + Φ(H ) − 2tBH .

Mais on a
〈∇FX ,H 〉 = tH∇FX = tH2(AX − B) = −2tHB + 2tHAX .

Et donc F (X + H ) = F (X ) + 〈∇FX ,H 〉 + Φ(H ).
3.c. Le gradient de F s’annule en X si et seulement si AX = B, c’est-à-dire uniquement en

X = R.
De plus, le résultat obtenu à la question précédente prouve que si X est un point critique,
alors

F (X + H ) − F (X ) = Φ(H ) > α‖X ‖2 > 0.

Et donc F admet un minimum global en tout point critique.
Et puisque R est le seul point critique, F atteint un minimum global en R.

4. D’après la question 3.b,

F (X − α∇FX ) = F (X ) − α〈∇FX ,∇FX 〉 + α2Φ(∇FX ).
Si X , R, alors ∇FX , 0 et cette fonction est un polynôme du second degré en α , de
coe�cient dominant Φ(∇FX ) > 0.

Si X = R, alors ∇FX = 0,
et donc le coe�cient en α 2

est nul, nous avons donc un
polynôme en α de degré 1.
En revanche, dès que X , R,
∇FX , 0, et donc d’après la
question 2, Φ(∇FX ) > 0.

Détails

Alors ce trinôme admet un unique minimum atteint2

2C’est le résultat classique
vu au lycée : une fonction
polynomiale de degré 2 de la
forme ax2 + bx + c admet
un unique extremum (dont la
nature dépend du signe de a),
atteint en − b

2a .

en α =
‖∇FX ‖2
2Φ(∇FX ) .

Ce minimum vaut alors F (X ) = ‖∇FX ‖4
4Φ(∇FX )2

.

Enfin, si X = R, alors α 7→ F (X − α∇FX ) est constante égale à F (X ).
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5.a. Montrons que la suite (F (Xk ))k ∈N est décroissante.
En e�et, d’après la question précédente, F (Xk+1) est leminimumdeдk : α 7→ F

�
Xk − α∇FXk

�
.

Ce minimum est alors inférieur ou égal à дk (0) = F (Xk ). Donc F (Xk+1) 6 F (Xk ).
Comme de plus la suite (F (Xk ))k ∈N est minorée par F (R), elle est convergente.

5.b. Il vient donc

F (Xk+1) − F (Xk ) = F (Xk − αk∇FXk ) − F (Xk )
= 〈−αk∇FXk ,∇FXk 〉 + Φ(αk∇FXk )
= −αk 〈∇FXk ,∇FXk 〉 + α2kΦ(∇FXk )

= − ‖∇FXk ‖2
2Φ(∇FXk )

‖∇FXk ‖2 +
‖∇FXk ‖4
4Φ(∇FXk )

= − ‖∇FXk ‖4
2Φ(∇FXk )

.

6.a. La suite (F (Xk ))k ∈N converge, donc lim
k→+∞

F (Xk+1) − F (Xk ) = 0, et donc

lim
k→+∞

− ‖∇FXk ‖4
2Φ(∇FXk )

= 0.

Or, en utilisant l’inégalité de la question 2, il vient

1
β
‖∇FXk ‖2 6

1
Φ(∇FXk )

6
1

α‖∇FXk ‖2

et donc
‖∇FXk ‖4
2Φ(∇FXk )

>
1
2β

‖∇FXk ‖2.

Par conséquent lim
k→+∞

‖∇FXk ‖ = 0. Donc la suite (∇FXk ) converge vers 0.

6.b. On en déduit que
lim

k→+∞
2(AX − B) = 0⇔ lim

k→+∞
AXk = B

et donc par multiplication par A−1,

On admet ici un résultat
relativement classique et
assez intuitif, qui est que
si Xk −→

k→+∞
X , alors on a

également A−1Xk −→
k→+∞

AX .

Remarque

lim
k→+∞

Xk = A−1B = R.

Quelques explications : nous venons donc de prouver que nous avons un algorithme qui permet
de déterminer le minimum de F : il su�t de partir de n’importe quel vecteur X0 ∈ Rn , et de
construire la suite (Xk ) comme décrit précédemment : elle converge alors automatiquement vers
l’unique minimum de F .
Notons que dans ce cas précis, nous avions déjà une expression de R, et donc l’utilisation de cet
algorithme n’était pas nécessaire.
En revanche, cette méthode, nommée méthode du gradient, se généralise à d’autres fonctions convexes.
Rappelons-nous que le gradient indique la direction de plus forte pente.
Et donc en nous déplaçant dans la direction de −∇FXk , nous nous dirigeons vers le minimum de F .
Il faut toutefois veiller à ne pas prendre αk trop grand, car alors on risque de «dépasser» le point
critique. �

2.5.2 Optimisation sous contraintes

EXERCICE 2.35 (ESCP 2015) [ESCP15.108] Moyen
Extremas d’une fonction sur la sphère unité.

Soit n ∈ N∗, et a1, . . . ,an des réels non tous nuls. On considère les fonctions f ,д et h définies sur Rn par

f (x1, . . . ,xn) =
n∏

k=1

x2k , д(x1, . . . ,xn) =
n∑

k=1

x2k et h(x1, . . . ,xn) =
n∑

k=1

akxk .
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1. (a) Justifier que f est de classe C1 sur Rn . Déterminer son gradient en tout point.
(b) Prouver que f admet un maximum sur la sphère unité S de Rn définie par

S =


(x1, . . . ,xn) ∈ R2 :

n∑
k=1

x2k = 1


.

(c) Déterminer le maximum de f sur S .

(d) En déduire que pour tout point u = (u1, . . . ,un) de Rn , on a
������

n∏
k=1

uk

������
6

( ‖u‖√
n

)n
où ‖ · ‖ désigne la norme

usuelle de Rn .
2. (a) Soit i ∈ n1,no tel que ai , 0. On pose

H = {(x1, . . . ,xn) ∈ Rn : h(x1, . . . ,xn) = 1} et B =
{
x ∈ Rn : ‖x‖ 6 1

|ai |

}
Prouver que l’ensemble B ∩ H est non vide, puis qu’il est fermé borné.

(b) Justifier que la fonction д admet un minimum sur B∩H . Prouver que ce minimum est aussi le minimum
de д sous la contrainte h(x1, . . . ,xn) = 1.

(c) Déterminer le minimum de д sur H .

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.35
1.1.a. f est de classe C1 sur Rn car elle est polynomiale. On a alors

∇f (x1, . . . ,xn) =
(
2x1x22 · · · x2n ,x212x2 · · · x2n ,x21 · · · x2n−12xn

)
.

Autrement dit, pour tout i ∈ n1,no, on a

∂i f (x1, . . . ,xn) = 2xi
n∏
k=1
k,i

x2k .

1.b. S est un fermé car д est continue1 1Car polynomiale.et que S = {(x1, . . . ,xn) ∈ Rn : д(x1, . . . ,xn) = 1}.
Si (x1, . . . ,xn) ∈ S , alors pour tout i ∈ n1,no, on a

x2i = 1 −
n∑
j=1
j,i

x2j 6 1⇒ |xi | 6 1.

Puisque f est continue sur le fermé borné S , elle y admet un maximum.
1.c. La contrainte S est non critique car ∇д(x1, . . . ,xn) = (2x1, . . . , 2xn) ne s’annule pas sur S .

Par conséquent, (x1, . . . ,xn) est un point critique de f sous la contrainte S si et seulement
si il existe λ ∈ R tel que




x21 + · · · + x2n = 1
∇f (x1, . . . ,xn) = λ∇д(x1, . . . ,xn)

⇔




x21 + · · · + x2n = 1
2x1x22 . . . x

2
n = 2λx1
...

2x21x
2
2 . . . xn = 2λxn

Si l’un des xi est nul, alors f (x1, . . . ,xn) = 0, qui n’est clairement pas le minimum de f sur
S .
Donc nous pouvons nous contenter de déterminer les points critiques (sous la contrainte
S) dont toutes les coordonnées sont non nulles.
De la seconde équation, puisque x1 , 0, il vient x22 · · · x2n = λ, et de la troisième équation,
il vient x21x

2
3 · · · x2n = λ.

Et donc x21 = x22 . On prouve de même que x21 = x22 = · · · = x2n .

La première équation devient alors nx21 = 1⇔ x1 = ±
√

1
n
.

Dans ce cas, on a f (x1, . . . ,xn) =
1
nn

.
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Alors que si l’un des xi est nul, on a f (x1, . . . ,xn) = 0.

Et donc le maximum de f est
1
nn

.

Nous n’avons pas réelle-
ment déterminé les points
critiques. Mais dit qu’il ne
pouvaient qu’être de deux
types : l’un des xi est nul, et
donc f (x1, . . . , xn ) = 0. Soit

tous les x2i valent
1
n
(et alors

f (x1, , . . . , xn ) =
1
nn

.
Le maximum de f sur S
n’étant clairement pas 0,
et devant être atteint en
un point critique (sous la
contrainte S ), il vaut nécessai-

rement
1
nn

.

Points critiques

1.d. Si u ∈ Rn est non nul, alors
u

‖u‖ ∈ S . Et donc

f (u1, . . . ,un) =
n∏
i=1

‖u‖2 u2i
‖u‖2 = ‖u‖2n f

(
u

‖u‖

)
6 ‖u‖2n 1

nn
=

( ‖u‖√
n

)2n
.

En prenant la racine carrée, il vient√
f (u1, . . . ,un) =

n∏
i=1

√
u2i =

n∏
i=1

|ui | =
������

n∏
i=1

ui

������
6

( ‖u‖√
n

)n
.

2.2.a. Le vecteur (x1, . . . ,xn) où x j =



0 si i , j
1
ai

si i = j
vérifie

h(x1, . . . ,xn) = ai
1
ai
= 1 et ‖(x1, . . . ,xn)‖ =

√√ n∑
i=1

x2i =

√
1
a2i
=

1
|ai |
6

1
|ai |
.

Il est donc à la fois dans B et dans H , et donc dans B ∩ H . On en déduit que B ∩ H est non
vide.
C’est un fermé car intersection de B et de H qui sont fermés. En e�et h est continue et
donc H = {x ∈ Rn : h(x) = 1} est fermé.
De même, x 7→ ‖x‖ est continue2 2 En e�et, on a

‖x‖ =
√√ n∑

i=1
x2i .

sur Rn et donc B =
{
x ∈ Rn : ‖x‖ 6 1

|ai |
}
est fermé.

Enfin, B ∩H est borné car inclus dans B qui est borné, puisqu’il s’agit de la boule fermée

de centre 0 et de rayon
1
|ai |

.

2.b. д est continue sur le fermé borné B ∩ H , donc y admet un minimum.

Nous avons prouvé que
(
0, . . . , 0,

1
ai
, 0, . . . , 0

)
est dans B ∩ H .

Or д
(
0, . . . , 0,

1
ai
, 0, . . . , 0

)
=

1
a2i

.

On en déduit que le minimum de д sur B ∩ H est inférieur ou égal à
1
a2i

.

Si x ∈ Rn est dans H mais pas dans B, alors ‖x‖ > 1
ai

et donc д(x) = ‖x‖2 > 1
a2i

.

Ainsi le minimum de д sur B ∩ H est également le minimum de д sur H tout entier,
c’est-à-dire sous la contrainte h(x1, . . . ,xn) = 1.

2.c. Déterminons les points critiques de д sous la contrainteH : (x1, . . . ,xn) est un point critique
de д sous la contrainte H si et seulement si il existe λ ∈ R tel que




h(x1, . . . ,xn) = 1
∇д(x1, . . . ,xn) = λ(a1, . . . ,an)

⇔




h(x1, . . . ,xn) = 1
2x1 = λa1
...

2xn = λan

Par substitution dans la première équation, il vient alors

λ

2

n∑
i=1

a2i = 1⇔ λ =
2∑n

i=1 a
2
i

.

Et donc ∀i ∈ n1,no,xi = ai∑n
j=1 a

2
j

.

Ainsi, д admet un unique point critique sous la contrainte H . Celui-ci correspond néces-
sairement au minimum de д sous la contrainte H , qui vaut donc

д

*......
,

a1
n∑
i=1

a2i

, . . . ,
an
n∑
i=1

a2i

+//////
-

=
1

n∑
i=1

a2i

.
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�

2.6 LES INCLASSABLES
Les croissances comparées usuelles nous informent que en = o

n→+∞(n!) et n! = o
n→+∞ (n

n).
La formule de Stirling, souvent admise dans les sujets d’écrit comme d’oral, vient préciser ceci en donnant un équivalent
(assez surprenant) de n! au voisinage de +∞.
Il en existe plusieurs preuves, dont une entièrement analytique et ne faisant appel qu’à des outils élémentaires se trouve
dans le problème 2 de Lyon 2012.
D’autres preuves à base de probabilités existent. La suivante, qui utilise le théorème central limite, est celle que l’on trouve
dans le sujet de Maths II 2017.

EXERCICE 2.36 (ESCP 2016) [ESCP.16.1.07] Moyen
Formule de Stirling

Soit λ un réel strictement positif. Pour tout n ∈ N, on pose

Pn(λ) = e−λ
n∑

k=0

λk

k !
et In =

∫ 1

0
(1 − x)nenx dx .

1. (a) Montrer que 1 − Pn(λ) = 1
n!

∫ λ

0
xne−x dx .

(b) Déterminer une relation entre Pn(n) et In .

2. Pour tout x ∈]0, 1[, on pose ψ (x) = −x + ln(1 − x)
x2

.

Montrer que ψ admet un prolongement de classe C1 sur [0, 1[, prolongement que l’on note encore ψ .
Montrer que ψ réalise une bijection de [0, 1[ sur un intervalle à préciser.

3. Pour σ ∈]0, 1[, on pose δ = ψ−1
(
1
2σ 2

)
.

(a) Montrer que pour tout x ∈]0, 1[, ((1 − x)ex )n = e−nx2ψ (x ).

(b) Montrer que :
σ√
n

∫ δ
√
n

0
e−x

2/2 dx 6 In 6

√
π

2n
.

(c) En déduire un équivalent de In lorsque n tend vers l’infini.

(d) Montrer que 1 − Pn(n) est équivalent à nn

n!
e−n

√
π

2n
lorsque n tend vers l’infini.

4. En utilisant le théorème central limite, déterminer un équivalent de n! lorsque n tend vers l’infini.
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3PROBABILITÉS

Aussi bien à HEC qu’à l’ESCP, l’un des deux exercices (l’exercice avec préparation et la question sans préparation) portera
forcément sur les probabilités. Le préparationnaire y accordera donc un soin tout particulier.

3.1 GÉNÉRALITÉS

EXERCICE 3.1 (ESCP 2012) [ESCP12.3.15]

Loi du zéro-un de Borel

Soit (An)n∈N∗ une suite d’événements d’un espace probabilisé (Ω,A, P). On note pn = P(An).

On note B l’événement
⋂
n>1

*.
,

⋃
k>n

Ak
+/
-
.

1. Expliquer pourquoi on a

B = {ω ∈ Ω |ω appartient à une infinité des An}.

2. On suppose que la série
∑
k

P(Ak ) converge. Montrer que P(B) = 0.

3. On suppose que les événements (An) sont indépendants et que la série
∑
n

P(An) est divergente.

(a) Montrer que l’événement B est égal à
⋃
n>1

*.
,

⋂
k>n

Ak
+/
-
.

(b) Exprimer P *
,

m⋂
k=n

Ak+
-
en fonction des pk .

(c) Montrer que la série
∑
k

ln(1 − pk ) est divergente.

(d) En déduire que P(B) = 1.
4. Soit α un réel strictement positif et (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes telles que pour tout

n, Xn suit la loi de Bernoulli de paramètre
1
nα

.

(a) Montrer que lim
n→+∞E(Xn) = 0.

(b) On suppose que 0 < α < 1. Montrer qu’avec une probabilité égale à 1, l’ensemble {n ∈ N∗/Xn = 1}
contient une infinité d’éléments.

(c) On suppose que α > 1. Montrer qu’avec une probabilité égale à 1, l’ensemble {n ∈ N∗/Xn = 1} est fini.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.1
1.
2. Pour tout n ∈ N, on a B ⊂

⋃
k>n

Ak . Et donc

P(B) 6 P *.
,

⋃
k>n

Ak
+/
-
6
+∞∑
k=n

P(Ak ).

Mais puisque la série de terme général P(Ak ) converge, son reste d’ordre n tend vers 0
lorsque n tend vers +∞, et donc 0 6 P(B) 6 0, de sorte que P(B) = 0.
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3.a. Il s’agit juste d’utiliser les propriétés élémentaires du contraire : le contraire d’une union
est l’intersection des contraires, et le contraire d’une intersection est l’union des contraires.
Donc

B =
⋃
n>1

⋃
k>n

Ak =
⋃
n>1

⋂
k>n

Ak .

3.b. Les Ak étant indépendants, leurs contraires le sont également, et donc

P *
,

m⋂
k=n

Ak+
-
=

m∏
k=n

P
(
Ak

)
=

m∏
k=n

(1 − pk ).

3.c. La fonction x 7→ ln(1 − x) est concave sur [0, 1[, et donc située sous ses tangentes.
En particulier, sa tangente en x = 0 est la droite d’équation y = −x , de sorte que pour tout
t ∈ [0, 1[, ln(1 − t) 6 −t .
Soit encore 0 6 t 6 − ln(1 − t).

En particulier, pour tout k ∈ N∗, 0 6 pk 6 − ln(1 − pk ).
Et puisque la série de terme général pk diverge, il en est de même de la série de terme
général − ln(1 − pk ) et donc de

∑
k

ln(1 − pk ).

3.d. Puisque la série de terme général ln(1 − pk ) est à termes négatifs, sa divergence implique

que lim
m→+∞

m∑
n=1

ln(1 − pk ) = −∞.

Et même mieux : pour tout n > 1, lim
m→+∞

m∑
k=n

ln(1 − pk ) = +∞.

Et donc après passage à l’exponentielle, lim
m→+∞

m∏
k=n

(1 − pk ) = 0.

D’après le théorème de la limite monotone, on a donc

P *.
,

⋂
k>n

Ak
+/
-
= lim

m→+∞ P
*
,

m⋂
k=n

Ak+
-
= lim

m→+∞

m∏
k=n

(1 − pk ) = 0.

On en déduit que

0 6 P
(
B
)
6
+∞∑
n=1

P *.
,

⋂
k>n

Ak
+/
-
= 0.

Et donc P
(
B
)
= 0, de sorte que P(B) = 1.

4.a. On a E(Xn) =
1
nα
−→

n→+∞ 0.

4.b. Il s’agit d’appliquer le résultat de la question 3, en notant Ak = P(Xk = 1).
Les Xk étant indépendantes, les Ak le sont, et on a alors P(Ak ) =

1
kα

.
Puisque 0 < α < 1, la série de terme général P(Ak ) diverge, et donc P(B) = 1.
Autrement dit, presque sûrement1 1Ce qui veut dire «avec

probabilité 1»
, une infinité des Ak sont réalisés simultanément. Soit

encore : il existe une infinité d’entiers n tels que Xn = 1.

4.c. Appliquons cette fois le résultat de la question 2 : puisque α > 1,
∑

P(Ak ) diverge, et
donc P(B) = 0.
Et donc P

(
B
)
= 1. Mais B = {ω ∈ Ω |ω n’appartient qu’à un nombre fini des An}.

Et donc, avec probabilité 1, l’ensemble {n ∈ N∗/Xn = 1} est un ensemble fini.

�

EXERCICE 3.2 (QSPESCP 2014) [ESCP14.QSP03]

Indépendance d’événements
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On considère une suite infinie de lancers d’une pièce, la probabilité de faire Pile étant égale à p ∈]0, 1[, et celle de
faire face égale à 1 − p. Soit Xn le résultat du nème lancer.
Les événements An = [Xn , Xn−1] sont-ils indépendants ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.2 L’énoncé ne le précise pas, mais on peut supposer que
Xn vaut 1 lorsqu’on obtient Pile au nème lancer et 0 sinon.
Par la formule des probabilités totales appliquée au système complet d’événements [Xn =

0], [Xn = 1], on a

P(An) = P(An∩[Xn = 0])+P(An∩[Xn = 1]) = P([Xn = 0]∩[Xn−1 = 1])P([Xn = 1]∩[Xn−1 = 0]).
Les lancers successifs étant indépendants1 1 L’énoncé ne dit rien à ce

sujet, mais cela semble être
une hypothèse plus que
raisonnable !

, les variables Xn le sont et donc

P(An) = P(Xn = 0)P(Xn−1 = 1) + P(Xn = 1)P(Xn−1 = 0) = 2p(1 − p).
D’autre part, on a, toujours par les probabilités totales,

P(An∩An+1) = P(An∩An+1∩[Xn = 0])+P(An∩An+1∩[Xn = 1]) = P([Xn−1 = 1]∩[Xn = 0]∩[Xn+1 = 1])
+ P([Xn−1 = 0] ∩ [Xn = 1] ∩ [Xn+1 = 0]) = p2(1 − p) + p(1 − p)2 = p(1 − p).

Et donc, An et An+1 sont indépendants si et seulement si p(1−p) = 4p2(1−p)2 ⇔ p(1−p) =
1
4
⇔ p =

1
2
.

Donc déjà, dans le cas où p ,
1
2
, les événements An ne sont pas indépendants.

�

3.2 DÉNOMBREMENTS

EXERCICE 3.3 (QSPESCP 2017) [ESCP17.QSP04] Facile
Probabilité d’intersection de deux parties aléatoires de n1,no.

Soit n un entier supérieur ou égal à 1 et E = n1,no l’ensemble des entiers compris entre 1 et n.
On choisit au hasard deux parties A et B de E, toutes les parties, y compris la partie vide ayant la même probabilité
d’être choisie.
Calculer la probabilité de l’événement [A ∩ B = ∅].

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.3 Commençons par dénombrer le nombre de parties
de E.
Pour k ∈ n0,no, il y a

(
n

k

)
parties de E formées de k éléments.

Et donc le nombre total de parties de E est
n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n .

Ce résultat s’explique assez
bien : pour chaque élément
de E , on a deux choix : l’in-
clure dans la partie A ou
non.
Et puisque E contient n
éléments, cela fait 2×2× · · · ×
2 = 2n choix possibles.

Remarque

Et donc il y a 2n × 2n = 4n manières de choisir deux parties A et B de E.

Dénombrons à présent le nombre de couples (A,B) de parties de E tels que A ∩ B = ∅.
Pour k fixé, il y a

(
n

k

)
manières de choisir une partie A formée de k éléments.

Et alors, pour choisir une partie B disjointe de E, il faut choisir une partie de l’ensemble
des n − k éléments qui ne sont pas dans A : il y a 2n−k tels choix possibles.
Ainsi, le nombre de couples de parties de E cherché est

n∑
k=0

(
n

k

)
2n−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
1k2n−k = (1 + 2)n = 3n .

Et donc
P(A ∩ B = ∅) = 3n

4n
=

(
3
4

)n
.

�

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY

http://www.ecs2-fauriel.fr


156 CHAPITRE 3 : PROBABILITÉS

EXERCICE 3.4 (QSPESCP 2012) [ESCP12.QSP01] Moyen
Probabilité que des points soient alignés.
Abordable en première année :!

Soit E = n1, 4o × n1, 4o ⊂ R2. On choisit une partie de E formée de 4 points.
1. Quelle est la probabilité que les quatre points soient alignés ?
2. Quelle est la probabilité d’avoir au moins trois points alignés ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.4
1. Notons que E est de cardinal 16 et qu’il y a donc

(
16
4

)
parties de E formées de 4 points.

Or, dans E, il y a en tout dix parties de E formées de 4 points alignés : les quatre droites
verticales de E, les quatre droites horizontales, ainsi que les deux diagonales du carré E. Et

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

FIGURE 3.1 – L’ensemble E et ses dix droites.

donc la probabilité que les quatre points soient alignés vaut

10
�16
4

� =
10 × 24

16 × 15 × 14 × 13 =
1

14 × 13 =
1
182
.

2. Pour que trois points soient alignés, il faut soit :
—que trois des points soient situés sur l’une des droites précédemment évoquées
—que trois points soient sur l’une des droites situées au-dessus ou en-dessous d’une des
diagonales :

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

FIGURE 3.2 – Les dix droites et les quatre «sous-diagonales» de E.

Pour chacune des dix droites, il y a deux cas de figure à distinguer :
•soit on choisit les quatre points de la droite, et il n’y a qu’une manière de faire ceci.
•soit on choisit trois points de la droite : il y a

�4
3
�
= 4 tels choix possibles, et le quatrième

point non aligné avec les trois premiers : il reste donc 12 choix possibles.
En revanche, pour chacune des «sous-diagonales», il faut choisir les trois points de cette
sous-diagonale, ainsi qu’un quatrième point parmi les 13 points restants.
Au total, la probabilité d’avoir au moins trois points alignés est

10 × (1 + 4 × 12) + 4 × 13
�16
4

� =
542 × 24

16 × 15 × 14 × 13 =
271

5 × 14 × 13 =
271
910
.

�
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EXERCICE 3.5 (ESCP 2012) [ESCP12.3.2] Moyen
Nombre moyen de records lors de tirages sans remise.
Abordable en première année :!

Un urne contient initialement n boules numérotées depuis 1 jusqu’à n, avec n > 2. On vide l’urne en extrayant
toutes les boules une à une, au hasard et sans remise.

1. Pour i compris entre 1 et n, on note Xi la variable aléatoire qui vaut 1 si la boule obtenue au ième tirage porte
le numéro i et 0 dans le cas contraire.
Quelle est la loi de Xi ?

2. En déduire l’espérance du nombre de fois où il y a coïncidence entre le rang du tirage et le numéro de la
boule obtenue, lorsque l’on vide l’urne.

3. Pour k compris entre 1 et n, on dit que le résultat du kème tirage est un «record» si la boule obtenue à ce
tirage porte un numéro strictement supérieur à tous les numéros obtenus jusqu’alors (par convention, le
résultat du premier tirage sera toujours considéré comme un record).
(a) Combien existe-t-il de façons de vider l’urne et pour lesquelles il n’y a qu’un seul record ? Pour

lesquelles il y a n records ?
(b) Montrer que pour p et q entiers naturel, on a la relation suivante :(

p

p

)
+

(
p + 1
p

)
+ · · · +

(
p + q

p

)
=

(
p + q + 1
p + 1

)
.

4. Soit k fixé entre 2 et n et j fixé entre k et n. Combien existe-t-il de façons de vider l’urne pour lesquelles la
kème boule obtenue porte le numéro j et kème tirage constitue un record ?

5. Combien existe-t-il de façons de vider l’urne pour lesquelles le kème tirage est un record ? En déduire la
probabilité que le kème tirage soit un record ? Pouvait-on avoir ce résultat directement ?

6. Pour k compris entre 1 et n, soit Yk la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si le résultat du kème tirage est
un record et 0 sinon.
Déterminer la loi de Yk . Soit R le nombre aléatoire de records obtenus lorsqu’on vide l’urne. Déterminer
l’espérance de R.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.5
1. Comme Xi ne prend que les valeurs 0 et 1, elle suit une loi de Bernoulli, et donc il s’agit

de déterminer P(Xi = 1).
Puisqu’on e�ectue n tirages sans remise, le nombre total de tirages possibles est n!. En e�et,
il y a n choix pour la première boule, puis n − 1 pour la deuxième, etc, et un seul choix
pour la nème, soit n × (n − 1) × 1 = n!
Comptons alors le nombre de tirages tels que la ième boule soit la boule numéro i.
Puisque le numéro de la ième boule est fixé, il su�t de compter le nombre de manière des
placer les n − 1 boules ne portant pas le numéro i parmi les n − 1 autres tirages.
Il y a alors (n − 1)! choix possibles, de sorte que P(Xi = 1) = (n − 1)!

n!
=
1
n
.

2. Notons C le nombre de coïncidences entre rang du tirage et numéro de la boule tirée.

On a alors C =
n∑
i=1

Xi , et donc par linéarité de l’espérance,

E(C) =
n∑
i=1

E(Xi ) =
n∑
i=1

1
n
= 1.

3.a. Au moment où la boule numéro n sort de l’urne, cela constitue nécessairement un record.
Pour qu’il n’y ait qu’un seul record, il faut donc nécessairement que la boule numéro n
sorte lors du premier tirage.
Il y a alors (n− 1)! tirages possibles vérifiant cette condition : il faut répartir les n− 1 boules
numérotées de 1 à n − 1 sur les tirages de rang 2, . . . ,n.

Pour qu’il y ait n records, il faut que chaque tirage constitue un record. La boule n doit
alors avoir été obtenue lors du nème tirage, sinon les tirages suivant celui de la boule n ne
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pourraient être des records.
Et donc la boule n − 1 doit être obtenue lors du (n − 1)ème tirage, et plus généralement, la
boule i doit être obtenue lors du ième tirage.
Et donc il existe un seul tirage pour lequel il y a n records : celui où on tire les boules dans
l’ordre croissant.

3.b. Pour tout k ∈ N, on a
(
k

p

)
+

(
k

p + 1

)
=

(
k + 1
p + 1

)
, et donc

(
k

p

)
=

(
k + 1
p + 1

)
−

(
k

p + 1

)
.

On en déduit que

(
p

p

)
+

(
p + 1
p

)
+

(
p + q

p

)
=

p+q∑
k=p

(
k

p

)

=

p+q∑
k=p

(
k + 1
p + 1

)
−

(
k

p + 1

)

=

p+q∑
k=p

(
k + 1
p + 1

)
−

p+q∑
k=p

(
k

p + 1

)

=

(
p + q + 1
p + 1

)
−

(
p

p + 1

)
=

(
p + q + 1
p + 1

)
.

4. Si k > j, alors l’un1 1Au moins.des tirages 1, . . . ,k − 1 doit porter un numéro supérieur ou égal j, et
donc si le kème tirage donne la boule j, celui-ci ne peut constituer un record. Ainsi, pour
k > j, il n’y a aucun tirage vérifiant les conditions requises.
Pour k 6 j, un tirage vérifie les conditions demandées si et seulement si les k − 1 premières
boules portent un numéro inférieur ou égal à j − 1 et que la kème porte le numéro j.

Or, il y a
(
j − 1
k − 1

)
manières de choisir les numéros des boules des tirages 1 à k − 1, et une

fois ces numéros choisis, il y a (k − 1)! choix possibles pour l’ordre dans lequel sortent ces
boules.
Les boules des tirages k+1 à n sont alors les boules qui ne sont pas sorties lors des k premiers
tirages : il y en a n − k, et donc il y a (n − k)! choix possibles pour les tirages k + 1, . . . ,n.
Donc le nombre de tirages cherché est

(
j − 1
k − 1

)
× (k − 1)! × (n − k)!

5. En distinguant di�érents cas suivant le numéro porté par la kème boule, et en utilisant la
question précédente, le nombre de façons de vider l’urne pour lesquelles le kème tirage est
un record est

n∑
j=k

(
j − 1
k − 1

)
(k−1)!(n−k)! = (k−1)!(n−k)!

n∑
j=k

(
j − 1
k − 1

)
= (k−1)!(n−k)!

(
n

k

)
=

n!
k !(n − k)! (k−1)!(n−k)! =

n!
k
.

Et donc, les n! manières de vider l’urne étant équiprobables, la probabilité d’obtenir un

record lors du kème tirage est
n!

k × n! =
1
k
.

6. Grâce à ce que nous venons de dire, Yk suit une loi de Bernoulli de paramètre
1
k
.

On a alors R =
n∑

k=1

Yk , et donc par linéarité de l’espérance, E(R) =
n∑

k=1

E(Yk ) =
n∑

k=1

1
k
.

�

3.3 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES

EXERCICE 3.6 (QSPESCP 2017) [ESCP17.QSP05] Difficile
Majoration de la variance d’une variable aléatoire à valeurs dans [a,b]

Soit X une variable aléatoire réelle prenant ses valeurs dans un segment [a,b].
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1. Montrer que X admet une variance et que V (X ) 6 (b − a)2
4

.

2. Peut-on avoir égalité dans l’inégalité précédente ? Pour quelles variables aléatoires ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.6
1. Commençons par le cas particulier où a = 0 et b = 1.

Alors, X étant à valeurs dans [0, 1], 0 6 X 2 6 X 6 1.
En particulier, la variable certaine égale à 1 admettant une espérance, il en est de même de
X 2, et donc E(X 2) existe, de sorte que X admet une variance.
D’autre part, par croissance de l’espérance, E

�
X 2�
6 E(X ) et donc

V (X ) = E
(
X 2

)
− E(X )2 6 E(X ) − E(X )2 = E(X ) (1 − E(X )) .

Or, il est bien connu1 1Une rapide étude de fonc-
tion permet de le retrouver.

que ∀x ∈ [0, 1], x(1 − x) 6 1
4
.

Et donc V (X ) 6 1
4
.

Passons au cas général, et posons Y =
X − a
b − a . Puisque X − a est à valeurs dans [0,b − a], Y

est à valeurs dans [0, 1].
Et donc par ce qui précède, Y admet une variance, et V (Y ) 6 1

4
.

Et donc

X admet une variance si et
seulement si λX + µ admet
une variance et alors

V (λX + µ) = λ2V (X ).

Rappel

V (X ) = V ((b − a)Y + a) = (b − a)2V (Y ) 6 (b − a)2
4

.

2. Il s’agit de remonter les calculs faits précédemment et d’étudier à quelles conditions toutes
les inégalités utilisées sont des égalités.

On a donc V (X ) = (b − a)2
4

si et seulement si V (Y ) = 1
4
.

Or, pour x ∈ [0, 1], on a x(1 − x) = 1
4
si et seulement si x =

1
2
.

Donc pour que V (Y ) = 1
2
, il faut déjà que E(Y ) = 1

2
.

De plus, il faut également avoir E
�
Y 2�
= E(Y ).

Nous avons déjà dit que Y −Y 2 6 0. Donc par l’inégalité de Markov, si E(Y ) = E
�
Y 2�

, alors
pour tout a > 0,

P(Y − Y 2 > a) 6 E
�
Y − Y 2�

a
= 0

de sorte que Y − Y 2 est (presque sûrement) égale à 0.
Et donc Y 2 = Y , ce qui n’est possible que si Y ne prend que les valeurs 0 et 1.

Et on a alors E(Y ) = P(Y = 1), de sorte que P(Y = 1) = 1
2
et donc P(Y = 0) = 1

2
.

Autrement dit, Y est une variable de Bernoulli de paramètre
1
2
.

Et donc la loi de X = (b − a)Y + a est donnée par

P(X = a) = P(Y = 0) = 1
2
et P(X = b) = P(Y = 1) = 1

2
.

Inversement, si X ne prend que les valeurs a et b de manières équiprobables, il est facile de
vérifier que

E(X ) = b + a

2
, E

(
X 2

)
=
b2 + a2

2
et donc V (X ) = a2 + b2

2
− (a + b)2

4
=

(b − a)2
4
.

Et donc V (X ) = (b − a)2
4

si et seulement si X est une variable discrète, de support {a,b},

avec P(X = a) = P(X = b) = 1
2
.

�
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EXERCICE 3.7 (QSPHEC 2013) [HEC13.QSP88] Facile
La loi d’une variable finie est déterminée par ses moments.
Abordable en première année :!

1. Soit Y une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A, P), qui prend les valeurs 0, 1 et 2 avec

les probabilités p0,p1 et p2 respectivement. On suppose que E(Y ) = 1 et E(Y 2) = 5
3
.

Calculer p0,p1 et p2.
2. Soit x0,x1, . . . ,xn (n + 1) réels distincts, et soit φ l’application de Rn[X ] dans Rn+1 qui, à tout polynôme Q de

Rn[X ], associe le (n + 1)-uplet (Q(x0),Q(x1), . . . ,Q(xn)).
(a) Montrer que φ est une application linéaire bijective.
(b) Déterminer la matrice Φ de φ dans les bases canoniques respectives de Rn[X ] et Rn+1.

3. Soit X une variable aléatoire discrète qui prend les valeurs x0,x1, . . . ,xn .
On suppose que E(X ),E(X 2), . . . ,E(Xn) sont connus. Peut-on déterminer la loi de X ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.7
1. Puisque Y (Ω) = {0, 1, 2}, nous savons que p0 + p1 + p2 = 1.

D’autre part, en utilisant l’espérance et le moment d’ordre 2 de Y , il vient

0 × p0 + p1 + 2p2 = 1 et 02 × p0 + 12 × p1 + 4p2 = 5
3
.

Et donc une rapide résolution de système donne p0 = p1 = p2 =
1
3
.

Autrement dit, Y suit la loi uniforme sur n0, 2o.
2.a. La linéarité de φ est triviale.

Soit Q ∈ Kerφ. Alors Q(x0) = Q(x1) = · · · = Q(xn) = 0, et donc Q possède n + 1 racines
distinctes1 1Notons qu’ici il est très

important que les xi soient
distincts.

, et est de degré au plus n : c’est donc le polynôme nul.
Ainsi, Kerφ = {0}, et donc φ est injective.
Puisque dimRn[X ] = dimRn+1 = n + 1, φ est donc bijective.

2.b. Notons e0 = (1, 0, . . . , 0), e1 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1) la base canonique de
Rn+1.
On a alors φ(1) = (1, 1, . . . , 1) = e0 + e1 + · · · + en , et pour k ∈ n1,no,

φ(X k ) = (xk0 ,xk1 , . . . ,xkn ) = xk0 e0 + x
k
1 e1 + · · · + xknen .

Ainsi, la matrice Φ de φ dans les bases canoniques de Rn[X ] et Rn+1 est

Φ =

φ(1) φ(X ) φ(X 2) . . . φ(Xn )

*......
,

+//////
-

1 x0 x20 . . . xn0 e0

1 x1 x21 . . . xn1 e1

1 x2 x22 . . . xn2 e2
...

...
...

...
.
.
.

1 xn x2n . . . xnn en

∈Mn+1(R).

3. Notons p0 = P(X = x0),p1 = P(X = x1), . . . ,pn = P(X = xn).
Il s’agit donc de déterminer les pi .
Puisque X (Ω) = {x0,x1, . . . ,xn}, on a p0 +p1 + · · ·+pn = 1, et par le théorème de transfert,
pour tout k ∈ n1,no,

E
(
X k

)
= xk0p0 + x

k
1p1 + · · · + xknpn .

Il s’agit donc de déterminer si le système




p0 + p1 + · · · + pn = 1
x0p0 + x1p1 + · · · + xnpn = E(X )

...

xn0p0 + x
n
1p1 + · · · + xnnpn = E (Xn)

possède

une solution ou non.

Ce qui nous intéresse est en
fait de savoir si ce système
possède une unique solution,
c’est-à-dire de savoir si la loi
de X est uniquement déter-
minée par la connaissance des
n premiers moments de X .

Précision
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Sous forme matricielle, ce système s’écrit

*.......
,

1 1 . . . 1
x0 x1 . . . xn
x20 x21 . . . x2n
...

...
...

xn0 xn1 . . . xnn

+///////
-

*.......
,

p0
p1
p2
...
pn

+///////
-

=

*.......
,

1
E(X )
E

�
X 2�

...
E (Xn)

+///////
-

⇔ tΦ

*.......
,

p0
p1
p2
...
pn

+///////
-

=

*.......
,

1
E(X )
E

�
X 2�

...
E (Xn)

+///////
-

.

Mais φ étant bijective, sa matrice Φ est inversible, et donc il en est de même de tΦ.
Et donc le système possède une unique solution (p0,p1, . . . ,pn) : la loi de X est uniquement
déterminée par la donnée de E(X ),E �

X 2�
, . . . ,E (Xn).

Notons que l’énoncé faisait
tout de même une hypothèse
relativement forte : on sup-
pose que x0, x2, . . . , xn sont
connus.
Si on ne connaît que les n
premiers moments de X
et pas son support, alors la
méthode employée ici ne
fonctionne plus.
Notons également que si X
prend n + 1 valeurs, il su�t
de connaître les n premiers
moments (soit un de moins
que le cardinal du support).

Remarques

�

L’exercice suivant pourrait tout à fait être posé à l’écrit à l’EDHEC, et il s’agit de probabilités on ne peut plus classiques.

EXERCICE 3.8 (ESCP 2015) [ESCP15.3.05] Facile
Tirages dans une urne au contenu évolutif

Soit n ∈ N∗. On considère une urne Un contenant n boules numérotées de 1 à n. On tire au hasard une boule de
Un .
Soit k le numéro de la boule tirée.
• Si k = 1, on arrête les tirages.
• Sinon, on retire de l’urne toutes les boules numérotées de k à n, et on e�ectue un nouveau tirage.

On répète ces tirages jusqu’à l’obtention de la boule numéro 1.
Soit Xn la variable aléatoire égale au nombre de tirages e�ectués jusqu’à l’obtention de la boule 1.
Pour tout k > 1, on note Yk la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée lors du kème tirage si celui-ci a
lieu et 0 sinon.
Enfin, on note In la variable aléatoire égale au numéro de la première boule tirée dans l’urne Un .

1. (a) Quelle est la loi de la variable aléatoire In ?
(b) Déterminer les P[In=1](Xn = k), k ∈ N∗.
(c) Pour tout n > 2, montrer que

∀j ∈ N∗, ∀k ∈ n2,no, P[In=k ](Xn = j) = P(Xk−1 = j − 1).

2. (a) Quelle est la loi de la variable aléatoire X1 ?
(b) Quelle est la loi de X2 ? Calculer E(X2).

3. (a) Déterminer Xn(Ω).
(b) Calculer P(Xn = 1) et P(Xn = n).

(c) Montrer que : ∀n > 2, ∀j > 2, P(Xn = j) = 1
n

n−1∑
k=1

P(Xk = j − 1).

(d) Pour tout n > 2 et tout j > 2, calculer nP(Xn = j) − (n − 1)P(Xn−1 = j).
En déduire que pour tout n > 2 et tout j > 1 :

P(Xn = j) = n − 1
n

P(Xn−1 = j) + 1
n
P(Xn−1 = j − 1).

4. Montrer que : ∀n > 2, E(Xn) = E(Xn−1) +
1
n
. En déduire E(Xn).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.8
1.a. Il est évident que In suit la loi uniforme sur n1,no.
1.b. Si In = 1, alors il n’y a qu’un tirage, et le processus s’arrête.

Donc Xn vaut 1, de sorte que P[In=1](Xn = k) =



1 si k = 1
0 sinon
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1.c. Si [In = k], alors le second tirage est réalisé dans une urne contenant des boules numérotées
de 1 à k − 1.
Et donc la probabilité qu’on e�ectue en tout j tirages1 1 En comptant le premier.est celle qu’on e�ectue j − 1 tirages
après le premier, c’est-à-dire en partant d’une urne contenant k − 1 boules. Et donc

P[In=k ](Xn = j) = P(Xk−1 = j − 1).

2.a. Si l’urne contient une seule boule au départ, il n’y aura nécessairement qu’un seul tirage,
et donc X1 est la variable certaine égale à 1.

2.b. Notons qu’il ne peut y avoir que deux tirages au maximum, car si on obtient la boule 2
lors du premier tirage, on aura nécessairement la boule 1 lors du second.

Or, [X2 = 1] = [I2 = 1], de sorte que P(X2 = 1) = 1
2
.

Et donc P(X2 = 2) = 1 − P(X2 = 1) = 1
2
.

Autrement dit, X2 suit la loi uniforme sur n1, 2o, et donc E(X2) =
3
2
.

3.a. Puisque chaque tirage est e�ectué dans une urne contenant strictement moins de boules
que lors du tirage précédent, il faudra au maximum n tirages pour avoir la boule numéro 1.
Et donc Xn(Ω) = n1,no.

3.b. On a P(Xn = 1) = P(In = 1) = 1
n
.

Et [Xn = n] = [Y1 = n] ∩ [Y2 = n − 2] ∩ · · · ∩ [Yn = 1].
Par la formule des probabilités composées, on a donc

P(Xn = n) = P(Y1 = n)P[Y1=n](Y2 = n − 1) × · · · × P[Y1=1]∩ · · ·∩[Yn−1=2](Yn = 1)

=
1
n

1
n − 1 · · ·

1
1

=
1
n!
.

3.c. Utilisons la formule des probabilités totales avec le système complet d’événements {[In =
k], k ∈ n1,no}. Alors pour tout j > 2,

P(X2 = j) =
n∑

k=1

P(In = k)P[In=k](Xn = j)

=

n∑
k=1

1
n
P(Xk−1 = j − 1) C’est la question 1.c.

=

n∑
k=2

1
n
P(Xk−1 = j − 1) Puisque j > 2, on ne peut

avoir tiré la boule 1 au pre-
mier tirage.

=
1
n

n−1∑
k=1

P(Xk = j − 1).

3.d. En utilisant la relation de la question précédente, on a, pour tout j > 2,

nP(Xn = j) − (n − 1)P(Xn−1 = j) =
n−1∑
k=1

P(Xk = j − 1) −
n−2∑
k=1

P(Xk = j − 1) = P(Xn−1 = j − 1).

Et donc, toujours pour j > 2,

P(Xn = j) = 1
n
(nP(Xn = j) − (n − 1)P(Xn−1 = j))+n − 1

n
P(Xn−1 = j) = n − 1

n
P(Xn−1 = j)+1

n
P(Xn−1 = j−1).

Enfin, pour j = 1, il vient

P(Xn = 1) = 1
n
=
n − 1
n

1
n − 1 =

n − 1
n

P(Xn−1 = 1) = n − 1
n

P(Xn−1 = 1) + 1
n
P(Xn−1 = 0)︸         ︷︷         ︸

=0

.
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4. On a, par définition de l’espérance,
Puisque Xn est une variable
finie, elle admet automatique-
ment une espérance.

Remarque

E(Xn) =
n∑
j=1

jP(Xn = j)

=

n∑
j=1

n − 1
n

jP(Xn−1 = j) +
n∑
j=1

1
n
jP(Xn−1 = j − 1)

=
n − 1
n

E(Xn−1) +
1
n

n∑
k=2

jP(Xn−1 = j − 1) Le terme en j = 1 est nul.

=
n − 1
n

E(Xn−1) +
1
n

n−1∑
i=1

(i + 1)P(Xn−1 = i)

=
n − 1
n

E(Xn−1) +
1
n

n−1∑
i=1

iP(Xn−1 = i)︸              ︷︷              ︸
=E(Xn−1)

+
1
n

n−1∑
i=1

P(Xn−1 = i)︸             ︷︷             ︸
=1

= E(Xn−1) +
1
n
.

Il vient alors

E(Xn) =
n∑

k=2

(E(Xk ) − E(Xk−1)) + E(X1) =
n∑

k=2

1
k
+ E(X1).

Mais X1 étant la variable certaine égale à 1, on a E(X1) = 1 et donc

E(Xn) =
n∑

k=1

1
k
.

�

EXERCICE 3.9 (QSPESCP 2011) [ESCP11.QSP02] Facile
Nombre moyens de lancers d’une pièce avant l’obtention de deux résultats identiques consécutifs.

On lance une pièce équilibrée jusqu’à obtenir deux piles consécutifs ou deux faces consécutifs.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers e�ectués.
Donner la loi de X et son espérance.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.9 Remarquons que X (Ω) = n2,∞n.
Notons Fn (resp. Pn) l’événement «le nème lancer a donné pile (resp. face)».
On a alors [X = 2k] = (P1 ∩ F2 ∩ · · · ∩ F2k−2 ∩ P2k−1 ∩ P2k )∪(F1 ∩ P2 ∩ · · · ∩ P2k−2 ∩ F2k−1 ∩ F2k ).
Par incompatibilité de ces deux événements, et par indépendance des lancers, on a donc

P(X = 2k) = P(P1)P(F2) · · · P(F2k−2)P(P2k−1)P(P2k ) + P(F1)P(P2) · · · P(P2k−2)P(F2k−1)P(F2k )
=
1
2
× · · · × 1

2
+
1
2
× · · · × 1

2

= 2
1
22k
=

1
22k−1

.

De la même manière,

[X = 2k +1] = (P1 ∩ F2 ∩ · · · ∩ P2k−1 ∩ F2k ∩ F2k+1)∪ (F1 ∩ P2 ∩ · · · ∩ F2k−1 ∩ P2k ∩ P2k+1)

et donc P(X = 2k + 1) = 2
1

22k+1
=

1
22k

.

Donc pour tout n > 2, P(X = n) = 1
2n−1

.

Nous avons distingué le cas
où n est pair (n = 2k ) du
cas où n est impair car il
est plus facile d’écrire alors
[X = n] avec les événements
Pi et Fi , mais il est sûrement
possible de s’en tirer à l’oral
sans réellement faire de
distinction de cas.
Il faudra tout de même être
capable d’écrire les choses
proprement si l’examinateur
le demande.

Remarque

Et alors, sous réserve de convergence,

E(X ) =
+∞∑
k=2

kP(X = k) =
+∞∑
k=2

k
1

2k−1
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=

+∞∑
k=1

k
1

2k−1
− 1

=
1

�
1 − 1

2
�2 − 1 On a reconnu une série

géométrique dérivée de
raison 1

2 , donc convergente,
de sorte que E(X ) existe.= 3.

Pour aller plus loin : l’exercice se généralise facilement au cas d’une pièce non équilibrée, même
si le calcul de l’espérance est alors un peu plus subtil. �

EXERCICE 3.10 (QSPHEC 2016) [HEC16.QSP167] Facile
Une variable dont les moments d’ordres 2 et 4 valent 1 ne prend que deux valeurs

Soit X une variable aléatoire discrète admettant des moments jusqu’à l’ordre 4 et telle que



E(X ) = α
E

�
X 2�
= E(X 4) = 1

1. Montrer que α ∈ [−1, 1].
2. Déterminer la loi de X .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.10
1. Nous savons que V (X ) > 0, et par la formule de Huygens, V (X ) = E

�
X 2�− E(X )2 = 1−α2.

Et donc 1 − α2 > 0⇔ α ∈ [−1, 1].
2. La variance de X 2 est donnée par V (X 2) = E(X 4) − E �

X 2�2
= 1 − 1 = 0.

Or, une variable de variance nulle est nécessairement une variable certaine, qui est alors
égale à son espérance : X 2 = 1 presque sûrement.
Ainsi, X ne prend que les valeurs 1 et −1.
On a alors α = E(X ) = P(X = 1)−P(X = −1) = P(X = 1)− (1 − P(X = 1)) = 2P(X = 1)−1.
Et donc P(X = 1) = 1 + α

2
et donc P(X = −1) = 1 − α

2
.

�

3.3.1 Autour des lois usuelles

L’exercice qui suit ne nécessite en fait aucune connaissance de probabilités, si ce n’est celle de la loi de Poisson. Le reste est
essentiellement un exercice d’analyse.

EXERCICE 3.11 (QSPHEC 2012) [HEC12.QSP34] Facile
Étude asymptotique de la queue d’une loi de Poisson.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A, P), suivant une loi de Poisson de paramètre
λ > 0.

1. Montrer que pour tout n > λ − 1, P(X > n) 6 P(X = n) n + 1
n + 1 − λ .

2. En déduire que P(X > n) ∼
n→+∞ P(X = n).

3. Montrer que P(X > n) = o
n→+∞(P(X = n)).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.11
1. On a

P(X > n) =
+∞∑
k=n

P(X = k) =
+∞∑
k=n

e−λ
λk

k !
= P(X = n)

+∞∑
k=n

λk−nn!
k !
.
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Mais
n!
k !
=

1
(n + 1)(n + 2) · · ·k de sorte que

λn−kn!
k !

=
λ

n + 1
λ

n + 2
· · · λ

k
6

(
λ

n + 1

)n−k
.

Puisque λ < n + 1, on a alors
λ

n + 1
< 1, et donc

P(X > n) 6 P(X = n)
∞∑
k=n

(
λ

n + 1

)n−k
6 P(X = n)

∞∑
k=0

(
λ

n + 1

)k
= P(X = n) n + 1

n + 1 − λ .

2. Nous savons que

P(X = n) 6 P(X > n) 6 P(X = n) n + 1
n + 1 − λ

La première inégalité vient
du fait que

[X = n] ⊂ [X > n].

Détails

donc en divisant les deux membres par P(X = n), et par le théorème des gendarmes, il
vient

lim
n→+∞

P(X > n)
P(X = n) = 1⇔ P(X > n) ∼

n→+∞ P(X = n).

3. Par l’équivalent précédent, on a P(X > n) = P(X = n) + o
n→+∞(P(X = n)).

Par définition, on a un ∼ vn
si et seulement si un = vn +
o(vn ).

Rappel

Mais d’autre part P(X > n) = P(X > n) + P(X = n) et donc

P(X > n) = P(X > n)−P(X = n) = P(X = n)+ o
n→+∞(P(X = n))−P(X = n) = o

n→+∞(P(X = n)).

�

EXERCICE 3.12 (QSPHEC 2012) [HEC12.QSP39] Facile
Autour de la loi de Poisson

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur le même espace probabilisé (Ω,A, P) telles que X
suive la loi de Poisson de paramètre λ > 0, et

Y (Ω) = {1, 2}, P(Y = 1) = P(Y = 2) = 1
2
.

On pose Z = XY .
1. Déterminer la loi de Z .
2. Quelle est la probabilité que Z prenne une valeur paire ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.12
1. Il est évident que Z (Ω) = N.

Si k ∈ N est impair, alors on a

P(Z = k) = P([X = k] ∩ [Y = 1]) = P(X = k)P(Y = 1) = 1
2
P(X = k) = λk

2k !
e−λ .

En revanche, si k = 2n est pair, alors, par la formule des probabilités totales appliquée au
système complet d’événements {[Y = 1], [Y = 2]}, il vient

P(Z = k) = P([Z = k] ∩ [Y = 1]) + P([Z = k] ∩ [Y = 2])
= P([X = k] ∩ [Y = 1]) + P([X = n] ∩ [Y = 2])

=
e−λ

2

(
λk

k !
+
λn

n!

)
=
e−λ

2
λk/2

(
1

(k/2)! +
λk/2

k !

)
.
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2. Notons 2N l’ensemble des nombres pairs. Alors, par la formule des probabilités totales
appliquée au système complet d’événements {[Y = 1], [Y = 2]}, on a

P(Z ∈ 2N) = P([Z ∈ 2N] ∩ [Y = 1]) + P([Z ∈ 2N] ∩ [Y = 2])
= P([X ∈ 2N] ∩ [Y = 1]) + P(Y = 2) Si Y = 2, alors Z = 2X est

automatiquement pair.

Détails

= P(X ∈ 2N)P(Y = 1) + 1
2

=
1
2

+∞∑
k=0
k pair

P(X = k) + 1
2

=
e−λ

2

+∞∑
k=0
k pair

λk

k !
+
1
2
.

Cette dernière série peut se calculer en notant que

eλ =
+∞∑
k=0

λk

k !
=

+∞∑
k=0
k pair

λk

k !
+

+∞∑
k=0

k impair

λk

k !

alors que

e−λ =
+∞∑
k=0

(−λ)k
k !
=

+∞∑
k=0
k pair

(−1)k λ
k

k !
+

+∞∑
k=0

k impair

(−1)k λ
k

k !
=

+∞∑
k=0
k pair

λk

k !
−
+∞∑
k=0

k impair

λk

k !
.

Et donc

eλ + e−λ = 2
+∞∑
k=0
k pair

λk

k !
.

On en déduit que

P(Z ∈ 2N) = e−λ

2

(
eλ + e−λ

2
+ 1

)
=
1
2

(
1 + e−2λ

2
+ 1

)
.

�

3.3.2 Lois conditionnelles, espérance totale

EXERCICE 3.13 (QSPESCP 2016) [ESCP16.QSP04] Facile
Expérience dont les paramètres dépendent d’une autre expérience

On utilise une pièce de monnaie qui donne pile avec la probabilité p ∈]0, 1[.
On commence par lancer la pièce jusqu’à obtenir une première fois pile, et on note N le nombre de lancers
nécessaires. Si le premier pile a été obtenu au nème lancer, on lancer ensuite cette même pièce n2 fois et on note X
le nombre de pile obtenus au cours de ces n2 lancers.

1. Quelle est la loi suivie par N ? Donner l’espérance et la variance de N .
2. Soit n ∈ N∗. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant l’événement [N = n].
3. En déduire l’existence et la valeur de l’espérance de X .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.13
1. Il est évident que N suit la loi géométrique de paramètre p.

Et donc E(N ) = 1
p
, V (N ) = 1 − p

p2
.

2. Si [N = n], alors la seconde série de lancers de n pièces comporte n2 lancers.
Et donc par indépendance des lancers successifs, la loi de X sachant [N = n] est une loi
B(n2,p).
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3. Grâce à ce qui vient d’être dit, nous pouvons a�rmer que E(X |N = n) = n2p.
Et donc par la formule de l’espérance totale appliquée au système complet d’événements
{[N = n], n ∈ N∗}, on a, sous réserve de convergence,

E(X ) =
+∞∑
n=1

P(N = n)E(X |N = n)

=

+∞∑
n=1

p(1 − p)n−1n2p

= p2
+∞∑
n=1

n2(1 − p)n−1

= p2 *
,
(1 − p)

+∞∑
n=1

n(n − 1)(1 − p)n−2 +
+∞∑
n=1

n(1 − p)n−1+
-

= p2
(
(1 − p) 2

(1 − (1 − p))3 +
1

(1 − (1 − p))2
)

= p2
(
2(1 − p)

p3
+

1
p2

)
On a reconnu deux séries qui
convergent, donc E(X ) existe
bien.

=
2(1 − p)

p
+ 1 =

2 − p
p
.

�

3.4 VECTEURS ALÉATOIRES

EXERCICE 3.14 (HEC 2007) [HEC07.103] Difficile
X + Y a même loi que X (X et Y indépendantes) si et seulement si Y est certaine.

On considère deux variables aléatoires X et Y , discrètes, définies sur l’espace probabilisé (Ω,A, P). On considère
une partie D (respectivement ∆) de R, en bijection avec N, dans laquelle X (resp. Y ) prend presque sûrement ses
valeurs, et on indexe bijectivement les éléments de D (resp. ∆) de sorte que D = {xn ,n ∈ N} (resp. ∆ = {yn ,n ∈ N}).
On suppose que X et Y sont indépendantes et que X et X + Y ont même loi.

1. On considère une série à termes positifs
∑
n>0

an , qui est convergente.

Justifier l’existence du nombre M = maxn(an). En déduire que l’ensemble {P(X = x),x ∈ R} admet un plus
grand élément.
Soit alors a un réel tel que P(X = a) = max{P(X = x),x ∈ R}.

2. (a) Montrer que, pour tout y ∈ R, P(X = a − y) = P(X = a) ou P(Y = y) = 0.
(b) En déduire que la variable aléatoire Y est finie.

3. Soit µ un réel appartenant à l’ensemble {y ∈ R, P(Y = y) , 0}.
Montrer que, pour tout n ∈ N, P(X = a − nµ) = P(X = a).

4. Montrer que la variable Y est presque sûrement nulle.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.14
1. Si

∑
an est convergente, alors nécessairement (an) tend vers 0. Et donc, comme toute suite

convergente, elle est bornée.

Être bornée ne su�t pas
à admettre un plus grand
élément. Par exemple, la suite
un = − 1

n est bornée (car
convergente), mais n’admet
pas de plus grand élément.

Toutefois

Si la suite (an) est nulle, elle admet évidemment un plus grand élément : 0.
Si elle est non nulle, soit i ∈ N tel que ai > 0. Alors, en prenant ε = ai

2 , la définition de la
convergence d’une suite nous indique que1

1 Il y a normalement une
valeur absolue dans la défini-
tion de la convergence, mais
on sait que an est à termes
positifs.

∃N ∈ N : n > N ⇒ an 6
ai
2
.

Notons alors M = max(N , i). Soit alors j ∈ n0,M − 1o tel que aj soit maximal (une famille
finie de réels admet toujours un plus grand élément).
Alors pour n ∈ N, on a :
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•Soit n 6 M − 1, et alors an 6 aj par définition d’un maximum
•Soit n > M , et alors an 6 ai

2 6 ai 6 aj .
Donc pour tout n ∈ N, an 6 aj : la famille (an) admet bien un plus grand élément.
En particulier, puisque la série

∑
n P(X = xn) converge2 2C’est la formule des proba-

bilités totales :
+∞∑
n=0

P (X = xn ) = 1.

, elle admet un plus grand élément,
correspondant à a ∈ D. Et alors pour x ∈ R, on a soit x < D, et alors P(X = x) = 0. Soit
x ∈ D, et alors il existe n ∈ N tel que x = xn et donc P(X = xn) 6 P(X = a).

2.a. Soit y ∈ R. Si y < ∆, alors par définition, P(Y = y) = 0.
Sinon, on a, par indépendance de X et Y ,

P(X + Y = a) =
+∞∑
n=0

P(Y = yn)P(X = a − yn).

Et puisque X et X + Y ont la même loi,

P(X = a) = P(X + Y = a) =
+∞∑
n=0

P(Y = yn)P(X = a − yn).

De plus, on a 1 =
+∞∑
n=0

P(Y = yn), donc

P(X = a)
+∞∑
n=0

P(Y = yn) =
+∞∑
n=0

P(Y = yn)P(X = a − yn)

⇔
+∞∑
n=0

P(Y = yn)P(X = a) =
+∞∑
n=0

P(Y = yn)P(X = a − yn)

⇔
+∞∑
n=0

P(Y = yn) (P(X = a) − P(X = a − xn)) = 0

Mais par définition de a, pour tout n ∈ N, on a

P(X = a − yn) 6 P(X = a)⇔ P(X = a) − P(X = a − yn) > 0.

Donc nous avons a�aire à une somme de nombres positifs, dont la somme est nulle. Ceci
signifie que chacun des nombres P(Y = yn) (P(X = a) − P(X = a − yn)) est nul.
Et donc pour n ∈ N, on a P(Y = yn = 0) ou P(X = a) = P(X = a − yn).
Autrement dit, pour tout y ∈ ∆, P(Y = y) = 0 ou P(X = a) = P(X = a − y).

2.b. Supposons que Y ne soit pas à support fini. Alors il existe une infinité de y ∈ R tels que
P(Y = y) , 0. Et donc une infinité de y ∈ R tels que P(X = a − y) = P(X = a).
Or P(X = a) , 0, a est tel que P (X = a) soit

maximum.

Rappel
car il existe au moins un x ∈ R tel que P(X = x) , 0, faute de quoi la

somme de la série
∑
P(X = xn) ne serait pas égale à 1.

Par conséquent, il existe une infinité de n ∈ N tels que P(X = a − yn) = P(X = a). Ceci est
incompatible avec la convergence de la série

∑
n P(X = xn).

Par conséquent, il n’existe qu’un nombre fini de y ∈ R tels que P(Y = y) , 0 : Y est une
variable aléatoire finie.

3. Soit µ tel que P(Y = µ) , 0. D’après la question 2.a, on a nécessairement

P(X = a − µ) = P(X = a).

Autrement dit, P(X = a − µ) est un maximum de l’ensemble {P(X = x),x ∈ R}. On peut
donc refaire le raisonnement de la question 2.a : pour tout y ∈ R, P(X = a − µ − y) =
P(X = a − µ) ou P(Y = y) = 0.
Et puisque P(Y = µ) , 0, alors P(X = a − µ − µ) = P(X = a). Donc a − 2µ est tel que
P(X = a − 2µ) est le plus grand élément de l’ensemble {P(X = x),x ∈ R}. Etc...
De proche en proche : ∀n ∈ N, P(X = a − nµ) = P(X = a).

4. Supposons au contraire que Y ne soit pas presque sûrement nulle, c’est-à-dire qu’il existe
µ , 0 tel que P(Y = µ) , 0.
Alors d’après la question précédente, pour tout n ∈ N, P(X = a − nµ) = P(X = a). Mais les
a − nµ sont deux à deux distincts3

3C’est ici qu’on a besoin de
µ , 0 !

, et alors la série de terme général P(X = a − nµ) diverge.
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Or,
⋃
n∈N

[X = a −nµ] est une union dénombrable d’événements deux à deux disjoints, donc

cette série devrait converger, et avoir une somme inférieure ou égale à 1.

Cette série devrait converger,
car cette hypothèse fait partie
de la définition d’une pro-
babilité : pour une famille
dénombrable d’événements
(An ) deux à deux incompa-
tibles,

∑
P (An ) converge, et

sa somme vaut

P *
,

⋃
n∈N

An+
-
.

Convergence

D’où une contradiction, et donc notre hypothèse de départ est fausse : pour tout µ , 0,
P(Y = µ) = 0.
Ceci ne laisse plus beaucoup de choix, car P(Ω) = 1 : on a nécessairement P(Y = 0) = 1, et
donc Y est presque sûrement nulle.

�

EXERCICE 3.15 (QSPHEC 2014) [HEC14.QSP101] Moyen
Étude d’une loi conditionnelle

Soit n1 ∈ N∗, n2 ∈ N∗ et p ∈]0, 1[. On considère deux variables aléatoires X1 et X2, définies sur un même espace
probabilisé (Ω,A, P), telles que X1 suit la binomiale B(n1,p) et X2 suit la loi binomiale B(n2,p).

1. Soit n ∈ (X1 + X2)(Ω). Déterminer la loi conditionnelle de X1 sachant [X1 + X2 = n].
2. Calculer l’espérance conditionnelle E(X1|X1 + X2 = n).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.15
1. Notons que nous savons, par stabilité des lois binomiales1 1Qui s’applique puisque X1

et X2 sont indépendantes.
, que X1 +X2 suit la loi binomiale

de paramètres n1 + n2 et p.
Et donc (X1 + X2)(Ω) = n0,n1 + n2o.
On a alors, pour tout n ∈ n0,n1 + n2o, et tout k ∈ n0,n1o,

P[X1+X2=n](X1 = k) =
P([X1 + X2 = n] ∩ [X1 = k])

P(X1 + X2 = n)

=
P([X2 = n − k] ∩ [X1 = k])

P(X1 + X2 = n)

=
P(X1 = k)P(X2 = n − k)

P(X1 + X2 = n)
X1 et X2 sont indépendantes.

Donc déjà, si n − k > n2 ⇔ k < n − n2, P[X1+X2=n](X1 = k) = 0.
De même, si n − k < 0⇔ k > n, P[X1+X2=n](X1 = k) = 0.
Et sinon,

P[X1+X2=n](X1 = k) =

(
n1
k

)
pk (1 − p)n1−k

(
n2

n − k
)
pn−k (1 − p)n2−n+k(

n1 + n2
n

)
pn(1 − p)n1+n2−n

=

(
n1
k

) (
n2

n − k
)

(
n1 + n2

n

) .
2. On a donc, par définition de l’espérance conditionnelle,

E(X1|X1 + X2 = n) =
n∑

k=n−n2
k

(
n2

n − k
)
pn−k (1 − p)n2−n+k .

�

EXERCICE 3.16 (QSPHEC 2014) [HEC14.QSP75] Facile
Étude d’une loi conjointe
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Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (Ω,A, P), à valeurs dans N, dont la loi conjointe est donnée par

∀(i, j) ∈ N2, P([X = i] ∩ [Y = j]) = a

(i + j + 1)! .

1. Déterminer la valeur de a.
2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.16
1. Puisqu’il s’agit d’une loi conjointe, la famille (P([X = i] ∩ [Y = j]))(i, j)∈N2 est sommable, et

sa somme vaut 1.
Pour k ∈ N, posons Ik = {(i, j) ∈ N2 : i + j = k}.

I1 I2 I3

FIGURE 3.3– Les paquets Ik .

Alors Ik est un ensemble fini de cardinal k + 1, et donc∑
(i, j)∈Ik

P([X = i] ∩ [Y = j]) =
∑

(i, j)∈Ik

a

(k + 1)! = Card(Ik )
a

(k + 1)! = (k + 1) a

(k + 1)! =
a

k !
.

Et puisque N2 =

+∞⋃
k=0

Ik , par le théorème de sommation par paquets,

∑
(i, j)∈N2

P([X = i] ∩ [Y = j]) =
+∞∑
k=0

∑
(i, j)∈Ik

P([X = i] ∩ [Y = j]) =
+∞∑
k=0

a

k !
= ae .

Nous avons bien reconnu
une série convergente, mais
la convergence était de toutes
façons garantie par le fait que
la famille soit sommable.

Convergence

Et donc ae = 1⇔ a = e−1.
2. Par la formule des probabilités totales appliquée au système complet d’événements {[X =

i], i ∈ N}, on a

P(Y = 0) =
+∞∑
i=0

P([X = i] ∩ [Y = 0]) =
+∞∑
i=0

e−1

(i + 1)! = e−1
+∞∑
i=1

1
i!
= e−1 *

,

+∞∑
i=0

1
i!
− 1+

-
= 1 − e−1.

Et de même, P(X = 0) = 1 − e−1.
Or, on a P([X = 0] ∩ [Y = 0]) = e−1 , (1 − e−1)2 = 1 − 2e−1 + e−2.
En e�et, si ces deux nombres étaient égaux, on aurait

(e−1)2 − 3e−1 − 1 = 0.

et donc e−1 serait racine de X 2 − 3X − 1. Mais ces racines sont
3 +
√
5

2
et

3 − √5
2

.
On en déduit que X et Y ne sont pas indépendantes.

�

EXERCICE 3.17 (ESCP 2016) [ESCP16.3.11] Facile
Étude d’un couple de variables aléatoires

Toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Ω,A, P).
Soient λ et p deux réels tels que λ > 0 et p ∈]0, 1[.
On considère le couple de variables aléatoires (X ,Y ) à valeurs dans N2, dont la loi conjointe est donnée par

∀(k,n) ∈ N2, P([X = n] ∩ [Y = k]) =



e−λλnpk (1 − p)n−k
k !(n − k)! si 0 6 k 6 n

0 sinon

1. Vérifier que la relation ci-dessus définit bien une loi de probabilité sur N2.
2. Déterminer la loi marginale de la variable X , puis celle de la variable aléatoire Y .

Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
3. Déterminer la loi conditionnelle de la variable aléatoire Y sachant que [X = n] est réalisé.
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4. Soit Z la variable aléatoire définie par Z = X − Y . Déterminer la loi de la variable aléatoire Z .
5. Les variables aléatoires Y et Z sont-elles indépendantes ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.17
1. Pour n fixé, on a

+∞∑
k=0

P([X = n] ∩ [Y = k]) =
n∑

k=0

e−λλnpk (1 − p)n−k
k !(n − k)! =

e−λλn

n!

n∑
k=0

n!
k !(n − k)!p

k (1 − p)n−k

=
e−λλn

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
pk (1 − p)n−k = e−λλn

n!
.

Et alors, sous réserve de convergence,
+∞∑
n=0

+∞∑
k=0

P([X = n] ∩ [Y = k]) =
+∞∑
n=0

e−λ
λn

n!
= e−λeλ = 1.

On en déduit que la famille P([X = n] ∩ [Y = k]) est bien sommable, de somme égale à 1.
Et donc définit une loi de probabilité sur N2.

2. D’après la formule des probabilités totales appliquée au système complet d’événements
{[Y = k],k ∈ N}, on a, pour tout n ∈ N,

P(X = n) =
+∞∑
k=0

P([X = n] ∩ [Y = k]) = e−λλn

n!
. Cette somme a déjà été

calculée dans la question
précédente.

Et donc X suit la loi de Poisson de paramètre λ.
De même, la formule des probabilités totales appliquée au système complet d’événements
{[X = n],n ∈ N} nous donne, pour tout k ∈ N,

P(Y = k) =
+∞∑
n=0

P([X = n] ∩ [Y = k])

=

+∞∑
n=k

e−λλnpk (1 − p)n−k
k !(n − k)!

Les termes pour n < k sont
nuls.

=
e−λpkλk

k !

+∞∑
n=k

λn−k (1 − p)n−k
(n − k)!

=
e−λpkλk

k !

+∞∑
i=0

λi
(1 − p)i

i! i = n − k .
Chgt d’indice

=
e−λpk

k !
eλ(1−p)

=
e−λp (λ)k

k !
.

Et donc Y suit une loi de Poisson de paramètre λp.
Notons queX etY ne sont pas indépendantes, car pour toutk > n, on a P(X = n) , 0, P(Y = k) , 0
et P([X = n] ∩ [Y = k]) = 0.

3. On a, pour tout k ∈ N,

P[X=n](Y = k) =
P([X = n] ∩ [Y = k])

P(X = n) =




n!
k !(n − k)!p

k (1 − p)n−k si 0 6 k 6 n

0 sinon

On reconnaît alors une loi binomiale B(n,p), donc la loi de Y sachant [X = n] est la loi
B(n,p).

4. Notons qu’on a toujours1 1Du moins presque sûre-
ment.

X > Y car P([X = n] ∩ [Y = k]) = 0 si k > n.
Et donc Z ne peut prendre que des valeurs entières positives ou nulles.
Pour ` ∈ N, on a

P(Z = `) =
+∞∑
k=0

P([Z = `] ∩ [Y = k])
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=

+∞∑
k=0

P([X = ` + k] ∩ [Y = k])

=

+∞∑
k=0

e−λλk+`pk (1 − p)`
k !`!

=
e−λλ`(1 − p)`

`!

+∞∑
k=0

λkpk

k !

=
e−λλ`(1 − p)`

`!
eλp

= e−λ(1−p)
(λ(1 − p))k

k !
.

Donc Z suit la loi de Poisson de paramètre λ(1 − p).
5. Pour (k, `) ∈ N2, on a

P([Y = k]∩[Z = `]) = P([Y = k]∩[X−Y = `]) = P([Y = k]∩[X = k+`]) = e−λλk+`pk (1 − p)`
k !`!

.

D’autre part, on a

P(Y = k)P(Z = `) = e−λp
(λp)k
k !

e−λ(1−p)
(λ(1 − p))`
`!

=
e−λλk+`pk (1 − p)`

k !`!
= P([Y = k]∩[Z = `]).

Et donc Y et Z sont indépendantes.
�

EXERCICE 3.18 (HEC 2010) [HEC10.2] Difficile
Étude d’un couple de variables aléatoires (somme et di�érence de deux géométriques).

Soit p un réel donné de ]0, 1[. On pose q = 1 − p. On considère un couple (U ,T ) de variables aléatoires discrètes
définies sur un espace probabilisé (Ω,A, P) dont la loi de probabilité est donnée par : pour tout entier n > 2, pour
tout t ∈ Z,

P([U = n] ∩ [T = t]) =



p2qn−2 si |t | 6 n − 2 et si n, |t | de même parité
0 sinon

1. Vérifier que
+∞∑
n=2

∑
|t |6n−2

n, |t | de même parité

p2qn−2 = 1.

2. (a) Déterminer la loi marginale de U .
(b) En distinguant les trois cas t = 0, t > 0 et t < 0, montrer que la loi marginale de T est donnée par :

∀t ∈ Z, P(T = t) = pq|t |

1 + q
.

(c) Calculer E(T ).
3. Soit n un entier supérieur ou égal à 2.

(a) Déterminer la loi conditionnelle de T sachant [U = n].
(b) Calculer l’espérance conditionnelle E(T |U = n) de T sachant [U = n].

4. (a) Justifier l’existence de E(U ) et de E(UT ). Calculer Cov(U ,T ).
(b) Les variables U et T sont-elles indépendantes ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.18
1. Si n > 2 est pair, n = 2k, alors les entiers pairs compris entre −(n − 2) et n − 2 sont les

2i,−(k − 1) 6 i 6 k − 1, de sorte que
∑

|t |6n−2
|t |pair

p2qn−2 =
k−1∑

i=−(k−1)
p2qn−2 = p2qn−2(2k − 2 + 1) = (n − 1)p2qn−2. Tous les termes de la somme

sont égaux, il su�t de comp-
ter le nombre de termes.
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De même, si n = 2k + 1, alors les entiers impairs entre −2k + 1 et 2k − 1 sont les
2i + 1,−k 6 i 6 k − 1, de sorte que

∑
|t |6n−2
|t |impair

p2qn−2 =
k−1∑
i=−k

p2qn−2 = p2qn−2(k − 1 + k + 1) = (2k)p2qn−2 = (n − 1)p2qn−2.

Et donc
+∞∑
n=2

∑
|t |6n−2

n, |t | de même parité

p2qn−2 =
+∞∑
n=2

(n − 1)p2qn−2 = p2
+∞∑
m=1

mqm−1 = p2
1

(1 − q)2 = 1. m = n − 1.
Chgt d’indice

2.a. D’après la formule des probabilités totales appliquée au système complet d’événements
{[T = t], t ∈ Z}, on a

P([U = n]) =
∑
t ∈Z

P([U = n] ∩ [T = t])

=
∑

|t |6n−2
|t |,n de même parité

p2qn−2 Il ne reste qu’un nombre fini
de termes dans la somme :
les autres sont nuls !

= (n − 1)p2qn−2.

2.b. Dans les trois cas, nous allons utiliser la formule des probabilités totales appliquée au système
complet d’événements {[U = n],n > 2}.
Si t = 0, alors

P(T = 0) =
+∞∑
n=2

P([U = n] ∩ [T = 0])

=

+∞∑
n=2
n pair

p2qn−2

=

+∞∑
i=1

p2q2i−2

=p2
+∞∑
j=0

(q2)j j = i − 1.
Chgt d’indice

=p2
1

1 − q2 =
p2

2p − p2 =
p

2 − p =
pq0

1 + q
.

Si t > 0, alors |t | 6 n − 2⇔ n > t + 2. Et donc

P(T = t) =
+∞∑
n>t+2

t,n de même parité

p2qn−2

Si t est pair, t = 2k, alors on obtient

P(T = t) =
+∞∑

i=k+1

p2q2i−2 = p2q2k
+∞∑
j=0

(q2)j = p2q2k 1
1 − q2 =

pqt

1 + q
.

Les entiers pairs supérieurs à
t + 2 = 2k + 2 sont les 2i , avec
i > k + 1.

Détails

Et si t est impair, t = 2k + 1, alors

P(T = t) =
+∞∑

i=k+1

p2q2i+1−2 = p2q2k+1
+∞∑
j=0

(q2)j = p2q2k+1 1
1 − q2 =

pqt

1 + q
.

Enfin, si t est négatif, alors

P(T = t) =
∑

|t |6n−2
|t |,n de même parité

p2qn−2 = P(T = |t |) = pq|t |

1 + q
.
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2.c. On a, sous réserve de convergence absolue,

E(T ) =
∑
t<0

tP(T = t) + 0 · P(T = 0) +
∑
t>0

tP(T = t) =
+∞∑
t=1
−t pqt

1 + q
+

+∞∑
t=1

t
pq−t

1 + q
.

Cette famille est bien som-
mable : on a séparé Z en
trois «paquets» : les entiers
strictement positifs, les en-
tiers strictement négatifs, et
0. Chacune des trois sommes
converge absolument (voir
ci-dessous) et donc la famille
est sommable.

Détails

Les deux séries en jeu convergent absolument car t
pqt

1 + q
est le terme général d’une série

géométrique dérivée de raison q ∈]0, 1[, donc convergente.
Et alors on a

E(T ) =
+∞∑
t=1

(−t) pqt

1 + q
+

+∞∑
t=1

t
pqt

1 + t
= 0.

3.a. Notons que P[U=n](T = t) est non nul si et seulement si |t | 6 n − 2 et si n et t ont même
parité.
Et donc, sachant que [U = n],T prend ses valeurs dans In = {−(n−2),−(n−4), . . . ,n−4,n−2}. Si n est pair, alors 0 ∈ In , et

si n est impair, 0 < In .

Remarque

Et pour tout t dans In , on P([U = n] ∩ [T = t]) = p2qn−2 de sorte que les P[U=n](T =
t) ont tous la même valeur : la loi de T sachant [U = n] est une loi uniforme sur
In = {−(n − 2),−(n − 4), . . . ,n − 4,n − 2}.

Il ne s’agit pas d’une loi uni-
forme sur n−(n−2), n−2o, car
T ne prend que des valeurs
de même parité que n.

A Danger !

En particulier, la loi de T sachant [U = n] est finie, donc E(T |U = n) existe.
De plus, si t ∈ In , alors −t ∈ In , et donc la loi de −T sachant [U = n] est la même que la loi
de T sachant [U = n].
Et donc 2E(T |U = n) = E(T |U = n) + E(−T |U = n) = E(0|U = n) = 0.
On en déduit donc que E(T |U = n) = 0.

4.a. U admet une espérance si et seulement si la série de terme général n(n − 1)p2qn−2 converge.
Or, il s’agit là d’une série géométrique dérivée seconde, convergente car de raison q ∈]0, 1[.
Donc E(U ) existe.
Pour l’existence de E(UT ), notons que pour tout n ∈ N, la loi de UT sachant [U = n] est la
loi de nT sachant [U = n]. Et en particulier, E(UT |U = n) = E(nT |U = n) = nE(T |U = n) = 0.
D’après la formule de l’espérance totale appliquée au système complet d’événements
{[U = n],n > 2}, on a

E(UT ) =
+∞∑
n=2

P(U = n)E(UT |U = n) = 0.

Et donc, par la formule de Huygens, Cov(U ,T ) existe et vaut

Cov(U ,T ) = E(UT )︸ ︷︷ ︸
=0

−E(U ) E(T )︸︷︷︸
=0

= 0.

4.b. On a P(U = 2) , 0 et P(T = 1) , 0, mais P([U = 2] ∩ [T = 1]) = 0 car 1 et 2 ne sont pas de
même parité.
Donc U et T ne sont pas indépendantes.

On pourrait en fait montrer
que si X et Y sont deux lois
géométriques indépendantes
de même paramètre p, alors
le couple (X + Y , X − Y )
a même loi que le couple
(U , T ).

Remarque

�

EXERCICE 3.19 (QSPHEC 2009) [HEC09.QSP01] Moyen
Espérance de X

X + Y
.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un même espace probabilisé (Ω,A, P), de même

loi, à valeurs dans N∗. Montrer que E
( X

X + Y

)
existe et vaut

1
2
.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.19 Montrons que
X

X + Y
et

Y

X + Y
ont même loi.

Il est clair que ces deux variables aléatoires ont le même support car X et Y ont même loi.

Soit donc r dans le support de
X

X + Y
(qui est formé de nombres rationnels strictement
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positifs).

Notons que X
X+Y est à va-

leurs dans Q, qui est dénom-
brable, donc il s’agit d’une
variable discrète.

Loi discrète

Alors, d’après la formule des probabilités totales, on a

P
( X

X + Y
= r

)
=

∞∑
k=1

P
(
[X = k] ∩

[ X

X + Y
= r

])
=

∞∑
k=1

P

(
[X = k] ∩

[
Y =

k

r
− k

])
=

∞∑
k=1

P(X = k)P
(
Y =

k

r
− k

)
Le même calcul prouve que

P
( Y

X + Y
= r

)
=

∞∑
k=1

P(Y = k)P
(
X =

k

r
− k

)

Mais X et Y ayant même loi, on a donc P
( X

X + Y
= r

)
= P

( Y

X + Y
= r

)
.

Ainsi, les deux variables
X

X + Y
et

Y

X + Y
ont même loi.

Autre méthode : puisque X et Y sont indépendantes et de même loi, les vecteurs (X ,Y ) et
(Y ,X ) sont de même loi1 1 I.e. possèdent la même

fonction de répartition.
La fonction д : (x1,x2) 7→ x1

x1 + x2
étant continue sur (R∗+)2, les variables д(X ,Y ) =

X

X + Y

et д(Y ,X ) = Y

X + Y
ont donc la même loi.

De plus, ces deux variables ont une espérance, car on a 0 6
X

X + Y
6 1, et que E(1) existe.

Enfin, on a

1 = E(1) = E
( X

X + Y
+

Y

X + Y

)
= E

( X

X + Y

)
+ E

( Y

X + Y

)
= 2E

( X

X + Y

)
.

Si les variables ont même
loi, et qu’elles admettent
une espérance, elles ont
nécessairement la même
espérance.

Espérance

On en déduit que E
( X

X + Y

)
=
1
2
. �

EXERCICE 3.20 (QSPESCP 2016) [ESCP16.QSP06] Moyen
Une réciproque à la stabilité des lois binomiales

Soit n un entier supérieur ou égal à 1 et p ∈]0, 1[. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur
un même espace probabilisé et telles que X suit la loi binomiale B(n,p) et Y est à valeurs dans n0,no.
Que pensez vous de l’équivalence suivante : Y suit la loi B(n,p) si et seulement si X + Y suit la loi B(2n,p) ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.20 Notons que nous savons déjà que, X et Y étant
indépendantes, si Y suit la loi binomiale B(n,p), alors X + Y suit la loi B(2n,p), mais le
cours ne dit absolument rien au sujet de la réciproque.

Inversement, supposons que X + Y suit la loi B(2n,p).
Puisque X et Y sont indépendantes, on a alors, par produit de convolution, pour tout
k ∈ n0, 2no,

k∑
i=0

P(X = i)P(Y = k − i) = P(X + Y = k) =
(
2n
k

)
pk (1 − p)2n−k . On a ainsi un système de

2n + 1 équations vérifiées par
les P (X = k ).

Remarque

En particulier, pour k = 0, on a P(X = 0)P(Y = 0) = P(X + Y = 0), soit encore

P(X = 0) × (1 − p)n = (1 − p)2n ⇔ P(X = 0) = (1 − p)n .

Puis, pour k = 1, on a P(X = 0)P(Y = 1) + P(X = 1)P(Y = 0) = P(X + Y = 1) soit

P(X = 1)(1 − p)n + P(X = 0)np(1 − p)n−1 = np(1 − p)2n−1 ⇐⇒ P(X = 1) = np(1 − p)n−1.

Pour P (X = 0) et P (X = 1),
on retrouve les probabilités
d’une loi binomiale, donc
il semble que X suive la loi
binomiale B(n, p).

Remarque

Plus généralement, pour k ∈ n0,no, on a

P(Y = 0)P(X = k) + P(Y = 1)P(X = k − 1) + · · · + P(Y = k)P(X = 0) = P(X + Y = k).
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Et donc P(X = k) =
P(X + Y = k) −

k−1∑
i=0

P(X = i)P(Y = k − i)

P(Y = 0) (?).
Soit Z une variable aléatoire indépendante deY , suivant la loi binomiale B(n,p). AlorsY +Z
suit la loi binomiale B(2n,p), et donc pour tout k ∈ n0, 2no, P(Y + Z = k) = P(X + Y = k).

Prouvons, par récurrence forte sur k ∈ n0,no que P(X = k) = P(Z = k).

Une récurrence forte est une
récurrence où ne suppose pas
seulement que la propriété
est vraie au rang n pour la
prouver au rang n + 1, mais
qu’elle est vraie aux rangs
0, 1, . . . , n pour la prouver
au rang n + 1.

Réc. forte

Nous venons de prouver que c’est bien le cas pour k = 0 et k = 1.
Soit donc k ∈ n0,n − 1o, et supposons que pour tout i ∈ n0,ko, P(X = i) = P(Z = i).
Alors, on a

P(X + Y = k + 1) =
P(X + Y = k + 1) −

k∑
i=0

P(X = i)P(Y = k + 1 − i)

P(Y = 0)

=

P(Y + Z = k + 1) −
k∑
i=0

P(Z = i)P(Y = k + 1 − i)

P(Y = 0)

=

k+1∑
i=0

P(Z = i)P(Y = k + 1 − i) −
k∑
i=0

P(Z = i)P(Y = k + 1 − i)

P(Y = 0)
C’est le produit de convolu-
tion appliqué à Y et Z (qui
sont indépendantes par hypo-
thèse).

=
P(Z = k + 1)P(Y = 0)

P(Y = 0)
= P(Z = k + 1).

Par le principe de récurrence, pour tout k ∈ n0, 2no, P(X = k) = P(Z = k), et donc X suit
la loi binomiale B(n,p).

En conclusion, X + Y ↪→ B(2n,p)⇔ X ↪→ B(n,p).

Quelques explications : l’idée principale ici est de voir que la relation (?) détermine
uniquement P(X = 0).
Puis, en utilisant la valeur de P(X = 0) ainsi obtenue, il n’y a donc qu’une valeur de
P(X = 1) possible. Puis qu’une valeur de P(X = 2), etc.
D’autre part, nous savons que si X ↪→ B(n,p), alors les P(X = k) vérifient les n + 1 relations
(?) : c’est donc l’unique solution du système d’équation mentionné plus tôt.
L’introduction de la variable Z n’a rien d’obligatoire, elle permet surtout d’écrire P(Z = i)
au lieu de

(
n

i

)
pi (1 − p)n−i , et sert donc surtout à alléger les notations. �

3.4.1 Covariance, corrélation linéaire

EXERCICE 3.21 (QSPESCP 2014) [ESCP14.QSP02] Facile
Étude de l’indépendance de la somme et du produit de deux variables aléatoires.

Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes sur (Ω,A, P), indépendantes, admettant une espérance M , 0 et
une variance V , 0.

1. Calculer l’espérance et la variance de XY en fonction de M et V .
2. Les variables X + Y et XY sont-elles indépendantes ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.21
1. Puisque X et Y sont indépendantes, on a E(XY ) = E(X )E(Y ) = M2.

De plus, par la formule de Huygens, on a E(X 2) = V (X ) + E(X )2 = V +M2 et de même
E(Y 2) = V +M2.
Et alors, X 2 et Y 2 étant indépendantes1 1Car X et Y le sont., il vient

E((XY )2) = E(X 2)E(Y 2) = (V +M2)2.
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Alors, toujours par la formule de Huygens,

V (XY ) = E((XY )2) − E(XY )2 = (V +M2)2 − (M2)2 = V 2 + 2VM2 +M4 −M4 = V 2 + 2VM2.

2. D’après la formule de Huygens2 2Celle pour la covariance., on a

Cov(X + Y ,XY ) = E(X + Y (XY )) − E(X + Y )E(XY )
= E(X 2Y ) + E(XY 2) − (E(X ) + E(Y ))E(XY )
= E(X 2)E(Y ) + E(X )E(Y 2) − E(X )E(X )E(Y ) − E(Y )E(X )E(Y ) X 2 et Y sont indépendantes,

de même que X et Y 2.
= (V +M2)M +M(V +M2) −M3 −M3 = 2MV .

Et donc Cov(X + Y ,XY ) , 0, de sorte que XY et X + Y ne sont pas indépendantes.

�

EXERCICE 3.22 (QSPHEC 2014) [HEC14.QSP113] Facile

Soit E un ensemble de variables aléatoires discrètes centrées définies sur un même espace probabilisé, et admettant
une variance.

1. Justifier l’existence de V0 = inf {V (X ),X ∈ E}.
2. On suppose que pour tout X1,X2 ∈ E, 12 (X1 + X2) ∈ E.

Soient (X1,X2) ∈ E2 telles que V (X1) = V (X2) = V0. Montrer que X1 = X2 presque sûrement.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.22
1. Il s’agit d’une partie minorée (par 0 car une variance est toujours positive) de R, donc elle

admet une borne inférieure.

2. Notons que dans cette question, on suppose que la borne inférieure de la question précé-
dente est en fait un minimum, atteint pour X1 et pour X2.
Commençons par traiter le cas où V0 = 0. Puisque X1 et X2 sont de variance nulle, elle sont
presque sûrement constantes, et étant centrées, elles sont nulles presque sûrement, et donc
presque sûrement égales.

Supposons à présent que V0 , 0 et que V (X1) = V (X2) = V0.
Alors 1

2 (X1 + X2) ∈ E et donc V
� 1
2 (X1 + X2)

�
> V0. Mais

V

(
1
2
(X1 + X2)

)
=
1
4
V (X1 + X2) =

1
4
(V0 +V0 + 2Cov(X1,X2)).

On en déduit que Cov(X1,X2) > V0.
Et ainsi ρ(X1,X2) = Cov(X1,X2)√

V0
√
V0
=

V0
V0
> 1.

Puisqu’on sait que l’inégalité inverse est vérifiée, alors on a une égalité : ρ(X1,X2) = 1. Du coup on a

Cov(X1, X2) = V0 .

Et même

Alors il existe deux constantes a et b telles que X1 = aX2 + b presque sûrement, et a > 0
(car le coe�cient de corrélation linéaire vaut 1 et non −1).
Mais X1 et X2 étant centrées, 0 = E(X1) = aE(X2) + b = b.
Et V (X1) = a2V (X2), de sorte que a2 = 1. On en déduit que a = 1, et donc que X1 = X2
presque sûrement.

�

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors pour tous (h,k) ∈ (N∗)2, Xh et Y k sont indépendantes, de
sorte que Cov

�
Xh ,Y k �

= 0.
L’exercice suivant, aux notations un peu lourdes, s’intéresse à une réciproque dans le cas de variables à support fini.
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EXERCICE 3.23 (HEC 2014) [HEC14.91] Moyen
Une condition nécessaire et su�sante d’indépendance

On confond vecteur de Rn et matrice colonne de Mn,1(R). Soit x1,x2, . . . ,xn n réels tous distincts.

1. On considère la matrice A =

*.........
,

1 x1 x21 . . . xn−11
1 x2 x22 . . . xn−12
...

...
. . .

. . .
...

1 xn−1 x2n−1
. . . xn−1n−1

1 xn x2n . . . xn−1n

+/////////
-

.

Soit U =
*...
,

α1
...
αn

+///
-

un vecteur de Rn tel que AU = 0.

(a) Montrer que le polynôme Q(T ) =
n∑
j=1

α jT
j−1 est nul.

(b) En déduire que la matrice A est inversible.
2. Dans cette question, X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Ω,A, P ), suivant

des lois de Bernoulli de paramètres respectifs p et p ′ (0 < p < 1 et 0 < p ′ < 1) et telles que la covariance de X
et Y est nulle.
Montrer que X et Y sont indépendantes.

3. Soit (X ,Y ) un couple de variables aléatoires réelles discrètes finies définies sur (Ω,A, P), et soit n etm deux
entiers supérieurs ou égaux à 2.
On suppose que X (Ω) = {x1,x2, . . . ,xn} et Y (Ω) = {y1,y2, . . . ,ym}.
On pose, pour tout i ∈ n1,no et tout j ∈ n1,mo :

pi = P(X = xi ), qj = P(Y = yj ), πi, j = P([X = xi ] ∩ [Y = yj ]) et δi, j = πi, j − piqj .

On suppose que pour tout h ∈ n1,n − 1o et tout k ∈ n1,m − 1o, la covariance de Xh et Y k est nulle.

(a) Soit k ∈ n1,m − 1o. Montrer que pour tout i ∈ n1,no, on a :
m∑
j=1

δi, jy
k
j = 0.

(b) En déduire que X et Y sont indépendantes.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.23

1.a. Notons que Q(xi ) =
n∑
j=1

α jx
j−1
i . Puisque AU = 0, on a

0 = AU =

*.........
,

1 x1 x21 . . . xn−11
1 x2 x22 . . . xn−12
...

...
. . .

. . .
...

1 xn−1 x2n−1
. . . xn−1n−1

1 xn x2n . . . xn−1n

+/////////
-

*.......
,

α1
α2
...

αn−1
αn

+///////
-

=

*.......
,

α1 + α2x1 + · · · + αnxn−11
α1 + α2x2 + · · · + αnxn−12

...
α1 + α2xn−1 + · · · + αnxn−1n−1
α1 + α2xn + · · · + αnxn−1n

+///////
-

=

*.......
,

Q(x1)
Q(x2)
...

Q(xn−1)
Q(xn)

+///////
-

.

Et donc, pour tout i ∈ n1,no, Q(xi ) = 0.
Les xi étant deux à deux distincts par hypothèses, Q est donc un polynôme de degré
inférieur ou égal à n − 1 qui possède au moins n racines : c’est nécessairement le polynôme
nul.

1.b. Puisque Q est nul, tous ses coe�cients sont nuls, et donc α1 = α2 = · · · = αn = 0.
Ainsi, on a AU = 0⇒ U = 0, ce qui prouve que la matrice A est inversible.

Une matrice A ∈ Mn (R) est
inversible si et seulement si
le seul vecteur X ∈ Mn,1(R)
tel que AX = 0 est le vecteur
nul.

Rappel

2. Par la formule de Huygens, nous savons que

Cov(X ,Y ) = E(XY ) − E(X )E(Y ) = 0⇔ E(XY ) = E(X )E(Y ).
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Mais E(X ) = p,E(Y ) = p ′, et par le théorème de transfert,

E(XY ) =
1∑

k=0

1∑
`=0

k`P([X = k] ∩ [Y = `]) = P([X = 1] ∩ [Y = 1]).
Si k = 0 ou ` = 0, alors
k` = 0, et donc le seul terme
non nul de la somme est celui
pour k = ` = 1.

Détails

Et donc P([X = 1] ∩ [Y = 1]) = pp ′ = P(X = 1)P(Y = 1).
Or, deux variables de Bernoulli sont indépendantes si et seulement si les événements
[X = 1] et [Y = 1] sont indépendants, donc X et Y sont indépendants.

3.a. Notons que pour h = 0, et pour tout k ∈ n1,m − 1o, on a encore Cov(Xh ,Y k ) = 0 puisque

Cov
(
Xh ,Y k

)
= Cov

(
1,Y k

)
= E

(
Y k

)
− E(1)E

(
Y k

)
= 0.

Si X est une variable aléatoire
certaine, alors pour toute
variable aléatoire Y ,

Cov(X , Y ) = 0.

Plus généralement

Comme précédemment, grâce à la formule de Huygens, il vient

0 = Cov
(
Xh ,Y k

)
= E

(
XhY k

)
− E

(
Xh

)
E

(
Y k

)
.

Mais, par le théorème de transfert, E
�
XhY k �

=

n∑
i=1

m∑
j=1

xhi y
k
j πi, j .

Et d’autre part, toujours par le théorème de transfert, E
�
Xh�
=

n∑
i=1

xhi pi et E
�
Y k �
=

m∑
j=1

ykj qj .

Et donc, pour tout h ∈ n0,n − 1o et tout k ∈ n1,m − 1o, on a

0 =
n∑
i=1

m∑
j=1

xhi y
k
j πi, j−*

,

n∑
i=1

xhi pi
+
-

*.
,

m∑
j=1

ykj qj
+/
-
=

n∑
i=1

m∑
j=1

xhi y
k
j πi, j−

n∑
i=1

m∑
j=1

xhi y
k
j piqj =

n∑
i=1

xhi

m∑
j=1

ykj δi, j .

Fixons à présent k ∈ n1,m − 1o, et pour i ∈ n1,no, notons αi =
m∑
j=1

ykj δi, j , et U =
*...
,

α1
...
αn

+///
-

.

Alors, si A désigne la matrice de la première question, il vient1 1 En prenant successivement
h = 0, h = 1, . . . , h = n − 1
dans la relation précédem-
ment établie.




α1 + α2 + · · · + αn = 0
x1α1 + x2α2 + · · · + xnαn = 0
x21α1 + x

2
2α2 + · · · + x2nαn = 0

...

xn−11 α1 + x
n−1
2 α2 + · · · + xn−1n αn = 0

⇐⇒
*.....
,

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
...

...
...

xn−11 xn−12 . . . xn−1n

+/////
-

*.....
,

α1
α2
...
αn

+/////
-

= 0⇔ tAU = 0.

Mais A étant inversible2 2 Les xi sont deux à deux
distincts.

, tA est également inversible, et donc tAU = 0⇒ U = 0.
On en déduit que α1 = α2 = · · · = αn = 0, et donc

∀i ∈ n1,no,
m∑
j=1

ykj δi, j = 0.

3.b. Soit i ∈ n1,no fixé.
Remarquons que le résultat de la question précédente est encore valable pour k = 0 puisque

m∑
j=1

δi, j =
m∑
j=1

πi, j−pi
m∑
j=1

qj︸︷︷︸
=1

=

m∑
j=1

P([X = xi ]∩[Y = yj ])−P(X = xi ) = P(X = xi )−P(X = xi ) = 0.

Puisque
Y (Ω) = {y1, . . . , ym}, la
formule des probabilités
totales nous donne

m∑
j=1

πi, j = pi .

Détails

On a donc3 3 En prenant successivement
k = 0, k = 1, . . . , k =m − 1.




δi,1 + δi,2 + · · · + δi,m = 0
y1δi,1 + y2δi,2 + · · · + ymδi,m = 0

...

ym−11 δi,1 + y
m−1
2 δi,2 + · · · + ym−1m δi,m = 0

⇐⇒
*.....
,

1 1 . . . 1
y1 y2 . . . ym
...

...
...

ym−11 ym−12 . . . ym−1m

+/////
-

*.....
,

δi,1
δi,2
...

δi,m

+/////
-

= 0.
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On conclut alors comme à la question précédente4 4 En utilisant cette fois le fait
que les yj sont deux à deux
distincts.

: δi,1 = δi,2 = · · · = δi,m = 0.
Et donc pour tout i ∈ n1,no et tout j ∈ n1,mo,

δi, j = 0⇔ πi, j = piqj ⇔ P([X = xi ] ∩ [Y = yj ]) = P(X = xi )P(Y = yj ).

C’est donc que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes.

�

Un résultat qui figure au programme est la formule V (X + Y ) = V (X ) + 2Cov(X ,Y ) +V (Y ), qui permet de calculer la
variance d’une somme de deux variables aléatoires si l’on en connait la covariance.
Cette formule se généralise sans grande di�cultés au cas de n variables aléatoires, en se rappelant que V (X ) = Cov(X ,X ).
En e�et, la bilinéarité de la covariance nous donne alors

V (X1 + · · · + Xn) = Cov *
,

n∑
i=1

Xi ,

n∑
i=1

Xi+
-
=

n∑
i=1

n∑
j=1

Cov(Xi ,X j ) =
n∑
i=1

V (Xi ) +
∑

16i, j6n
i,j

Cov(Xi ,X j ).

Cette dernière formule n’est pas au programme, mais il faut savoir la retrouver si besoin.

EXERCICE 3.24 (ESCP 2017) [ESCP17.3.20] Facile
Variance d’une somme de lois de Bernoulli.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On dispose d’un paquet de n cartes C1,C2, . . . ,Cn que l’on distribue
intégralement, les unes après les autres entre n joueur J1, . . . , Jn selon le protocole suivant :
— la première carte C1 est donnée à J1 ;
— la deuxième carte C2 est distribuée de façon équiprobable entre J1 et J2 ;
— la troisième carte C3 est distribuée de façon équiprobable entre J1, J2 et J3 ;
— et ainsi de suite, jusqu’à la dernière carte Cn qui est donc distribuée de façon équiprobable entre J1, J2, . . . , Jn .

On suppose l’expérience modélisée par un espace probabilisé (Ω,A, P).
On note Xn la variable aléatoire égale au nombre de joueurs qui n’ont reçu aucune carte à la fin de la distribution.

1. Déterminer Xn(Ω) et calculer P(Xn = 0) et P(Xn = n − 1).
2. Pour tout i de n1,no, on note Bi la variable aléatoire qui vaut 1 si Ji n’a reçu aucune carte et 0 sinon.

Déterminer la loi de Bi . Exprimer la variable aléatoire Xn en fonction des variables aléatoires Bi , et en déduire
l’espérance de Xn .

3. En faisant le moins de calculs possibles, donner la loi de X4.
4. (a) Montrer que pour tout i et j dans n1,no tels que i < j, on a

P([Bi = 1] ∩ [Bj = 1]) = (i − 1)(j − 2)
n(n − 1) .

En déduire la covariance des variables aléatoires Bi et Bj .

(b) Montrer que V (Xn) =
n + 1
12

.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.24
1. Puisque J1 a forcément au moins une carte1 1 La première., Xn prend au maximum la valeur n − 1. Et

dans le meilleur des cas, tous les joueurs ont eu une carte, de sorte que Xn peut prendre la
valeur 0.
Et toutes les valeurs intermédiaires sont possibles, de sorte que Xn(Ω) = n0,n − 1o.

On a [Xn = n − 1] si et seulement si c’est le joueur 1 qui a eu toutes les cartes.
Notons donc Ai l’événement «J1 a la carte Ci ». Alors [Xn = n − 1] = A1 ∩ · · · ∩An de sorte
que par indépendance des di�érents choix,

P(Xn = n − 1) = P(A1)P(A2) · · · P(An) = 1 × 1
2
× · · · × 1

n
=

1
n!
.
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De même, on a [Xn = 0] si et seulement si pour tout i, c’est le joueur Ji qui a eu la carte Ci . Si Jn a une carte, c’est néces-
sairement Cn . Et donc pour
que Jn−1 ait aussi une carte,
ce ne peut être que la carte
Cn−1, etc.

Détails

Et comme précédemment, ceci se réalise avec probabilité 1 × 1
2
× · · · × 1

n
=

1
n!
.

2. Notons Ai, j l’événement «Ji a la carte Cj». Alors

[Bi = 1] = Ai , 1 ∩Ai,2 ∩ · · · ∩Ai,n = Ai,i ∩Ai,i+1 ∩ · · · ∩An,i .

Et donc, par indépendance des di�érents choix

P(Bi = 1) = P
(
Ai,i

)
× P

(
Ai+1,i

)
× · · · × P

(
An,i

)
=
i − 1
�i

�i

���i + 1
· · ·�

��n − 1
n
=
i − 1
n
.

Et donc Bi suit la loi de Bernoulli de paramètre
i − 1
n

.

Puisque Xn =

n∑
i=1

Bi , par linéarité de l’espérance, il vient

E(Xn) =
n∑
i=1

E(Bi ) =
n∑
i=1

i − 1
n
=
1
n

n−1∑
j=0

j =
n − 1
2
.

3. Nous savons que X4(Ω) = n0, 3o, et que P(X4 = 0) = P(X4 = 3) = 1
4!
=

1
24

.

4.a. L’événement [Bi = 1] ∩ [Bj = 1] est réalisé si et seulement si les cartes Ci , . . . ,Cj−1 n’ont
pas été données à Ji et que les cartes Cj , . . . ,Cn n’ont été données ni à Ji , ni à Jj .
Avec les notations précédentes, cela donne

[Bi = 1] ∩ [Bj = 1] = *.
,

j−1⋂
k=i

Ak,i
+/
-
∩ *.

,

n⋂
k=j

(
Ak,i ∩Ak, j

)+/
-
.

Mais pour k > j, on a P
(
Ak,i ∩Ak, j

)
=
k − 2
k

.
Et donc par indépendance des di�érents choix,

P([Bi = 1] ∩ [Bj = 1]) =
j−1∏
k=1

k − 1
k
×

n∏
k=j

k − 2
k

=

n∏
k=i

1
k
×

j−2∏
k=i−1

k ×
n−2∏
k=j−2

k

=
(i − 1)!
n!

(j − 2)!
(i − 2)!

(n − 2)!
(j − 3)!

=
(n − 2)!

n!
(i − 1)!
(i − 2)!

(j − 2)!
(j − 3)! =

(i − 1)(j − 2)
n(n − 1) .

Par le théorème de transfert, on en déduit que

E(BiBj ) =
1∑

k=0

1∑
`=0

k`P([Bi = k] ∩ [Bj = `]) = P([Bi = 1] ∩ [Bj = 1]) = (i − 1)(j − 2)
n(n − 1) .

Le produit de deux variables
de Bernoulli X et Y est en-
core une variable de Ber-
noulli, puisqu’il ne peut
prendre que les valeurs 0 et 1.
Et on a alors

P (XY = 1) = P ([X = 1]∩[Y = 1]).

Explication

Par la formule de Huygens, on a alors

Cov(Bi ,Bj ) = E(BiBj ) − E(Bi )E(Bj ) = (i − 1)(j − 2)
n(n − 1) − i − 1

n

j − 1
n
=

(i − 1)(n − j + 1)
n2(n − 1) .

4.b. Par bilinéarité de la covariance, on a

V (Xn) = V (B1 + · · · + Bn)
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= Cov(B1 + · · · + Bn ,B1 + · · · + Bn)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

Cov(Bi ,Bj )

=

n∑
i=1

V (Bi ) +
n∑
i=1

n∑
j=1
j,i

Cov(B,Bj )

=

n∑
i=1

V (Bi ) + 2
∑

16i<j6n
Cov(Bi ,Bj )

=

n∑
i=1

(i − 1)(n − i + 1)
n2

+ 2
n∑
i=1

n∑
j=i+1

(i − 1)(n − j + 1)
n2(n − 1)

=
n + 1
n2

n∑
i=1

(i − 1) − 1
n2

n∑
i=1

i(i − 1) + 2
n2(n − 1)

n∑
i=1

(i − 1)
n−i∑
k=1

k Dans la dernière somme, on
a posé k = n − j + 1

Chgt d’indice

=
n + 1
n2

n(n − 1)
2

− 1
n2

n∑
i=1

i2 +
1
n2

n∑
i=1

i +
2

n2(n − 1)
n∑
i=1

(i − 1) (n − i)(n − i + 1)
2

=
(n + 1)(n − 1)

2n
− (n + 1)(2n + 1)

6n
+
n + 1
2n
+

2
n2(n − 1)

�

3.4.2 Probabilités et algèbre linéaire
Des exercices que l’on voit régulièrement définissent une matrice aléatoire, dépendant de deux (voire plus) variables
aléatoires X et Y , et nous demandent de calculer la probabilité que cette matrice soit inversible/diagonalisable/etc.
De tels exercices s’abordent généralement de la manière suivante : considérerX et Y comme deux réels fixés, et déterminer,
à l’aide d’outils d’algèbre linéaire, à quelle(s) condition(s) sur X et Y la matrice vérifie bien la condition demandée.
Une fois cette condition établie, il s’agit de déterminer la probabilité que cet événement soit réalisé.

EXERCICE 3.25 (QSPHEC 2007) Facile
Inversibilité d’une matrice aléatoire.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur (Ω,A, P) suivant la même loi géométrique de paramètre
p ∈]0, 1[.
Pour tout ω ∈ Ω, on pose M(ω) =

(
X (ω) Y (ω)
Y (ω) X (ω)

)
. Déterminer la probabilité que M(ω) soit inversible.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.25 NotonsA l’événement {ω ∈ Ω : M(ω) est inversible}.
Puisque M(ω) est une matrice 2 × 2, elle est inversible si et seulement si son déterminant
est non nul, soit si et seulement si X 2(ω) − Y 2(ω) , 0.
Autrement dit, on a A = [X 2 = Y 2], et puisque X et Y sont à valeurs positives, on a
A = [X = Y ].
En appliquant la formule des probabilités totales au système complet d’événements {[X = k], k ∈ N∗},
il vient

P
(
A
)
= P(X = Y ) =

+∞∑
k=1

P([X = Y ] ∩ [X = k]) =
+∞∑
k=1

P([X = k] ∩ [Y = k]).

Par indépendance de X et Y , il vient donc

P
(
A
)
=

+∞∑
k=1

P(X = k)P(Y = k) =
+∞∑
k=1

p2(1−p)2(k−1) = p2
+∞∑
i=0

(
(1 − p)2

) i
= p2

1
1 − (1 − p)2 =

p2

2p − p2 =
p

2 − p .

Et donc
P(A) = 1 − P

(
A
)
= 1 − p

2 − p =
2 − 2p
2 − p .

�
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EXERCICE 3.26 (QSPESCP 2016) [ESCP16.QSP03] Difficile
Endomorphismes aléatoires

Soit p ∈]0, 1[. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, définies sur le même espace probabilisé
(Ω,A, P) et de même loi géométrique de paramètre p.
Soit f : R2 → R2 définie par f : (u,v) 7→ (4Xu − 6Yv, 2Xu − 3Yv).
Déterminer la probabilité que f soit un projecteur.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.26 Raisonnons sous forme matricielle : la matrice M
de f dans la base canonique de R2 est

(
4X −6Y
2X −3Y

)
.

Ses deux colonnes sont proportionnelles, et sont non nulles, de sorte que rg(M) = 1.
Ainsi, 0 est valeur propre de f , avec un sous-espace propre de dimension 1.
Donc f est un projecteur si et seulement si 1 est valeur propre de f .

On utilise ici la caractéri-
sation suivante des projec-
teurs : un endomorphisme f
est un projecteur si et seule-
ment si il est diagonalisable
avec Spec(f ) ⊂ {0, 1}.

Détails

Or, on a M − I2 =

(
4X − 1 −6Y
2X −3Y − 1

)
, qui n’est pas inversible si et seulement si son

déterminant est nul, c’est-à-dire si et seulement si

(4X − 1)(−3Y − 1) + 12XY = 0⇔ 4X = 1 + 3Y .

Donc la probabilité cherchée est P(4X = 1 + 3Y ).
Puisque X et Y sont à valeurs dans N∗, cherchons tous les couples (k, `) ∈ (N∗)2 tels que
1 + 3k = 4`.
Puisque 4` est pair, 1 + 3k doit l’être également, ce qui est le cas si et seulement si 3k est
impair, et donc si et seulement si k est impair.
Cherchons donc k sous la forme 2p + 1 : on a 1 + 3(2p + 1) = 4` si et seulement si
6p = 4(` − 1)⇔ 3p = 2(` − 1).
Il faut alors que p soit pair, de la forme p = 2n, et alors ` = 3n + 1.
Inversement, si k = 4n + 1 et ` = 3n + 1, avec n ∈ N alors on a bien 3k + 1 = 4`.
Ainsi, on a

P(4X = 3Y + 1) =
+∞∑
n=0

P([X = 3n + 1] ∩ [Y = 4n + 1])

=

+∞∑
n=0

P(X = 3n + 1)P(Y = 4n + 1) X et Y sont indépendantes.

=

+∞∑
n=0

p(1 − p)3np(1 − p)4n

= p2
+∞∑
n=0

(1 − p)7n

= p2
+∞∑
n=0

�(1 − p)7�n

= p2
1

1 − (1 − p)7 .
Somme d’une série géomé-
trique de raison (1 − p)7 ∈
]0, 1[.

�

EXERCICE 3.27 (QSPESCP 2009) [ESCP09.QSP02] Facile
Probabilité que deux matrices aléatoires soient semblables.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi géométrique de paramètre p.

Trouver la probabilité que les deux matrices
(
1 Y
0 2

)
et

(
X X
0 Y

)
soient semblables.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.27 Notons que pour tout y ∈ R, la matrice
(
1 y
0 2

)
possède deux valeurs propres 1 et 2, et est donc diagonalisable.

Par conséquent, si
(
1 y
0 2

)
et

(
x x
0 y

)
sont semblables, elles doivent avoir les mêmes valeurs

propres.
Or, les valeurs propres de la seconde matrice, qui est triangulaire, sont x et y.

Donc
(
1 y
0 2

)
et

(
x x
0 y

)
possèdent les mêmes valeurs propres si et seulement si




x = 1
y = 2

ou



x = 2
y = 1

.

Dans ce cas, les deux matrices sont diagonalisables1

1Car possèdent deux valeurs
propres distinctes.

et possèdent les mêmes valeurs propres,
avec des des sous-espaces propres tous deux de dimension 1.
Elles sont donc semblables.

Deux matrices diagona-
lisables sont semblables si
et seulement si elles ont les
mêmes valeurs propres et
des sous-espaces propres de
mêmes dimensions.

Rappel

Ainsi,
(
1 y
0 2

)
et

(
x x
0 y

)
sont semblables si et seulement si




x = 1
y = 2

ou



x = 2
y = 1

.

La probabilité cherchée est donc

P (([X = 1] ∩ [Y = 2]) ∪ ([X = 2] ∩ [Y = 1])) .

Par incompatibilité de ces deux événements, et par indépendance de X et Y , il s’agit donc
de

P([X = 1] ∩ [Y = 2]) + P([X = 2] ∩ [Y = 1]) = P(X = 1)P(Y = 2) + P(X = 2)P(Y = 1)
= p2(1 − p) + p2(1 − p) = 2p2(1 − p).

�

3.4.3 Variables définies à partir d’un nombre aléatoire de variables aléatoires

À l’écrit comme à l’oral, il est très classique d’avoir à étudier une somme, un maximum ou un minimum d’un nombre fixé
de variables aléatoires.
On peut parfois rencontrer des exercices plus délicats, où l’on étudie par exemple la somme d’un nombre aléatoire de
variables aléatoires.
Autrement dit, si N est une variable aléatoire à valeurs dans N et (Xi )i ∈N sont des variables aléatoires, alors on peut définir
une variable aléatoire S par :

∀ω ∈ Ω, S(ω) =
N (ω)∑
k=1

Xi (ω).

La clé pour étudier une telle variable aléatoire est généralement la formule des probabilités totales (ou son alter ego en
termes d’espérance, qui est la formule de l’espérance totale), appliquée au système complet d’événements {[N = n], n ∈ N}.

L’exercice suivant prouve des formules donnant l’espérance et la variance d’une somme d’un nombre aléatoire de variables
aléatoires.

EXERCICE 3.28 (ESCP 2011) [ESCP11.3.14] Facile
Formules de Wald

On considère une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes N ,X1, . . . ,Xn , . . . définies sur le
même espace probabilisé (Ω,A, P).
On suppose que N est une variable aléatoire réelle à valeurs dans N∗, possédant un moment d’ordre 2 et que les
variables aléatoires (Xi ), i ∈ N∗, suivent la même loi que X , où X est une variable aléatoire réelle à valeurs dans N
et possédant un moment d’ordre 2.
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On note Y la variable aléatoire définie par Y =
N∑
i=1

Xi , c’est-à-dire :

∀ω ∈ Ω, Y (ω) =
N (ω)∑
i=1

Xi (ω).

1. Déterminer l’espérance E(Y ) en fonction de E(X ) et de E(N ).
2. En utilisant la formule de l’espérance totale, déterminer E

�
Y 2�

en fonction de E(X ),V (X ),E(N ) et E �
N 2�

.
3. En déduire V (Y ) en fonction de E(X ),V (X ),E(N ) et V (N ).
4. Une urne contient n jetons numérotés de 1 à n et on dispose d’une pièce de monnaie qui donne le côté pile

avec la probabilité p, où 0 < p < 1. un joueur tire un jeton dans l’urne et lance ensuite la pièce de monnaie
autant de fois que le numéro indiqué par le jeton.
Calculer la moyenne et la variance de la variable aléatoire comptabilisant le nombre de piles obtenus.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.28
1. Appliquons la formule de l’espérance totale au système complet d’événements {[N = n],n ∈ N∗}.

On a alors, sous réserve de convergence,

E(Y ) =
+∞∑
n=1

E(Y |[N = n])P(N = n)

=

+∞∑
n=1

E(X1 + X2 + · · · + Xn |[N = n])P(N = n)

=

+∞∑
n=1

E(X1 + X2 + · · · + Xn)P(N = n) Par le lemme des coalitions,
X1 + · · · + Xn est indépen-
dante de N , donc son espé-
rance conditionnelle sachant
[N = n] est son espérance.

Détails

=

+∞∑
n=1

nE(X )P(N = n)

= E(X )
+∞∑
n=1

nP(N = n)

= E(X )E(N ). Puisque N admet une es-
pérance, la série converge,
et donc Y admet bien une
espérance.2. De la même manière, on a, toujours sous réserve de convergence,

E
(
Y 2

)
=

+∞∑
n=1

E
(
(X1 + · · · + Xn)2 |N = n

)
P(N = n).

Or, les Xi étant mutuellement indépendantes, on a

V (X1 + · · · + Xn) = V (X1) + · · · +V (Xn) = nV (X )

et donc par la formule de Huygens,

E
(
(X1 + · · · + Xn)2

)
= V (X1 + · · · + Xn) + E(X1 + · · · + Xn)2 = nV (X ) + n2E(X )2.

Et donc

E
(
Y 2

)
=

+∞∑
n=1

(
nV (X ) + n2E(X )2

)
P(N = n)

V (X )
+∞∑
n=1

nP(N = n) + E(X )2
+∞∑
n=1

n2P(N = n)

= V (X )E(N ) + E(X )2E
(
N 2

)
. Toutes les séries en jeu

convergent bien car N admet
un moment d’ordre 2, donc
E

�
Y 2�

existe.3. Par la formule de Huygens appliquée à Y , on a donc

V (Y ) = E
(
Y 2

)
−E(Y )2 = V (X )E(N )+E(X )2E

(
N 2

)
−E(X )2E(N )2 = V (X )E(N )+E(X )2V (N ).
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4. Dans la situation décrite par l’énoncé, la variable N qui indique le numéro du jeton tiré
suit une loi uniforme sur n1,no, et les Xi suivent des lois de Bernoulli de paramètre p.
Si on note Y le nombre total de piles obtenus, les formules précédentes s’appliquent :

E(Y ) = E(N )E(X ) = n + 1
2

p
Ce résultat s’obtiendrait
directement en appliquant la
formule de l’espérance totale
comme à la question 1.

Remarque

et

V (Y ) = V (X )E(N ) + E(X )2V (N ) = p(1 − p)n + 1
2
+ p2

n2 − 1
12

= p
n + 1
12

(6(1 − p) + p(n − 1)) = pn + 1
12

(p(n − 7) + 6) .

�

EXERCICE 3.29 (ESCP 2014) [ESCP14.3.15] Difficile
Somme et minimum d’un nombre aléatoire de lois exponentielles

Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, définies sur un même
espace probabilisé (Ω,A, P) et suivant la loi exponentielle de paramètre λ > 0.

Pour tout entier n > 1, on pose Sn =
n∑

k=1

Xk et Un = min
16k6n

Xk .

1. Soit n un entier naturel non nul.
(a) Déterminer la loi de Un .
(b) Donner une densité de Sn . Montrer que pour tout x > 0

P(Sn > x) = e−λx
n−1∑
k=0

λkxk

k !
.

2. Soit N une variable aléatoire définie sur (Ω,A, P), indépendante des (Xi ) et qui suit la loi géométrique de
paramètre p, avec 0 < p < 1. On définit S et U par :

∀ω ∈ Ω, S(ω) = SN (ω)(ω) et U (ω) = UN (ω)(ω).

On admet que S et U sont des variables aléatoires.
(a) Montrer que U est une variable aléatoire à densité et déterminer une densité de U .
(b) Déterminer la loi de S .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.29
1.a. Pour x ∈ R, on a

[Un > x] =
n⋂
i=1

[Xi > x].

Par indépendance des Xi , il vient alors

P(Un > x) = P *
,

n⋂
i=1

[Xi > x]+
-
=

n∏
i=1

P(Xi > x) = (1 − FX1 (x))n =



1 si x 6 0
e−nλx si x > 0

On en déduit que

FUn (x) = 1 − P(Un > x) =



0 si x 6 0
1 − e−nλx si x > 0

et donc Un suit la loi exponentielle de paramètre nλ.
1.b. Les λXi sont mutuellement indépendantes et suivent toutes la loi E(1) = γ (1), de sorte que

λSn = λ(X1 + · · · + Xn) ↪→ γ (n).
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Par transformation a�ne, une densité de Sn = 1
λλSn est donc

x 7→



0 si x 6 0
λn

(n − 1)!x
n−1e−λx si x > 0

En particulier, pour x > 0, on a

P(Sn > x) =
∫ +∞

x

λn

(n − 1)!t
n−1e−λt dt .

Procédons alors à une intégration par parties sur un segment de la forme [x ,A], en posant
u = tn−1 et v ′ = e−λt . Alors

λn

(n − 1)!
∫ A

x
tn−1e−λt dt =

λn−1

(n − 1)!
[
−tn−1e−λt

]A
x
+

λn−1

(n − 2)!
∫ A

x
tn−2e−λt dt .

En passant à la limite lorsque A→ +∞, il vient, par croissance comparée,∫ +∞

x

λn

(n − 1)!t
n−1e−λt dt =

λn−1

(n − 1)!x
n−1e−λx +

λn−1

(n − 2)!
∫ +∞

x
tn−2e−λt dt .

Notons que la convergence
de la seconde intégrale est
automatique car celle de la
première l’était étant donné
qu’il s’agit d’une probabilité.

Convergence

En procédant par intégration par parties successives, on prouve que∫ +∞

x

λn

(n − 1)!t
n−1e−λt dt = e−λx

n−1∑
k=1

λkxk

k !
+ λ

∫ +∞

x
e−λt dt .

Il est alors facile1 1On connaît une primitive
de l’intégrande.

de calculer cette dernière intégrale, qui vaut
e−λx

λ
. Ainsi, on a bien

P(Un > x) = e−λx
n−1∑
k=1

λkxk

k !
+ e−λx = e−λx

n−1∑
k=0

λkxk

k !
.

2.a. Notons que U est à valeurs dans R+, de sorte que FU (x) = 0 si x < 0. Soit donc x ∈ R+. En
appliquant la formule des probabilités totales au système complet d’événements
{[N = k],k ∈ N∗}, on a

P(U 6 x) =
+∞∑
k=1

P([U 6 x] ∩ [N = k]) =
+∞∑
k=1

P([Uk 6 x] ∩ [N = k]). Si N = k , alors U = Uk .
Détail

Mais N étant indépendante des Xi , par le lemme des coalitions, elle est indépendante de
chacune des Uk . Et donc

P(U 6 x) =
+∞∑
k=1

P(Uk 6 x)P(N = k)

=

+∞∑
k=1

(1 − e−kλx )p(1 − p)k−1

=

+∞∑
k=1

p(1 − p)k−1 − pe−λx
+∞∑
`=0

e−`λx (1 − p)`
` = k − 1
Cht d’indice

=1 − pe−λx
+∞∑
`=0

(
e−λx (1 − p)

)`
=1 − pe−λx 1

1 − (1 − p)e−λx
=1 − p

eλx − (1 − p) .

Il est alors évident que FU est C1 sur R∗− ainsi que sur R∗+. De plus, on a

lim
x→0+

FU (x) = 1 − p

1 − (1 − p) = 0 = lim
x→0−

FU (x).
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Par conséquent, FU est continue en 0 et donc sur R, et elle est C1 sauf peut-être en 0. Ceci
prouve donc que U est une variable à densité.
Une densité est alors toute fonction coïncidant avec F ′U sur R∗−. On peut par exemple
prendre

fU : x 7→



0 si x 6 0
pλ

(eλx − (1 − p))2 si x > 0

2.b. De même, S est à valeurs dans R+, et pour x > 0, on a

P(S > x) =
+∞∑
k=1

P(Sk > x)P(N = k) =
+∞∑
k=1

e−λx
k−1∑
n=0

λnxn

n!
p(1 − p)k−1.

Bien que la première somme soit infinie, on peut permuter les deux sommes. En e�et, la
somme telle que nous l’avons écrite converge (c’est une conséquence de la formule des
probabilités totales), et comme il s’agit de nombres positifs, le théorème de sommation par
paquets a�rme que si l’on somme d’abord sur k, puis sur n, la somme ainsi obtenue est
également convergente, et égale à la première. Donc

P(S > x) =
+∞∑
n=0

+∞∑
k=n+1

e−λx
λnxn

n!
p(1 − p)k−1.

Attention aux bornes lors-
qu’on permute deux sommes
(qu’elles soient finies ou infi-
nies). On sommait pour

0 6 n 6 k − 1
donc pour k > n + 1. Dans
la nouvelle somme, une
fois établi le fait que n peut
prendre toutes les valeurs
entières, on somme toujours
pour k > n + 1, c’est-à-dire k
allant de n + 1 à +∞.

Méthode

Mais on a
+∞∑

k=n+1

p(1 − p)k−1 = p(1 − p)n
+∞∑
`=0

(1 − p)` = (1 − p)n .

Et donc

P(S > x) = e−λx
+∞∑
n=0

(1 − p)nλnxn
n!

= e−λxe(1−p)λx = e−pλx .

On en déduit que FS (x) =



0 si x 6 0
1 − e−λpx si x > 0

et donc S suit la loi exponentielle E(pλ).

�

Les calculs de la question 4 de l’exercice qui suit sont plutôt délirants, surtout en 30 minutes. Toutefois, les méthodes qui y
sont développées, y compris dans les dernières questions sont très intéressantes.

EXERCICE 3.30 (HEC 2008) [HEC08.11] Moyen
Lois de probabilités infiniment divisibles

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace probabilisé (Ω,A, P).
Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que X vérifie la propriété (D) si, pour tout entier n ∈ N∗, il existe n
variables aléatoires réelles X1,n ,X2,n , . . . ,Xn,n mutuellement indépendantes, de même loi et dont la somme a même
loi que X .

1. (a) Montrer que si X suit une loi de Poisson, alors X vérifie (D).
(b) Montrer qu’il en est de même si X suit une loi normale.

2. Une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs vérifie-t-elle la propriété (D) ?
3. Soit (a,b) ∈ R2 avec a < b. On considère dans cette question une variable aléatoire X à valeurs dans [a,b] et

vérifiant la propriété (D).

(a) Montrer que V (X1,n) 6
(b − a)2

n2
.

(b) Que peut-on en déduire sur X ?

4. (a) Pour tout λ ∈ R∗, déterminer le réel cλ tel que la fonction fλ : x 7→ λcλ
λ2 + x2

soit une densité de

probabilités.
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(b) Soit X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes de densité f1. Montrer qu’une densité д de X1 +X2
vérifie :

∀x ∈ R, д(2x) =
∫ +∞

−∞
f1(t + x)f1(x − t)dt .

(c) Soit x ∈ R∗. Déterminer quatre réels (a,a′,b,b ′), dépendant de x , tels que

∀t ∈ R, 1
[1 + (x − t)2][1 + (x + t)2] =

a(x − t) + b
1 + (x − t)2 +

a′(x + t) + b ′
1 + (x + t)2 .

(d) En déduire une expression simple de д sur R∗.
On admet que f est continue sur R. Calculer д(0).

(e) On admet que si deux variables aléatoires indépendantes ont pour densités respectives fλ et fµ , alors
leur somme admet pour densité fλ+µ .
Une variable aléatoire X de densité fλ vérifie-t-elle la propriété (D) ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.30
1.a. SiX suit la loi de PoissonP(λ) et siX1,n , . . . ,Xn,n sont des variables aléatoires indépendantes

de loiP
(
λ

n

)
, alors par stabilité des lois de Poisson, X1,n + · · ·+Xn,n suit la même loi que X .

Et donc X vérifie la propriété (D).
1.b. SiX suit la loi normaleN(µ,σ 2) et siX1,n , . . . ,Xn,n sont des variables indépendantes suivant

toutes la loi N
(
µ

n
,
σ 2

n

)
, alors par stabilité des lois normales, X1,n + · · · + Xn,n suit la même

loi que X .
Et donc X vérifie la propriété (D).

2. Si X est une variable certaine1 1C’est-à-dire ne prenant
qu’une valeur.

, et si pour tout i ∈ n1,no, Xi,n =
X

n
, alors les Xi,n sont

indépendantes2
2Car certaines, et qu’une
variable certaine est indépen-
dante de toute autre variable
aléatoire.

et X1,n + · · · + Xn,n = X .
En revanche, si X prend k > 2 valeurs x1 < x2 < · · · < xk , alors X ne vérifie pas la propriété
(D).
Supposons par l’absurde que ce soit le cas, et soient X1,n , . . . ,Xn,n des variables i.i.d. dont
la somme a même loi que X .
Alors les xi doivent prendre des valeurs supérieures ou égales à

x1
n
.

En e�et, si on avait P
(
Xi,n <

x1
n

)
> 0, puisque

[
X1,n <

x1
n

]
∩ · · · ∩

[
Xn,n <

x1
n

]
⊂ �

X1,n + · · · + Xn,n < x1
�

il viendrait alors

0 < P
(
X1,n <

x1
n

)n
6 P(X1,n + · · · + Xn,n < x1) = P(X < x1) = 0.

D’autre part, on doit avoir P
(
Xi,n =

x1
n

)
, 0.

En e�et, dans le cas contraire, il viendrait alors P
(
Xi,n >

x1
n

)
= 1, et puisque

[
X1,n >

x1
n

]
∩ · · · ∩

[
Xn,n >

x1
n

]
⊂ �

X1,n + · · · + Xn,n > x1
�
,

on aurait donc P(X > x1) = 1n = 1, contredisant le fait que P(X = x1) , 0.

Nous avons totalement dé-
taillé ici, mais il y a fort à
parier qu’à l’oral, un candi-
dat a déjà l’intuition de ces
résultats sans être forcément
capable de les écrire ferait
déjà forte impression.

Remarque

Sur le même principe, on prouve que les Xi,n prennent des valeurs inférieures ou égales à
xk
n

et que P
(
Xi,n =

xk
n

)
, 0.

Et donc pour tout j ∈ n1,no, P
(
X = j

x1
n
+ (n − j)xk

n

)
, 0 puisque

[
X1,n =

x1
n

]
∩· · ·∩

[
X j,n =

x1
n

]
∩

[
X j+1,n =

xk
n

]
∩· · ·∩

[
Xn,n =

xk
n

]
⊂

[
X1,n + · · · + Xn,n = j

x1
n
+ (n − j)xk

n

]
.

Et donc X peut prendre au moins n valeurs di�érentes.
Ceci est notamment vrai pour n > k contredisant le fait que X (Ω) est de cardinal k.
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Remarque : on irait sûrement plus vite en disant dès le départ que les Xi,n ne sont pas des variables
certaines, et donc prennent au moins deux valeurs an et bn , de sorte X peut prendre toutes les valeurs
jan + (n − j)bn et conclure comme précédemment.
Cela suppose tout de même que les Xi,n sont des variables discrètes (ou au moins que P(Xi,n =

a) , 0 et P(Xi,n = b) , 0).
Nous n’avons pas eu besoin de faire cette hypothèse dans notre raisonnement.

3.a. Puisque X est à valeurs dans [a,b], les Xi,n sont à valeurs dans
[
a

n
,
b

n

]
, avec le même

raisonnement qu’à la question précédente.

Mais alors Xi,n − a

n
est à valeurs dans

[
0,
b − a
n

]
, de sorte que

0 6
(
Xi,n − a

n

)2
6

(b − a)2
n2

.

Et donc par domination, Xi,n − a

n
admet un moment d’ordre 2, et E

((
Xi,n − a

n

)2)
6

(b − a)2
n2

.

Et donc par la formule de Huygens3 3 Puisque Xi,n − a
n admet un

moment d’ordre 2, elle a une
variance, et donc il en est de
même de Xi,n .

,

V
�
Xi,n

�
= V

(
Xi,n − a

n

)
= E

((
Xi,n − a

n

)2)
− E

(
Xi,n − a

n

)2
6

(b − a)2
n2

.

3.b. Les Xi,n étant indépendantes, on a donc

V (X ) = V �
X1,n + · · · + Xn,n

�
6

n∑
i=1

V (Xi,n) 6
(b − a)2

n
.

Ceci étant vrai pour tout n ∈ N∗, en faisant tendre n vers +∞, par le théorème des
gendarmes4 4Une variance est positive., on a donc V (X ) = 0.
Et donc X est une variable certaine. Notons que cela généralise

le résultat de la question
précédente.

Remarque

4.a. La fonction fλ est évidemment continue sur R, et est positive si et seulement si cλ est du
même signe que λ.
Si λ > 0 en procédant au changement de variable t =

x

λ
, on a5 5 Sous réserve de conver-

gence, mais celle-ci sera
établie dans quelques lignes.∫ +∞

−∞
fλ(t)dx = cλ

∫ +∞

−∞
λ2

t

λ2 + λ2t2
=

∫ +∞

−∞
1

1 + t2
dt .

Or, il est classique que∫ +∞

−∞
dt

1 + t2
= 2

∫ +∞

0

dt

1 + t2
= lim

A→+∞
2
∫ A

0

dt

1 + t2
= lim

A→+∞
2Arctan(A) = π .

Et donc fλ est une densité si et seulement si cλ =
1
π
.

Dans le cas où λ < 0, le même changement de variable fonctionne, mais on prendra garde
au fait que celui-ci change le sens des bornes :∫ +∞

−∞
fλ(x)dx = cλ

∫ −∞

+∞
dt

1 + t2
= −cλ

∫ +∞

−∞
dt

1 + t2
= −πcλ .

Et donc fλ est une densité si et seulement si cλ = − 1
π
.

4.b. La densité f1 étant bornée (par f1(0)), par le théorème de convolution, une densité de
X1 + X2 est donnée par

∀x ∈ R, д(2x) =
∫ +∞

−∞
f1(u)f1(2x − u)du .

Procédons alors au changement de variable a�ne u = t + x . Il vient alors

д(2x) =
∫ +∞

−∞
f1(t + x)f1(x − t)dt .
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4.c. Armons-nous d’une bonne dose de courage, et mettons l’expression de gauche au même
dénominateur :

a(x − t) + b
1 + (x − t)2 +

a′(x + t) + b ′
1 + (x + t)2 =

(a(x − t) + b) �
1 + (x + t)2�

+ (a′(x + t) + b ′) �
1 + (x − t)2�

[1 + (x − t)2][1 + (x + t)2]
=
t3(a − a′) + t2(−ax − a′x + b + b ′)

[1 + (x − t)2][1 + (x + t)2]
+
t(ax2 − a + 2bx − a′x2 + a′ − 2b ′x)

[1 + (x − t)2][1 + (x + t)2]
+
ax + ax3 + b + bx2 + a′ + a′x3 + b ′ + b ′x2

[1 + (x − t)2][1 + (x + t)2] .

Pour que cette expression soit égale à
1

[1 + (x − t)2][1 + (x + t)2] pour tout t , il faut et il
su�t, par identification des coe�cients du numérateur que




a − a′ = 0
−ax − a′x + b + b ′ = 0
ax2 − a + 2bx − a′x2 + a′ − 2b ′x = 0
ax + ax3 + b + bx2 + a′ + a′x3 + b ′ + b ′x2 = 1

La première équation nous donne a = a′, et donc la troisième devient b = b ′.
La seconde équation devient alors b = ax , et donc après substitution dans la dernière, il
vient

a = a′ =
1

4x(x2 + 1) et b = b
′ =

1
4(x2 + 1) .

4.d. On a donc

д(2x) = 1
π 2

∫ +∞

−∞
1

[1 + (x − t)2][1 + (x + t)2] dt

=
1
π 2

(∫ +∞

−∞

(
a(x − t)

1 + (x − t)2 +
a(x + t)

1 + (x + t)2
)
dt +

∫ +∞

−∞
b

1 + (x − t)2 dt +
∫ +∞

−∞
b

1 + (x + t)2 dt
)
.

Attention à ne pas séparer en
deux la première intégrale,
car ∫ +∞

−∞
x − t

1 + (x − t )2 dt

est une intégrale divergente,

équivalente en +∞ à
1
x
.

A Danger !

Les deux dernières intégrales se calculent à l’aide des changements de variable u = x − t et
u = x + t , et valent bπ toutes les deux.
D’autre part, une primitive de t 7→ a(x − t)

1 + (x − t)2+
a(x + t)

1 + (x + t)2 est t 7→
a

2
(Arctan(x + t) − Arctan(x − t)),

de sorte que ∫ +∞

−∞

(
a(x − t)

1 + (x − t)2 +
a(x + t)

1 + (x + t)2
)
dt = 0.

Donc au final, il vient

д(2x) = 1
π 2 2bπ =

1
2π (x2 + 1) .

Soit enfin6 6 Pousser un gros «Ouf !» de
soulagement.

д(x) = 1

2π
(� x

2
�2
+ 1

) = 2
π (x2 + 4) = f2(x).

Puisque f2 est continue sur R, on a donc д(0) = lim
x→0

д(x) = lim
x→0

f2(x) = f2(0) =
1
2π

.

4.e. Si X admet pour densité fλ , soient alors X1,n , . . . ,Xn,n des variables indépendantes de
densité fλ/n .
Alors X1,n + X2,n admet pour densité f2λ/n .
De plus, par le lemme des coalitions, elle est indépendante de X3,n , de sorte que X1,n +

X2,n + X3,n admet pour densité f2λ/n+λ/n = f3λ/n .
Et une récurrence rapide prouve que X1,n + · · · + Xn,n admet pour densité fλ .
Et donc X vérifie la propriété (D).

�
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3.5 VARIABLES À DENSITÉ
3.5.1 Généralités

Certains exercices, comme celui qui suit, sont vraiment trop durs pour qu’on puisse espérer tout écrire proprement dans
le temps imparti (surtout pour les questions sans préparation).
L’examinateur en est forcément conscient, et va avant tout chercher à tester votre intuition, il ne faut alors pas hésiter à
donner des réponses partielles, à traiter des cas particuliers, et quand cela peut faciliter la discussion, à faire des dessins !

EXERCICE 3.31 (QSPHEC 2013) [HEC13.QSP60] Difficile
Variance d’une variable à densité à valeurs dans ] − 1, 1[.

Soit X une variable aléatoire possédant une densité de probabilité continue sur R et nulle en dehors de ] − 1, 1[.
1. Montrer que X possède une variance, qui est strictement comprise en 0 et 1.
2. Montrer que toute valeur de l’intervalle ouvert ]0, 1[ est e�ectivement possible pour la variance de X .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.31 Notons f la densité de X mentionnée par l’énoncé.
1. Par le théorème de transfert, sous réserve de convergence,

E(X 2) =
∫ +∞

−∞
x2 f (x)dx =

∫ 1

−1
x2 f (x)dx .

Puisque f est continue sur le segment [−1, 1], cette intégrale est en fait une intégrale sur
un segment, et donc est convergente.
De plus, pour x ∈ [−1, 1], 0 6 x2 f (x) 6 f (x), de sorte que

0 6 E(X 2) 6
∫ 1

−1
f (x)dx = 1.

Ceci prouve déjà que X admet une variance, qui est alors automatiquement strictement
positive

Une variance est toujours
positive, et la variance d’une
variable à densité est même
strictement positive (les
seules variables aléatoires
de variance nulle sont les
variables presque certaines,
qui ne sont pas des variables à
densité).

Rappel.
D’autre part, par la formule de Huygens, V (X ) = E(X 2) − E(X )2 6 E(X 2) 6 1.
Il reste donc à prouver que V (X ) < 1, et pour cela, prouvons que E(X 2) < 1.
On a

1 − E(X 2) =
∫ 1

−1
(1 − x2)f (x)dx .

Or, la fonction x 7→ (1 − x2)f (x) est continue et positive sur ] − 1, 1[, et elle n’y est pas
nulle.

En e�et, f est positive, et
∫ 1

−1
f (x)dx = 1 > 0.

Par conséquent, 1 − E(X 2) > 0, et donc E(X 2) < 1.
2. Soit α ∈]0, 1[. Nous voulons prouver qu’il existe une densité f , continue sur R et nulle

hors de ] − 1, 1[ telle que si X possède f pour densité, alors V (X ) = α .
Notons tout de suite que la réponse n’est pas à chercher du côté des lois usuelles, car aucune
des lois que nous connaissons ne possède une densité continue sur R et nulle en dehors de
] − 1, 1[.

Cherchons de telles densités qui soient paires, de telle sorte que E(X ) = 0.

Pour calculer V (X ), le plus
simple est probablement
de passer par la formule de
Huygens, qui va nécessiter le
calcul de l’espérance.
Si f est paire, alors E(X ) = 0,
et on économise donc un
calcul.

Méthode

Par parité, on doit donc avoir∫ 0

−1
f (x)dx =

∫ 1

0
f (x)dx = 1

2

∫ 1

−1
f (x)dx = 1

2

∫ +∞

−∞
f (x)dx = 1

2

et de même∫ 0

−1
x2 f (x)dx =

∫ 1

0
x2 f (x)dx = 1

2

∫ 1

−1
f (x)dx = E(X 2)

2
=
V (X )
2
=
α

2
.
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−1 −b −a a b 1

b−a
2

Sans l’hypothèse de continuité demandée par l’énoncé, il serait plus facile de répondre à la
question, puisqu’on pourrait prendre une fonction «en escaliers» :
En prenant a et b proches de 0, on doit pouvoir obtenir une variance proche de 0, et en
prenant a et b proches de 1, on doit pouvoir obtenir une variance proche de 1, tous les cas
intermédiaires étant possibles.

La variance mesure la «dis-
persion» des valeurs prises par
la variable aléatoire.
Si a et b sont proches de 0,
X ne prend que des valeurs
proches de 0, et donc sa
variance doit être faible.
Alors qu’au contraire, si a
et b sont proches de 1, X ne
prend que des valeurs dont
la distance à 0 (= E(X )) est
proche de 1, donc la variance
doit être proche de 1.

Intuition

Malheureusement, on nous demande ici une densité continue, ce qui n’est pas le cas d’une
fonction en escaliers...

Pour simplifier les calculs, cherchons f sous la forme d’une fonction a�ne par morceaux,
dont le graphique serait :

−1 − 1+a
2

−a a 1+a
2

1

b

Puisque nous voulons une densité, l’intégrale doit être égale à 1. Plutôt que de calculer
l’intégrale, remarquons que l’aire de chacun des triangles de la figure doit être égale à 1

2 , et
donc on doit avoir

b(1 − a)
2

=
1
2
⇔ b =

1
1 − a .

Cela revient à prendre :

Ces expression ont été trou-
vée à partir du dessin : nous
savons comment trouver
l’équation de la droite passant
par deux points donnés.

Détails

fa(x) =



0 si 0 6 x 6 a
2

(1−a)2 (x − a) si a < x 6 1+a
2

− 2
(1−a)2 (x − 1) si 1+a

2 < x 6 1

avec a ∈ [0, 1[.

Soit donc Xa une variable aléatoire de densité fa , et notons alors

д(a) = V (Xa) = E
(
X 2
a

) ∫ 1

−1
x2 fa(x)dx = 2

∫ 1

a
x2 fa(x)dx .

On a alors

д(a) = 2
∫ 1+a

2

a

2
(1 − a)2x

2(x − a)dx − 2
∫ 1

1+a
2

2
(1 − a)2x

2(x − 1)dx .

On constate alors que д est une fonction continue sur [0, 1], par exemple car si on calcule
l’intégrale1 1Ce que nous n’allons pas

faire ici pour alléger la rédac-
tion.

, il s’agit d’un polynôme en a.
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D’autre part, pour x ∈ [a, 1], on a x2 > a2 et donc

1 > д(a) = 2
∫ 1

a
x2 fa(x)dx > 2a2

∫ 1

a
fa(x)dx︸         ︷︷         ︸
= 1

2

> 2
a2

2
.

Par application du théorème des gendarmes, on a donc

lim
a→+∞ = 1.

D’autre part, on a

д(0) = 2
∫ 1

2

0
2x3 dx + 2

∫ 1

1
2

−2x2(x − 1)dx = 7
24
.

Et donc, par le théorème des valeurs intermédiaires, lorsque a parcourt [0, 1], д(a) prend
toutes les valeurs de

[ 7
24
, 1

[
.

Nous n’avons rien dit de la
monotonie de д (qui est très
probablement croissante stric-
tement), et donc nous faisons
bien appel au théorème des
valeurs intermédiaires, pas au
théorème de la bijection.
Il se peut donc que д prenne
des valeurs en dehors de cet
intervalle, même si, d’après
la question 1, д est à valeurs
dans ]0, 1[.

TVI

Il reste donc à traiter le cas des «petites2

2 Entre 0 et 7
24 .

» variances. Pour cela, on peut modifier un peu la
fonction ci-dessus, et chercher fa sous la forme

−1 −a −a
2

a
2

a 1

b

On montrerait alors comme précédemment qu’on peut ainsi obtenir toutes les variances

dans
]
0,

7
24

]
.

Et donc, quel que soit α ∈]0, 1[, il existe une variable aléatoire Xα possédant une densité
continue sur R, nulle en dehors de ] − 1, 1[ telle que V (Xα ) = α .

Et en temps limité ? : il n’est bien évidemment pas question d’écrire autant de détails durant les
10 à 15 minutes consacrées à la question sans préparation lors d’un oral.
Mais le jury n’attend pas ces détails, et la deuxième question avait ici pour objectif de tester
l’intuition d’un candidat qui aurait déjà réussi la première question.
Un candidat capable de proposer une solution avec une fonction en escaliers (qui ne vérifie donc pas
les conditions requises ici) fait déjà preuve d’une très bonne compréhension de la notion de variance.
Et un candidat capable de proposer un dessin d’une fonction a�ne par morceaux comme ci-dessus
mérite une excellente note !

�

3.5.2 Autour des lois usuelles

EXERCICE 3.32 (HEC 2007) [HEC07.120] Facile
Loi de la plus grande valeur propre d’une matrice aléatoire

SoientU etV deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1], définies sur un espace de probabilité
noté (Ω,A, P).

1. Quelle est la loi de − ln(U ).
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Montrer que la densité de la variable aléatoire Z = − ln(U ) − ln(V ) est donnée par

fZ (x) =



xe−x si x > 0
0 sinon

Soit a un réel supérieur ou égal à 1. On définit la matrice

M =

(
1 −aU
aV 3

)
.

2. (a) Montrer que la probabilité p que la matrice M ait toutes ses valeurs propres réelles vaut

p =
1 + 2 ln(a)

a2
.

(b) Montrer que la probabilité que M soit diagonalisable dans R vaut également p.
3. Dans cette question, on prend a = 1. Pour tout ω ∈ Ω, on note X (ω) la plus grande valeur propre de M(ω).

Déterminer une densité de X .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.32
1. Il est évident que − ln(U ) est à valeurs dans R+. Et pour x > 0, on a

P(− ln(U ) 6 x) = P(ln(U ) > −x) = P(U > e−x ) = 1 − P(U 6 e−x ) = 1 − e−x .
Ainsi, la fonction de répartition de − ln(U ) est

x 7→



1 − e−x si x > 0
0 sinon

On reconnaît alors la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramètre 1 :
− ln(U ) ↪→ E(1).

Si λ > 0, alors

− 1
λ
ln(U ) ↪→ E(λ).

Classique

Puisque U et V sont indépendantes, il en est de même de − ln(U ) et − ln(V ), qui suivent
toutes les deux la loi E(1), qui n’est autre que la loi γ (1).
Par stabilité des lois gamma, Z = − ln(U ) − ln(V ) ↪→ γ (2). Donc une densité en est donnée
par

fZ (x) =



1
Γ(2)x

2−1e−x si x > 0

0 sinon
=




xe−x si x > 0
0 sinon

2.a. Un complexe
Une matrice réelle peut aussi
être vue comme une matrice
complexe, et donc nous
pouvons chercher ses valeurs
propres complexes.

Complexes/réels
λ est valeur propre de M si et seulement si M − λI2 n’est pas inversible, soit

si et seulement si

det(M − λI2) = 0⇔ (1 − λ)(3 − λ) + a2UV = 0⇔ λ2 − 4λ + 3 + a2UV = 0.

Le discriminant de ce polynôme de degré 2 en λ vaut

∆ = 16 − 12 − 4a2UV = 4 − 4a2UV = 4(1 − a2UV ).
Ainsi, toutes les valeurs propres de M sont réelles si et seulement si ∆ > 0. Soit encore

p = P(1 − a2UV > 0) = P

(
UV 6

1
a2

)
= P

�
ln(U ) + ln(V ) 6 −2 ln(a)� = P(Z > 2 ln(a))

= 1 −
∫ 2 ln(a)

0
fZ (t)dt = 1 −

∫ 2 ln(a)

0
te−t dt

= 1 − [−te−t ]2 ln(a)0 −
∫ 2 ln(a)

0
e−t dt Intégration par parties.

= 1 +
2 ln(a)
a2

+ [e−t ]2 ln(a)0

= 1 +
2 ln(a)
a2

+
1
a2
− 1 = 1 + 2 ln(a)

a2
.
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2.b. Pour que M soit diagonalisable, il faut déjà que toutes ses valeurs propres soient réelles.
Si M ne possède qu’une valeur propre réelle λ, alors elle est diagonalisable si et seulement
si M = λIn . Ceci n’est clairement pas le cas ici.
Et donc M est diagonalisable si et seulement si elle possède deux valeurs propres distinctes.
Soit si et seulement si ∆ > 0.
La probabilité que M soit diagonalisable est donc

P(1 − a2UV > 0) = P

(
UV <

1
a2

)
= P

�− lnU − lnV > 2 ln(a)� .

Mais puisque − ln(U ) − ln(V ) est à densité,
P

�− ln(U ) − ln(V ) < 2 ln(a)� = P
�− ln(U ) − ln(V ) 6 2 ln(a)� = p.

3. Notons que si a = 1, alors p = 1, et donc M ne possède que des valeurs propres réelles1 1 Et donc parler de sa plus
grande valeur propre a bien
un sens.

.
Nous avons prouvé que les valeurs propres de M sont les racines de λ2 − 4λ + 3 + 4UV .
Et donc la plus grande valeur propre est

X =
4 +
√
∆

2
= 2 +

√
1 −UV .

Notons que X ne prend que des valeurs entre 2 et 3, donc déjà, pour x < 2, FX (x) = 0 et
pour x > 3, FX (x) = 1.
Pour x ∈ [2, 3[, on a

FX (x) = P
(
2 +
√
1 −UV 6 x

)
= P

(√
1 −UV 6 x − 2

)
= P

(
1 −UV 6 (x − 2)2

)
= P

(
UV > 1 − (x − 2)2

)
= P

(
− ln(U ) − ln(V ) 6 − ln

(
1 − (x − 2)2

))
=

∫ − ln(1−(2−x )2)

0
te−t dt .

Mais pour u ∈ R+, la même intégration par parties qu’à la question 2.a nous donne∫ u

0
te−t dt =

�−te−t �u
0 +

∫ u

0
e−t dt = 1 − (u + 1)e−u .

Et donc
FX (x) = 1 − (1 − ln(1 − (2 − x)2))(1 − (2 − x)2).

Il est alors évident que FX est C1 sur R, sauf éventuellement en 2 et en 3.
Et il est facile de vérifier que lim

x→2+
FX (x) = 0 et lim

x→3−
FX (x) = 1, de sorte que FX est continue

en 2 et en 3, et donc continue sur R.
Ainsi, X est bien une variable à densité, et une densité en est donnée par

fX : x 7→



(−2x + 4) ln �
1 − (2 − x)2�

si x ∈ [2, 3[
0 sinon

�

EXERCICE 3.33 (QSPHEC 2009) [HEC09.QSP02] Facile
Loi uniforme et loi géométrique.

Soit U une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A, P), de loi uniforme sur ]0, 1], et soit q ∈]0, 1].
Déterminer la loi de la variable aléatoire X = 1 +

⌊
lnU
lnq

⌋
, où bxc désigne la partie entière de x .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.33 Il est facile de remarquer que X (Ω) = N∗, et donc
que X est une variable aléatoire discrète.
On a, pour k ∈ N∗,

P(X = k) = P

(⌊
lnU
lnq

⌋
= k − 1

)
= P

(
k − 1 6 lnU

lnq
< k

)
= P(k lnq < lnU 6 (k − 1) lnq).

q ∈]0, 1[, et donc ln(q) < 0 :
il ne faut donc pas oublier de
changer le sens des inégalités
en multipliant par ln(q).

A Danger !
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Par croissance de l’exponentielle, on en déduit que

P(X = k) = P(qk < U 6 qk−1) = qk−1 − qk

car U suit la loi uniforme sur [0, 1].
Et donc P(X = k) = qk−1(1 − q) : X suit la loi géométrique de paramètre 1 − q. �

EXERCICE 3.34 (QSPHEC 2013) [HEC13.QSP74]

Maximisation d’une loi normale sur un intervalle de longueur b.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A, P) suivant la loi normale d’espérancem et de
variance égale à 1. Soit b un réel strictement positif fixé.

1. Montrer que l’application a 7→ P(a < X < a + b), de R dans R, admet un maximum atteint en un point a0
que l’on déterminera.

2. Exprimer la valeur de ce maximum à l’aide de la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.
3. Interpréter géométriquement ce résultat.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.34
1. Notons f la fonction que l’on cherche à maximiser.

Puisque X −m ↪→ N(0, 1), on a

f (a) = P(a < X < a + b) = P(a −m < X −m < a + b −m) = Φ(a + b −m) − Φ(a −m).

Mais nous savons que Φ est de classe C1 sur R, et donc c’est également le cas de f , avec

f ′(a) = Φ′(a + b −m) − Φ′(a −m) = 1√
2π

(
e−

1
2 (a+b−m)2 − e 1

2 (a−m)2
)
.

On a donc f ′(a) > 0 si et seulement si

e−
1
2 (a+b−m)2 > e−

1
2 (a−m)2 ⇔ (a+b−m)2 6 (a−m)2 ⇔ 2(a−m)b+b2 6 0⇔ a−m 6 −b

2
⇔ a 6 m−b

2
.

Ainsi, le tableau de variation de f est le suivant.

Et donc f admet un maximum en a =m − b

2
.

2. On a alors

f (a0) = P

(
m − b

2
< X < m +

b

2

)
= P

(
−b
2
< X −m < b

2

)
= Φ

(
b

2

)
−Φ

(
−b
2

)
= 2Φ

(
b

2

)
−1.

3. Puisque la densité de X est symétrique par rapport à la droite d’équation x = m, nous
venons de prouver que l’aire sous la courbe, sur un segment de longueur b est maximale
lorsque ce segment est centré enm.

�

EXERCICE 3.35 (QSPHEC 2013) [HEC13.QSP01] Facile

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur (Ω,A, P) telles que X ↪→ N(µ,σ 2) et Y ↪→ N(ν ,σ 2).
Déterminer une condition nécessaire et su�sante sur µ et ν pour que P(X 6 Y ) > 1

2 .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.35 Soit Z = X − Y . Puisque −Y ↪→ N(−ν ,σ 2) et que X
et −Y sont indépendantes, par stabilité des lois normales Z ↪→ N(µ − ν , 2σ 2).

Ne pas oublier de vérifier
l’hypothèse d’indépendance
pour utiliser la stabilité des
lois normales (ou tout autre
résultat de stabilité).

Rédaction �

Mais P(X 6 Y ) = P(Z 6 0).
Or, nous savons que P(Z 6 µ − ν ) = 1

2 .
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Donc si µ 6 ν , P(Z 6 0) > P(Z 6 µ − ν ) = 1
2 .

Inversement, si ν < µ, alors

P(Z 6 0) < P(Z 6 µ − ν ) = 1
2
.

Au final, on a
P(X 6 Y ) > 1

2
⇔ µ 6 ν .

�

EXERCICE 3.36 (QSPHEC 2013) [HEC13.QSP51] Facile
Diagonalisabilité d’une matrice 3 × 3 aléatoire

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (Ω,A, P) et de même loi
N(0, 1).

On pose M = *.
,

0 X 0
Y 0 0
0 0 0

+/
-
.

1. Calculer P(X = Y ) et P(XY > 0).
2. Trouver la probabilité que la matrice M soit diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.36
1. On a P(X = Y ) = P(X − Y ) = 0.

Or, par stabilité1 1 X et Y sont indépendantes.des lois normales X − Y ↪→ N(0, 2).
Et en particulier, X − Y est à densité de sorte que P(X = Y ) = P(X − Y = 0) = 0.
D’autre part, on a

P(XY > 0) = P([X > 0] ∩ [Y > 0]) + P([X < 0] ∩ [Y < 0])

= P(X > 0)P(Y > 0) + P(X < 0)P(Y < 0) = (1 − Φ(0))2 + Φ (0)2 = 1
4
+
1
4
=
1
2
.

La probabilité qu’une loi
normale centrée (pas né-
cessairement réduite) soit

négative vaut Φ(0) = 1
2
.

Rappel

2. Soient x et y deux réels, et soit Mx,y =
*.
,

0 x 0
y 0 0
0 0 0

+/
-
.

Notons que 0 est toujours valeur propre de Mx,y puisque sa dernière colonne est nulle.
• Si x = y = 0, alors Mx,y = 0 est diagonalisable.
• Si x = 0 et y , 0, alors Mx,y est de rang 1, de sorte que dimE0(Mx,y ) = 2.
De plus, si Mx,y était diagonalisable, elle admettrait alors une seconde valeur propre λ, et
on aurait 2 × 0 + λ × 1 = tr(Mx,y ) = 0. Donc λ = 0, ce qui n’est pas possible : Mx,y n’est
pas diagonalisable.
• On raisonne de même dans le cas où y = 0 et x , 0.
• Si x , 0 et y , 0, alors rg(Mx,y ) = 2, de sorte que dimE0(Mx,y ) = 1.
De plus, un réel λ est valeur propre de Mx,y si et seulement si rg(Mx,y − λI3) < 3. Or,

Mx,y − λI3 = *.
,

−λ x 0
y −λ 0
0 0 −λ

+/
-
←→
L1↔L2

*.
,

y −λ 0
−λ x 0
0 0 −λ

+/
-

←→
L2←yL2+λL1

*.
,

y −λ 0
0 yx − λ2 0
0 0 −λ

+/
-
.

Et donc rg(Mx,y − λI3) < 3 si et seulement si λ2 − xy = 0 ou λ = 0.
Donc si xy 6 0, Mx,y ne possède pas de valeurs propres non nulles, et si xy > 0, alors Mx,y
possède trois valeurs propres qui sont 0, √xy et −√xy, et donc est diagonalisable.

Ainsi, la probabilité que M soit diagonalisable est

P(XY > 0) + P ([X = 0]) ∩ [Y = 0]) = P(XY > 0) + 0 = 1
2
.

�

3.5.3 Autres lois
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EXERCICE 3.37 (QSPESCP 2012) [ESCP12.QSP02] Moyen
Deux variables de même loi.

Soit f : x 7→



1
ln 2

1
1 + x

si 0 6 x 6 1

0 sinon
.

1. Montrer que f est une densité.
2. Soit X une variable aléatoire admettant X pour densité. Montrer que Y = 1

X −
� 1
X

�
a même loi que X .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.37
1. Il est facile de voir que f est positive et continue sauf en 0 et en 1.

De plus,
∫ 1

0

dx

1 + x
= [ln(1 + x)]10 = ln 2, donc

∫ 1

0
f (x)dx = 1.

Ainsi, f est bien une densité.
2. Puisque pour tout réel x , on a 0 6 x − bxc 6 1, Y est une variable aléatoire à valeurs dans

[0, 1].
Donc ∀x < 0, FY (x) = 0 et ∀x > 1, FY (x) = 1.
De plus, X étant à valeurs dans ]0, 1[, 1

X est à valeurs dans [1,+∞[. Soit donc x ∈ [0, 1].
Alors

FY (x) = P(Y 6 x) = P

(
0 6

1
X
−

⌊
1
X

⌋
6 x

)
Mais 1

X étant à valeurs dans [1,+∞[, on a
[
0 6

1
X
−

⌊
1
X

⌋
6 x

]
=

+∞⋃
n=1

[
n 6

1
X
6 n + x

]
.

Il s’agit en fait de dire que{ [ ⌊
1
X

⌋
= n

]
, n ∈ N∗

}
est

un système complet d’événe-
ments.

Détails

De plus, ces événements sont deux à deux incompatibles, de sorte que

FY (x) =
+∞∑
n=1

P

(
n 6

1
X
6 n + x

)
=

+∞∑
n=1

P

(
1

n + x
6 X 6

1
n

)
.

Mais pour n > 1, on a

P

(
1

n + x
6 X 6

1
n

)
=

∫ 1
n

1
n+x

1
ln 2

1
1 + t

dt =
1
ln 2

�
ln(1 + t)�1/n1/(n+x ) =

1
ln 2

(
ln

(
1 +

1
n

)
− ln

(
1 +

1
n + x

))
.

Il nous reste donc à calculer
+∞∑
n=1

(
ln

(
1 +

1
n

)
− ln

(
1 +

1
n + x

))
.

Soit donc N > 1. On a
N∑
n=1

(
ln

(
1 +

1
n

)
− ln

(
1 +

1
n + x

))
=

N∑
n=1

(
ln

(
n + 1
n

)
− ln

(
n + 1 + x
n + x

))

=

N∑
n=1

�
ln(n + 1) − ln(n) − ln(n + 1 + x) + ln(n + x)�

= ln(N + 1) − ln(N + 1 + x) + ln(1 + x)

= ln
(

N + 1
N + 1 + x

)
+ ln(1 + x).

Lorsque N → +∞, on a
N + 1

N + 1 + x
−→

N→+∞
1 et donc ln

(
N + 1

N + 1 + x

)
−→

N→+∞
0. On en déduit

que
+∞∑
n=1

(
ln

(
1 +

1
n

)
− ln

(
1 +

1
n + x

))
= ln(1 + x)
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et donc

FY (x) = P(Y 6 x) = ln(1 + x)
ln 2

.

Mais pour x ∈ [0, 1],

P(X 6 x) =
∫ x

0

1
ln 2

dt

1 + t
=
ln(1 + x)

ln 2
.

Ainsi, X et Y ont les mêmes fonctions de répartition : elles ont même loi.

�

EXERCICE 3.38 (ESCP 2014) [ESCP14.3.14] Facile
Loi de l’arcsinus.

1. (a) Montrer que la fonction
�
0, π2

�→]0, 1[, t 7→ sin(t) réalise une bijection de classe C∞.
On note h sa bijection réciproque.

(b) Montrer que h est dérivable sur ]0, 1[ et exprimer h′(x) en fonction de x .

On définit la fonction f : R→ R par

∀x ∈ R, f (x) =



1√
x(1 − x)

si x ∈]0, 1[
0 sinon

2. (a) Soient a et b deux réels tels que 0 < a 6 b < 1. Montrer, à l’aide du changement de variable u =
√
t , que∫ b

a
f (t)dt = 2

(
h(
√
b) − h(√a)

)
.

(b) Montrer la convergence et calculer la valeur de
∫ 1

0
f (t)dt .

3. (a) Déterminer la constante k telle que la fonction д = k f soit une densité de probabilité.
Désormais, on note X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A, P), admettant д pour densité.

(b) Déterminer la fonction de répartition G de X .
(c) Pour x ∈ R, exprimer G(1 − x) en fonction de x . En déduire P

�
X < 1

2
�
.

4. Déterminer la fonction de répartition et reconnaître la loi de la variable aléatoire Y = h(
√
X ).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.38
1.a. La fonction t 7→ sin t est de classe C∞ sur

�
0, π2

�
, et sa dérivée est t 7→ cos(t) qui est

strictement positive sur
�
0, π2

�
. Donc t 7→ sin t est strictement croissante sur

�
0, π2

�
.

De plus, on a lim
x→0+

sin t = 0 et lim
x→ π

2
− sin t = 1, donc par le théorème de la bijection, t 7→ sin t

réalise une bijection de
�
0, π2

�
sur ]0; 1[.

1.b. La fonction t 7→ sin t est dérivable sur
�
0, π2

�
, et nous avons déjà vu que sa dérivée ne

s’annule pas sur
�
0, π2

�
. Donc h est dérivable sur ]0, 1[, et

C’est un théorème du cours
que f −1 est dérivable là où
f ′ ◦ f ne s’annule pas et que

(f −1)′ = 1
f ′ ◦ f −1 .

Cette formule peut se retrou-
ver aisément en dérivant la
relation

f ◦ f −1(x ) = x .

Astuce

∀x ∈]0, 1[,h′(x) = 1
cos(h(x)) .

Or, pour tout x ∈]0, 1[, cos2(h(x)) + sin2(h(x))︸     ︷︷     ︸
=x2

= 1⇔ cos2(h(x)) = 1 − x2.

Mais h(x) ∈ �
0, π2

�
, et donc cos(h(x)) > 0. On en déduit donc que

∀x ∈]0, 1[,h′(x) = 1√
1 − x2

.
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1 π
2

1

π
2

sin
y = x
h

FIGURE 3.4 – Les courbes de sin et h sont symétriques par rapport à la première bissectrice y = x .

2.a. La fonction φ : u 7→ u2 est de classe C1 sur R∗+, avec φ ′(u) = 2u.
Ainsi, par le théorème de changement de variable1 1 Sur un segment.pour tous réels a et b tels que 0 < a <
b < 1, on a∫ b

a
f (t)dt =

∫ √
b

√
a

f (u2)2u du =
∫ √

b

√
a

1
u

1√
1 − u2

2u du = 2
∫ √

b

√
a

h′(u)du = 2
(
h(
√
b) − h(√a)

)
.

2.b. Soit b ∈]0, 1[ fixé. Alors

lim
a→0+

∫ b

a
f (t)dt = lim

a→0+
2
(
h(
√
b) − h(√a)

)
= 2

(
h(
√
b) − lim

a→0+
h(√a)

)
.

Mais lim
x→0+

h(x) = 0, et donc

lim
a→0+

∫ b

a
f (t)dt = 2h(

√
b).

Ainsi,
∫ b

0
f (t)dt est convergente et

∫ b

0
f (t)dt = 2h(

√
b).

De même, on a lim
x→1−

h(x) = π

2
, et donc

lim
b→1−

∫ b

0
f (t)dt = 2

π

2
= π .

On en déduit que
∫ 1

0
f (t)dt converge et

∫ 1
0 f (t)dt = π .

3.a. La fonction f est positive sur R, et elle y est continue sauf en 0 et en 1.

Une fonction f est une den-
sité de probabilité si :
• elle est positive sur R
• elle est continue, sauf
éventuellement en un
nombre fini de points

•
∫ +∞

−∞
f (t )dt converge et

vaut 1.

Définition

De plus, on a
∫ +∞

−∞
f (t)dt = π , donc si l’on pose д = 1

π f , alors д est positive sur R, continue

sauf en 0 et en 1, et on a
∫ +∞

−∞
д(t)dt = 1.

Ainsi, pour k = 1
π , д = k · f est une densité de probabilité.

Pour toute fonction f po-
sitive, continue sauf en un
nombre fini de points et telle

que
∫ +∞

−∞
f (t )dt converge,

il existe une unique constante
k telle que kf soit une den-
sité de probabilités, et on a
alors

1
k
=

∫ +∞

−∞
f (t )dt .

Plus généralement

3.b. Soit x 6 0. Alors G(x) =
∫ x

−∞
д(t)dt = 0 car д est nulle sur ] −∞,x[.

Si x ∈]0, 1], alors
G(x) =

∫ x

−∞
д(t)dt =

∫ x

0
д(t)dt = 2

π
h(√x).

Enfin, si x > 1, alors G(x) =
∫ x

−∞
д(t)dt =

∫ 1

0
д(t)dt = 1.

Par conséquent, la fonction de répartition de X est donnée par

G(x) =



0 si x 6 0
2
π h(
√
x) si x ∈]0, 1[

1 sinon
.
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3.c. Il vient facilement G(1 − x) = 1 si x 6 0 et G(1 − x) = 0 si x > 1. Pour x ∈]0, 1[, on a
G(1 − x) =

∫ 1−x
0 д(t)dt .

Réalisons le changement de variables u = 1 − t sur ]a, 1 − x[. Alors∫ 1−x

a
д(t)dt =

∫ 1−a

x
д(1−u)du =

∫ 1−a

x
д(u)du = 2

π

(
h(
√
1 − a) − h(√x)

)
−→
a→0+

2
π

(π
2
− h(√x)

)
= 1−G(x).

Ainsi, pour tout x ∈ R, on a G(1 − x) = 1 −G(x).
Puisque X est à densité, on a P

�
X < 1

2
�
= P

�
X 6 1

2
�
= G(1/2).

Mais G(1/2) = 1 −G(1/2), et donc G(1/2) = 1
2 . On en déduit que

P

(
X <

1
2

)
=
1
2
.

4. X étant à support dans ]0, 1[, il en est de même de
√
X , et donc Y = h(

√
X ) est à support

dans
�
0, π2

�
.

Commencer par déterminer
le support de Y permet de
déterminer directement où
FY vaut 0 et où elle vaut 1.

Rédaction �

Ainsi, pour x ∈ �
0, π2

�
, on a (par croissance de sin sur

�
0, π2

�
),

P(Y 6 x) = P(h(
√
X ) 6 x) = P(

√
X 6 sinx) = P(X 6 sin2 x) = 2

π
h(sinx) = 2

π
x .

Ainsi, la fonction de répartition de Y est donnée par FY (x) =



0 si x 6 0
2
π x si x ∈ �

0, π2
�

1 si x > π
2

.

On reconnaît2 2 Remarque : une fonction
de répartition qui est a�ne là
où elle ne vaut pas 0 ou 1 est
forcément la fonction de ré-
partition d’une loi uniforme.

alors la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi uniforme
sur

�
0, π2

�
. Ainsi

Y ↪→ U
( [
0,
π

2

])
.

�

3.5.4 Produit de convolution

EXERCICE 3.39 (ESCP 2008) [ESCP08.3.24] Moyen
Somme des valeurs absolues de deux loi normales centrées réduites

Un joueur prend pour cible un mur muni d’un repère orthonormé (O, i, j). On note X et Y les variables aléatoires
désignant respectivement l’abscisse et l’ordonnée du point d’impact du tir sur le mur, et on suppose que X et Y
sont indépendantes, de même loi normale centrée réduite. On note Φ la fonction de répartition de X .

1. (a) Donner une densité de |X |.

(b) Montrer que la variable aléatoire Z = |X | + |Y | admet comme densité la fonction h définie par

h(x) =



2
π
e−x2/4

∫ x/2

−x/2
e−v

2
dv si x > 0

0 sinon

2. (a) Déterminer la dérivée de la fonction φ définie sur R par : φ(x) =
∫ x/2

−x/2
e−v

2
dv.

(b) Étudier les variations de φ et tracer l’allure de sa représentation graphique dans un repère orthonormé
du plan.

3. On peint sur le mur un carré plein de sommets (1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1).
On note p la probabilité pour que l’impact soit dans le carré. Exprimer p à l’aide de la variable aléatoire Z , et
déterminer p en fonction de Φ.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.39
1.a. Il est évident que |X | est à valeurs positives, et donc pour x < 0, P(|X | 6 x) = 0.

Soit à présent x > 0. On a alors

P(|X | 6 x) = P(−x 6 X 6 x) = Φ(x) − Φ(−x) = 2Φ(x) − 1.
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Et donc la fonction de répartition de |X | est donnée par

F|X |(x) =



2Φ(x) − 1 si x > 0
0 si x < 0

Il est clair que F|X | est C1 sauf éventuellement en 0. De plus, lim
x→0−

F|X |(x) = 0 = lim
x→0+

F|X |(x)
et donc F|X | est continue en 0 et donc sur R tout entier.
On en déduit que |X | est une variable à densité, et qu’une densité en est donnée par

f|X |(x) =



2Φ′(x) si x > 0
0 sinon

=




√
2
π
e−

1
2 x

2 si x > 0

0 sinon

1.b. Puisque |X | et |Y | sont indépendantes1 1Car X et Y le sont., et à densités bornées, une densité de Z est donnée
par

fZ (x) =
∫ +∞

−∞
f|X |(t)f|Y |(x − t)dt .

Mais f|X |(t) = 0 si t < 0 et f|Y |(x − t) = 0 si x − t < 0⇔ t > x . Ainsi, si x < 0, fZ (x) = 0, et
pour x > 0,

fZ (x) =
∫ x

0

√
2
π
e−

1
2 t

2

√
2
π
e−

1
2 (x−t )2 dt =

2
π

∫ x

0
e−t

2+xt−x2/2 dx =
2
π
e−

x2
2

∫ x

0
e−(t

2−xt ) dt .

Notons que t2 − xt =
(
t − x

2

)2
− x2

4
, de sorte que

fZ (x) =
2
π
e−

x2
4

∫ x

0
e−(t− x2 )

2
dt .

Procédons alors au changement de variable2 2A�ne.v = t − x

2
, de sorte que

fZ (x) =
2
π
e−

x2
4

∫ x/2

−x/2
e−v

2
dv .

2.a. D’après la relation de Chasles, on a φ(x) =
∫ x/2

0
e−v

2
dv −

∫ −x/2

0
e−v

2
dv.

Or, par le théorème fondamental de l’analyse, nous savons que F : x 7→
∫ x

0
e−v

2
dv est

une primitive de x 7→ e−x2 .

Et donc, φ : x 7→ F
(x
2

)
− F

(
−x
2

)
est dérivable sur R, et a pour dérivée φ ′(x) = 1

2
e−

x2
4 +

1
2
e
−
x2

4 = e
−
x2

4 .

2.b. La fonction φ est donc croissante. De plus, elle est clairement impaire. Enfin, on a

lim
x→+∞φ(x) =

∫ +∞

−∞
e−v

2
dv. Or, si N est une variable aléatoire suivant la loi normale

N

(
0,
1
2

)
, une densité de N est donnée par x 7→ 1√

π
e−x2 et donc

∫ ∞

−∞
1√
π
e−x

2
dx = 1⇔

∫ +∞

−∞
e−x

2
dx =

√
π .

Ainsi, lim
x→+∞φ(x) =

√
π et donc3 3 Par imparité., lim

x→−∞φ(x) = −
√
π .

3. Il s’agit de remarquer que le carré en question est {(x ,y) ∈ R2 : |x | + |y| 6 1}.
Et donc

p = P(|X | + |Y | 6 1) = P(|Z | 6 1) =
∫ 1

−∞
fZ (t)dt =

∫ 1

0

2
π
e−t

2/4φ(t)dt .
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Or, nous savons que e−x2/4 est la dérivée de φ, donc

p =
2
π

∫ 1

0
φ ′(t)φ(t)dt = 2

π

[
1
2
φ(t)2

]1

0
=

1
π

∫ 1/2

−1/2
e−x

2
dx .

Procédons alors au changement de variable x =
t√
2
, de sorte que

∫ 1/2

−1/2
e−x

2
dx =

∫ 1/
√
2

−1/√2
e−t

2/2 dt√
2
=

1√
2

(
Φ

(
1√
2

)
− Φ

(
− 1√

2

))
= 2Φ

(
1√
2

)
− 1.

Il vient donc p =
1
π

(
2Φ

(
1√
2

)
− 1

)
.

�

EXERCICE 3.40 (HEC 2016) [HEC16.158] Moyen
Di�érence des carrés de deux uniformes

1. Soit f la fonction définie sur R par : ∀x ∈ R, f (x) =



1
2
√
x si 0 < x 6 1

0 sinon

(a) Montrer que f est une densité de probabilités.
(b) Donner l’allure de la représentation graphique de la fonction de répartition d’une variable aléatoire

réelle de densité f .
(c) Trouver la loi de Y =

√
X lorsque X est une variable aléatoire positive admettant f pour densité.

2. (a) Pour quelles valeurs réelles de s l’intégrale
∫ 1

s

dx√
x(x − s)

est-elle convergente ?

(b) Calculer alors
∫ 1

s

dx√
x(x − s)

en utilisant le changement de variable t =
√

x − s
x

.

3. On considère deux variables aléatoires X et Y , indépendantes, admettant chacune f pour densité.
(a) Proposer une méthode de simulation en Scilab de la variable aléatoire S = X − Y .
(b) Démontrer que S est une variable aléatoire à densité et en donner une densité continue sur R∗.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.40
1.1.a. La fonction f est évidemment positive sur R, et elle est continue sauf peut-être en 0 et en

1.

On a alors, sous réserve de convergence de cette intégrale,
∫ +∞

−∞
f (t)dt =

∫ 1

0

dt

2
√
t
.

Mais on reconnaît alors une intégrale de Riemann convergente, et pour A ∈]0, 1],∫ 1

A

dt

2
√
t
=

[√
t

]1
A
= 1 −

√
A −→

A→0+
1.

On en déduit donc que
∫ +∞

−∞
f (t)dt = 1, et donc f est bien une densité de probabilités.

1.b. Notons F la fonction de répartition d’une variable aléatoire admettant f pour densité.
Alors F (x) = 0 si x 6 0 et F (x) = 1 si x > 1.

Pour x ∈]0, 1], on a F (x) =
∫ x

−∞
f (t)dt =

∫ x

0

dt

2
√
t
.

Or, si A ∈]0,x], ∫ x

A

dt

2
√
t
=

[√
t

]x
A
=
√
x −
√
A −→

A→0+

√
x .

Et donc F (x) =



0 si x 6 0√
x si 0 < x < 1

1 si x > 1
Sa représentation graphique est alors donnée par
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1 Un dessin à la main doit tout
de même faire apparaître les
caractéristiques essentielles de
F .
Ici, il est légitime d’attendre
du dessin qu’il fasse appa-
raître :

•la continuité de F
•sa croissance
•sa concavité sur [0, 1]
(la dérivée y est décrois-
sante)
•la tangente verticale en
l’origine
•la non dérivabilité en 1

Figures

1.c. Puisque X est à valeurs dans ]0, 1[, il est évident que c’est également le cas de Y .
Et donc, on a FY (x) = 0 si x < 0 et FY (x) = 1 si x > 1.
Pour x ∈]0, 1[, on a

FY (x) = P(Y 6 x) = P(
√
X 6 x) = P(X 6 x2) = F (x2) =

√
x2 = x .

Ainsi, FY (x) =



0 si x 6 0
x si 0 < x 6 1
1 si x > 1

On reconnaît là la fonction de répartition d’une loi uniforme sur [0, 1] : Y ↪→ U([0, 1]).

2.2.a. Si s < 0, alors x 7→ 1√
x(x − s)

n’est pas définie sur ]s, 0], et donc l’intégrale n’a pas de sens.

De même, si s > 1, alors pour x ∈ [1, s[, on a x(x − s) < 0, et donc l’intégrale n’a pas de
sens.
Pour s = 0, et x ∈]0, 1], on a

1√
x(x − s)

=
1√
x2
=
1
x
, dont l’intégrale entre 0 et 1 diverge.

Enfin, pour s ∈]0, 1[, la fonction x 7→ 1√
x(x − s)

est continue sur ]s, 1], et au voisinage de

s, on a
1√

x(x − s)
∼

x→s

1√
s

1√
x − s .

Or,
∫ 1

s

dx√
x − s converge, donc il en est de même de

∫ 1

s

dx√
x(x − s)

.

2.b. Posons t =
√

x − s
x
=

√
1 − s

x
. Alors x 7→

√
1 − s

x
est C1 et strictement croissante sur

]s, 1], avec
lim
x→s

√
1 − s

x
= 0 et lim

x→1

√
1 − s

x
=
√
1 − s .

On a alors t2 = 1 − x

s
⇔ x =

s

1 − t2 , de sorte que dx =
2st

(1 − t2)2 .
Et donc, par le théorème de changement de variable,∫ 1

s

dx√
x(x − s)

=

∫ √
1−s

0

1√
s

1−t 2
(

s
1−t 2 − s

) 2st
(1 − t2)2 = 2

∫ √
1−s

0

dt

1 − t2 .

Or,
1

1 − t2 =
1

(1 − t)(1 + t) =
1
2

(
1

1 − t +
1

1 + t

)
, de sorte que

∫ 1

s

dx√
x(x − s)

=

∫ √
1−s

0

dt

1 − t +
∫ √

1−s

0

dt

1 + t
=

�− ln(1 − t)�
√
1−s

0 +
�
ln(1 + t)�

√
1−s

0 = ln *
,

1 +
√
1 − s

1 − √1 − s
+
-
.

3.3.a. D’après la question 1.c, si X possède f pour densité, alors
√
X suit une loi uniforme sur

[0, 1].
Et donc si U ↪→ U([0, 1]), alors U 2 possède f pour densité.
Donc on peut simuler S en utilisant
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1 S = rand()^2 - rand()^2

3.b. Une densité de −Y est fY : t 7→



1
2
√−t si − 1 6 t < 0
0 sinon

Puisque ni la densité de X ni celle de −Y ne sont bornées, il faut prendre des précautions :
le théorème sur le produit de convolution1 1Qui s’applique car X et −Y

sont indépendantes.
nous dit que si la fonction д définie par

д(x) =
∫ +∞

−∞
fX (t)f−Y (x − t)dt

est bien définie et continue sauf éventuellement en un nombre fini de points, alors c’est
une densité de S .
Notons qu’on a fX (t) , 0⇔ 0 < t 6 1 et de même

f−Y (x − t) , 0⇔ −1 6 x − t < 0⇔ x < t 6 x + 1.

fX (t) , 00• 1•

f−Y (x − t) , 0
•x •x + 1

Donc déjà, pour x 6 −1 ou x > 1, on a д(x) = 0.

Pour 0 6 x < 1,

д(x) = 1
4

∫ 1

x

dt√
t(t − x)

=
1
4
ln *

,

1 +
√
1 − x

1 − √1 − x
+
-
.

Pour −1 < x < 0, on a

д(x) =
∫ x+1

0

1
2
√
t

1
2
√
t − x dt .

Et alors, en utilisant le changement de variable u = t − x , il vient alors

д(x) = 1
4

∫ 1

−x
du√

u − (−x)√u
=
1
4
ln *

,

1 +
√
1 + x

1 − √1 + x
+
-
.

−x ∈]0, 1[, et donc il est
légitime d’utiliser le résultat
de la question 2.b, qui n’était
valable que pour s ∈]0, 1[.

Remarque

Puisque l’intégrale définissant д est bien définie, et que la fonction д ainsi obtenue est
continue sur R, sauf éventuellement en −1, 0 et 1, nous pouvons a�rmer que S est bien
une variable à densité, et que д en est une densité.
Enfin, puisque l’énoncé nous demandait une densité continue sur R∗, il nous reste juste à
remarquer que д est continue en −1 et en 1 puisque

lim
x→1−

1 +
√
1 − x

1 − √1 + x
= 1

et donc lim
x→1−

д(x) = 0 = lim
x→1+

д(x) = д(0).
Et de même en −1.
On a donc

−1 1

0.5

1

1.5

FIGURE 3.5– La densité д.

д(x) =




0 si x < −1 ou x > 1
1
4
ln *

,

1 +
√
1 − x

1 − √1 − x
+
-

si 0 6 x < 1

1
4
ln *

,

1 +
√
1 + x

1 − √1 + x
+
-

si − 1 < x < 0

=




1
4
ln *

,

1 +
√
1 − |x |

1 − √
1 − |x |

+
-

si − 1 < x < 1

0 sinon

�
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EXERCICE 3.41 (HEC 2015) [HEC15.139] Difficile
Distance entre deux points aléatoires

1. Soient a,b,α trois réels strictement positifs vérifiant 0 < α < a2 6 b2.

(a) Établir la convergence de l’intégrale
∫ α

0

(
a√
t
− 1

) (
b√
α − t − 1

)
dt . Cette intégrale est notée Ia,b (α).

(b) Calculer Ia,b (α) à l’aide du changement de variable t = α cos2 u.

Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, on place deux points M et N tels que leurs abscisses respectives XM
et XN suivent la loi uniforme sur ]0,a[ et leurs ordonnées YM et YN suivent la loi uniforme sur ]0,b[.
On suppose que les quatre variables aléatoires XM ,XN ,YM et YN sont définies sur un espace probabilisé (Ω,A, P) et
sont indépendantes.
On note D la variable aléatoire égale à la longueur du segment [M,N ] : D2 = (XM − XN )2 + (YM − YN )2.

2. (a) Quelle est la loi suivie par −XM ?
(b) On pose : Za = (XN − XM ) et Zb = (YN − YM ). Déterminer les lois de probabilité de Za et Zb

respectivement.

(c) Montrer qu’une densité fZ 2
a
de Z 2

a est donnée par fZ 2
a
(x) =




1
a2

(
a√
x
− 1

)
si 0 < x < a2

0 sinon

3. Soit θ < a. Calculer P(D 6 θ ).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.41

1.1.a. La fonction f : t 7→
(
a√
t
− 1

) (
b√
α − t − 1

)
est continue sur ]0,α[, donc il y a d’éventuels

problèmes de convergence au voisinage de 0 et de α .
Notons qu’il s’agit d’une fonction positive, donc nous pouvons utiliser le critère des équi-
valents.
Au voisinage de 0, f (t) ∼

t→0+
a√
t

(
b√
α
− 1

)
.

−1 est négligeable devant
a√
t
(qui tend vers +∞), donc

la somme des deux est équi-
valente au terme prépondé-
rant :

a√
t
.

Détails

Or,
(
b√
α
− 1

)
est une constante, et

∫ α /2

0

a√
t
dt est une intégrale de Riemann convergente.

Donc
∫ α /2

0

(
a√
t
− 1

) (
b√
α − t − 1

)
dt converge.

Au voisinage de α ,
(
a√
t
− 1

) (
b√
α − t − 1

)
∼

t→α

(
a√
α
− 1

)
b√
α − t .

Mais
∫ α

α /2

b√
α − t est une intégrale de Riemann convergente, donc

∫ α

α /2

(
a√
t
− 1

) (
b√
α − t − 1

)
dt

converge.

1.b. La fonction t 7→ α cos2 t est de classe C1 sur [0, π2 ], strictement décroissante et à valeurs
dans [0,α].
Si on pose u = α cos2 t , alors dt = −2α sinu cosudu et donc

∫ α

0

(
a√
t
− 1

) (
b√
α − t − 1

)
dt = − 2α

∫ 0

π /2

(
a√

α cos2 u
− 1

)
*
,

b√
α(1 − cos2 u)

− 1+
-
sinu cosu du

=2
∫ π /2

0

�
a − √α cosu� �

b − √α sinu�
du

=2
∫ π /2

0
ab du − 2a√α

∫ π /2

0
sinu du − 2b√α

∫ π /2

0
cosu du + 2α

∫ π /2

0
sinu cosu du

=πab − 2√α(a + b) + 2α
[
sin2 u
2

]π /2

0

=πab − 2√α(a + b) + α .

2.2.a. Par transformation a�ne de loi uniforme, −XM suit la loi uniforme sur [−a, 0].
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2.b. Les variables XN et −XM étant indépendantes, une densité de Za est donnée par

fZa (x) =
∫ +∞

−∞
fXN (t)f−XM (x − t)dt .

Or, fXN (t) , 0⇔ 0 6 t 6 a et f−XM (x − t) , 0⇔ −a 6 x − t 6 0⇔ x 6 t 6 x + a.

fXN (t) , 00• a•

f−XM (x − t) , 0
•x •x + a

Donc si x 6 −a, fZa (x) = 0 et de même, si x > a, fZa (x) = 0.
Si −a 6 x 6 0, alors

fZa (x) =
∫ x+a

0

1
a

1
a
dt =

x + a

a2
.

Et si 0 6 x 6 a, alors

fZa (x) =
∫ a

x

1
a

1
a
dt =

a − x
a2
.

De même1 1 En changeant les a en b ., on prouve qu’une densité de Zb est donnée par

fZb (x) =



x+b
b2 si − b 6 x 6 0
b−x
b2 si 0 6 x 6 b

0 sinon
=




b−|x |
b2 si − b 6 x 6 b

0 sinon

2.c. Puisque Za(Ω) = [−a,a], il vient Z 2
a (Ω) = [0,a2].

Et donc P(Z 2
a 6 x) = 0 si x < 0 et P(Z 2

a 6 x) = 1 si x > a2.
Si x ∈ [0,a2], alors

FZ 2
a
(x) = P(Z 2

a 6 x) = P(−√x 6 Za 6
√
x) =

∫ √
x

−√x
fZa (t)dt = 2

∫ √
x

0

a − t
a2

dt = 2
[
t

a
− t2

2a2

]√x

0
=
2
√
x

a
− x

a2
.

Il est alors facile de prouver que FZ 2
a
est continue en 0 et en a2, et donc que FZ 2

a
est une

fonction continue sur R et C1 sauf peut-être en 0 et en a2.
Par conséquent, Z 2

a est une variable à densité, et une densité en est donnée par

fZ 2
a
(x) =




1
a
√
x − 1

a2 =
1
a2

(
a√
x − 1

)
si 0 < x < a2

0 sinon

On en déduit de même qu’une densité de Z 2
b est

fZ 2
b
(x) =




1
b2

(
b√
x
− 1

)
si 0 < x < b2

0 sinon

3. On a D2 = Z 2
a +Z

2
b . Par le lemme des coalitions2 2Nous verrons ce résultat

plus tard, mais il est très
intuitif : Za est formé à
partir de XN et XM , et Zb à
partir de YN et YM .
Comme ces variables sont
indépendantes, il doit en être
de même de Za et Zb .

, les variables Z 2
a et Z 2

b sont indépendantes
car XN ,XM ,YN et YM le sont. Une densité de D2 est alors donnée par

fD2 (x) =
∫ +∞

−∞
fZ 2

a
(t)fZ 2

b
(x − t)dt =

∫ a2

0
fZ 2

a
(t)fZ 2

b
(x − t)dt .

Notons que pour calculer P(D 6 θ ) = P(0 6 D2 6 θ2), nous n’avons besoin de connaître
une densité de D2 que sur l’intervalle [0,θ2] ⊂ [0,a2].
Or, pour 0 6 x < a, on a fZ 2

a
(t) = 1

a2

(
a√
t
− 1

)
et

fZ 2
b
(x − t) , 0⇔ 0 6 x − t 6 b2 ⇔ x − b2 6 t 6 x .

Donc, pour x ∈ [0,a2], on a

fD2 (x) =
∫ x

0

1
a2

(
a√
t
− 1

)
1
b2

(
b√
x − t − 1

)
dt =

1
a2b2

Ia,b (x).
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Ainsi, il vient3 3 D ne prend que des valeurs
positives, donc

[D 6 θ ] = [D2 6 θ 2].P(D 6 θ ) = P(D2 6 θ2) =
∫ θ 2

−∞
fD2 (x)dx =

∫ θ 2

0

1
a2b2

Ia,b (x)dx .

En utilisant le résultat de la question 1, on a donc

P(D 6 θ ) = 1
a2b2

∫ θ 2

0

�
πab − 2√x(a + b) + x�

dx

=
πθ2

ab
− 4
3
a + b

a2b2
θ3 +

θ4

2a2b2
.

�

EXERCICE 3.42 (HEC 2014) [HEC14.116] Facile
Convergence en loi du produit de n lois uniformes sur [0, 1].

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (Ω,A, P) et de
même loi uniforme sur l’intervalle [0, 1]. On note F la fonction de répartition de X1.

On pose pour tout n ∈ N∗, Zn =
n∏

k=1

Xk et pour tout k ∈ n1,no, Yk = − lnXk .

1. (a) Calculer pour tout s ∈ N, E
�
Z s
n

�
.

(b) Quelle est la loi de Y1 ?

(c) En déduire la loi de Tn =
n∑

k=1

Yk .

(d) Déterminer une densité fZn de la variable aléatoire Zn .
2. Soit r un entier naturel et z ∈]0, 1].

(a) Établir la convergence de l’intégrale
∫ z

0
(− ln t)r dt .

(b) À l’aide du changement de variable y = − ln t dont on justifiera la validité, montrer que l’on a :

1
r !

∫ +∞

− ln z
yre−y dy = z ×

r∑
k=0

(− ln z)k
k !

.

(c) En déduire la fonction de répartition FZn de Zn .

3. Étudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Zn)n∈N∗ .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.42
1.a. Puisque les Xk sont indépendantes, il en est de même des X s

k , et donc, sous réserve d’exis-
tence des E

(
X s
k

)
, on a

E
�
Z s
n

�
= E *

,

n∏
k=1

X s
k

+
-
=

n∏
k=1

E
�
X s
k

�
=

�
E(X s

1)
�n
.

Mais, par le théorème de transfert,

E
�
X s
1

�
=

∫ 1

0
xs dx =

1
s + 1

.

Et donc E
�
Z s
n

�
=

1
(s + 1)k .

1.b. Puisque X1 est à valeurs dans ]0, 1], Y1 = − lnX1 est à valeurs dans R+. Ainsi, pour x < 0,
P(Y1 6 x) = 0. Et pour x > 0,

P(Y1 6 x) = P(− ln(X1) 6 x) = P(X1 > e−x ) = 1−P(X1 < e−x ) = 1−P(X1 6 e−x ) = 1−e−x .
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Et donc la fonction de répartition de Y1 est donnée par

FY1 (x) =



0 si x < 0
1 − e−x si x > 0

Donc Y1 suit la loi exponentielle E(1).
1.c. Puisque la loi E(1) est aussi la loi γ (1), par stabilité des lois gamma1 1 Les Xk sont indépendantes,

donc les Yk le sont aussi.
, Tn suit la loi γ (n).

1.d. Il est évident que Zn est à valeurs dans ]0, 1], et donc FZn (x) = 0 si x 6 0 et FZn (x) = 1 si
x > 1.

D’autre part, on a ln(Zn) =
n∑

k=1

lnXk = −
n∑

k=1

− lnXk = −Tn , et donc, pour x ∈]0, 1],

FZn (x) = P (Zn 6 x) = P(lnZn 6 lnx) Croissance de l’exponentielle.

= P(Tn > − lnx)
= 1 − FTn (− lnx)

Puisque Tn est à densité, FTn est continue sur R et C1 sauf éventuellement en un nombre
fini de points.

Nous connaissons une den-
sité de Tn qui est continue
sur R∗, et donc FTn est C1,
sauf éventuellement en 0.

Détails

Donc déjà, FZn est continue sauf éventuellement en 0 et en 1.
Lorsque x → 0+, on a lnx −→

x→0+
−∞ et donc lim

x→0+
FZn (x) = lim

x→0+

�
1 − FTn (− lnx)

�
= 0 =

FZn (0).
Puisque d’autre part, FZn est continue à gauche2 2 Elle est constante sur R−.en 0, elle est continue en 0.
De même, lorsque x → 1−, lim

x→1−
FZn (x) = 1 − FTn (0).

Et puisque Tn est à valeurs positives, FTn (0) = P(Tn 6 0) = P(Tn = 0) = 0.
Et donc FZn est continue en 1, et donc continue sur R.
De plus, par composition de fonctions C1, elle est C1 sauf éventuellement en 0 et en 1, de
sorte que Zn est une variable à densité.
Par dérivation d’une composée, une densité de Zn est donc

fZn =



1
x
fTn (− lnx) si x ∈]0, 1[

0 sinon
=




1
(n − 1)! (− lnx)

n−1 si x ∈]0, 1[
0 sinon

2.a. Le problème de convergence de l’intégrale est au voisinage de 0.

Mais par croissances comparées, on a (− ln t)r = o
t→0+

(
1√
t

)
.

Et donc, puisque l’intégrale3 3De Riemann
∫ z

0

1√
t
dt converge, il en est de même de

∫ z

0
(− ln t)r dt .

2.b. La fonction t 7→ − ln t est C1 sur ]0, z], et elle y est strictement décroissante, donc le
changement de variable est légitime.
On a alors, sous réserve de convergence,∫ +∞

− ln z
yre−y dy =

∫ z

0
(− ln t)r t dt

t
=

∫ z

0
(− ln t)r dt .

Or, nous avons prouvé à la question précédente que cette intégrale converge.
Montons donc par récurrence sur r que

1
r !

∫ z

0
(− ln t)r dt = z

r∑
k=0

(− ln z)k
k !

.

Pour k = 0, c’est évident, puisque
∫ z

0
(− ln t)0 dt = z.

Supposons donc que le résultat vrai au rang r . Une intégration par parties nous donne,
pour tout A ∈]0, z],

1
(r + 1)!

∫ z

A
(− ln t)r+1 dt = 1

(r + 1)!
[
t(− ln t)r+1

]z
A
+

1
r !

∫ z

A
(− ln t)r dt

=
z(− ln z)r+1
(r + 1)! − A(− lnA)r+1

(r + 1)! +
1
r !

∫ z

A
(− ln t)r dt .
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Et donc après passage à la limite A→ 0, il vient

1
(r + 1)!

∫ z

0
(− ln t)r+1 dt = z(− ln z)r+1

(r + 1)! +
1
r !

∫ z

0
(− ln t)r dt = z

r+1∑
k=0

(− ln z)k
k !

.

On en déduit donc que pour tout r ∈ N,

1
r !

∫ +∞

− ln z
yre−y dy =

1
r !

∫ z

0
(− ln t)r dt = z

r∑
k=0

(− ln z)k
k !

.

2.c. Nous savons déjà que FZn (x) = 0 si x 6 0 et FZn (x) = 1 si x > 1.
Et pour x ∈]0, 1[, on a donc

FZn (x) = P(Zn 6 x) = 1 − P(Tn > − lnx) = 1
(n − 1)!

∫ +∞

− ln x
yn−1e−y dy = x ×

n−1∑
k=0

(− lnx)k
k !

.

3. Pour x ∈]0, 1], on a

FZn (x) = x ×
n−1∑
k=0

(− lnx)k
k !

−→
n→+∞ x ×

+∞∑
k=0

(− lnx)k
k !

= xe− ln x = 1.

Et donc il vient

FZn (x) −→n→+∞



0 si x 6 0
1 si x > 0

La limite ainsi obtenue n’est
pas une fonction de réparti-
tion, car elle n’est pas conti-
nue à droite en 0.
Toutefois, en changeant sa
valeur en 0, on obtient une
fonction de répartition : celle
d’une variable certaine.
Comme la convergence
en loi ne regarde que les
points de continuité, ce qui
se passe en 0 n’a donc aucune
importance.

Méthode

Mais la fonction F : x 7→



0 si x < 0
1 si x > 0

est la fonction de répartition d’une variable aléatoire

certaine égale à 0.
Elle est continue, sauf en 0, et donc en tout point x où F est continue, on a lim

n→+∞ FZn (x) =
F (x).
Et donc ceci prouve que Zn

L−→ 0.
Remarque : ce résultat n’est pas vraiment surprenant est était largement prévisible. En e�et, Zn
est le produit de n nombres entre 0 et 1, et donc plus n est grand, plus la valeur de Zn doit être
petite. Notons que ceci reste une intuition, et qu’on ne peut se passer de calculs pour prouver ce
résultat (un produit de n nombres entre 0 et 1 ne tend pas nécessairement vers 0 lorsque le nombre

de termes tend vers +∞, par exemple
(
1 − 1

n

)n
−→

n→+∞ e−1).

Notons qu’il ne serait pas très di�cile de prouver la convergence en probabilités de Zn vers 0. Si on
sait alors que la convergence en probabilités implique la convergence en loi , alors le résultat de cette
question 3 s’obtient sans passer par ce qui précède.

�

3.6 CONVERGENCE DES VARIABLES ALÉATOIRES
3.6.1 Inégalités de concentration : Markov, Bienaymé-Tchebychev et leurs variantes

EXERCICE 3.43 (QSPESCP 2016) [ESCP16.QSP05] Facile
Majoration du reste d’une série exponentielle

On considère une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (Ω,A, P) qui suit une loi de Poisson de
paramètre λ > 0.

1. Soit t un réel strictement positif. Montrer que la variable aléatoire etX admet une espérance et la calculer.
2. Soit n ∈ N. Prouver que P(X > n) 6 e−tnE

�
etX

�
.

3. En déduire que :
+∞∑
k=n

λk

k !
6 en

(
λ

n

)n
.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.43
1. Par le théorème de transfert, on a, sous réserve de convergence1 1Absolue, mais il s’agit d’une

série à termes positifs.

E
�
etX

�
=

+∞∑
n=0

etnP(X = n)

=

+∞∑
n=0

etn
λn

n!
e−λ

= e−λ
+∞∑
n=0

�
et

�n λn
n!

= e−λ exp
�
etλ

� On a reconnu une série
exponentielle, donc conver-
gente, donc E

�
e tX

�
existe.= exp

�
λ(et − 1)� .

2. Notons que [X > n] = �
etX > etn

�
et donc par l’inégalité de Markov appliquée à etX , qui

est bien positive et admet une espérance,

P(X > n) = P
�
etX > etn

�
6

E
�
etX

�

etn
6 e−tnE

�
etX

�
.

3. En utilisant ce qui précède, il vient

P(X > n) 6 e−tn exp
�
λ(et − 1)� .

Ceci étant vrai pour tout t > 0, cherchons la valeur de t qui minimise

e−tn exp
�
λ(et − 1)� = exp

�−tn + λ(et − 1)� .

Soit donc f (t) = −tn + λ(et − 1). Alors f est dérivable, et f ′(t) = −n + λet , de sorte que
f ′(t) = 0⇔ t = ln

(n
λ

)
.

Et donc f est décroissante sur
[
0, ln

(n
λ

)]
et croissante sur

[
ln

(n
λ

)
,+∞

[
.

Elle admet donc un minimum en ln
(n
λ

)
, qui vaut f

(
ln

(n
λ

))
= −n ln

(n
λ

)
+ λ

(n
λ
− 1

)
=

−n ln
(n
λ

)
+ n − λ.

On en déduit, pour t = ln
(n
λ

)
que

P(X > n) 6 exp
(
−n ln

(n
λ

)
+ n − λ

)
6

(
λ

n

)n
ene−λ .

Mais puisque d’autre part, X est à valeurs entières, on a

P(X > n) =
+∞∑
k=n

P(X = k) = e−λ
+∞∑
k=n

λk

k !
.

Et donc il vient, après division par e−λ ,

+∞∑
k=n

λk

k !
6

(
λ

n

)n
en .

�

3.6.2 Convergence en probabilités

EXERCICE 3.44 (QSPHEC 2007) [HEC07.QSP107] Difficile
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Déterminer une suite (Xn)n∈N∗ de variables aléatoires telles que :
• chacune des variables Xn ne prenne que deux valeurs
• (Xn)n∈N∗ converge en probabilités vers la variable nulle
• lim

n→+∞E(Xn) = 1

• lim
n→+∞V (Xn) = +∞.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.44 Puisque nous voulons que Xn
P−→ 0, il semble

légitime d’essayer d’utiliser des variables aléatoires qui prennent la valeur 0, avec une
probabilité qui tend vers 1.

Essayons par exemple P(Xn = 0) = 1 − 1
n
.

On a alors, pour ε > 0,

P(|Xn − 0| > ε) 6 P(Xn , 0) 6 1
n
−→

n→+∞ 0.

Et donc Xn
P−→ 0.

Notons alors an l’autre valeur prise par Xn , de sorte que P(Xn = an) =
1
n
.

On a alors E(Xn) =
an
n

et E
�
X 2
n

�
=

a2n
n
.

Par la formule de Huygens, on a V (Xn) = E
�
X 2
n

� − E(Xn), et donc si on arrive à avoir
E(Xn) −→

n→+∞ 1 et E (Xn)2 −→
n→+∞ +∞, alors automatiquement, on aura V (Xn) −→

n→+∞ +∞.

La condition E(Xn) −→
n→+∞ 1 est satisfaite si et seulement si an ∼

n→+∞ n.

Prenons donc an = n. On a alors E
�
X 2
n

�
= n −→

n→+∞ +∞.

Ainsi, la suite de variables aléatoires définies par

Xn(Ω) = {0,n}, P(Xn = 0) = 1 − 1
n
, P(Xn = n) =

1
n

vérifie bien toutes les conditions requises par l’énoncé.

Commentaires : • les calculs n’ont rien de di�cile, toute la di�culté réside ici dans la prise
d’initiative : comment démarrer un tel exercice ? Il faut ici un peu d’intuition pour penser à

chercher des variables avec P(Xn = 0) = 1 − 1
n
.

• Il n’y a pas du tout unicité de la solution, par exemple, en gardant P(Xn = 0) = 1 − 1
n
, prendre

n’importe quelle suite (an) équivalente à n pour la seconde valeur de Xn convenait. De même, nous

aurions pu prendre P(Xn = 0) = 1 − 1
n2

ou même plus généralement P(Xn = un) = vn avec (un)
n’importe quelle suite de limite nulle et (vn) n’importe quelle suite de limite égale à 1.
•

�

EXERCICE 3.45 (ESCP 2017) [ESCP17.3.15] Moyen
Convergence en probabilités de sommes et de produits.

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur le même espace probabilisé (Ω,A, P). Soit
(Xn)n , (Yn)n deux suites de variables aléatoires et X ,Y deux variables aléatoires.
On suppose que (Xn)n converge en probabilité vers X et que (Yn)n converge en probabilité vers Y .
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1. Vérifier que XnYn − XY = (Xn − X )Y + (Yn − Y )X + (Xn − X )(Yn − Y ).
Soit ε > 0. On pose :

An = [|XnYn − XY | > ε] , Bn = [|Xn − X ||Y | > ε/3] , Cn = [|Yn − Y ||X | > ε/3] , Dn = [|Xn − X ||Yn − Y | > ε/3] .

2. Montrer que P(An) 6 P(Bn) + P(Cn) + P(Dn).
3. Soit δ > 0.

(a) Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que pour tout t > A, P(|Y | > t) < δ

2
.

(b) Montrer que pour tout t > 0, P(Bn) 6 P
(
|Xn − X | > ε

3t

)
+ P(|Y | > t).

(c) Soit t > A. Montrer qu’il existe un entier N0 tel que pour tout n > N0, P
(
|Xn − X | > ε

3t

)
<
δ

2
.

(d) En déduire que lim
n→+∞ P(Bn) = 0.

On montrerait de même et on admet ici que lim
n→+∞ P(Cn) = 0.

4. Montrer que P(Dn) 6 P

(
|Xn − X | >

√
ε

3

)
+ P

(
|Yn − Y | >

√
ε

3

)
.

En déduire que lim
n→+∞ P(Dn) = 0.

5. Montrer que la suite (XnYn) converge en probabilité vers XY .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.45
1. C’est un simple calcul...

2.a. Si on a à la fois |Xn − X ||Y | 6 ε
3 , |Yn − Y ||X | 6 ε

3 et |Xn − X | · |Yn − Y | 6 ε
3 .

Alors, par l’inégalité triangulaire, on a

|XnYn − XY | = |(Xn − X )Y + (Yn − Y )X + (Xn − X )(Yn − Y )|
6 |Xn − X ||Y | + |Yn − Y ||X | + |Xn − X | · |Yn − Y |
6
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
6 ε .

Autrement dit, nous venons de prouver que Bn ∩Cn ∩ Dn ⊂ [|XnYn − XY | 6 ε] .
En passant aux événements contraires, il vient

|XnYn − XY | > ε] ⊂ Bn ∪Cn ∪ Dn .

Et donc

P (|XnYn − XY | > ε) 6 P(Bn ∪Cn ∪ Dn) 6 P(Bn) + P(Cn) + P(Dn).

3.a.i. On a P(|Y | > t) = 1 − P(|Y | 6 t).
Or, |Y | est une variable aléatoire sur (Ω,A, P), donc sa fonction de répartition tend vers 1

en +∞ et donc lim
t→+∞ P(|Y | > t) = 0. Et donc1 1C’est la définition d’une

limite.
il existe A > 0 tel que pour t > A, д(x) < δ

2
.

Et donc pour t > A, 0 6 P(|Y | > t) 6 д(t) < δ

2
.

3.a.ii. Comme à la question 2, on a

[|Y | 6 t] ∩
[
|Xn − X | 6 ε

3t

]
⊂

[
|Xn − X ||Y | 6 ε

3

]

︸                 ︷︷                 ︸
=Bn

.

Et donc
P(Bn) 6 P

(
|Xn − X | > ε

3t

)
+ P(|Y | > t).

3.a.iii. C’est la définition de Xn
P−→ X : puisque lim

n→+∞ P
(
|Xn − X | > ε

3t

)
= 0, il existe donc

N0 ∈ N tel pour n > N0, P
(
|Xn − X | > ε

3t

)
<
δ

2
.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY

http://www.ecs2-fauriel.fr


3.6. CONVERGENCE DES VARIABLES ALÉATOIRES 215

3.a.iv. Soit δ > 0 fixé. Et soit alors A comme à la question 3.a, et t > A.

On a alors, pour tout n ∈ N, P(Bn) 6 P
(
|Xn − X | > ε

3t

)
+
δ

2
.

Et en particulier, si N0 est comme à la question 3.c, pour n > N0, on a 0 6 P(Bn) < δ .
Autrement dit, nous venons de prouver que pour tout δ > 0, il existe N0 ∈ N tel que pour
n > N0, |P(Bn)| 6 δ .
Nous reconnaissons là la définition de lim

n→+∞ P(Bn) = 0.

3.b. Toujours comme à la question 2, on a, par passage aux événements contraires,
[
|Xn − X | 6

√
ε

3

]
∩

[
|Yn − Y | 6

√
ε

3

]
⊂

[
|Xn − X ||Yn − Y | 6 ε

3

]

︸                        ︷︷                        ︸
=Dn

.

Et donc

P(Dn) 6 P

( [
|Xn − X | >

√
ε

3

]
∪

[
|Yn − Y | >

√
ε

3

])
6 P

( [
|Xn − X | >

√
ε

3

])
+P

( [
|Yn − Y | >

√
ε

3

])
.

Puisque Xn
P−→ X , on a lim

n→+∞ P
( [
|Xn − X | >

√
ε

3

])
= 0.

Et de même, Yn
P−→ Y et donc lim

n→+∞ P
( [
|Yn − Y | >

√
ε

3

])
.

On en déduit que lim
n→+∞ P(Dn) = 0.

3.c. D’après la question 2, et les résultats de 3.d et 4, on a

0 6 P(An) 6 P(Bn) + P(Cn) + P(Dn)︸                        ︷︷                        ︸
−→
n→+∞0

.

Et donc par le théorème des gendarmes, lim
n→+∞ P(An) = 0.

Autrement dit, XnYn
P−→ XY .

�

3.6.3 Convergence en loi
Si la définition de la convergence en loi fait appel aux fonctions de répartitions, on n’oubliera pas que si les Xn et X sont

des variables aléatoires à valeurs entières, alors Xn
L−→ X si et seulement si ∀k ∈ Z, P(Xn = k) −→

n→+∞ P(X = k).

EXERCICE 3.46 (QSPHEC 2017) [HEC17.QSP102] Facile
Convergence en loi du minimum de lois géométriques.

Soit (Xi )i ∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un même espace probabilisé (Ω,A, P) et
soit (pi )i ∈N∗ une suite de réels de ]0, 1[ telle que pour tout i ∈ N∗, Xi suit la loi géométrique de paramètre pi . On
pose, pour tout i ∈ N∗, qi = 1 − pi .
On pose, pour tout n ∈ N∗, Zn = min(X1, . . . ,Xn).

1. Calculer, pour tout k ∈ N∗, la probabilité P(Zn > k). Quelle est la loi de Zn ?

2. On suppose que pour tout i ∈ N∗, on a pi =
1

(i + 1)2 . Montrer que la suite de variables aléatoires (Zn)n∈N∗
converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.46
1. Pour k ∈ N∗, on a

P(Xi > k) =
+∞∑
`=k

P(Xi = `) =
+∞∑
`=k

piq
`−1
i = pi

+∞∑
j=0

q j+k−1i = piq
k−1
i

+∞∑
j=0

q ji = piq
k−1
i

1
1 − qi = q

k−1
i .

P (Xi > k ) est la probabilité
d’avoir besoin d’au moins k
essais avant l’obtention d’un
premier succès.
C’est donc la probabilité
d’avoir eu k − 1 échecs lors
des k − 1 premiers essais, donc
qk−1i .

Intuition
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Par indépendance des Xi , on a alors

P(Zn > k) = P *
,

n⋂
i=1

[Xi > k]+
-
=

n∏
i=1

qk−1i = *
,

n∏
i=1

qi+
-

k−1
.

Et donc, Zn étant à valeurs entières,

P(Zn = k) = P(Zn > k)−P(Zn > k+1) = *
,

n∏
i=1

qi+
-

k−1
−*

,

n∏
i=1

qi+
-

k

= *
,

n∏
i=1

qi+
-

k−1
*
,
1 −

n∏
i=1

qi+
-
.

On reconnaît alors la loi géométrique de paramètre 1 −
n∏
i=1

qi .

2. Dans ce cas, on a alors, pour tout n ∈ N∗,
n∏
i=1

qi =
n∏
i=1

(
1 − 1

(i + 1)2
)
=

n∏
i=1

1 − (i + 1)2
(i + 1)2 =

n∏
i=1

i(i + 2)
(i + 1)2

=

n∏
i=1

i
n∏
i=1

(i + 2)

*
,

n∏
i=1

(i + 1)+
-

2 =

n∏
i=1

i

n+1∏
j=2

j

n+2∏
k=3

k

n+1∏
j=2

j

=
1

n + 1
n + 2
2
=

n + 2
2(n + 1) .

Et donc
n∏
i=1

qi −→
n→+∞

1
2
.

Ainsi, pour tout k ∈ N∗, on a

P(Zn = k) =
n∏
i=1

qi︸︷︷︸
−→
n→+∞

1
2

*
,
1 −

n∏
i=1

qi+
-

k−1

︸             ︷︷             ︸
−→
n→+∞

1
2k−1

−→
n→+∞

1
2k
.

Mais si X suit une loi géométrique de paramètre
1
2
, alors pour tout k ∈ N∗, P(X = k) = 1

2k
.

Puisque les Zn et X sont à valeurs dans N∗, on en déduit que Zn
L−→ X , où X ↪→ G

(
1
2

)
.

�

EXERCICE 3.47 (ESCP 2012) [ESCP12.3.3] Facile
Loi d’Euler.

1. Soit д la fonction définie sur R par д(x) = 2
π (ex + e−x ) .

Montrer que д est une densité de probabilités (on pourra utiliser le changement de variable t = ex .)

Dans la suite, on note X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A, P) admettant д pour densité.
2. Déterminer la fonction de répartition FX de X .
3. Montrer que X admet des moments de tous ordres et calculer son espérance.
4. On pose Y = eX .

(a) Montrer que Y est une variable aléatoire à densité et en déterminer une densité.
(b) La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ?

5. On considère une suite de variables aléatoires (Yn)n∈N∗ définies sur le même espace probabilisé (Ω,A, P),
indépendantes, et suivant toutes la même loi que Y . Pour n ∈ N∗, on pose Mn = max(Y1, . . . ,Yn).
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(a) Déterminer la fonction de répartition de Mn .

(b) Pour n > 1, on pose Zn =
n

Mn
. Montrer que la suite (Zn)n∈N∗ converge en loi vers une variable aléatoire

dont on donnera la loi.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.47
1. Il est clair que д est positive et continue sur R.

De plus, en utilisant le changement de variable t = ex , qui est légitime car la fonction

exponentielle est C1 et strictement croissante sur R, on a x = ln t et donc dx =
dt

t
, de sorte

que, sous réserve de convergence,∫ +∞

−∞
2

π (ex + e−x ) dx =
∫ +∞

0

2
π

�
t + 1

t

� dt
t
=

2
π

∫ +∞

0

dt

1 + t2
.

On n’oubliera pas de changer
les bornes : lorsque x → −∞,
t = ex → 0.

Chgt de variable

Or il est bien connu que cette dernière intégrale converge et vaut
π

2
, de sorte que∫ +∞

−∞
д(t)dt = 1, et donc д est bien une densité de probabilités.

FIGURE 3.6– La densité д.

2. Soit x ∈ R. Alors, à l’aide du même changement de variable que précédemment, on obtient

FX (x) = P(X 6 x) =
∫ x

−∞
д(t)dt = 2

π

∫ ex

0

1
1 + t2

dt =
2
π
Arctan (ex ) .

3. Soit k ∈ N. Par le théorème de transfert, on a, sous réserve de convergence,

E(X k ) =
∫ +∞

−∞
2tk

π (et + e−t ) dt .

La fonction t 7→ tk

et + e−t
est de même parité que k, et donc dans tous les cas, l’intégrale

converge si et seulement si
∫ +∞

0

tk

et + e−t
dt converge.

Mais au voisinage de +∞, tk

et + e−t
∼

t→+∞ tke−t , et nous savons que
∫ +∞

0
tke−t dt = Γ(k +1)

converge.

Donc
∫ +∞

−∞
tkд(t)dt converge, et donc E(X k ) existe.

En particulier, pour k impair, par imparité de la fonction t 7→ tkд(t), on a E(X k ) = 0.
Et notamment, pour k = 1, E(X ) = 0.

4.a. Il est évident que Y est à valeurs strictement positives, et donc pour x 6 0, P(Y 6 x) = 0.
Pour x > 0, il vient, par croissance du logarithme,

P(Y 6 x) = P(eX 6 x) = P(X 6 lnx) = 2
π
Arctan(x).

Ainsi, on a FY (x) =



2
π Arctan(x) si x > 0
0 sinon

Cette fonction est clairement C1 sur R∗.
Elle est continue en 0 car lim

x→0
Arctan(x) = 0.

Et donc Y est une variable à densité, dont une densité est

fY : t 7→



2
π

1
1+t 2 si t > 0

0 sinon

4.b. Au voisinage de +∞, on a t fY (t) ∼
t→+∞

2
πt

, de sorte que
∫ +∞

−∞
t fY (t)dt diverge, et donc Y

n’admet pas d’espérance.
5.a. Par indépendance des Yi , on a, pour x ∈ R,

P(Mn 6 x) = P *
,

n⋂
i=1

[Yi 6]+
-
=

n∏
i=1

P(Yi 6 x) =



� 2
π Arctan(x)

�n si x > 0
0 sinon

Notons en particulier que
Mn est une variable à densité,
puisque cette fonction de
répartition est continue sur R
et C1 sur R∗.

Remarque
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5.b. Il est évident que Zn est à valeurs positives, et donc pour x 6 0, P(Zn 6 x) = 0.
Pour x > 0, on a

P(Zn 6 x) =
(
n

Mn
6 x

)
= P

(
Mn >

n

x

)
= 1 − P

(
Mn 6

n

x

)
= 1 −

(
2
π
Arctan

(n
x

))n
.

On a (
2
π
Arctan

(n
x

))n
= exp

(
n ln

(
2
π
Arctan

(n
x

)))
.

Or, il est classique

Disons que ce résultat est
classique des sujets de pa-
risiennes. Le candidat qui
le connait aura le droit de
l’utiliser tel quel.
Rappelons que pour le dé-
montrer, il s’agit de dériver la
fonction

x 7→ Arctan(x ) + Arctan
(
1
x

)
sur R∗+ et de constater que
la dérivée étant nulle, cette
fonction est constante.

Classique ?

que pour tout x > 0,

Arctan(x) + Arctan
(
1
x

)
=
π

2
.

Et donc en particulier,

Arctan
(n
x

)
=
π

2
− Arctan

(x
n

)
.

Et donc ln
(
2
π
Arctan

(x
n

))
= ln

(
1 − 2

π
Arctan

(x
n

))
.

Lorsque n → +∞, x
n
−→

n→+∞ 0 et donc
2
π
Arctan

(x
n

)
−→

n→+∞ 0. On a alors

ln
(
1 − 2

π
Arctan

(x
n

))
∼

n→+∞ −
2
π
Arctan

(x
n

)
∼

n→+∞ −
2
π

x

n
.

Ainsi,

n ln
(
2
π
Arctan

(x
n

))
∼

n→+∞ −n
2
π

x

n
−→

n→+∞ −
2x
π
.

Et donc par composition de limites,

P(Zn 6 x) −→
n→+∞ 1 − e− 2

π x .

Et donc Zn
L−→ Z , où Z ↪→ E

(
2
π

)
.

�

EXERCICE 3.48 (ESCP 2017) [ESCP17.3.11] Difficile
Convergence en loi dans le problème des anniversaires.

Dans tout l’exercice, d désigne un entier naturel tel que d > 2.

1. Soit x un réel strictement positif. Déterminer lim
d→+∞

1
d

bx
√
dc∑

k=1

k.

2. (a) Montrer que la fonction f définie sur ] − 1, 1[\{0} par f (x) = ln(1 − x) + x
x2

admet un prolongement
par continuité en 0.

(b) Déterminer lim
d→+∞

bx
√
dc∑

k=1

ln
(
1 − k

d

)
.

Soit (Un)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le même espace probabilisé (Ω,A, P) suivant
toutes la loi loi uniforme discrète sur n1,do.
Soit Nd la variable aléatoire définie sur (Ω,A, P) par

∀ω ∈ Ω, Nd (ω) = min{i > 2 tel que Ui (ω) ∈ {U1(ω), . . . ,Ui−1(ω)}}.

3. (a) Montrer que pour tout n ∈ N tel que 2 6 n 6 d, on a

P(Nd > n) =
(
1 − 1

d

) (
1 − 2

d

)
· · ·

(
1 − n − 1

d

)
.
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(b) Déterminer la limite en loi de
(
Nd√
d

)
lorsque d tend vers l’infini.

4. (a) Montrer que E(Nd ) =
d∑

k=0

P(Nd > k).

(b) En déduire que E(Nd ) =
∫ +∞

0

(
1 +

t

d

)d
e−t dt .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.48

1. Une formule bien connue1 1 bx
√
dc est un entier comme

un autre !
nous dit que

bx
√
dc∑

k=1

k =

(
bx
√
dc

) (
bx
√
dc + 1

)
2

.

Mais, puisque x
√
d −1 < bx

√
dc 6 x

√
d , on a 1− 1

x
√
d
6

bx
√
dc

x
√
d
6 1 et donc par le théorème

des gendarmes,

lim
d→+∞

bx
√
dc

x
√
d
= 1⇔ bx

√
dc ∼

d→+∞
x
√
d .

On en déduit que

1
d

bx
√
dc∑

k=1

k ∼
d→+∞

1
d

(
x
√
d
)2

2
∼

d→+∞
x2

2
−→

d→+∞
x2

2
.

2.a. Au voisinage de 0, ln(1 − x) + x = −x − x2

2
+ o

x→0

�
x2

�
+ x = −x

2

2
+ o

x→0

�
x2

� ∼
x→0

−x
2

2
.

Et donc
ln(1 − x) + x

x2
∼

x→0
−1
2
−→
x→0
−1
2
, de sorte que f est prolongeable par continuité en

0 en posant f (0) = −1
2
.

2.b. Puisque f est continue en 0, il existe δ > 0 tel que |x | 6 δ ⇒ |f (x) − f (0)| 6 1. Soit encore

�����
ln(1 − x) + x

x2
+
1
2

�����
6 1⇔

�����
ln(1 − x) + x + x2

2

�����
6 x2.

Mais pour 1 6 k 6 bx
√
dc, on a 0 6

k

d
6

x
√
d

d
, et lim

d→+∞
x
√
d

d
= 0, de sorte que pour d

su�samment grand, et pour tout k ∈ n1, bx√dco,
�����
k

d

�����
6 δ .

Il vient donc, pour tout k ∈ n1, bx√dco,
�����
ln

(
1 − k

d

)
+
k

d
+

k2

2d2
�����
6

k2

d2
.

Et donc
�������

bx
√
dc∑

k=1

ln
(
1 − k

d

)
+

bx
√
dc∑

k=1

k

d
+
1
2

bx
√
dc∑

k=1

k2

d2

�������
6

bx
√
dc∑

k=1

�����
ln

(
1 − k

d

)
+
k

d
+
1
2
k2

d2

�����
Inégalité triangulaire.

6

bx
√
dc∑

k=1

k2

d2
.

Et par conséquent, pour d su�samment grand,

−3
2

bx
√
dc∑

k=1

k2

d2
6

bx
√
dc∑

k=1

ln
(
1 − k

d

)
+

bx
√
dc∑

k=1

k

d
6

1
2

bx
√
dc∑

k=1

k2

d2
.

Mais à l’aide des mêmes méthodes qu’à la question 1, on prouve que

1
d2

bx
√
dc∑

k=1

k2 =

(
bx
√
d
) (

bx
√
dc + 1

) (
2bx
√
dc + 1

)
6d2

∼
d→+∞

x3

3
√
d
.
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Et donc en particulier, cette somme tend vers 0.

On en déduit donc que
bx
√
dc∑

k=1

ln
(
1 − k

d

)
+

bx
√
dc∑

k=1

k

d
−→

d→+∞
0.

Et donc en utilisant le résultat de la question 1, il vient donc

lim
d→+∞

bx
√
dc∑

k=1

ln
(
1 − k

d

)
= −x

2

2
.

3.a. Notons que la variable aléatoire prend comme valeur le numéro du premier tirage qui
donne un numéro déjà sorti.
On a donc [Nd > n] si et seulement si les n premiers tirages ont tous donné des numéros
distincts.
Notons que [Nd > n] = [Nd > 1] ∩ [Nd > 2] ∩ · · · ∩ [Nd > n]. Ceci nous permet d’utiliser
alors la formule des probabilités totales :

L’intersection que nous ve-
nons d’écrire est absolument
triviale puisque pour tout i ,
[Nd > i] ⊂ [Nd > i − 1].
Toutefois, elle permet de
faire apparaître les pro-
babilités conditionnelles
P[Nd >i−1](Nd > i), qui sont
faciles à calculer : il s’agit
de la probabilité que Ui ne
prenne pas l’une des i − 1
valeurs di�érentes déjà prises
par U1, . . . , Ui−1 : c’est
donc 1 − i−1

d .

Astuce

P(Nd > i) = P ([Nd > n] = [Nd > 1] ∩ [Nd > 2] ∩ · · · ∩ [Nd > n])
= P(Nd > 1)P[Nd>1](Nd > 2)P[Nd>1]∩[Nd>2](Nd > 3) · · · P[Nd>1]∩···∩[Nd>n−1](Nd > n)
= P(Nd > 1)P[Nd>1](Nd > 2)P[Nd>2](Nd > 3) · · · P[Nd>n−1](Nd > n)

= 1 ×
(
1 − 1

d

) (
1 − 2

d

)
· · ·

(
1 − n − 1

d

)
.

3.b. Notons que Nd prend ses valeurs dans R+
On pourrait en fait faire
beaucoup mieux en disant
que Nd prend ses valeurs
dans n2, d + 1o.

Remarque
et donc

Nd√
d
prend également ses valeurs dans

R+.
Pour x > 0, on a alors

P

(
Nd√
d
6 x

)
= P(Nd 6 x

√
d) = 1 − P(Nd > x

√
d).

Et Nd étant à valeurs entières, ceci est égal à 1 − P(Nd > bx
√
dc).

Mais puisque x
√
d = o

d→+∞
(d), pour x fixé, et pour d su�samment grand, 2 6 x

√
d 6 d , de

sorte qu’on peut utiliser le résultat de la question précédente :

P

(
Nd√
d
6 x

)
= 1 −

(
1 − 1

d

)
· · ·

(
1 − 1

d

) (
1 − 2

d

)
· · · *

,
1 − bx

√
dc − 1
d

+
-
.

Pour déterminer la limite de ce produit, passons plutôt aux logarithmes, pour faire apparaître
des sommes :

lim
d→+∞

bx
√
dc−1∑

k=1

ln
(
1 − k

d

)
= lim

d→+∞

*........
,

bx
√
dc∑

k=1

ln
(
1 − k

d

)
− ln *

,
1 − bx

√
dc

d
+
-︸             ︷︷             ︸

−→
d→+∞

0

+////////
-

= −x
2

2
.

Et donc par continuité de l’exponentielle,

lim
d→+∞

(
1 − 1

d

) (
1 − 2

d

)
· · · *

,
1 − bx

√
dc − 1
d

+
-
= e−x

2/2.

Et par conséquent,

lim
d→+∞

P

(
Nd√
d
6 x

)
= 1 − e−x2/2.

On a donc

lim
d→+∞

P

(
Nd√
d
6 x

)
=




0 si x < 0
1 − e−x2/2 si x > 0

On vérifie aisément qu’il s’agit d’une fonction de répartition, d’une variable à densité

admettant д : x 7→



0 si x < 0
xe−x2/2 si x > 0

.
Cette loi est appelée loi de
Rayleigh. C’est par exemple
la racine carrée d’une loi
exponentielle E(1/2).

Pour la culture

Et donc
(
Nd√
d

)
converge en loi vers toute variable admettant д pour densité.
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4. Puisque Nd (Ω) = n2,do, on a

d∑
k=0

P(Nd > k) =
d∑

k=0

d∑
i=k+1

P(Nd = i) =
d∑
i=1

P(Nd = i)
i−1∑
k=0

=

d∑
i=1

P(Nd = i)i = E(Nd ).

5. Notons que l’expression de P(Nd > n) obtenue à la question 3.a peut encore s’écrire

P(Nd > n) = d − 1
d

d − 2
d
· · · d − n + 1

d
=

d !
(d − n)!dn .

On a alors∫ +∞

0

(
1 +

t

d

)d
e−t dt =

d∑
n=0

(
d

n

)
1
dn

∫ +∞

0
tne−t dt =

d∑
n=0

(
d

n

)
n!
dn
=

d∑
n=0

P(Nd > n) = E(Nd ).

Quelques commentaires : un exercice relativement classique est que dans une classe de plus de
23 élèves, il y a plus d’une chance sur deux que deux élèves aient leur anniversaire le même jour.

Pour faire le lien avec cet exercice : pour d = 365, pour quelle valeur de n a-t-on P(Nd > n) 6 1
2
?

La valeur 23 peut s’obtenir facilement à l’aide d’un programme qui testerait une à une toutes les

valeurs de n jusqu’à obtenir P(Nd > n) 6 1
2
.

Mais si on approxime2 2On peut considérer que
365 est su�samment grand
pour que cette approximation
soit satisfaisante, mais aucun
outil théorique ne nous le
garantit.

N365√
365

par une loi de Rayleigh, on a alors

P(N365 > n) 6 1
2
⇔ P

(
N365√
365
>

n√
365

)
6

1
2
⇔ 1 − e−x2/(2×365) 6 1

2

ce qui permet aisément de retrouver n > 23.
De même, combien d’élèves faut-il dans une classe pour qu’il y ait 9 chances sur 10 que deux aient
la même date d’anniversaire ? �

EXERCICE 3.49 (HEC 2016) [HEC16.189] Difficile
Convergence en loi et lois γ .

On considère un espace probabilisé (Ω,A, P) et Z une variable aléatoire définie sur cet espace suivant la loi normale
centrée réduite.
Pour tout réel ν > 0, Sν désigne une variable aléatoire sur (Ω,A, P) suivant la loi γ (ν ).

1. Soit (νn)n∈N∗ une suite de nombres réels strictement positifs, strictement croissante et non majorée.

Justifier la convergence et trouver la limite de la suite
( bνnc
νn

)
n∈N∗

.

2. On considère une suite (Xn)n∈N∗ de variables aléatoires définies sur (Ω,A, P), mutuellement indépendantes

et suivant chacune la loi exponentielle de paramètre 1, et pour tout n ∈ N∗, on note Zn =
1√
n

n∑
k=1

(Xk − 1).

(a) Justifier la convergence en loi de la suite (Zn)n∈N∗ vers Z .

(b) En déduire la convergence en loi de la suite des variables aléatoires
1√
νn

�
Sbνn c − bνnc

�
.

3. Pour tout n ∈ N∗, on note δn = νn − bνnc.
(a) Justifier, pour tout x > 0, l’inégalité P(Sδn > x) 6 P(S1 > x).

(b) Montrer que la suite des variables aléatoires
Sδn√
νn

converge en probabilités vers 0.

4. À l’aide des résultats précédents, établir la convergence en loi vers Z de la suite des variables aléatoires
1√
νn

(Sνn − νn).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.49
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1. Pour tout n ∈ N∗, on a νn − 1 < bνnc 6 νn et donc

1 − 1
νn
<

bνnc
νn
6 1.

Puisque (νn) est croissante et non majorée, on a alors νn → +∞ et donc, par le théorème

des gendarmes, la suite
( bνnc
νn

)
n
converge vers 1.

2.a. Puisque les Xi ont pour espérance 1 et pour variance 1, Zn est la variable centrée réduite

associée à
n∑

k=1

Xk . Et donc, les Xi étant indépendantes et identiquement distribuées, par le

théorème central limite, Zn
L−→ Z .

2.b. Notons que Sbνn c suit la loi γ (bνnc), tout comme1 1C’est la stabilité des lois γ ,
puisqu’une loi E(1) est aussi
une loi γ (1).

bνn c∑
k=1

Xk .

D’après la question 1, bνnc ∼
n→+∞ νn −→n→+∞ +∞ et donc Zbνn c

L−→ Z .

Et puisque
1√
n
(Sbνn c − bνnc) a même loi que Zbνn c, on a donc

1√
bνnc

(Sbνn c − bνnc)
L−→ Z .

De plus, on a

1√
νn

�
Sbνn c − bνnc

�
=

√
bνnc
νn
× 1√

bνnc
(Sbνn c − bνnc).

Or, on a
√

bνnc
νn

−→
n→+∞ 1 et donc, si on voit cette suite de réels comme une suite de variables

aléatoires certaines, on a alors
√

bνnc
νn

P−→ 1.

Par le lemme de Slutsky, on a alors

1√
νn

�
Sbνn c − bνnc

� L−→ 1 × Z = Z .

3.a. Commençons par remarquer que δn ∈ [0, 1[.
Notons Yn une variable aléatoire indépendante de Sδn suivant la loi γ (1 − δn).
Alors, par stabilité des lois γ , Sδn + Yn suit la loi γ (1), et donc a même loi que S1.

L’utilisation faite ici de la
stabilité des lois gamma est
assez astucieuse.
Notons qu’un réflexe naturel
serait d’essayer d’exprimer
les probabilités de [Sδn > x ]
et [S1 > x ] à l’aide de deux
intégrales. Mais il est alors
très di�cile de prouver que
la première est inférieure à
la seconde (sauf si x > 1,
auquel cas on peut utiliser la
croissance de l’intégrale).

Astuce

Puisque Yn est à valeurs positives, on a

[Sδn > x] ⊂ [Sδn + Yn > x].

Et en particulier, on a

P(Sδn > x) 6 P(Sδn + Yn > x) = P(S1 > x).

3.b. Soit ε > 0. Alors, par positivité de Sδn ,

0 6 P

(�����
Sδn√
νn

�����
> ε

)
= P(Sδn >

√
νnε) 6 P(S1 >

√
νnε).

Mais on a alors,

P(S1 >
√
νnε) = 1 − P(S1 6 √νnε) −→

n→+∞ 1 − 1 = 0.

Et donc
Sδn√
νn

P−→ 0.

4. Pour tout n, soit Xn une variable aléatoire suivant la loi γ (δn), indépendante de Sbνn c.
Alors Sbνn c + Xn a même loi que Sνn .

On aimerait pouvoir dire que
Xn = Sδn , mais malheureuse-
ment, l’énoncé ne fait aucune
hypothèse sur l’indépendance
mutuelle des Sν .
Notons qu’on pourrait faire
nous même cette hypothèse
en expliquant qu’elle ne
change rien au problème, la
convergence en loi n’étant
pas a�ectée par le fait que
les variables soient indépen-
dantes ou non.

A Danger !
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Mais
1√
νn

�
Sbνn c + Xn − νn

�
=

1√
νn

�
Sbνn c − bνnc

�
+

1√
νn

(Xn − δn) .
Soit ε > 0. Alors, par l’inégalité triangulaire, on a

[�����
Xn√
νn

�����
<
ε

2

]
∩

[�����
δn√
νn

�����
<
ε

2

]
⊂

[�����
1√
νn

(Xn − δn)
�����
< ε

]
.

Et donc en passant à l’événement contraire2 2 Rappel : le contraire d’une
intersection est l’union des
contraires.

,
[�����

1√
νn

(Xn − δn)
�����
> ε

]
⊂

[�����
Xn√
νn

�����
>
ε

2

]
∪

[�����
δn√
νn

�����
>
ε

2

]
.

Et donc
0 6 P

(�����
1√
νn

(Xn − δn)
�����
> ε

)
6 P

(�����
Xn√
νn

�����
>
ε

2

)
+ P

(�����
δn√
νn

�����
>
ε

2

)
.

Mais par la question 3.b,

P

(�����
Xn√
νn

�����
>
ε

2

)
−→

n→+∞ 0.

Et puisque 0 6 δn 6 1, alors
δn√
νn
−→

n→+∞ et donc pour n su�samment grand,
�����
δn√
νn

�����
<
ε

2
et

donc P
(����

δn√
νn

���� >
ε
2

)
= 0.

On en déduit, par le théorème des gendarmes que

P

(�����
1√
νn

(Xn − δn)
�����
> ε

)
−→

n→+∞ 0

et donc
1√
νn

(Xn − δn) P−→ 0.

Puisque de plus,
1√
νn

�
Sbνn c − bνnc

� L−→ Z par la question 2.b, alors, par le lemme de Slutsky,

1√
νn

�
Sbνn c + Xn − νn

� L−→ Z .

Mais
1√
νn

�
Sbνn c + Xn − νn

�
à même loi que

1√
νn

(Sνn − νn), et donc

La convergence en loi ne
«regarde» que la fonction
de répartition, donc si deux
suites de variables (Xn ) et
(Yn ) sont telles que Xn et Yn
ont même loi, alors Xn

L−→ Z

si et seulement si Yn
L−→ Z .

Conv. en loi

1√
νn

�
Sνn − νn

� L−→ Z .

�

3.6.4 Théorème central limite

EXERCICE 3.50 (QSPHEC 2012) [HEC12.QSP8] Facile
Convergence en loi d’une suite de variables aléatoires

Soit (Un)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le même espace probabilisé (Ω,A, P), de
même loi uniforme sur ]0, 1].
On pose, pour tout n ∈ N∗,

Xn =

n∏
i=1

U
1
n
i et Yn = (eXn)

√
n .

Montrer que la suite de variables aléatoires (lnYn)n∈N∗ converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera
la loi.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.50 Soit n ∈ N∗. Alors on a

lnYn =
√
n

�
1 + lnXn

�
=
√
n *

,
1 +

1
n

n∑
i=1

lnUi+
-
=

1√
n

*
,
n +

n∑
i=1

lnUi+
-
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Si l’on pose Sn =
∑n

i=1 lnUi , alors

lnYn =
Sn + n√

n
.

Soit alors Ti = lnUi . Nous pourrions calculer une densité de Ti afin de déterminer son
espérance et sa variance, mais il est plus simple d’utiliser le théorème de transfert : sous
réserve de convergence absolue,

E(Ti ) =
∫ 1

0
ln tdt = lim

A→0+
[t ln t − t]1A = −1

De même, on a

E(T 2
i ) =

∫ 1

0
(ln t)2dt = lim

A→0+

∫ 1

A
(ln t)2dt

Mais par une intégration par parties, il vient∫ 1

A
(ln t)2dt =

[
t(ln t)2 − t ln t

]1
A
−
∫ 1

A
(ln t−1)dt = −A(lnA)2+A lnA+A lnA+1+1−A −→

A→0+
2

Donc E(T 2
1 ) existe et vaut 2. Et donc

V (T1) = E(T 2
1 ) − E(T1)2 = 2 − 12 = 1.

De plus, les Ti sont indépendantes et identiquement distribuées, de sorte que

Sn − E(Sn)
V (Sn)

=
Sn + n√

n
= lnYn .

Mais les Ti étant i.i.d et possédant une variance, alors par le théorème central limite, lnYn
converge en loi vers une variable aléatoire X suivant la loi normale centrée réduite. �

EXERCICE 3.51 (HEC 2016) [HEC2016.176] Moyen
Preuve de non convergence en probabilité.

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le même espace probabilisé (Ω,A, P) et
suivant toutes une même loi, qui admet un moment d’ordre deux.
On suppose que les variables aléatoires Xn sont centrées et réduites.

1. Pour tout n ∈ N∗, on pose :

Un =
X1 + X2 + · · · + Xn√

n
et Vn =

Xn+1 + Xn+2 + · · · + X2n√
n

.

Soit ε > 0.
(a) Montrer que P(Un > ε) tend vers 1 − Φ(ε) quand n tend vers l’infini.
(b) Quelle est la limite de P(Vn 6 −ε) quand n tend vers l’infini ?

(c) Pour tout n ∈ N∗, on pose Yn =
(√

2 − 1
)
Un −Vn .

i. Justifier l’inégalité :
P

(
Yn > ε

√
2
)
> P([Un > ε] ∩ [Vn 6 −ε]).

ii. En déduire que la suite (Yn)n∈N∗ ne converge pas en probabilité vers 0.
2. On conserve les notations de la question précédente.

(a) Exprimer U2n −Un en fonction de Yn .
(b) Démontrer qu’il n’existe pas de variable aléatoire Z telle que la suite (Un)n∈N∗ converge en probabilité

vers Z .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.51
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1.a. Puisque les Xn sont indépendantes, centrées et réduites, on a E (X1 + · · · + Xn) = 0 et
V (X1 + · · · + Xn) = V (X1) + · · · +V (Xn) = n.
Ainsi, la variable centrée réduite associée à X1 + · · · + Xn est Un , et donc par le théorème

central limite1 1Qui s’applique puisque les
Xi sont i.i.d. et possèdent un
moment d’ordre 2.

, Un
L−→ X , où X suit la loi normale N(0, 1).

Et donc P(Un > ε) −→
n→+∞ P(X > ε) = 1 − Φ(ε).

1.b. De la même manière, on prouve que Vn
L−→ X et donc

P(Vn 6 −ε) −→
n→+∞ P(X 6 −ε) = Φ(−ε) = 1 − Φ(ε).

1.c.i. Si on a à la fois [Un > ε] et Vn 6 −ε, alors
Yn =

(√
2 − 1

)
Un −Vn >

(√
2 − 1

)
ε − (−ε) =

√
2ε .

Et donc [Un > ε]∩ [Vn 6 −ε] ⊂
[
Yn > ε

√
2

]
, ce qui en passant aux probabilités nous donne

l’inégalité désirée.
1.c.ii. Par le lemme des coalitions, les variables aléatoires Un et Vn sont indépendantes, de sorte

que
P([Un > ε] ∩ [Vn 6 −ε]) = P(Un > ε)P(Vn 6 −ε) −→

n→+∞ (1 − Φ(ε))2.
Et donc en particulier, P

(
Yn > ε

√
2
)
6−→→ n+∞0.

Or, si on avait Yn
P−→ 0, alors on aurait

P
(
Yn > ε

√
2
)
6 P

(
|Yn | > ε

√
2
)
−→

n→+∞ 0.

Et donc on en déduit que Yn ne converge pas en probabilités vers 0.
2.a. On a

U2n −Un =
X1 + · · · + X2n√

2n
− X1 + · · · + Xn√

n

=
X1 + · · · + X2n −

√
2(X1 + · · · + Xn)√

2n

=
1√
2
Xn+1 + · · · + X2n + (1 −

√
2)(X1 + · · · + Xn)√

n
= − Yn√

2
.

2.b. Supposons par l’absurde qu’il existe Z telle que Un
P−→ Z .

Alors on aurait égalementU2n
P−→ Z , puisque pour tout ε > 0, lim

n→+∞ P (|U2n − Z | > ε) −→
n→+∞

0.
Mais alors, pour tout ε > 0, on a, d’après l’inégalité triangulaire,

[
|U2n − Z | < ε

2

]
∩

[
|Un − Z | < ε

2

]
⊂ [|U2n −Un | < ε] .

Et donc par passage à l’événement contraire,

[|U2n −Un | > ε] ⊂
[
|U2n − Z | > ε

2

]
∪

[
|Un − Z | > ε

2

]
.

On en déduit2 2 P (A ∪ B) 6 P (A) + P (B).que

P (|U2n −Un | > ε) 6 P
(
|U2n − Z | > ε

2

)
+ P

(
|Un − Z | > ε

2

)
−→

n→+∞ 0.

Et donc autrement dit, U2n −Un
P−→ 0.

Mais alors, on devrait également avoir Yn = −
√
2 (U2n −Un)

P−→ 0, ce qui n’est pas le cas
d’après la question 1.c.

On en déduit donc qu’il n’existe pas de variable aléatoire Z telle que Un
P−→ Z .

�

L’exercice suivant, sans grande di�culté, est essentiellement calculatoire. Pas le plus intéressant que l’on puisse imaginer,
mais un des rares qui applique de façon non triviale le théorème central limite.
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EXERCICE 3.52 (ESCP 2012) [ESCP12.3.17] Facile
Autour de la loi log-normale

On note φ la densité continue de R de la loi normale centrée réduite et Φ la fonction de répartition correspondante.
On dira qu’une variable aléatoire réelle positive X suit la loi LN (µ,θ ), µ ∈ R, θ ∈ R∗+ si sa fonction de répartition
FX est donnée par :

FX (x) =



Φ

(
1
θ

�
ln(x) − µ�)

si x > 0

0 si x 6 0

1. Montrer que FX est bien la fonction de répartition d’une variable aléatoire à densité, et en donner une densité.
2. On suppose que X suit la loi LN (µ,θ ) et on pose Y = lnX . Déterminer la loi de Y .
3. Soient X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes, respectivement de lois LN (µ1,θ1) et LN (µ2,θ2).

Déterminer la loi du produit X1X2.
4. Soit Z une variable aléatoire de loi LN (µ,θ ). Montrer que pour tout c,α ∈ R∗+, la variable aléatoire cZα est

de loi LN (µ ′,θ ′), où on précisera les valeurs de µ ′ et θ ′.
5. Soit p ∈]0, 1[ et q = 1 − p. On définit X1, . . . ,Xn des variables aléatoires indépendantes de même loi définie

par :
P(Xi = e) = p, p(Xi = 1) = q.

(a) Quelle est la loi de Sn =
n∑
i=1

(lnXi ) ?

(b) Montrer que Tn = e−p
√
n *

,

n∏
i=1

Xi+
-

1√
n

converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.52
1. Il est évident que FX est de classe C1 sur R∗, et qu’elle est croissante sur R+ par composition

de fonctions croissantes1

1 La fonction Φ est croissante
sur R, puisque c’est une
fonction de répartition.

.
Par conséquent, elle est croissante sur R tout entier.
De plus, on a lim

x→0+
FX (x) = lim

t→−∞Φ(t) = 0 = lim
x→0−

FX (x) = 0. Donc FX est continue en 0 et

donc sur R.
Enfin, on a lim

x→−∞ FX (x) = 0 et lim
x→+∞ FX (x) = lim

t→+∞Φ(t) = 1.

Puisqu’ici, on ne sait même
pas que FX est la fonction
de répartition d’une variable
aléatoire (même si la nota-
tion FX est trompeuse), on
n’oubliera pas de vérifier ls
quatre points caractéristiques
des fonctions de répartition :
les limites en ±∞, la crois-
sance de FX et sa continuité à
droite en tout point.
Prouver que FX est continue
sur R implique notamment
ce dernier point !
Une fois ces quatre points
prouvés, il faut encore véri-
fier que FX est continue sur
R et C1 sauf éventuellement
en un nombre fini de points
pour prouver que FX est la
fonction de répartition d’une
variable à densité.

Méthode

Et donc FX est bien la fonction de répartition d’une variable à densité, dont une densité est
toute fonction coïncidant avec F ′X sauf éventuellement en un nombre fini de points.
Par exemple, on peut prendre

f (x) =



1
x
φ

(
1
θ

�
lnx − µ�)

si x > 0

0 sinon
=




1
x
√
2π

e
− 1

2

(
ln(x )−µ
θ

)2
si x > 0

0 sinon

2. Pour x ∈ R, on a, par croissance de l’exponentielle,

P(Y 6 x) = P(ln(X ) 6 x) = P(X 6 ex ) = FX (ex ) = Φ

(
1
θ
(x − µ)

)
.

Nous reconnaissons là

Pour obtenir la fonction de
répartition d’une loi normale,
on passe par la variable cen-
trée réduite associée, qui suit
la loi N(0, 1) et donc pos-
sède Φ comme fonction de
répartition.

Rappel

la fonction de répartition d’une loi N(µ,θ2), et donc Y ↪→ N
�
µ,θ2

�
.

3. Puisque X1 et X2 sont indépendantes, alors Y1 = ln(X1) et Y2 = ln(X2) le sont également, et
suivent respectivement les lois N(µ1,θ21 ) et N

�
µ2,θ

2
2

�
.

Par stabilité des lois normales, Y1 + Y2 = ln(X1X2) suit alors la loi N
�
µ1 + µ2,θ

2
1 + θ

2
2

�
.

Et donc X1X2 suit la loi LN (µ1 + µ2,
√
θ21 + θ

2
2 ). Le calcul de la question 2 est

totalement réversible :

X ↪→ LN (µ, θ )⇐⇒
ln(X ) ↪→ N(µ, θ 2).

Détails

4. On a ln(cZα ) = ln c + α lnZ .
Mais lnZ suit la loi N (µ,θ ), si bien que, par transformation a�ne de loi normale,

ln c + α lnZ ↪→ N
(
αµ + ln c,α2θ2

)
.

Et donc cZα ↪→ LN
�
αµ + ln c,αθ

�
.
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5.a. Les ln(Xi ) prennent les valeurs 0 et 1, avec probabilités respectives q et p, donc suivent la loi
B(p). Et puisqu’elles sont indépendantes, par stabilité des lois binomiales, Sn ↪→ B(n,p).

5.b. On a ln(Tn) = −p
√
n +

1√
n
Sn =

Sn − np√
n

.

Mais, par le théorème central limite,
Sn − np√

npq

L−→ Z , où Z ↪→ N(0, 1).

Et alors, par composition par la fonction continue x 7→ x
√
pq, ln(Tn)

L−→ √
pqZ , où√

pqZ ↪→ N(0,pq).
Et alors, par composition par la fonction exponentielle, Tn

L−→ e
√
pqZ , qui suit la loi

LN (0,√pq).
�

3.7 ESTIMATION

3.7.1 Estimation ponctuelle

EXERCICE 3.53 (HEC 2009) [HEC09.8] Moyen
Estimation du paramètre d’une loi à densité

On note F la fonction définie par

F (x) =




0 si x 6 −1
1
2
(x + 1)2 si − 1 < x 6 0

1 − 1
2
(x − 1)2 si 0 < x < 1

1 si x > 1

1. (a) Montrer que F est de classe C1 sur R.
(b) On note f la fonction dérivée de F et, pour tout nombre réel θ , fθ la fonction définie sur R par :

∀x ∈ R, fθ (x) = f (x − θ ).

Vérifier que fθ est une densité de probabilités.
(c) Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A, P), admettant fθ pour densité.

Montrer que X possède une espérance et une variance, et les calculer.
2. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires, définies sur (Ω,A, P), indépendantes, de même loi, admettant

pour densité fθ .
Pour tout entier n > 1, on note Un = min(X1, . . . ,Xn) et Vn = max(X1, . . . ,Xn).
(a) Exprimer, à l’aide de F ,θ et n les fonctions de répartition de Un et Vn .
(b) Justifier, pour tout ε ∈]0, 1[, l’inégalité :

P ([−1 + θ 6 Un < −1 + θ + 2ε] ∩ [1 + θ − 2ε < Vn 6 1 + θ ]) 6 P
(����
Un +Vn

2
− θ ���� < ε

)
.

(c) En déduire que
Un +Vn

2
est un estimateur convergent de θ .

(d) Est-il sans biais ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.53
1.a. Par opérations sur les fonctions usuelles, F est C1 sauf peut-être en −1, 0 et 1.

Mais on a lim
x→−1+

F (x) = 0 = lim
x→−1−

F (x) = F (−1) et donc F est continue en −1.

De même, lim
x→0−

F (x) = 1
2
= F (0) = lim

x→0+
F (x), donc F est continue en 0.

Enfin, lim
x→1−

F (x) = 1 = lim
x→1+

F (X ), donc F est également continue en 1, et donc sur R.
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De plus, on a, pour x < {−1, 0, 1},

F ′(x) =




0 si x < −1
x + 1 si 1 < x < 0
1 − x si 0 < x < 1
0 si x > 1

Pour x ∈] − 1, 0], on a
F (x) − F (−1)

x + 1
=

(x + 1)2
2(x + 1) −→x→−1+

0, et donc F est dérivable à droite

en −1, avec une dérivée droite égale à 0.
D’autre part, il est évident qu’elle est dérivable à gauche, avec F ′д(−1) = 0. Donc F est
dérivable en −1, et F ′(−1) = 0.
On constate alors que lim

x→−1−
F ′(x) = lim

x→−1+
F ′(x) = F ′(−1), donc F ′ est continue en −1.

Puisque F (x) = 1
2
(x + 1)2 sur ] − 1, 0], alors elle est en particulier dérivable à gauche en 0,

avec F ′д(0) = 1.

Sur ] − 1, 0],
F ′(x ) = x + 1

et donc en particulier,
F ′д (0) = 1.

Détails

D’autre part, pour x ∈]0, 1],

F (x) − F (0)
x

=
1
x

(
1 − 1

2
(x − 1)2 − 1

2

)
=
1 − (x − 1)2

2x
=
−x2 + 2x

2x
−→
x→0+

1.

Et donc F est dérivable à droite en 0, avec F ′d (0) = 1.
Donc F est dérivable en 0 avec F ′(0) = 1.
On constate alors que lim

x→0−
F ′(x) = lim

x→0+
F ′(x) = F ′(0) et donc F ′ est continue en 0.

On prouve de même que F est bien dérivable en 1, avec F ′ continue en 1.
Et donc que F est dérivable sur R, à dérivée continue, et donc est de classe C1 sur R.

−1 1

0.5

1

FIGURE 3.7– La fonction F .

1.b. Notons que F est croissante sur R, et que lim
x→−∞ F (x) = 0 et lim

x→+∞ F (x) = 1.

Puisqu’elle est C1 surR, et en particulier continue surR, il s’agit de la fonction de répartition
d’une variable à densité.
Sa dérivée f est donc une densité de probabilités. Notons que

f (x) =




0 si x 6 −1
x + 1 si − 1 < x < 0
x − 1 si 0 6 x < 1
0 si x > 1

.

Cette densité est aussi celle
de la somme de deux lois
uniformes indépendantes sur[
− 1
2 ,

1
2

]
.

Remarque

Et alors, par composition de fonctions continues1 1 f est continue car F est C1., fθ est encore continue.
De même, puisque f est positive sur R, fθ l’est également.
Enfin, le changement de variable t = x − θ prouve que∫ +∞

−∞
fθ (x)dx =

∫ +∞

−∞
f (x − θ )dx =

∫ +∞

−∞
f (t)dt = 1.

Et donc fθ est bien une densité de probabilités.
1.c. Notons que par transformation a�ne, X admet fθ pour densité si et seulement si X − θ

admet f pour densité.
En e�et, si une densité de X est fθ , alors une densité de X − θ est

x 7→ fθ (x + θ ) = f (x + θ − θ ) = f (x).

La réciproque se prouve de la même manière.

Une transformation a�ne est
toujours réversible, et donc si
on a prouvé que si X a pour
densité fθ , alors X − θ a pour
densité f , alors l’implication
réciproque est automatique.

Remarque

Soit alors Y une variable aléatoire de densité f . Puisque f est paire, t 7→ t f (t) est impaire,
et on a alors2 2 Il s’agit d’une intégrale

sur un segment, donc la
convergence est assurée.

,

E(Y ) =
∫ +∞

−∞
t f (t)dt = 0.

En revanche, la fonction t 7→ t2 f (t) est paire, et donc,

E
(
Y 2

)
=

∫ +∞

−∞
t2 f (t)dt = 2

∫ +∞

0
t2 f (t)dt = 2

∫ 1

0
t2(1 − t)dt = 1

6
.
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Et donc V (Y ) = E
�
Y 2�
=
1
6
.

On en déduit que E(X − θ ) = E(Y )⇔ E(X ) = θ et V (X ) = V (X − θ ) = V (Y ) = 1
6
.

2.a. Nous avons dit précédemment que X a pour densité fθ si et seulement si X − θ a pour
densité f (et donc F pour fonction de répartition).
Et donc, si X a pour densité fθ , pour x ∈ R,

P(X 6 x) = P(X − θ 6 x − θ ) = F (x − θ ).
Alors, par indépendances des Xi , il vient

P(Vn 6 x) = P *
,

n⋂
i=1

[Xi 6 x]+
-
=

n∏
i=1

P(Xi 6 x) = F (x − θ )n .

Et de même, on a

P(Un 6 x) = 1 − P(Un > x) = 1 − P *
,

n⋂
i=1

[Xi > x]+
-

= 1 −
n∏
i=1

P(Xi > x) = 1 −
n∏
i=1

(1 − P(Xi 6 x))

= 1 − (1 − F (x − θ ))n .

2.b. Supposons que les deux événements

[−1 + θ 6 Un < −1 + θ + 2ε] et [1 + θ − 2ε < Vn 6 1 + θ ]

soient réalisés simultanément. Alors, en sommant les inégalités, il vient

< 2θ − 2ε < Un +Vn < 2θ + 2ε ⇔ −ε < Un +Vn
2

− θ < ε ⇔ ����
Un +Vn

2
− θ ���� < ε .

Autrement dit, nous venons de prouver l’inclusion d’événements

[−1 + θ 6 Un < −1 + θ + 2ε] ∩ [1 + θ − 2ε < Vn 6 1 + θ ] ⊂
[����
Un +Vn

2
− θ ���� < ε

]
.

Et donc, par croissance de la probabilité3 3 Il s’agit là du terme savant
pour une propriété bien
connue :

A ⊂ B ⇒ P (A) 6 P (B).
P ([−1 + θ 6 Un < −1 + θ + 2ε] ∩ [1 + θ − 2ε < Vn 6 1 + θ ]) 6 P

(����
Un +Vn

2
− θ ���� < ε

)
.

2.c. Passons aux événement contraires dans l’inégalité de la question précédente :

1−P
(
[−1 + θ 6 Un < −1 + θ + 2ε] ∩ [1 + θ − 2ε < Vn 6 1 + θ ]

)
6 1−P

(����
Un +Vn

2
− θ ���� > ε

)
.

Soit encore

P
(����
Un +Vn

2
− θ ���� > ε

)
6 P

(
[−1 + θ 6 Un < −1 + θ + 2ε] ∪ [1 + θ − 2ε < Vn 6 1 + θ ]

)
.

A ∩ B = A ∪ B .
Rappel

Mais on a alors

P
(
[−1 + θ 6 Un < −1 + θ + 2ε] ∪ [1 + θ − 2ε < Vn 6 1 + θ ]

)
6 P

(
[−1 + θ 6 Un < −1 + θ + 2ε]

)
+ P

(
[1 + θ − 2ε < Vn 6 1 + θ ]

)
6 1 − P (−1 + θ 6 Un < −1 + θ + 2ε) + 1 − P (1 + θ − 2ε < Vn 6 1 + θ )

En utilisant les résultats de la question 2.a, il vient, pour ε <
1
2
,

1 − P (−1 + θ 6 Un < −1 + θ + 2ε) = 1 − (1 − (1 − F (−1 + 2ε))n) + *..
,
1 − *..

,
1 − F (−1)︸ ︷︷ ︸

=0

+//
-

n

+//
-
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= 1 −
(
1 −

(
1 − 2ε2

)n )
−→

n→+∞ 0.

De même, on a

1 − P (1 + θ − 2ε < Vn 6 1 + θ ) = 1 − *..
,
F (1)n︸︷︷︸
=1

−F (1 − 2ε)n+//
-

=
(
1 − 2ε2

)n −→
n→+∞ 0.

Et donc au final, par le théorème des gendarmes, on a bien, pour tout ε ∈
]
0,
1
2

[
,

Dans la définition de la
convergence en probabi-
lités, on peut remplacer le
∀ε > 0 par «pour tout ε
su�samment petit».
Et donc ici, il su�t de prou-
ver le résultat pour ε < 1

2 .
En e�et, pour ε > 1

2 , on a
alors

P
(����
Un +Vn

2
− θ ���� > ε

)
6 P

(����
Un +Vn

2
− θ ���� >

1
4

)
−→

n→+∞ 0.

Remarque

lim
n→+∞ P

(����
Un +Vn

2
− θ ���� > ε

)
= 0⇔ Un +Vn

2
P−→ θ .

Et donc
Un +Vn

2
est bien un estimateur convergent de θ .

2.d. Commençons par le cas où θ = 0.
Puisque la densité f est paire, pour tout i ∈ n1,no, −Xi et Xi ont même loi.
Et alors min(−X1, . . . ,−Xn) = −max(X1, . . . ,Xn).
Les Xi ayant même loi que les −Xi , min(X1, . . . ,Xn) et min(−X1, . . . ,−Xn) suivent alors la
même loi, et donc, sous réserve d’existence, la même espérance, qui est alors l’opposé de
l’espérance de max(X1, . . . ,Xn).
Ainsi, si ces espérance existent, on a E(Un) = −E(Vn).
Et donc E

(Un +Vn
2

)
= 0.

Dans le cas général, notons que lesXi−θ ont pour densité f , et puisquemin(X1, . . . ,Xn)−θ =
min(X1 − θ , . . . ,Xn − θ ), alors

E (Un) = E (min(X1 − θ , . . . ,Xn − θ ) + θ .

De même, on a
E (Vn) = E (max(X1 − θ , . . . ,Xn − θ )) + θ .

Et comme les Xi − θ ont pour densité f , nous savons que

E (min(X1 − θ , . . . ,Xn − θ ) = −E (max(X1 − θ , . . . ,Xn − θ )

et donc
E

(Un +Vn
2

)
=
1
2
(θ + θ ) = θ .

Ainsi,
Un +Vn

2
est un estimateur sans biais de θ .

�

EXERCICE 3.54 (QSPESCP 2005) [ESCP05.QSP01 ; sujet] Facile

Soient T1 et T2 deux estimateurs de θ , sans biais et indépendants. Pour tout a réel, on pose Θa = aT1 + (1 − a)T2.
1. Θa est-il un estimateur sans biais de θ ?
2. Parmi tous les Θa , lequel a le plus petit risque quadratique ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.54
1. On a

E(Θa) = aE(T1) + (1 − a)E(T2) = aθ + (1 − a)θ = θ
et donc Θa est un estimateur sans biais de θ .
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2. T1 et T2 étant indépendants, on a

V (Θa) = a2V (T1) + (1 − a)2V (T2) = a2(V (T1) +V (T2)) − 2aV (T2) +V (T2).
SiV (T1)+V (T2) = 0 (c’est-à-dire siT1 etT2 sont tous deux constants,

Une variable aléatoire est de
variance nulle si et seulement
si c’est une variable certaine.

Rappel

et donc nécessairement
égaux à θ ), alors pour tout a, Θa est constant, égal à θ .
Au contraire, si V (T1) +V (T2) > 0, alors V (Θa) est un polynôme de degré deux en a, qui

atteint son minimum1 1Une formule bien connue
nous explique que le sommet
d’une parabole d’équation
y = ax2 + bx + c a pour

abscisse x = − b
2a

.

en a =
V (T2)

V (T1) +V (T2)
.

Le biais de Θa étant nul, son risque quadratique est égal à sa variance, et donc est minimal

pour a =
V (T2)

V (T1) +V (T2)
.

�

EXERCICE 3.55 (ESCP 2016) [ESCP16.3.14] Facile
Di�érents estimateurs du paramètre d’une loi (loi du maximum de deux uniformes sur [0,θ ].)

Soit (Ω,A, P) un espace probabilisé et (Xi )i ∈N∗ une suite de variables aléatoires définies sur cet espace, mutuellement
indépendantes, de même loi et ayant pour densité la fonction

f : t 7→



2t
θ2

si 0 6 t 6 θ

0 sinon

Pour tout n ∈ N∗, on pose Xn =
1
n

n∑
i=1

Xi .

1. Vérifier que f est bien une densité de probabilités.

2. (a) Calculer E(X1) et en déduire que pour tout n > 0, la variable aléatoire Tn =
3
2
Xn est un estimateur sans

biais du paramètre θ .
(b) Calculer son risque quadratique rθ (Tn) et étudier la convergence en probabilités de la suite d’estimateurs

(Tn)n∈N∗ .
3. Appliquer le théorème central limite à

(
Xn

)
. En déduire un intervalle de confiance asymptotique de θ au

niveau de confiance 95%, basé sur l’estimateur Xn .
Si Φ désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit une loi N(0, 1), alors on donne 2Φ(1.96)− 1 '
0.95.

4. Soit la variable aléatoire Mn = max(X1, . . . ,Xn).
(a) Déterminer la fonction de répartition G de Mn .

(b) Calculer E(Mn) et étudier les propriétés de la variable aléatoire M ′n =
2n + 1
2n

Mn en tant qu’estimateur
du paramètre θ .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.55
1. La fonction f est positive sur R, et continue sauf éventuellement en 0 et en θ .

De plus, on a ∫ +∞

−∞
f (t)dt =

∫ θ

0

2t
θ2

dt =
θ2

θ2
= 1.

Et donc f est bien une densité de probabilités.

Un œil exercé aura peut-
être reconnu que f est la
densité du maximum de
deux variables aléatoires
indépendantes suivant la loi
uniforme sur [0, θ ].

Déjà vu ?

2.a. On a

E(X1) =
∫ +∞

−∞
t f (t)dt = 2

θ2

∫ θ

0
t3 dt =

2
θ2

θ3

3
=
2
3
θ .

On en déduit que E(Xn) =
2
3
θ et donc

E(Tn) =
3
2
E(Xn) = θ .

Et donc Tn est un estimateur sans biais de θ .
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2.b. Commençons par calculer V (X1).

On a E
�
X 2
1

�
=

2
θ2

∫ θ

0
t3 dt =

θ2

2
, et donc par la formule de Huygens,

V (X1) = E
(
X 2
1

)
− E(X1)2 =

θ2

2
− 4
9
θ2 = θ2

1
18
.

Et donc, par indépendance des Xi , V (Xn) =
1
n2

n∑
k=1

V (Xk ) =
V (X1)
n
=

1
18

θ2

n
.

Enfin, il vient

r (Tn) = V (Tn) =
9
4
V (Xn) =

θ2

8n
.

En particulier, ce risque quadratique tendant vers 0 lorsque n → +∞, on en déduit que Tn
est un estimateur convergent de θ .

3. Puisque les Xi sont i.i.d. et admettent une variance, le théorème central limite s’applique,
et par conséquent la suite des variables centrées réduites associée à

(
Xn

)
converge en loi

vers une variable Y suivant la loi N(0, 1).
Mais la variable centrée réduite associée à Xn n’est autre que

Xn − E
(
Xn

)
√
V

(
Xn

) =
Xn − 2

3θ√
θ 2
18n

=
3
√
2n
θ

Xn − 2
√
2n.

Et ainsi, par définition d’une convergence en loi :

lim
n→+∞ P

*
,
−1.96 6 3

√
2n
θ

Xn − 2
√
2n 6 1.96+

-
= P(−1.96 6 Y 6 1.96) = 0.95

⇔ lim
n→+∞ P

(
θ

(
−1.96 + 2

√
2n

)
6 Xn 6 θ

(
1.96 + 2

√
2n

))
= 0.95

⇔ lim
n→+∞ P

*
,

3
√
2n

2
√
2n + 1.96

Xn 6 θ 6
3
√
2n

2
√
2n − 1.96

Xn+
-
= 0.95

Et donc l’intervalle de confiance asymptotique cherché est


3
√
2n

2
√
2n + 1.96

Xn ,
3
√
2n

2
√
2n − 1.96

Xn


.

4.a. Pour x ∈ R, on a

P(X1 6 x) =
∫ x

−∞
f (t)dt =




0 si x 6 0
x2
θ 2 si x ∈ [0,θ ]
1 si x > θ

Et donc

G(x) = P(Mn 6 x) = P *
,

n⋂
i=1

[Xi 6 x]+
-
=

n∏
i=1

P(Xi 6 x) =



0 si x 6 0� x
θ

�2n si x ∈ [0,θ ]
1 si x > θ

4.b. Il est aisé de prouver que G est continue sur R et C1 sauf peut-être en 0 et en θ , et donc
que Mn est une variable à densité, dont une densité est donnée par

д : x 7→



0 si x 6 0

2n
x2n−1

θ2n
si 0 < x < θ

0 si x > θ

On a alors,

E(Mn) =
∫ θ

0
tд(t)dt = 2n

θ2n

∫ θ

0
t2n dt =

2n
2n + 1

θ .

En particulier, E(M ′n) = θ , et donc M ′n est un estimateur sans biais de θ .
De même, on a

E(M2
n) =

2n
θ2n

∫ θ

0
t2n+1 dt =

2n
2n + 2

θ2
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de sorte que V (Mn) = E(M2
n) − E(Mn)2 =

2n
(2n + 2)(2n + 1)2θ

2.

On en déduit que V (M ′n) =
(2n + 1)2

4n2
V (Mn) =

θ2

2n(2n + 2) .
Et donc le risque quadratique de M ′n en tant qu’estimateur de θ vaut

r (M ′n) = V (M ′n) =
θ2

2n(2n + 2) .

En particulier, il est aisé de vérifier que r (M ′n) 6 r (Tn) et donc que M ′n est un meilleur
estimateur de θ que Tn .

�

EXERCICE 3.56 (QSPESCP 2015) [ESCP15.QSP03] Facile
Comparaison de deux estimateurs

Soient (X1, . . . ,Xn) des variables aléatoires i.i.d. suivant la même loi d’espérance µ et de variance σ 2.
On définit deux estimateurs de µ en posant

Tn =
X1 + X2

2
et Vn =

1
n

n∑
i=1

Xi − X1 − X2

2
.

Lequel de ces deux estimateurs est le meilleur ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.56 Notons qu’il s’agit de deux estimateurs sans biais de
µ car

E(Tn) =
E(X1) + E(X2)

2
= µ et E(Vn) =

1
n

n∑
i=1

E(Xi ) − E(X1) − E(X2)
2

= µ − µ − µ
2
.

Afin de calculer leurs risques quadratiques, il faut calculer leurs variances. On a (grâce à
l’indépendance des Xi ),

V (Tn) =
V (X1) +V (X2)

4
=
σ 2

2
, donc r (Tn) =

σ 2

2
.

De même, on a

V (Vn) =V *
,

2 − n
2n

X1 +
2 + n
2n

X2 +

n∑
k=3

Xk+
-

=
(2 − n)2
4n2

V (X1) +
(2 + n)2
4n2

V (X2) +
1
n2

n∑
i=3

V (Xi )

=σ 2
( (2 − n)2

4n2
+
(2 + n)2
4n2

+
n − 2
n2

)
= σ 2n + 2

2n
.

Donc r (Vn) = V (Vn) > r (Tn), de sorte Tn est un meilleur estimateur que Vn .

Au premier abord, on
pourrait penser que Vn est
meilleur que Tn puisqu’il
prend bien en compte tout
l’échantillon. Malheureuse-
ment, le facteur X1−X2

2 l’em-
pêche d’avoir une variance
«petite».

Intuition

�

EXERCICE 3.57 (ESCP 2015) [ESCP15.3.18] Moyen
Autour de l’estimation du paramètre d’une loi de Poisson

Soit X1, . . . ,Xn un n-échantillon de la loi de Poisson de paramètre λ > 0 inconnu. On cherche à estimer e−λ .
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On définit des variables de Bernoulli Y1, . . . ,Yn par Yk =



1 si Xk = 0
0 sinon

. On pose alors

Yn =
1
n

n∑
k=1

Yk et Sn =
n∑

k=1

Xk .

1. (a) Montrer que Yn est un estimateur sans biais de e−λ ?

(b) Calculer V (Yn) et en déduire que Yn est un estimateur convergent de e−λ .
2. Pour j ∈ N, on pose φ(j) = P[Sn=j](X1 = 0). Calculer φ(j).
3. On pose à présent Tn = φ(Sn).

(a) Prouver que Tn est un estimateur sans biais de e−λ .
(b) Calculer V (Tn) et en déduire que Tn est un estimateur convergent de e−λ .

4. Comparer les risques quadratiques des deux estimateurs Tn et Yn .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.57
1.a. On a P(Yk = 1) = P(Xk = 0) = e−λ

λ0

0!
= e−λ .

Donc les Yk suivent la loi de Bernoulli de paramètre e−λ .
Et donc E(Yn) = e−λ , donc Yn est un estimateur sans biais de e−λ .

1.b. Puisque les Xk sont mutuellement indépendantes, il en est de même des Yk .
Des variables de Bernoulli
X et Y sont indépendantes
si et seulement si [X = 1] et
[Y = 1] sont indépendantes.
Or ici l’événement [Yk = 1]
est l’événement [Xk = 0],
et donc les [Xk = 0] sont
mutuellement indépendants.

DétailsEt donc

V (Yn) =
1
n2

n∑
k=1

V (Yk ) =
1
n2

n∑
k=1

e−λ(1 − e−λ) = e−λ(1 − e−λ)
n

−→
n→+∞ 0.

Et donc en particulier, Yn est un estimateur convergent de e−λ .

2. Par définition, on a φ(j) = P([X1 = 0] ∩ [Sn = j])
P(Sn = j) .

Mais [X1 = 0] ∩ [Sn = j] = [X1 = 0] ∩


n∑
k=2

Xk = j

.

Par stabilité1 1 Les Xk sont indépendantes.des lois de Poisson,
n∑

k=2

Xk suit une loi de Poisson de paramètre (n − 1)λ et

par le lemme des coalitions, est indépendante de X1.
Par conséquent,

P([X1 = 0] ∩ [Sn = j]) =P *
,
[X = 1 = 0] ∩



n∑
k=2

Xk = j


+
-
= P(X1 = 0)P *

,

n∑
k=2

Xk = j+
-

= e−λe−(n−1)λ
((n − 1)λ)j

j!
.

D’autre part, Sn suit une loi de Poisson de paramètre nλ et donc P(Sn = j) = e−nλ
(nλ)j
j!

.

Et donc

φ(j) =
e−λe−(n−1)λ ((n−1)λ)j

j !

e−nλ (nλ)j
j !

=

(
n − 1
n

) j
.

3.a. Utilisons le théorème de transfert pour calculer E(Tn). On a, sous réserve de convergence,

E(Tn) =
+∞∑
j=0

φ(j)P(Sn = j) =
+∞∑
j=0

(
n − 1
n

) j
e−nλ

(nλ)j
j!

= e−nλ
+∞∑
j=0

((n − 1)λ)j
j!

= e−nλe(n−1)λ = e−λ . On a reconnu une série
exponentielle, donc conver-
gente.Et donc Tn est un estimateur sans biais de e−λ .
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3.b. D’après la formule de Huygens, on a V (Tn) = E
�
T 2
n

� − e−2λ .
Et par le théorème de transfert,

E
(
T 2
n

)
=

+∞∑
j=0

φ(j)2P(Sn = j)

=

+∞∑
j=0

(
n − 1
n

)2j
e−nλ

(nλ)j
j!

= e−nλ
+∞∑
j=0

( (n − 1)2λ
n

) j 1
j!

= e−nλe(n−1)
2λ/n On a reconnu une série

exponentielle de paramètre
(n−1)2λ

n .= e
−2n+1
n λ .

Et donc V (Tn) = e
−2n+1
n λ − e−2λ = e−2λ

(
e
λ
n − 1

)
−→

n→+∞ 0.

Et donc en particulier, Tn est un estimateur convergent de e−λ .
4. Puisque Yn et Tn sont des estimateurs sans biais de e−λ , leurs risques quadratiques sont

égaux à leurs variances.
On a alors

V (Yn)
V (Tn)

=
e−λ(1 − e−λ)
e−2λ(eλ/ − 1) =

eλ − 1
eλ/n − 1 .

Mais 0 < eλ/n − 1 6 eλ−1 et donc
V (Yn)
V (Tn)

> 1⇔ V (Yn) > V (Tn).
On en déduit que Tn est un meilleur estimateur que Yn .

�

EXERCICE 3.58 (ESCP 2012) [ESCP12.3.1] Moyen
Estimation par capture-recapture

On cherche à évaluer le nombre N de lions d’Asie, espèce en voie de disparition, encore en vie dans la forêt de
Gir. Pour cela, on capture d’abord en une seule foism lions (m ∈ N∗), que l’on tatoue avant de les relacher dans la
nature, et on admet que pendant toute la durée de l’étude, il n’y a ni naissance ni décès, puis l’on utilise l’une des
deux méthodes suivantes.

1. Première méthode On capture successivement au hasard (donc avec équiprobabilité) et avec remise en
liberté après observation du sujet, n lions. Soit Yn le nombre de lions tatoués parmi eux.

(a) Déterminer la loi de Yn . En déduire que
1
nm

Yn est un estimateur sans biais et convergent de
1
N
.

(b) Pourquoi ne peut-on pas prendre
nm

Yn
comme estimateur de N ?

(c) On pose Bn =
m(n + 1)
Yn + 1

. Calculer l’espérance de Bn , et montrer que Bn est un estimateur asymptotique-

ment sans biais de N .
2. Deuxième méthode On se donne n ∈ N∗. On capture également, un par un, et avec remise en liberté

après observation du sujet, n lions de Gir.
On note Xn la variable aléatoire égale au nombre de lions qu’il a été juste nécessaire de capturer pour en
obtenir n tatoués.
On pose D1 = X1, et pour tout i ∈ n2,no,Di = Xi − Xi−1. On admet que les Di sont mutuellement
indépendantes.

(a) Pour tout i ∈ n2,no, que représente concrètement Di ?
(b) Déterminer, pour tout i ∈ n2,no, la loi de Di , son espérance et sa variance. En déduire l’espérance et la

variance de Xn .

(c) On pose An =
m

n
Xn . Montrer que An est un estimateur sans biais et convergent de N , et déterminer

son risque quadratique.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.58
1. Première méthode

1.a. Yn suit une loi binomiale B
(
n,

m

N

)
.

Ainsi, E(Yn) =
mn

N
, et donc E

( Yn
mn

)
= 1

N . Donc
Yn
mn

est un estimateur sans biais de
1
N
.

Le fait que Yn soit un estimateur convergent est en fait la loi faible des grands nombres :

Yn est la somme de n variables de Bernoulli indépendantes de paramètre
m

N
, donc1 1 La loi faible des grands

nombres s’applique car une
variable de Bernoulli possède
une variance.

Yn
n

converge en probabilités vers la constante
m

N
: c’est un estimateur convergent de

m

N
.

Et la fonction t 7→ t

m
étant continue,

Yn
nm

est un estimateur convergent de
1
N
.

1.b. Le fait que
Yn
mn

soit un estimateur sans biais de
1
N

ne garantit pas en général que
mn

Yn
soit

un estimateur sans biais de N .
De manière plus terre à terre,

mn

Yn
a une probabilité non nulle de ne pas être défini : il

su�t pour cela que Yn soit nul, ce qui arrive avec une probabilité égale à
(
1 − m

N

)n
, 0.

1.c. D’après le théorème de transfert, on a2 2 La question de la conver-
gence ne se pose pas ici, puis-
qu’on a a�aire à une somme
finie (Yn et donc Bn sont des
variables à support fini).

E(Bn) =
n∑

k=0

m(n + 1)
k + 1

P(Yn = k)

=

n∑
k=0

m(n + 1)
k + 1

(
n

k

) (m
N

)k (
1 − m

N

)n−k
=m(n + 1)

n∑
k=0

1
n + 1

(
n + 1
k + 1

) (m
N

)k (
1 − m

N

)n−k
=N

n+1∑
k=1

(
n + 1
k

) (m
N

)k−1 (m
N

)k (
1 − m

N

)n+1−k
=N

(
1n+1 −

(
1 − m

N

)n+1)

On en déduit que le biais de
m(n + 1)
Yn + 1

en N est

b(Bn) = E(Bn) − N = N
(
1 − m

N

)n+1
−→
n→∞ 0.

Donc Bn est un estimateur asymptotiquement sans biais de N (au moins sim < N ).

2. Deuxième méthode
2.a. Di représente le nombre de lions à capturer entre la capture du (i − 1)ème lion (exclu) et

celle du ième lion (inclus).

2.b. Puisqu’on relâche les lions déjà capturés, à chaque capture de lion, la probabilité d’en avoir
un qui est tatoué est

m

N
. Et donc Di compte le nombre d’essais nécessaires à l’obtention

d’un succès lors d’une répétition d’épreuves de Bernoulli indépendantes : Di suit la loi
géométrique de paramètre

m

N
.

Par conséquent, on a

E(Di ) =
N

m
et V (Di ) =

1 − m
N�m

N

�2 =
N (N −m)

m2 .

2.c. D’après la question précédente, on a

E(Xn) =
n∑
i=1

E(Di ) =
nN

m
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et donc E(An) = N , de sorte que An est un estimateur sans biais de N .
De plus, les Di étant indépendantes, on a

V (Xn) =
n∑
i=1

V (Di ) = n
N (N −m)

m2

et donc

r (An) = V (An) =
m2

n2
V (Xn) =

N (N −m)
n

−→
n→∞ 0.

Puisque r (An) −→
n→∞ 0, An est un estimateur convergent de N .

�

3.7.2 Estimation par intervalle de confiance

EXERCICE 3.59 (QSPHEC 2011) [HEC11.QSP01] Facile
Intervalle de confiance du paramètre d’une loi exponentielle décalée.

On désire estimer un paramètre réel θ . Soit n un entier naturel non nul, et soient X1, . . . ,Xn des variables aléatoires
définies sur un même espace probabilisé (Ω,A, P), indépendantes, et suivant la même loi de fonction de répartition
Fθ donnée par

Fθ (x) =



1 − eθ−x si x > θ
0 si x < θ

1. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire Tn donnée par

Tn = n(µn − θ ) avec µn = min(X1, . . . ,Xn)

et reconnaître la loi de Tn .
2. En déduire un intervalle de confiance pour θ au niveau de risque α ∈]0, 1[.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.59
1. Commençons par remarquer que les Xi ont pour support [θ ,+∞[, et donc il en est de

même de µn . Alors Tn prend ses valeurs dans [0,+∞[, de sorte que FTn (x) = 0 si x < 0.
Pour x > 0, on a

FTn (x) = P(Tn 6 x) = P
(
µn 6

x

n
+ θ

)
.

Or, par indépendance des Xi , il vient

P
(
µn 6

x

n
+ θ

)
= 1 − P

(
µn >

x

n
+ θ

)
= 1 −

n∏
i=1

P
(
Xi >

x

n
+ θ

)
= 1 −

(
e−

x
n
)n
= 1 − e−x .

Ainsi, Tn suit une loi exponentielle de paramètre 1.
2. Remarquons que Tn n’est pas un estimateur de θ car son expression dépend précisément

de θ , que l’on cherche à exprimer.

En revanche, µn est un estimateur de θ , et µn =
Tn
n
+ θ (cette expression est trompeuse car

elle laisse entendre que µn est fonction de θ , ce qui n’est pas le cas).
Puisqu’on a toujours θ 6 µn , nous pouvons1 1Mais il n’y a aucune obliga-

tion : on pourrait également
chercher un intervalle de
confiance centré en µn .

chercher un intervalle de confiance sous la
forme [µn − a, µn].
On a

P(µn − a 6 θ 6 µn) = P(µn − a 6 θ ) = P(µn − θ 6 a) = P(Tn 6 na) = 1 − e−na .

Si l’on veut P(µn − a 6 θ 6 µn) = 1 − α , on peut donc prendre a = − lnα
n

. a est alors positif car
α ∈]0, 1[.

Remarque

Ainsi, un intervalle de confiance de θ au niveau de confiance 1 − α est
[
µn +

lnα
n
, µn

]
.

�
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EXERCICE 3.60 (QSPHEC 2009) [HEC09.QSP06] Difficile
Intervalle de confiance asymptotique pour le paramètre d’une loi de Poisson.

Soient n > 1 et (X1, . . . ,Xn) un échantillon identiquement distribué indépendant de loi de Poisson de paramètre
λ > 0 inconnu.

On pose Xn =
1
n

n∑
i=1

Xi et Tn =
√
n
Xn − λ√

λ
.

En utilisant Tn , déterminer un intervalle de confiance asymptotique de λ au niveau de risque α .

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.60 Par le théorème central limite, Tn converge en loi
vers une variable aléatoire X suivant la loi normale centrée réduite.
Et donc pour tous réels a < b, on a

lim
n→∞ P(a 6 Tn 6 b) = P(a 6 X 6 b) = Φ(b) − Φ(a).

En particulier, soit tα l’unique réel tel que Φ(tα ) = 1 − α
2
.

Alors

lim
n→∞ P

*
,
−tα 6

√
n
Xn − λ√

λ
6 tα +

-
= 1 − α

soit encore
lim
n→∞ P

(
λ − tα√

n

√
λ 6 Xn 6 λ +

tα√
n

√
λ

)
= 1 − α .

Mais λ − tα√
n

√
λ =

(√
λ − tα

2
√
n

)2
− t2α
4n

, et de même, λ +
tα√
n

√
λ =

(√
λ +

tα

2
√
n

)2
− t2α
4n
.

Il s’agit de la mise sous forme
canonique de polynômes de
degré 2 en

√
λ.

Détails

Donc on a

lim
n→∞ P

*
,

(√
λ − tα

2
√
n

)2
− t2α
4n
6 Xn 6

(√
λ +

tα

2
√
n

)2
− t2α
4n

+
-
= 1 − α .

Mais on a, au moins pour n su�samment grand pour que
√
λ − tα

2
√
n
> 0,



(√
λ − tα

2
√
n

)2
− t2α
4n
6 Xn 6

(√
λ +

tα

2
√
n

)2
− t2α
4n


=



√
λ − tα

2
√
n
6

√
Xn +

t2α
4n


∩



√
λ +

tα

2
√
n
>

√
Xn +

t2α

2
√
n



=



√
Xn +

t2α
4n
− tα

2
√
n
6
√
λ 6

√
Xn +

t2α
4n
+

tα

2
√
n



=



*.
,

√
Xn +

t2α
4n
− tα

2
√
n

+/
-

2

6 λ 6 *.
,

√
Xn +

t2α
4n
+

tα

2
√
n

+/
-

2
.

Et donc on a
Le but de ce calcul est d’iso-
ler λ, afin d’obtenir un in-
tervalle de confiance pour
λ.

Méthode

lim
n→∞ P

*..
,

*.
,

√
Xn +

t2α
4n
− tα

2
√
n

+/
-

2

6 λ 6 *.
,

√
Xn +

t2α
4n
+

tα

2
√
n

+/
-

2
+//
-
= 1 − α .

Ainsi, un intervalle de confiance asymptotique de λ au niveau de confiance 1 − α est



*.
,

√
Xn +

t2α
4n
− tα

2
√
n

+/
-

2

,
*.
,

√
Xn +

t2α
4n
+

tα

2
√
n

+/
-

2
.

�
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EXERCICE 3.61 (HEC 2012) [HEC12.28] Facile
Intervalle de confiance pour le paramètre d’une loi de Bernoulli via l’inégalité de Cherno�

Soit p un paramètre réel inconnu vérifiant 0 < p < 1. Pour n ∈ N∗ soit X1,X2, . . . ,Xn n variables aléatoires définies
sur un espace probabilisé (Ω,A, P), indépendantes et de même loi de Bernoulli de paramètre p.

On pose, pour tout n ∈ N∗, Xn =
1
n

n∑
k=1

Xk .

1. Rappeler comment l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de définir à partir de Xn un intervalle de
confiance de p au niveau de risque α .

2. Soit f la fonction de R dans R définie par : f (t) = −pt + ln(1 − p + pet ).
(a) Montrer que f est de classe C2 sur R et que sa dérivée seconde vérifie : ∀t > 0, f ′′(t) 6 1

4
.

(b) Montrer à l’aide d’une formule de Taylor que pour tout t > 0, on a : f (t) 6 t2

8
.

(c) En déduire que pour tout t > 0, et pour tout k ∈ n1,no, on a : E
�
exp (t (Xk − p))

�
6 exp

(
t2

8

)
.

3. (a) Montrer que si S est une variable aléatoire discrète finie à valeurs positives et a un réel strictement

positif, on a P(S > a) 6 E(S)
a

.

(b) À l’aide des questions 2.c et 3.a, établir pour tout couple (t , ε) ∈ (R+)2, l’inégalité :

P
(
Xn − p > ε

)
6 exp

(
−tε + t2

8n

)
.

(c) Montrer que pour tout ε > 0, on a : P
(���Xn − p��� > ε

)
6 2 exp

�−2nε2�
.

(d) En déduire un intervalle de confiance de risque α pour le paramètre p et comparer sa longueur, lorsque
α est proche de 0, à celle de l’intervalle de confiance demandé dans la question 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.61

1. Il est classique que, par indépendance des Xi , E(Xn) = p et V (Xn) =
p(1 − p)

n
6

1
4n

.
Et donc, par l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout ε > 0,

P
(
|Xn − p| > ε

)
6

1
4nε2
.

Et donc en passant à l’événement contraire,

P
(
|Xn − p| 6 ε

)
> 1 − 1

4nε2
.

Mais
[
|Xn − p| 6 ε

]
=

[
Xn − ε 6 p 6 Xn + ε

]
.

Ainsi, P
(
Xn − ε 6 p 6 Xn + ε

)
> 1 − 1

4nε2
.

Or, nous avons là un intervalle de confiance de p au niveau de risque
1

4nε2
.

En particulier, pour
1

4nε2
6 α ⇔ ε >

1
2
√
nα

, on a un intervalle de confiance de p au niveau

de risque α .

Et donc
[
Xn − 1

2
√
nα
,Xn +

1
2
√
nα

]
est un intervalle de confiance de p au niveau de risque

α .

2.a. f est de classe C2 par opérations sur les fonctions usuelles, et

f ′(t) = −p + pet

1 − p + pet = −p +
p

(1 − p)e−t + p , f
′′(t) = p(1 − p)

((1 − p)e−t + p)2 .
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Or, pour t > 0, (1 − p)e−t + p > 1 − p + p = 1 et donc f ′′(t) 6 p(1 − p).
Il est classique que sur [0, 1], la fonction x 7→ x(1−x) admet un maximum égal à

1
4
et donc

f ′′(t) 6 1
4
.

2.b. Notons que f (0) = ln(1) = 0 et f ′(0) = −p + p
1−p+p = 0.

Donc par la formule de Taylor avec reste intégral, pour tout t > 0,

f (t) = f (0) + f ′(0)t +
∫ t

0

f ′′(x)
1!

(t − x)dx =
∫ t

0

f ′′(x)
1!

(t − x)dx .

Mais grâce à l’inégalité précédemment obtenue, et par croissance de l’intégrale,∫ t

0
f ′′(x)(t − x)dt 6

∫ t

0

1
4
(t − x)dx =

[
− (t − x)

2

8

] t

0
=
t2

8
.

Et donc f (t) 6 t2

8
.

2.c. D’après le théorème de transfert, on a

E
�
exp (t (Xk − p))

�
= exp(t(−p))P(Xk = 0)+exp(t(1−p))P(Xk = 1) = e−pt

�(1 − p) + pet �
= e f (t ) 6 e

t2
8 .

3.a. C’est simplement l’inégalité de Markov, qui s’applique puisque S est à valeurs positives, et
possède une espérance puisqu’il s’agit d’une variable finie.

3.b. Par croissance de l’exponentielle, on a P(Xn−ε > p) = P
(
t(Xn − p) > tε

)
= P

(
et (Xn−p) > et ε

)
.

Mais et (Xn−p) est une variable aléatoire à valeurs finies (puisque Xn ne prend qu’un nombre
fini de valeurs) et positive. Donc la question 3.a s’applique :

P(Xn − p > ε) 6
E

(
exp

(
t(Xn − p)

))
et ε

.

Par indépendance des Xi , on a

E
(
exp(t(Xn − p))

)
= E *

,

n∏
k=1

exp
( t
n
(Xk − p)

)
+
-
=

n∏
k=1

E
(
exp

( t
n
(Xk − p)

))
6

(
exp

(
t2

8n2

))n
6 exp

(
t2

8n

)
.

Et donc

P(Xn − p > ε) 6 exp
(
−tε + t2

8n

)
.

3.c. Notons que les 1 − Xi suivent la loi de Bernoulli de paramètre 1 − p, et sont encore
indépendantes.
En appliquant le même raisonnement aux 1 − Xi , on obtient alors

P *
,

1
n

n∑
k=1

(1 − Xk ) − (1 − p) > ε+
-
6 exp

(
−tε + t2

8n

)
.

Mais


1
n

n∑
k=1

(1 − Xk ) − (1 − p) > ε

=

[
1 − Xn − 1 + p > ε

]
=

[
Xn − p 6 −ε

]
.

Et donc

P(|Xn − p| > ε) = P(Xn − p > ε) + P(Xn − p 6 −ε) 6 2 exp
(
−tε + t2

8n

)
.

Cette inégalité est alors valable pour tout t > 0.

Mais sur R+, la fonction t 7→ −tε + t2

8n
admet un minimum

C’est la formule vue en pre-
mière pour l’extremum d’une
fonction polynomiale de
degré 2 :

t 7→ at 2 + bt + c

admet un extremum en
t = − b

2a
.

Détails

en t = 4nε, et ce maximum

vaut −4nε2 + 16n2ε2

8n
= −2nε2.

Et donc, par croissance de l’exponentielle,

P(|Xn − p| > ε) 6 2 exp(−2nε2).
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3.d. Comme à la question 1,
[
Xn − ε,Xn + ε

]
est un intervalle de confiance de p au niveau de

risque 2 exp(−2nε2).

Et donc en particulier, pour 2 exp(−2nε2) 6 α ⇔ ε >

√
− ln

�α
2

�

2n
, on dispose d’un intervalle

de confiance de p au niveau de risque α .

Ainsi,

Xn −

√
− ln

�α
2

�

2n
,Xn +

√
− ln

�α
2

�

2n


est l’intervalle de confiance cherché.

La longueur de cet intervalle est 2

√
− ln

�α
2

�

2n
alors que celle de l’intervalle de confiance

obtenu dans la question 1 est
1√
nα

.

Ces deux longueurs tendent
vers +∞ lorsque α tend vers
0.
Si le fait qu’elles soient fonc-
tion croissante de α est lo-
gique (si on veut minimiser
le risque, il faut augmenter
la taille de l’intervalle), le fait
qu’elles tendent vers +∞ est
le signe que ces intervalles ne
sont pas optimaux. En e�et,
p ∈ [0, 1], alors que lorsque
α → 0, nos deux intervalles
deviennent bien plus grands
que [0, 1] !

Remarque

Lorsque α → 0, on a ln(α) = o
α→0

(
1
α

)
et donc l’intervalle que nous venons d’obtenir est

beaucoup plus petit que celui obtenu via Bienaymé-Tchebychev.

�

3.8 A TRIER

EXERCICE 3.62 (HEC 2015) [HEC15.149]

Méthode de Monte-Carlo et réduction de la variance par des variables antithétiques.

Dans tout l’exercice, U désigne une variable aléatoire à densité suivant la loi uniforme sur [0, 1].

Soit д une fonction continue de [0, 1] dans R+. On pose I =
∫ 1

0
д(t)dt et J =

∫ 1

0
д2(t)dt .

1. Pour n ∈ N∗, on définit la variable aléatoire Tn par : Tn =
1
n
b1 + nU c.

(a) Déterminer la loi de Tn .
(b) Calculer lim

n→+∞E(д(Tn)) en fonction de I .

(c) Calculer lim
n→+∞V (д(Tn)) en fonction de I et de J .

2. On pose X = д(U ) et Y = 1
2
(д(U ) + д(1 −U )).

(a) Calculer E(X ) et E(Y ) en fonction de I .
(b) Soient f et h deux fonctions continues de [0, 1] dans R. On pose, pour tout réel λ :

Q(λ) =
∫ 1

0
(λf (t) − h(t))2 dt .

Établir l’inégalité :
(∫ 1

0
f (t)h(t)dt

)2
6

(∫ 1

0
f 2(t)dt

)
×

(∫ 1

0
h2(t)dt

)
.

(c) En déduire que V (Y ) 6 V (X ).
3. On suppose dans cette question que la fonction д est croissante sur [0, 1]. Pour n ∈ N∗, on considère deux

variables aléatoires Un etWn indépendantes et de même loi que la variable aléatoire Tn de la question 1.
(a) Justifier l’inégalité :

E([д(Un) − д(Wn)][д(1 −Un) − д(1 −Wn)]) 6 0.

(b) En déduire que E(д(Tn)д(1 −Tn)) 6 E(д(Tn))E(д(1 −Tn)).
4. Montrer que V (Y ) 6 1

2
V (X ).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.62
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1.a. Il est clair que Tn(Ω) =
{
1
n
,
2
n
, . . . , 1

}
, et pour tout k ∈ n1,no,

P

(
Tn =

k

n

)
= P (b1 + nU c = k) = P(k 6 1+nU < k+1) = P

(
k − 1
n
6 U <

k

n

)
=
k

n
−k − 1

n
=
1
n
.

Autrement dit, Tn suit la loi uniforme sur
{
1
n
,
2
n
, . . . , 1

}
.

1.b. Par le théorème de transfert, on a

E(д(Tn)) =
n∑

k=1

1
n
д

(
k

n

)
=
1
n

n∑
k=1

д

(
k

n

)
.

Puisque д est continue sur [0, 1], nous reconnaissons là une somme de Riemann :

E(д(Tn)) −→
n→+∞

∫ 1

0
д(t)dt = I .

1.c. De même, le théorème de transfert prouve que E
�
д(Tn)2

� −→
n→+∞

∫ 1

0
д2(t)dt = J .

Et donc par la formule de Huygens,

V (д(Tn)) = E
(
д(Tn)2

)
− E(д(Tn))2 −→

n→+∞ J − I2.

2.a. Par le théorème de transfert, on a

E(д(U )) =
∫ +∞

−∞
д(t)fU (t)dt =

∫ 1

0
д(t)dt = I .

D’autre part, puisque 1−U suit la même loi que U , д(1−U ) suit la même loi que д(U ) = X
et donc

E(Y ) = 1
2
(E(д(U )) + E(д(1 −U ))) = E(X ) = I .

2.b. Il s’agit de l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire 〈f ,д〉 =
∫ 1

0
f (t)д(t)dt .

Puisque l’énoncé semble en donner une preuve, donnons la : la fonction Q est positive sur
R, car intégrale d’une fonction positive.
Mais pour tout λ ∈ R,

Q(λ) = λ2
∫ 1

0
f 2(t)dt − 2λ

∫ 1

0
f (t)h(t)dt +

∫ 1

0
h2(t)dt .

Il s’agit donc d’une fonction polynomiale de degré 2, qui ne change pas de signe sur R.
Son discriminant est donc positif ou nul. Et donc

4
(∫ 1

0
f (t)h(t)dt

)2
−4

(∫ 1

0
f 2(t)dt

)
×
(∫ 1

0
h2(t)dt

)
6 0⇔

(∫ 1

0
f (t)h(t)dt

)2
6

(∫ 1

0
f 2(t)dt

)
×
(∫ 1

0
h2(t)dt

)
.

2.c. On a

V (Y ) = 1
4
(V (д(U )) +V (д(1 −U )) + 2Cov(д(U ),д(1 −U ))) = 1

2
V (X )+1

2
Cov (д(U ),д(1 −U )) .

Par la formule de Huygens,

Cov(д(U ),д(1 −U )) = E(д(U )д(1 −U )) − E(д(U ))E(д(1 −U )) = E(д(U )д(1 −U )) − I2.

Le théorème de transfert nous donne alors

Cov(д(U ),д(1 −U )) =
∫ 1

0
д(t)д(1 − t)dt − I2.
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Or, le résultat de la question précédente, appliqué aux fonction t 7→ д(t) et t 7→ д(1 − t)
a�rme que

(∫ 1

0
д(t)д(1 − t)dt

)2
dt 6

(∫ 1

0
д(t)2 dt

)
×

(∫ 1

0
д(1 − t)2 dt

)
.

Un changement de variable x = 1 − t montre que∫ 1

0
д(1 − t)2 dt =

∫ 1

0
д2(x)dx = J .

Et donc, après passage à la racine carrée1 1Toutes les quantités en jeu
sont positives.∫ 1

0
д(t)д(1 − t)dt 6

√
J2 = J .

Il vient donc
Cov(д(U ),д(1 −U )) 6 J − I2 = V (X ).

On en déduit donc que

V (Y ) = 1
2
V (X ) + 1

2
Cov(д(U ),д(1 −U )) 6 V (X ).

3.a. (1 −Un) − (1 −Wn) =Wn −Un est donc de signe opposé à Un −Wn .
Et puisque д est croissante, д(1−Un)−д(1−Wn) est donc de signe opposé à д(Un)−д(Wn). Une fonction croissante est

une fonction qui préserve le
sens des inégalités.

Détails

Et donc [д(Un) − д(Wn)][д(1 −Un) − д(1 −Wn)] 6 0.
Par positivité de l’espérance, on a donc

E ([д(Un) − д(Wn)][д(1 −Un) − д(1 −Wn)]) 6 0.

3.b. Développons l’espérance précédente :

E ([д(Un) − д(Wn)][д(1 −Un) − д(1 −Wn)]) = E(д(Un)д(1−Un))−E(д(Un)д(1−Wn))−E(д(1−Un)д(Wn))+E(д(Wn)д(1−Wn)).

Mais par indépendance de Un etWn , on a

E(д(Un)д(1−Wn)) = E(д(Un))E(д(1−Wn)) = E(д(Tn))E(д(1−Tn)) et E(д(1−Un)д(Wn)) = E(д(1−Un))E(д(Wn)) == E(д(Tn))E(д(1−Tn)).

D’autre part, д(Un)д(1 −Un) et д(Wn)д(1 −Wn) sont identiquement distribuées et ont donc
même espérance, qui est également la même qe celle de д(Tn)д(1 −Tn). Il vient alors

2E(д(1−Tn)д(1−Tn))−2E(д(Tn))E(д(1−Tn)) 6 0⇔ E(д(Tn)д(1−Tn)) 6 E(д(Tn))E(д(1−Tn)).

4. Posons Yn =
1
2
(д(Tn) + д(1 −Tn)).

Alors V (Yn) =
1
4
(E(д(Tn)) + E(д(1 −Tn) + 2Cov(д(Tn),д(1 −Tn))).

Alors la formule de Huygens nous donne

Cov(д(Tn)д(1 −Tn)) = E(д(Tn)д(1 −Tn)) − E(д(Tn))E(д(1 −Tn)) 6 0.

Et donc V (Yn) 6
1
4
(V (д(Tn) +V (д(1 −Tn))).

Comme à la question 1.c, on prouve que lim
n→+∞V (Yn) = V (Y ) et que lim

n→+∞V (д(1 −Tn)) =
V (X ). Et donc

V (Y ) = lim
n→+∞V (Tn) 6 lim

n→+∞
1
4
(V (д(Tn)) +V (д(1 −Tn))) = 1

2
V (X ).

�
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244 CHAPITRE 3 : PROBABILITÉS

EXERCICE 3.63 (QSPESCP 2010) [ESCP10.QSP02] Moyen

Une urne contient 4n + 2 boules numérotées de 1 à 4n + 2. On tire sans remise 2n + 1 boules.
Quelle est la probabilité que la somme des numéros des boules tirées soit strictement supérieure à la somme des
numéros des boules restées dans l’urne ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.63 Notons que la somme totale des numéros portés par

les boules de l’urne vaut
4n+2∑
k=1

k =
(4n + 2)(4n + 3)

2
= (2n + 1)(4n + 3).

Si on note X la somme des numéros portés par les boules tirées, on cherche donc P(X >
(2n + 1)(4n + 3) − X ) = P

(
X >

(2n + 1)(4n + 3)
2

)
.

Nous pourrions être tentés d’essayer de déterminer la loi de X , mais on se rendrait vite
compte que ceci est bien trop di�cile1 1Vous pouvez essayer de le

faire pour n = 1, c’est-à-dire
pour une urne contenant 6
boules, ce sera déjà fastidieux,
et il semble di�cile de mettre
en place une stratégie qui se
transposerait au cas général.

.

Notons plutôt qu’il y a trois cas possibles : soit la somme des boules tirées est strictement
supérieure à celle des boules restantes, soit les deux sommes sont égales, soit la somme des
boules restantes est strictement supérieure à celle des boules tirées. Et donc

1 = P(X > (2n+1)(4n+3)−X )+P(X = (2n+1)(4n+3)−X )+P(X < (2n+1)(4n+3)−X ).

Mais P(X = (2n + 1)(4n + 3) − X ) = P

(
X =

(2n + 1)(4n + 3)
2

)
= 0 car (2n + 1)(4n + 3) est

impair2 2 Puisque produit de deux
nombres impairs.

et donc
(2n + 1)(4n + 3)

2
n’est pas entier, de sorte que P(X = (2n+1)(4n+3)−X ) = 0.

D’autre part, X et (2n + 1)(4n + 3) − X suit la même loi que X , puisque choisir les 2n + 1
boules que l’on tire revient à choisir les 2n + 1 boules que l’on laisse dans l’urne. (2n + 1)(4n + 3) − X est la

somme des numéros portés
par les boules restant dans
l’urne.

Détails

Et donc P
(
X > (2n+1)(4n+3)

2

)
= P

(
X < (2n+1)(4n+3)

2

)
.

On en déduit donc que

2P
(
X >

(2n + 1)(4n + 3)
2

)
= 1⇔ P

(
X >

(2n + 1)(4n + 3)
2

)
=
1
2
.

�
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4Scilab

Nous regroupons dans cette partie quelques exercices portant spécifiquement sur Scilab , posés ces dernières années.
La plupart d’entre eux relèvent du programme de probabilités.

EXERCICE 4.1 (QSPHEC 2016) [HEC16.QSP173] Facile
Approximation de π par la méthode de Monte-Carlo

Donner la finalité du programme suivant

1 N = 100000 ;S = 0 ;
2 for i=1 :N
3 u=rand() ;
4 S = S+4/N*1/(1+u^2) ;
5 end
6 disp(S)

On pourra penser à la loi faible des grands nombres.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.1 Ce programme simule à chaque passage dans la boucle
une variable aléatoire Xi suivant la loi uniforme sur [0, 1], à l’aide de rand.
À la fin de la boucle, la variable S contient alors

1
N

N∑
i=1

4
1 + X 2

i

.

Or, lors de di�érents appels à rand(), on simule des variables Xi qui sont indépendantes.

Donc les
4

1 + X 2
i

sont indépendantes, et de même loi1 1Car les Xi le sont.

Par la loi faible des grands nombres2 2 Sous réserve qu’elle s’ap-
plique.

, on a donc

1
N

N∑
i=1

4
1 + X 2

i

P−→
N→+∞

E *
,

4
1 + X 2

1

+
-
.

Soit donc U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1].
Par le théorème de transfert, on a

E

(
4

1 +U 2

)
=

∫ 1

0

4
1 + x2

dx = [4Arctan(x)]10 = 4Arctan(1) = π .

De plus,
4

1 +U 2 admet bien un moment d’ordre 2 puisque
∫ 1

0

(
4

1 + x2

)2
dx converge en

tant qu’intégrale sur un segment.
Donc la loi faible des grands nombres s’applique bien, et donc

1
N

N∑
i=1

4
1 + X 2

i

P−→ π .

Et donc pour N grand3 3Ce qui est le cas dans notre
programme où N = 100000.

, le programme doit retourner une valeur approchée de π .
Quelques exécutions du programme a�chent successivement 3.1413348, 3.1448606,
3.141795, ce qui semble bien confirmer ce qui vient d’être dit.

Notons que seules les deux
premières décimales sont
bonnes, ce qui ne nous
apprend pas grand chose,
puisque nous savons déjà de-
puis tout petits que π ' 3.14.

Remarque

�
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246 CHAPITRE 4 : Scilab

EXERCICE 4.2 (QSPHEC 2016) [HEC16.QSP179] Moyen
Modélisation de tirages avec remise dans une urne

On tire avec remise, une boule dans une urne contenant n boules numérotées.
1. On note T la variable aléatoire égale au numéro du tirage où pour la première fois deux boules di�érentes

ont été tirées.
Déterminer l’espérance de T .

2. Quelle est la variable aléatoire Vn dont la fonction Scilab suivante calcule une simulation ?

1 function compt=V(n)
2 A = [] ; compt =0 ;
3 while length(A)<n
4 u = floor(n*rand()+1) ;
5 i = find(A==u) ; // renvoie les positions de u dans le vecteur A
6 if length(i)==0 then
7 A = [A,u] ;
8 end
9 compt=compt+1 ;
10 end
11 endfunction

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.2
1. Bien que l’énoncé ne dise rien à ce sujet, nous pouvons considérer que les boules sont

numérotées de 1 à n.
Pour i ∈ n1,no, notons Ai l’événement «la boule obtenue lors du premier tirage est la boule
i».
SettingsAlors la loi conditionnelle deT −1 sachantAi est une loi géométrique de paramètre
n − 1
n

.

À chaque tirage, la probabi-
lité de ne pas obtenir la boule

i vaut
n − 1
n

, et les tirages
ayant lieu avec remise, ils
sont indépendants.

Détails

En particulier, E(T − 1|Ai ) =
n

n − 1 .
Par la formule de l’espérance totale appliquée au système complet d’événements {A1, . . . ,An},
on a

E(T − 1) =
n∑
i=1

P(Ai )E(T − 1|Ai ) =
n∑
i=1

1
n

n

n − 1 =
n

n − 1 .

Et donc E(T ) = 1 +
n

n − 1 .
2. La ligne 4 permet de simuler le tirage d’une boule dans l’urne, puisqu’elle simule une loi

uniforme sur n1,no.
Les lignes 5 à 7 indiquent que si on a obtenu un numéro qui n’était pas dans A, alors on
l’ajoute à A.
Ainsi, à tout instant, A contient la liste des di�érents numéros obtenus lors des précédents
tirages, chaque nombre ne pouvant y figurer au maximum qu’une fois1 1 Si un nombre est déjà dans

A et qu’on le tire de nouveau,
on ne l’ajoute pas à A.

.
Et la boucle while est parcourue jusqu’à ce que A soit de taille n, c’est-à-dire jusqu’à ce
que tous les numéros entre 1 et n aient été obtenus au moins une fois chacun.
Et alors compt contient le nombre de passages dans la boucle, c’est-à-dire le nombre de
tirages qui ont été nécessaires pour obtenir au moins une fois chaque boule.
Et donc Vn représente le nombre de tirages nécessaires pour obtenir au moins une fois
chaque boule de l’urne.

�

L’exercice qui suit est assez classique, mais le code fourni par l’énoncé est assez dense, et le comprendre «à la volée»
demande une certaine aisance.
On notera qu’il y a là une commande (gsort) qui ne figure pas au programme o�ciel, mais dont le fonctionnement est
expliqué (de manière succincte, mais largement compréhensible).
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EXERCICE 4.3 (QSPHEC 2015) [HEC15.QSP143]

Problème des anniversaires
Abordable en première année :!

Dans une classe de 30 élèves, on considère une expérience consistant d’abord à demander à chaque élève sa date
d’anniversaire. La suite de l’expérience (simulée 1000 fois sur ordinateur) est décrite par le programme Scilab
suivant :

1 Nexp = 1000 ; Neleve=30 ;test=0 ;
2 for n=1 :Nexp
3 anniv=zeros(Neleve,1) ;
4 for i=1 :Neleve
5 anniv(i) = floor(365*rand())+1 ;
6 end
7 anniv = gsort(anniv) ;ok=0 ; // gsort= tri par ordre croissant
8 for j=1 :Neleve-1
9 if anniv(j) == anniv(j+1) then
10 ok=1 ;
11 end
12 end
13 test=test+ok ;
14 end
15 disp(test/Nexp) ;

1. Le code retourne une valeur (à chaque fois di�érente) autour de 0.71. Que représente cette valeur ?
2. Calculer la valeur exacte de la probabilité simulée par ce programme.

3. Écrire un programme Scilab permettant de déterminer le nombre d’élèves à partir duquel cette valeur
dépasse 0.5.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.3
1. Les lignes 3 à 5 ont pour e�et de choisir au hasard la date de naissance de chacun des élèves

(qui sont au nombre de Neleve, fixé ici à 30). On suppose donc qu’aucun
de ces élèves n’est né un 29
février.

365 ?

La liste anniv ainsi obtenue est ensuite triée à la ligne 7. Elle est ensuite parcourue grâce à
la boucle de la ligne 8, et le code des lignes 9 à 11 a pour e�et, de donner à ok la valeur 1 si
la même date apparait deux fois dans anniv.

Le fait que anniv soit triée
par ordre croissant implique
que si la même date apparaît
deux fois dans anniv, ce
sera nécessairement à deux
positions consécutives.

Remarque

Enfin, la variable test compte le nombre de fois où, lors des Nexp répétitions de l’expérience,
la variable ok valait 1.
Puisqu’enfin on divise test par Nexp, la valeur a�chée par le programme correspond
environ à la probabilité qu’il y ait deux élèves avec la même date d’anniversaire dans la
classe. Cette probabilité est donc visiblement proche de 0.71.

2. Il y a 36530 possibilités pour les choix des dates d’anniversaires des trente élèves.
Pour que tous ces 30 élèves aient des dates d’anniversaire di�érentes, il y a 365 choix
possibles pour la date d’anniversaire du premier, puis 364 choix pour la date d’anniversaire
du second, etc, 336 choix pour la date d’anniversaire du dernier.
Donc la probabilité que tous les élèves aient une date d’anniversaire di�érente vaut
365 × 364 × · · · × 336

36530
=

365!
36530 × 335! .

Et donc la probabilité cherchée est, en passant à l’événement contraire,

1 − 365!
36530 × 335! = 1 −

30∏
i=1

365 − i + 1
365

.

3. Donnons trois solutions à cette question. La première, peut-être la plus facile, nécessite
juste une petite adaptation du code donné précédemment, pour répéter des simulations
sur des classes à 2 élèves, à 3 élèves, etc, jusqu’à obtenir une probabilité supérieure ou égale
à 0.5.

Puisque nous réalisons ici
des simulations, nous ne
manipulons pas vraiment des
probabilités, mais plutôt leur
alter-ego statistique : des
fréquences.
Nous répétons donc l’ex-
périence jusqu’à ce que la
fréquence des classes avec
deux élèves nés le même jour
soit supérieure à 1/2.

Proba/fréquence

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY

http://www.ecs2-fauriel.fr


248 CHAPITRE 4 : Scilab

1 Nexp = 10000 ;
2 Neleve=1 ;proba=0 ;
3 while proba<0.5
4 Neleve=Neleve+1 ;
5 test=0 ;
6 for n=1 :Nexp
7 anniv=zeros(Neleve,1) ;
8 for i=1 :Neleve
9 anniv(i) = floor(365*rand())+1 ;
10 end
11 anniv = gsort(anniv) ;ok=0 ;
12 for j=1 :Neleve-1
13 if anniv(j) == anniv(j+1) then
14 ok=1 ;
15 end
16 end
17 test=test+ok ;
18 end
19 proba =test/Nexp ;
20 end
21 disp(Neleve) ;

Le principal inconvénient de ce code est qu’il repose sur des simulations, et donc qu’on
n’aura aucune garantie quant à la valeur retournée.
Par exemple, en l’exécutant plusieurs fois, j’ai obtenu les valeurs 22, 23 et 24.
Il est sûrement possible d’augmenter Nexp, le nombre de répétitions, mais le temps de
calcul risque d’augmenter d’autant.

Nous proposons plutôt d’utiliser le résultat de la question précédente : pour une classe de
N élèves, la probabilité que deux élèves aient la même date d’anniversaire vaut

1 −
N∏
i=1

365 − i + 1
365

.

L’expression avec les fac-
torielles n’est pas utilisable,

puisque
365!
36530

est trop grand
pour que Scilab parvienne à
le calculer.

Factorielles

Voici une suggestion de code :

1 N=1 ;
2 p = 1 ;
3 while p>0.5
4 p = p*(365-N)/365 ;
5 N = N+1 ;
6 end
7 disp(N)

Ce programme retourne alors N = 23 : dans une classe de 23 élèves, il y a plus d’une
chance sur deux que deux étudiants soient nés le même jour.

Enfin, juste pour la beauté du geste, proposons une solution en une ligne, qui repose sur le
même principe que la solution précédente, ainsi que sur le fait que nous savons déjà que
N < 30 :

1 disp(min(find(cumprod([365 :-1 :336]./(365*ones(1,30)))<0.5)))

Nous laissons les détails au lecteur, mais à part le fait qu’elle ne tienne qu’en une ligne,
cette solution n’est pas plus intéressante que la précédente1 1 Elle demande même plus de

calculs !
.

�
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QUESTIONS DE COURS POSÉES À L’ORAL D’HEC

Les oraux d’HEC commencent systématiquement par une question de cours, plus ou moins di�cile.
Cette question est généralement en lien avec la suite de l’exercice, et peut éventuellement être un indice pour la suite.
Voici une petite liste (non exhaustive) de questions posées ces dernières années.

1. Condition nécessaire et su�sante pour qu’une matrice soit diagonalisable.
2. Définition de la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires.

3. Énoncer la formule du rang pour une application linéaire entre deux espaces vectoriels (sur R ou C) de dimension
finie.

4. Énoncer le théorème de stabilité de la loi de Poisson pour la somme.
5. Formule des probabilités totales.

6. Énoncer le théorème de Slutsky.
7. Polynômes annulateurs d’endomorphisme : définition et propriétés.
8. Stabilité de la loi γ pour la somme.
9. Définition et propriétés d’un produit scalaire.
10. Espérance d’un produit de variables aléatoires indépendantes.
11. Donner la définition de la convergence en loi et de la convergence en probabilités d’une suite de variables aléatoires.

12. Énoncer des conditions su�santes de diagonalisabilité d’une matrice carrée réelle.

13. Indiquer pour quels nombres réels x les séries
∑
n>1

xn et
∑
n>1

nxn−1 sont convergentes et préciser leurs sommes

respectives.
14. Rappeler la définition d’un sous-espace stable par f .

15. Justifier que, si f est une fonction continue sur un intervalle I , alors la fonction F : x 7→
∫ x

a
f (t)dt est définie et de

classe C1 sur I .
16. Rappeler la formule donnant une densité de la somme de deux variables aléatoires à densité indépendantes et les

conditions sous lesquelles cette formule est applicable.
17. i) Montrer que toute matrice de Mn(C) admet au moins un polynôme annulateur non nul.

ii) En déduire que toute matrice de Mn(C) admet au moins une valeur propre complexe.
18. i) Rappeler l’énoncé du théorème central limite.

ii) Comment en déduit-on un intervalle de confiance asymptotique pour l’espérance d’une loi admettant un
moment d’ordre deux ?

19. Soit f une application de Rn dans R qui est de classe C1 sur Rn . Donner la formule du développement limité à
l’ordre un de f en un point et pour (x ,h) ∈ Rn × Rn , donner l’expression de la dérivée de l’application д définie sur
R et qui à t ∈ R associe д(t) = f (x + th).

20. Changement de variable dans une intégrale impropre.

21. Énoncer le théorème concernant la diagonalisation des endomorphismes symétriques d’un espace euclidien et
démontrer la propriété concernant les sous-espaces propres d’un tel endomorphisme.

22. i) Donner, pour tout réel ν > 0, l’expression d’une densité de la loi γ (ν ).
ii) Dans le cas où ν est strictement supérieur à 2, donner une représentation graphique de l’unique densité

continue de la loi γ (ν ).
23. Ordre de multiplicité d’une racine d’un polynôme.

24. i) Énoncer le théorème de la bijection.
ii) Donner une condition su�sante pour qu’une fonction de répartition soit bijective.

25. Définition du moment d’ordre k d’une variable aléatoire réelle.
26. Propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire à densité.
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27. Formule du rang pour une application linéaire. Application à la caractérisation des isomorphismes.
28. Formule de Taylor à l’ordre r avec reste intégral pour une fonction de classe Cr+1.
29. Définition et propriétés d’un endomorphisme symétrique d’un espace vectoriel euclidien.
30. Soit f un endomorphisme de E, x un vecteur prope de f associé à la valeur propre θ et P ∈ R[X ].

Exprimer P(f )(x) en fonction de P ,θ et x . Montrer que toute valeur propre de f est racine de n’importe quel
polynôme annulateur de f .

31. Définition et propriétés de la loi exponentielle de paramètre λ > 0.
32. Rappeler la définition d’une application surjective et d’une application injective.
33. Théorème de transfert pour une variable à densité.

34. Énoncer le théorème de Pythagore.
35. Définition d’une valeur propre et d’un vecteur propre d’un endomorphisme.
36. Soit h une fonction numérique de classe C1 sur un ouvert Ω de Rn .

i) Qu’appelle-t-on point critique de h ?
ii) Qu’appelle-t-on point critique pour l’optimisation de h sous contraintes d’égalités linéaires

C :




д1(X ) = b1
...

дp (X ) = bp

37. Théorème de d’Alembert-Gauss. Application à la factorisation de polynômes dans R[X ].
38. Que peut-on dire d’un polynôme de Rn[X ] qui admet plus de n racines ?
39. Formule de l’espérance totale pour une variable aléatoire discrète X et un système complet d’événements (An)n∈N∗ .
40. Convergence des séries de Riemann.
41. Définition et propriétés de l’orthogonal d’un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien.

42. Rappeler la définition du rang d’une matrice. Quelle est, selon les valeurs des réels a,b, c et d le rang de
(
a b
c d

)
?

43. Définition et propriétés d’un projecteur orthogonal.
44. Inégalité des accroissements finis pour une fonction réelle d’une variable réelle.
45. Rappeler la définition d’un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien. Que peut-on dire de sa matrice dans

une base orthonormale ?
46. Définition de la limite d’une suite de nombres réels ?
47. Donner deux conditions su�santes et non nécessaires de diagonalisabilité d’une matrice.
48. Définition de la convergence d’une série réelle.
49. Définition et propriétés d’une fonction convexe sur un intervalle de R.
50. Soit X1, . . . ,Xn des variables indépendantes suivant la loi de Bernoulli B(p).

Rappeler comment l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de définir à partir de Xn =
1
n

n∑
i=1

Xi un intervalle

de confiance de p au niveau de confiance α (α ∈]0, 1[).
51. Soient (un) et (vn) deux suites de réels strictement positifs. Rappeler la signification de la relation vn = o(un).
52. Continuité d’une fonction réelle d’une variable réelle.
53. Sous-espaces vectoriels supplémentaires.
54. Comparaison de séries à termes positifs.
55. Définition de la covariance et du coe�cient de corrélation linéaire ρX ,Y de deux variables aléatoires discrètes X et

Y , prenant chacune au moins deux valeurs avec une probabilité strictement positive.
Indiquer dans quels cas ρX ,Y vaut 1 ou −1.

56. Rappeler la définition de la continuité en un point d’une fonction de Rn dans R (n > 2). Donner un exemple d’une
fonction non continue sur R2.

57. Caractériser les isomorphismes d’espaces vectoriels de dimensions finies.
58. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Estimateur sans biais, convergent.
59. Rappeler la définition du rang d’une matrice.

Une matrice et sa transposée ont-elles nécessairement le même rang ?
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60. Donner une condition nécessaire et su�sante pour qu’une suite réelle décroissante soit convergente.
61. Loi d’un couple de variables aléatoires. Lois marginales.
62. Définition et propriétés d’une matrice inversible.
63. Rappeler la définition d’une série convergente. Montrer qu’une série à termes positifs est convergente si et seulement

si la suite de ses sommes partielles est majorée.
Cette équivalence demeure-t-elle valable pour les séries à termes réels de signe quelconque ?
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