SOMMES, PRODUITS, SYSTEMES

LINEAIRES

Notations Z et 1_[

I est fréquent d’avoir a écrire des sommes d’un grand nombre de termes, et il n’est pas
question d’écrire alors tous les termes de la somme.

On peut s’en tirer en écrivant des pointillés comme dans 1+ 2 + - - - + 999 + 1000, mais
nous introduisons ici une autre notation, souvent plus pratique.

n
Soient ay, ay, . . ., a, n nombres complexes'. On note alors Z ar ou Z ar la somme de
k=1 1<k<n

ces n nombres :
n

Zak=a1+a2+--~+an_1+an.
k=1

Notons que lorsque n = 1, cette somme ne contient qu’un seul nombre (a1), ce qui n’est
q q. . 1. q. . q
pas totalement évident avec la notation utilisant les pointillés.

100
La somme des 100 premiers entiers 1+ 2+ - - - + 99 + 100 s’écrit encore Z k.
k=1
Plus généralement, si p et g sont deux entiers avec p < g, etsi ap, . . ., ag sont des complexes,
on note
q
Zakzap+ap+1 +---+ag.
k=p

La variable k est ce qu’on appelle une variable muette, et on peut donc la nommer comme
on le souhaite, 4 condition de ne pas utiliser le nom de variables déja définies.

100 100 100
Par exemple Z k= Z i= Z a.
=1 [y —"

En revanche, la variable en question n’a plus aucune signification en dehors de la somme :
n

n
Z k% a un sens, k k n’en a pas.
k=1 k=1
En effet, dans la somme, on sait que k prend successivement les valeurs 1,2,..., 100, mais
en dehors de la somme, que vautk 2 1 22 ? 100 ? Autre chose ?
Une fois la somme terminée, la variable est de nouveau disponible?, et donc peut étre

10 20 30
utilisée de nouveau, par exemple pour une autre somme : Z k+ Z K>+ Z k? a bien un
k=1 k=1 =1
sens.
10 20 30
Cette quantité aurait aussi pu étre écrite Z k+ Z i?+ Z .
k=1 i=1 j=1

1 Rappelons qu'un réel est un
complexe comme les autres,
et donc que tout ce qui suit
est donc aussi valable pour
des réels.

21 y a 12 une certaine ana-
logie avec le concept de va-
riable locale en C :le i n’a de
signification qu’a I'intérieur
de la somme.
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ALa seule précaution 2 prendre pour le nom de la variable de sommation est de ne pas
utiliser le nom d’une variable déja utilisée par ailleurs.

Par exemple, il n’est pas question définir une suite (u,) par u, =

En effet, quand je choisis une valeur de n, par exemple parce que je souhaite calculer la
valeur de uy, n devient fixé. Il n’est alors plus possible de le faire varier de 1 10.
De méme, les bornes de la somme ne peuvent en aucun cas dépendre de la variable de

n 6
sommation : g ou 8 n’ont aucun sens, n ne peut pas varier entre 1 et n (puisque n

vaut justement n).
n [

Mais si n est une variable qu’on a déja définie, alors Z et Z ont un sens.
k=1 k=-n
Plus généralement, si I est un ensemble fini et si (a;);er est une famille de complexes

indexée par I, on note Z a; la somme de tous ces complexes.
icl

La terminologie «famille indexée par I» est un peu effrayante, mais signifie juste
que pour chaque élément i de 'ensemble I, on dispose d’un nombre a;.

Si I =1,n], alors ces nombres sont ay, .. ., a,.
Si E est lensemble des éléves de  MP2I E =
{Paul, Benjamin, Antoine ... Kimani} et que pour chaque éléve e € E, je

dispose de sa note n. au dernier devoir, alors la moyenne de classe est

1

1
—Enz—n + NBenjamin + * * * + 1K )
47 e 12 ( Paul Benjamin Kimani

ecE

Notons qu’il est possible de renuméroter les éléments qui composent la somme, et que par

n n+2
exemple, » arpp =ar+az+ -+ a1 +aAnio = Y ;.
k+2
k=0 i=2

On dit alors qu’on a réalisé le changement d’indice i = k + 2.
n n

De méme, Z ar=ap+---+ap=ap+a,_1+---+a;+ag = Z a,—;. Nous avons ici réalisé
k=0 i=0
le changement d’indice i = n — k.

ALes seuls changement d’indices pertinents dans le cadre des sommes sont de la forme

«nouvelle» variable
On ne fera par exemple pas de changement d’indices de la forme i = 2k, méme si on

+p,oupeZ

pourrait parfois étre tenté d’écrire par exemple Z a

Ceci ne peut pas étre correct car les 2i ne prennent que des valeurs paires : et donc
n 2n
Zazi =ap+ax+---+apx, alorsqueZak =ap+ay+---+az,-1+az,.
i=0 k=0
q
Par convention, on décide que si g < p, alors Z ar = 0 et plus généralement, que si I = 0,

k=p
Z a; = 0.

iel

ar ou Z ai, qui ne
k=1 1<k<100

n n
On s’autorise également des notations du type, Z ar., Z
k=1
k pair k divisible par 3 k premier

nécessitent pas davantage d’explications.
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1l est bien plus difficile de
donner un sens A une somme
infinie. Nous en parlerons
plus tard dans 'année, et vous
en reparlerez en deuxiéme
année.

On peut toujours numéroter
les éléments d’un ensemble
fini. Par exemple, j’aurais
aussi bien pu attribuer un
numéro 2 chaque éleve la
classe : Ivan = 1, Mathias = 2,

Et donc ma famille de notes
se trouverait alors numé-
rotée avec des nombres :
ni,n,...,n47.

On peut aussi remarquer
que P'une des deux sommes
contient 2n termes et l’autre
n’en contient que n.

M. VIENNEY
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q
Sur le méme principe, on note l_[ ak = apXaps X - -Xag le produit des nombres a,, . . ., aq.

k=p
q
On convient alors quesiq < p, 1_[ ap=1letquesil=0, 1_[ a; = 1.
k=p i€l
Propriétés de la somme et du produit

La plupart des propriétés qui suivent sont trés intuitives, et doivent étre comprises bien
plus qu’apprises par ceeur.

» (Somme de termes tous égaux) : pour a € C (une constante ne dépendant pas de

iel), Z a = a x Card(I).

iel
q n n
En particulier, Z a=a(q—-p+1), Z o = na et Z a=(n+1)a.
k=p k=1 k=0
r q r
» (Relation de Chasles) :sip < g < r, alors Z ax = Z a + Z a.
k=p k=p k=g+1

Plus généralement, si I et I, sont deux ensembles disjoints® alors

S =Y a+Ya

iehUD iel i€l

Cecin’est plus valable si I; et I, ne sont pas disjoints, car certains termes se trouveraient
alors comptés deux fois dans le membre de droite (une fois dans chaque somme).

» (Linéarité de la somme) : pour A € C, Z(Aui +0;) =41 Z u; + Z v;.
iel iel icl

Les deux premiéres propriétés se traduisent facilement pour le produit :

l_[azacardu), 1_[ a; = nai X ﬂai

iel iehUh iel ielp

n n
La troisieme est un peu plus traitresse : l_[ Aup = A" 1_[ ug, et siirement pas A

k=1 k=1
n n
i=

n
Et plus généralement, l_[(/luiv,-) =" 1—[ u; X 1—[ v;.
i=1 1 i=1
Enfin, notons que I—[ ati = (q)ierti

iel

SiI=1,2n],etsionnotel; = {k € [1,2n], k pair} et L = {k € [1,2n]], k impair},
alors I; et I sont disjoints, de sorte que :

i(—l)kk i(—l)kk+ ZZ (-D*k
k=1 k=1 k=1

k pair k impair

[
[

k pair k impair

Zn:(Zi) —Zn:(Zi— 1)
i=1 i=1
1 i=1 i=1

i=
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Le cardinal Card(I) d’un
ensemble fini I est le nombre
d’éléments de I.

En particulier, si p < g,

Card([p,ql) =q-p+1.

3 Cest-a-dire qui n’ont pas
d’éléments communs :

LNDL=0.

Nous ne parlons pas de li-
néarité du produit, le terme
linéaire (qui sera défini plus
tard) faisant uniquement réfé-
rence aux sommes.

I=LUlID.

L={21<i<n}

L={2i-1,1<i<n}

Linéarité de la somme.

M. VIENNEY



4 CHAPITRE 4 : SOMMES, PRODUITS, SYSTEMES LINEAIRES

=

1=n.
i=1

La relation de Chasles peut se généraliser* de la maniére suivante :silj,..., I, sont des *La preuve se fait par récur-
rence.

n
ensembles deux 4 deux disjoints, et si] = I UL U --- U I, alors Z a; = Z Z a;. On
iel k=1 ielx

parle alors de sommation par paquets. Lhypothése faite sur

I,..., I, revient 3 deman-
der a ce qu’ils forment une
partition de I (en tous cas
lorsqu’ils sont non vides).

Reprenons 'exemple précédent, et notons que

[12n] = {1,2} U {3,4} U...{2n— 1,2n}.

Autrement dit, si pour k € [1,n], on pose I = {2k — 1,2k}, alors les I sont deux 2

deux disjoints et leur union vaut [ 1, 2n] tout entier.

Et donc par sommation par paquets,

n

2n
D=k =Y N (-1
k=1

j=1 i€l

M=

(0¥ @)= 1)+ (-1)72)
j=1

n n

j=1 J=1

n2-1
Pour n € N*, calculons Z l\/;J
i=1
On a alors, pour k <n—1, |_\/;J —kok<Vi<k+leok®<i<(k+1)2-1.

Et donc il vient On a écrit
n-1
n’-1 n—1(k+1)*~1 [Lr?-1]=| |
¥ =55 | -
i= k=1 i=k2 ot
n-1 (k+1)2—1k I = {[K% (k+1)% = 1].
k=1 i=k2
n-1
=Zk((k+1)2—1—k2+1)
k=1
n-1 n—1 n—1
=Dk +k) =2 K+ Dk
k=1 k=1 k=1
_(n=1Dn(2n-1) N nin-1) nn-1){4n+1)
- 3 2 6 '

q
On appelle somme télescopique une somme de la forme Z(ak+1 —ag).

k=p
Il s’agit alors d’une somme ot les termes se simplifient deux 4 deux, 4 'exception de quelques
termes®. En effet, on a Sle premier et le dernier.
q
Z(akﬂ —ag) = (ap+1 - ap) + (M‘ ap+1) +ooot (%_ﬁq/l) + (aq+1 _% = dg+1 — dp.
k=p
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De manieére plus rigoureuse,

|
M=
S
S
x
|
i M»Q
Q
S

q
Z(akﬂ —ag) =
k=p

k=p k=p
g+l q

= a; — Z ak
i=p+1 k=p

q q
=daga t Z aj — Z i — Ap = Ag+1 — Ap.
k

=p+1 k=p+1

Un grand classique

1 1 1

Pour tout entier k > 1’0nak(k+l) :E_ T

Et donc pour n € N*,

S SH(1 1

Quelques formules remarquables

Les formules qui suivent sont 4 connaitre par cceur et sont la base de nombreux calculs de

sommes.

N

q
N . . . , . Ake+1 Aps1 A Ag+1
De méme, il existe des produits télescopiques : | | S Ipel Gps2 | gt _
k=p Ak Ap Ap+l %

Ag+1

ap

Soit q un nombre complexe. Alors pour n € N, on a

1= n+1

n .
—— sig#1

24 =1 1-q

k=0 n+1 sig=1

Proposition 4.7 (Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique) :

Démonstration. Si q =1, alors Z g = Z 1=n+1.
k=0 k=0

Sig# 1, notons S = Z q~. Alors

k=0
n n n+l '
¢S=q.qd=>q"=>4.
k=0 k=0 i=1
n n+l
EtdoncS—qS:qu_qu :1_qn+1'
k=0 k=1
1-— qn+1
On en déduit que § = ——.
1-q
MP2I Lvcie CHAMPOLLION 2024-2025

[ Méthode - ]

Pour effectuer un change-
ment d’indice, on commence
par exprimer la «nouvelle»
variable en fonction de
I’«ancienne». Ici, i = k + 1.
Les bornes de la somme s’ob-
tiennent alors en cherchant
les valeurs extrémes de la
nouvelle variable en fonction
de celles de I’ancienne.

o

1l serait tout 2 fait possible

de prouver le résultat par
récurrence.

L’avantage de la démonstra-
tion proposée ici est que, si
vous oubliez la formule, mais
retenez I'idée de la démons-
tration (calculer S — ¢S), alors
vous serez capables de retrou-
ver le résultat.

M. VIENNEY
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Corollaire 4.8 — Soient g € C \ {1} et soit (a,b) € Z?, avec a < b. Alors

b _
K al_qb a+l
¢ =q"

k=a q

Cette formule se retient bien plus simplement sous la forme suivante :

b _ qnomlm’ de termes
Z qk = (premier terme) X 1
k=a 9
Démonstration. On a
b b b b-a b—a+1
. 1- q
k k— k—
D =" =q" ) =g q=q"—F——
k=a k=a k=a i=0 q
O
n n n k 1
1 11 1 11-57 3 1
Z32k—3 =Z3T33T=27 (5) =275 1_911 =§( _9n—1)
k=2 k=2 k=2
Notons que ces sommes ont
n n un premier terme qui est
+1 +1)(2n+1
Proposition 4.10 : Pourn € N, on a Z k= nn+1) et Z K= et Dn+1) ). nul, et don les formules
= 2 p 6 sont valables que les sommes

=0 =0 commencenta k = 0 ou

quelles commencent 3 k = 1.

n
Démonstration. Notons S = Z k.

k=0
n

Alors en effectuant le changement d’indice i = n — k on obtient S = Z(n —i).

i=0
Et donc

n n n n n

25=S+S=Zk+2(n—i)=Zk+Z(n—k)=Zn=n(n+1).

k=0 i=0 k=0 k=0 k=0

Et par conséquent, S = n(n2+ D .
’ n+1
1[ ] =
2
e !

n | |

Prouvons la seconde formule par récurrence sur n € N.

- HR2n+1
Soit donc % (n) la proposition : «Z K = M»,
k=0
Pour n = 0, les deux membres de I’égalité sont nuls, donc 2 (0) est vraie.
Supposons 4 présent & (n) vraie. Alors

n+l n
Zkz :Zk2+(n+1)2 = —n(n+1)6(2n+1) +(n+1)°
k=0 k=0

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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_ n(n+1)(2n+1) N 6(n+1)(n+1) _ (n+1) [n@2n+1)+6(n+1)] Méthode
6 6 6 2n% + 7n + 6 est un polyndme
n+1)(2n2+7n+6 n+Dn+2)2n+3 en n, qui posséde —2 comme
( )( )( ) qui p
= 6 = 6 racine «évidente».
_ (n + 1)(71 +1+ 1)(2(71 + 1) + 1) ;Trl r}:iu;donc le factoriser
= 5 .

Ainsi, % (n + 1) est vraie, et donc par le principe de récurrence :

n D2 1
pour tout n € N, Zkz = M

(]
k=0 6
Proposition 4.11 (Troisi¢éme identité remarquable généralisée) :
Soient a,b € C et soit n € N. Alors
A"~ b" = (a—b) (a"_l T I b”-l)
n-1 n
= (a—-b)x Z a1 kpk = (a - b) x Z avkpkl,
k=0 k=1
Démonstration. Développons directement le membre de droite :
n-1 n-1 n-1
(a _ b) x Z an—l—kbk — aZ an—l—kbk _ bz an—l—kbk
k=0 k=0 k=0
n-1 n-1
— Z anfkbk _ Z an71fkbk+1
k=0 k=0
n—1 n
. Onaposéi=k+1.
_ n—-kik n—ipi
= Z a "b" — Z a''b Et alors lorsque k varie de 0 2
k=0 i=1 n—1,ivariede 1an.
n-1 n-1
=a"+ Z a"kpk — Z a"kpk — bt = o™ — b
k=1 k=1
O

» Pour n =2, on retrouve le classique a> — b*> = (a - b)(a +b).
» Pourn=3,a>-b>=(a-b)(a®+ab+b?).

n
» Pour a = 1, on retrouve 1! — ¢! = (1 - q) Z gk, ce qui nous fournit une
k=0
autre démonstration de la formule de la proposition ??.

» En particulier, si n est impair,

&"+b" = a"—(=b)" = (a+b) (a"-1 @ 2 (=) 22 4 (—1)"—1b"-1) .

Sommes et produits doubles

Une famille de nombres peut ne pas dépendre d’un seul indice, mais de deux, comme par
B i+1
exemple i/ ou ——.
!
Pour calculer la somme d’un telle famille (finie bien entendu), il faut souvent réussir a faire

apparaitre des sommes simples.
Le cas le plus facile est en fait le cas général d’une famille (a;;) i1<i<n , ce qui revient a
1<j<sm

considérer une famille de nombres complexes ay 1, a12,a1m, ..., an1, . .., anm indexée par

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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les éléments de [[1,n] x [ 1, m].

On peut se représenter ces mn nombres sous forme d’un tableau®, et la somme que nous
cherchons  calculer est alors la somme de tous les coeflicients du tableau.

N2 m
m 3\
1 aihi a2 alm | ™ Z aip,j
Jj=l
2 az a2 e am | — Z az,j n o m
J=1 > Z ai,j
) i1 j=1
m
n an1 an,2 s anm | — Z an,j
J=1 Y,
n ! n ! n l
ai Z a2 N Z Ai,m
i=1 i=1 i=1
— ~ _/

M

~
]
—_

Na

i=1

Il y a plusieurs options pour calculer cette somme. L'une d’entre elles est de commencer
m

par calculer la somme de chaque ligne (ce qui 2 i fixé correspond 2 Z a; j), puis calculer la
=1

n m
somme des sommes des lignes, qui est Z Z ajj.
im1 j=1
Mais il est également possible de commencer, 4 j fixé, par calculer la somme des coefhicients

n m
de la j®m colonne, qui est Z Z a; j, puis de calculer la somme des sommes de colonne,
i=1 j=1
m n
Cest-a-dire Z Z ai ;-
=1 =t
n m m n
Et alors, on a aij = Z aij = Z aij.
i=1 j=1 j=1 i=1 (i,)) el L,n]lx[1,m]

Il est également possible d’imaginer que certaines cases du tableau soient vides. Par exemple,
les cases sous la diagonale. Autrement dit, que a;; = 0si i > j.
Simplifions nous la vie, et considérons le cas ott m = n, c’est-a-dire ot notre tableau est carré.

n n
Dans ce cas, 4 i fixé, l]a somme de la i*™ ligne est Z aij = Z ai ;-
j=1 =i

n n
Et donc la somme de tous les coefficients du tableau est Z Z ajj.
=1 j=i
D’autre part, si on commence par calculer la somme sur les colonnes, la somme de la jéme

n J
colonne est Z aij = Z ajj.
i=1 i=1

j
Et donc la somme de tous les coeficients est Z aij-.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

5 Voir la figure ci-dessous.

M. VIENNEY
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N1 2 n
1
n 3\
1 a1 | aip ain —>Za1]
=
Jfl
2 azp an | — Z az,j n n
J=2 > aij
. i=1 j=i
n
n ann | — an, j
Jj=n )
1 2 n
ai Z aip v Z di,n
i=1 i=1 i=1
- _/
~
n Jj
S
=1 =1
FiGURE 4.1 — Calcul de sommes triangulaires.
— Méthode
L’emploi de cette notation est
. conseillé lorsqu’on manipule
n j n n B
Ainsi B o fré des doubles sommes, et c’est
insi, aij = Z a; j. On note fréquemment Z a;j cette somme. 4 souvent le plus simple pour
j=1 i=1 i=1 j=i 1<i<j<n intervertir les deux sommes

Calculons S = Zn: z": 5

i=1 j=i

n n n
1jG+1) 1 1
= - == > (J+1) == j+n
1 (nn+1) n(n+ 3)
== |——=+n|=——.
2 2 4

Enfin, nous pourrions tenir le méme type de raisonnement avec des sommes triangulaires

ot les coefficients diagonaux sont également nuls.

Tous les résultats sur les interversions de sommes sont résumés ci-dessous.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

en limitant les risques d’er-
reur.

La deuxiéme somme ne
dépendant pas de j, on peut
sortir j de la somme.

M. VIENNEY
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Proposition 4.14 (Interversion de sommes) : Plus généralement, on a

n n
PICEDINICE

™)
e

i=1 j=1 1<i,j<n j=1i=1

n n n J
Z aij = aij = ai,j

=1 j=i 1<i<j<n j=1 i=1

n n n j-1
ai,j aij = ai,j

i=1 j=i+l 1<i<j<n j=1 i=1

on Pon a noté
2T 2w D, mps ) agd )y ay= ) ay
I<ij<n  (i,j)en 1<ig<j<n (i,j) b 1<i<j<n (ij)el

avec

L=[Ln]% b={G)) e[Ln]* i<t B={G)) e[Ln]*|i<j}

Démonstration. Si I'idée générale a été bien expliquée avec les tableaux précédents, une
preuve plus rigoureuse repose sur la sommation par paquets.

Par exemple, pour la premiére formule, si pour i € [[1,n], on pose
L={(j),1<j<n}={G1),0(2),...,(G,n} alors [1,n]> =L UL U---UI, et ces
ensembles sont deux 4 deux disjoints, si bien que

n n n
2L W=y wy=) ), ake=)l) .

1<i,j<n (i.j) e[ 1,n]? i=1 (k,)el i=1 j=1 (k,t) e & {

La derniére égalité vient du
fait que

k=i
te[Ln]

Et de méme, si on pose, pour j € [1,n], J; = {(i,j), I <i<n}talors[L,n]>=JU---U ]y,
les ensembles étant deux 4 deux disjoints, donc par sommation par paquets,

n n n
DIEDNDNETEDIPICR
1<ij<n  j=1 (ke)eJ; j=1 i=1

Les deux autres formules se prouvent sur le méme principe.
O

Toutes les régles sur l'interversion de deux sommes s’étendent sans difficultés aux interver-

sions de produits, en remplagant le symbole Z par le symbole 1_[

Corollaire 4.15 = Si pour tout (i, j) € [1,n]? ai; = bicj, alors
n n

> (5 (30

1<ij<n i=1 j=1

Démonstration. On a

n

La quantité Z c; ne dépend
Cj Z bi-

=

Il
T B
LN
— <
N@‘
~.
I S
RN
o
Il
o
~,
I S
RN
T S
LN

pas de i, et donc peut sortir
de la somme par linéarité.
O

ALa proposition ci-dessus ne s’applique qu’aux sommes ou le terme a; ; peut s’écrire
comme produit d’un terme ne dépendant que de i et d’'un terme ne dépendant que de j, ce

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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11

n’est pas le cas de toutes les sommes !
C’est par exemple possible pour a; ; = 223/ = 478/, mais pas pour a; ; = (i + j)!

Corollaire 4.16 -
n 2 n
_ 2
a.| = ap +2
k=1 k=1 1<i<j<n
Démonstration. On a
n 2 n n
S =[S (S
k=1 i= i=1
n n
— _ 2
= Z aa; = Zaiaj+ai+2aiaj
1<i,j<n i=1 \j=1 Jj=i+l
n
= QL )t ) @
1<j<i<n 1<i<j<n
- Za +2 ), a

1<i<j<n

Notons que cette formule est bien connue sin =2, C’est juste (a + b)? = a® + b* + 2ab.
Sin=3,0na

(a+b+c)? = (a+b+c)(a+b+c) = a*+ab+ac+ab+b’+be+ac+be+c? = (a®+b*+c?)+2(ab+be+ac).

Plus généralement, lorsqu’on développe (aj + - - - + a,)?, on fait apparaitre tous les carrés
a%, a%, ...,a’, ainsi que tous les «doubles produits» a;a; avec i # j, qui apparaissent deux
fois chacun.
Donc plutét que décrire Z a;a;, on peut écrire 2 Z
155j<n 1<i<j<n
i#j

L’inégalité de Cauchy-Schwarz

Nous donnons dans cette partie une inégalité classique, que nous reprouverons dans un
cadre bien plus général en fin d’année, mais qui pourrait nous étre utile d’ici la.

Théoréme 4.17 (Inégalité de Cauchy-Schwarz): Soit n € N*, et soient
ai,...,an b1,..., by des nombres réels. Alors

n 2 n n

Zaibi < Zaiz Zblz

i=1 i=1 i=1

Ou de manieére équivalente,

Démonstration. Mettons tout de suite 4 part le casoliay = - - - = a, = 0, dans ce cas 'inégalité
n

n
est triviale puisque Z aib; =0 et Z a?=0
i=1 i=1
n

upposons donc que 'un au moins des a; est non nul, de sorte que » a; > 0.
S donc que I d t 1, de sorte q 250
i=1

Pour t € R, notons f(t) = Z(tai +b;)>.
i=1

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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Alors il est évident que pour tout t € R, f(¢) > 0.
De plus, pour tout ¢t € R,

f(t) = zn: (a?t2 +2a;b;t + b?) = (Zn: af) 2 +2 (zn: aibi) t+ zn: b?.
i=1 i=1 i=1 i=1

On constate donc que f est une fonction polynomiale de degré 2.
Mais étant de signe constant, elle s’annule au plus une fois sur R, et donc son discriminant
est négatif ou nul.

n 2 n n
Or ce discriminant est A = (2 Z a,-bi) -4 (Z a?) (Z blz)

i=1 i=1 i=1

(Zgaibi)2_4(§ag) (3] <o

i=1 i=1

Et donc il vient

soit encore
n 2 n n
‘ (Z b) < (Z ) (Z bg)
=1 i=1 i=1
ce qui aprés simplification par 4 nous donne la premiére forme de I'inégalité de Cauchy-

Schwarz.
Pour la seconde, il suffit de noter que par croissance de la fonction racine carrée,

n 2 n n
(Z a,-b,-) < 4 Zaf, szz
i=1 i=1 i=1

Définition, premiéres propriétés

n

Z aibi

i=1

Commengons par donner une autre expression de la factorielle, souvent plus pratique que
celle dont nous disposons déja :

n Le principal avantage de
Proposition 4.18 : Pourn € N, on a n! = 1_[ k. cette formule est quil n’y a
k=1 pas besoin de distinguer le
casn = 0.

0
Démonstration. Pour n =0, on a l_[ k=1=0!
k=1
Et pour n > 0, on retrouve bien évidemment le produit des entiers de k 2 n. ]

Définition 4.19 (Coeflicients binomiaux) - Soient n, k deux entiers naturels. On

appelle coefficient binomial «k parmi n» le nombre (Z) défini par

n! .
(Z) _ m sik <n
0 sinon

Notons que lorsque k < n, ceci s’écrit encore

n\ n! _ Ix2x-xn 1 nax(n-1)x---X(n-k+1)
k] kKl(n-k)! 1x2x---x(n—-k) k!~ k! ‘

Proposition 4.20 : Pourn € N etk € [0,n], on a (Z) = ( . k)'
n—

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Démonstration. C’est un simple calcul :

n! n!

no\ B ! _(n
(n—k) S (n=k)l(n-(-k)  (n-kk (k)

Donnons quelques valeurs remarquables qu’il est bon de connaitre :

my (Mo o (M o _n(n-1)
o/ \n) 7 \1) \n-1) 7\2) \n-2) 2
Proposition 4.21 (Formule de Pascal) : Pour tous entiers naturels k et n, on a
n n n+1
+ = .
HESE

Démonstration. »Si k > n,alorsonaaussik+1 > netk+1 > n+ 1, donc les trois termes
sont nuls, il n’y a rien 4 démontrer.

. n n n+1
» Si k = n, alors (k)+(k+1)—1+0—1—(k+1).
» Enfin, si k € [0,n — 1], alors

n n\_ n! n!

(k) " (k+ 1) T Hn—k)! " (= (k+ D))k + D)
_onl(k+1) nl(n-k) | k+1+n-k
T+ )n—R) =R+ Tk Dln—k)!
B (n+1)! _[n+1
T k+ D ((n+1) - (k+ 1) (k+ 1)'

O

A priori, les coefficient binomiaux sont des rationnels, car quotients de deux entiers, mais
la formule précédente nous permet de dire bien mieux :

Corollaire 4.22 = Quels que soient les entiers naturels k et n, (Z) eN.

) , ’ ;1 n
Démonstration. Prouvons par récurrence sur n € N le prédicat  (n) :Vk € N, ) e N.

k
Pour n = 0, c’est assez évident car 0 —O—!—let our k > 1 0 =0
wrn = v of Tolor T STPOMEZ ) T
Supposons que & (n) soit vraie, et soit k € N.
) n+1 (n+1)!
Sik=0, =—==1€eN.
! ( k ) n+)l

Etsik > 1, alors par la proposition précédente,

()= ) o

—— ~Y—
eN eN

Donc # (n + 1) est vraie, et donc par le principe de récurrence, % (n) est vraie pour tout
n e N. O

Les deux formules 4.20 et 4.21 ont une interprétation trés simple sur le triangle de Pascal

. . . T . , i—-1
(qui est le tableau ci-dessous, le nombre situé sur la i¥™ ligne et j*™ colonne étant [ . |).
j-

La premiére ligne correspond
an = 0etla premiére co-

MP21 Lvcie CHAMPOLLION 2024-2025 lonne correspoMl- AVIENNEY
Donc par exemple (3) n’est
pas sur la 487 ligne et 20me
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n=0 1 n=0| 1
n=1 1 1 n=1 1+1

Il
n=2 n=2 1 2 1

1 2 1
Slolololo s
1 4 6 4 1

n=4| 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 0 n=5 1 5 10+10 5 1

5 1
I
n=56 aa n=6 1 6 15 20 15 6 1

Proposition 4.23 : Soient (k,n) € (N*)2. Alors k(Z) = n(z B 1)

Démonstration. Une fois encore, il n’y a besoin de travailler que pour k < n. On a alors

n! n! (n=1)! (n - 1)
n :

k(k) :kk!(n;k)! - (n—k)!('k— O - G—k=-1!  "k-1

La formule du bindme de Newton

Théoréme 4.24 (Formule du binéme de Newton) : Soient a et b deux nombres

complexes’, et soit n € N. Alors 7En particulier, cette for-
mule reste valable si a et b

Iy I sont des réels !
(a+b)"=>" (k)akb"k => (k)a”kbk.

k=0 k=0

Démonstration. Fixons a et b, et prouvons par récurrence sur n la propriété 2 (n) :
> (n
(a+b)" = Z (k)akb"_k.
k=0
Pourn=0,0ona(a+b)"=(a+b)" =1.

0
Et d’autre part, Z (Z)akbn—k — (8)a0b0—0 -1

k=0
Donc 2 (0) est vraie.

k

Supposons donc que 2 (n) soit vraie, c’est-a-dire que (a+ b)" = Z (n)akb"_k . Alors
k=0

(a+b)™ = (a+b)(a+b)" = (a+b) ; (Z)akb”k

n

n e = (n ne
aZ(k)akb k+b;(k)akb k

k=0
n n n
= (k) sy (k) ik
k=0 k=0
n+l n .
o\ (1) M\ konel—k Dans la premiére somme, on
= . a'b + Z a‘b Citk+1d
i— 1 k a pOSe 1=K+ 1, de sorte que
=1 k=0 k=i-1.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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n n
_ (™M) 140 n kpn+l—k Y kin+l-k nY 01 n+l
= (n) a"'b +Z(k_1)a b + (k)a b + (O) a’b

k=1 k=1
S~ S~

=1 -
n
0y.n+1 n M\ kpn+l-k | nt+130
=ab b b

n+1 aob”+1+zn: n+1 dEpmHk n+1 g - (n+1)
0 i k n+1

n+1
_ Z (” + 1)akbn+1—k'
k
k=0

Et donc % (n + 1) est vraie, de sorte que par le principe de récurrence, pour tout n € N,

o (n kyn—k
(a+Db)" :Z (k)a bE,
k=0

Enfin, on a

(@+h)"=(b+a)" =y (Z)a”_kbk.
k=0

Remarque. En particulier, pour n = 2, on retrouve
2 2 2
(a+b)? = (0)a2 + (1)ab + (2)b2 =a® +2ab + b%.

I est également utile de connaitre la formule pourn =3 :

(a+b)° =a’ +3a°b + 3ab® + b°.

n n

> (a=b)" = (a+ (=b)" = ) ak (-b"F) = 3 (=) kakprE,

k=0 k=0
» Pourn e N,on a

> (Z) - (Z)1’<1"—’< = (1+1)n=2m
k=0 k=0

Ainsi, la somme des coefficients de la n®™ ligne du triangle de Pascal vaut 2".

> g(—nk(Z) - Z) (Z)(—l)’%"k =(1-1)"=0.

k=

Interprétation(s) des coefficients binomiaux

1l existe une interprétation des coefhicients binomiaux que vous avez déjﬁ rencontrée en
. n N . N s e ,

terminale : ( k) est le nombre de maniéres d’obtenir k succés en n répétitions d’épreuves

de Bernoulli.
Ou si vous préférez parler en termes d’arbres, le nombre de chemins de longueur n qui

ont emprunté exactement k fois la branche de droite dans un arbre binaire.
8

En effet, notons C(n, k) le nombre de «chemins» A n essais menant i exactement k succes®.

Par convention, on décide que C(0,0) = 1.

Il est clair que C(n,0) =1 :il n’y a qu’un seul moyen de n’avoir aucun succes, c’est d’avoir
échoué a chaque essai.

De méme, il est clair que C(n,n) = 1.

Enfin, si 1 < k < n— 1, alors pour avoir k succeés en n essais, il y a deux options :

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Formule de Pascal.

a b
ab b b
a® ab |4

FIGURE 4.2— (a+b)2 =...

Notons qu’ici, nous ne comp-
tons que le nombre d’issues,
pas leur probabilités, et donc
que les épreuves de Bernoulli
soient indépendantes ou non,
équiprobables ou non, n’a
aucun importance ici.

8 Sur P'arbre ci-dessous, c’est
le nombre de chemins par-
tant de la case du haut et
menant a (k + 1) case de la
(n+ 1)t ligne.

M. VIENNEY



16 CHAPITRE 4 : SOMMES, PRODUITS, SYSTEMES LINEAIRES

FiGURE 4.3 — Le nombre de chemins menant 2 une case donnée est la somme des nombres
de chemins menant aux deux cases situées juste au dessus.

» soit le dernier essai a été un échec, et donc il fallait avoir déja eu k succes lors des
n — 1 premiers essais, ce qui pouvait se produire de C(n — 1,k) maniéres,

» soit le dernier essai a été un succes, et donc il fallait avoir eu k — 1 succes lors des
n — 1 premiers essais, ce qui pouvait se produire de C(n — 1,k — 1) fagons.

Onadonc C(n,k) =C(n—1,k)+C(n—-1,k—1).
Il est & présent possible de prouver par récurrence sur n la proposition % (n) : «pour tout

k e [0,n], C(nk) = (:)».

0
Pour n = 0, c’est évident car C(0,0) =1 = of

1 1
Supposons & (n) vraie. Alors C(n+1,0) =1 = (n-(l)- ), Cn+1l,n+1)=1= (Z: 1) et si
k €[ 1,n], alors

Cln+1,k) =C(n.k) +C(n.k - 1) = (Z)+(ki1) ) (Hl)'

Ainsi, 2 (n) est vraie.
Par le principe de récurrence, on en déduit que pour tout n € N et tout k € [0,n],

C(n k) = (Z)

Enfin, il est évident que si k > n, alors C(n, k) =0 = (Z)

Maintenant que nous disposons de cette interprétation des coefficients binomiaux, revenons
un instant sur la formule du bindme : on a par définition,

(a+b)"=(a+b)(a+b)---(a+D).

n fois

Et donc lorsqu’on développe cette expression «a la main», il nous faut a chaque fois choisir
un terme (a ou b) dans le premier facteur, un terme (a ou b) dans le second facteur, etc.
Autrement dit, on répete n fois I'expérience «choisir a (parlons de succes) ou b (parlons
d’échec) dans le i*™ facteur a + b.»

On obtient ainsi des produits de n termes tous égaux 2 a ou a b, donc de la forme
akb"* k € [0,n].

MP2I Lvcie CaampoLLION 2024-2025
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Or, 4 k fixé, le nombre de maniéres d’obtenir a¥b"* est le nombre de maniéres d’obtenir

exactement k succés dans notre répétition d’expériences de Bernoulli : c’est donc ( k)'

, . _ n
Et par conséquent, le coefficient devant akpnk est ( k)'

Une autre interprétation importante des coeflicients binomiaux, sur laquelle nous nous
n

attarderons longuement dans un chapitre ultérieur est la suivante : ( r

) est le nombre de

parties 2 k éléments d’un ensemble E 4 n éléments.

En effet, pour choisir une partie 4 k éléments d’'un ensemble 4 n éléments, il faut répéter n
fois 'expérience a 2 issues suivantes : choisir ou non de prendre le premier élément de E,
choisir de prendre ou non le second élément de E, etc.

Alors les parties de E A k éléments sont celles pour lesquelles on a obtenu k succes (= choisi

k éléments), elles sont donc au nombre de (Z)

6
Le nombre de trindmes de colle possibles en MP2I est 4 ) : C’est le nombre de

3
fagons de choisir une partie 2 3 éléments de 'ensemble (2 46 éléments) des étudiants.

Remarquons qu’une partie d’'un ensemble  n éléments posséde soit 0 éléments’, soit un
seul élément, soit deux éléments, ..., soit n éléments.

n
Et donc le nombre total de parties de E est Z (Z) =2"
k=0

La formule du capitaine

Revenons sur la formule 4.23 : k(Z) = n(z B 1)

Le sélectionneur d’une équipe de hockey doit former une équipe de k personnes
parmi les n joueurs dont il dispose, et doit nommer un capitaine. Il y a alors deux
options :
1. choisir les k joueurs qui composent I’équipe, et choisir un capitaine parmi ces
k joueurs.

2. choisir un capitaine, puis lui choisir k — 1 coéquipiers parmi les n — 1 autres
joueurs.

Dans le premier cas, il y a ( k) maniéres de former I’équipe, et une fois I'équipe
choisie, il y a k maniéres de choisir le capitaine.

Soit donc en tout k(Z) choix!” possibles.

Dans le second cas, il y a n maniéres de choisir le capitaine, et pour chaque choix

L 1) maniéres de choisir ses coéquipiers.

du capitaine, (

k-1

. .. (n n-—1
On retrouve ainsi k(k) = n(k B 1).

-1
Soit en tout n(n ) choix possibles.

Systeme de deux équations 4 deux inconnues

Un systéme linéaire de deux équations 4 deux inconnues est un systéme de la forme

ax+by=e

() ex+dy=f

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

9 Clest alors 0.

10Un choix étant ici une
équipe de k joueurs, dont
I'un est désigné capitaine.
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ol x et y sont les deux inconnues, et a, b, ¢, d, e, f sont des réels ou des complexes fixés.
Résoudre le systeme, c’est trouver tous les couples (x,y) dans R? (ou dans C?) vérifiant le
systeme.

On supposera dans la suite que ni (a, b) ni (¢, d) ne sont égaux a (0,0).

Notons que dans le cas réel, ax + by = e et cx + dy = f sont deux équations de droites.
Nommons 94 et 9, ces deux droites.

Alors un point (x,y) € R? est solution du systeme si et seulement si il satisfait les deux
équations de droites, c’est-3-dire ’il appartient aux deux droites.

Il y a alors trois cas possibles :

1. si les deux droites sont confondues, alors @1 N %, = 9y, et donc ensemble des
solutions du systéme est %;. Il y a donc une infinité de solutions.

2. si les deux droites sont paralléles et non confondues, alors %1 N %, = 0 : le systéme
n’a pas de solution.

3. si D1 et D ne sont pas paralléles, leur intersection est réduite 4 un point, et donc le
systéme posséde une unique solution.

Notons de plus que #j = (a, b) est un vecteur normal 3 @ et que u3 = (c, d) est un vecteur
normal 3 9.

Et donc les droites sont paralléles si et seulement si u; et w3 sont colinéaires
seulement si ad — be = 0.

Et donc le systéme admet une unique solution si et seulement si ad — be # 0.
La quantité ad — be est appelée déterminant du systéme (¥), et sera largement généralisée
plus tard dans I'année.

1 soit si et

Systeme de deux équations a trois inconnues

Considérons 4 présent un systéme de deux équations  trois inconnues :

a1x + azxpy + a3z = b2

{amx + apy + a13z b1

Alors pour i € {1,2}, a;1x + a;py + a;3z = b; est 'équation d’un plan'? %; de R>.
Résoudre le systéme, c’est trouver les coordonnées des points qui satisfont aux deux équa-
tions de plans 2 la fois, donc trouver 2, N %,.

Plusieurs options s’offrent 4 nous :

1. siles deux plans sont paralléles et distincts, alors leur intersection est vide : le systéme
n’a pas de solution.

2. si les deux plans sont confondus, alors 1 N %, = %4, et donc le systéme possede une
infinité de solutions.

3. si les plans ne sont pas paralléles, alors leur intersection est une droite, qui contient
une infinité de points, et donc le systéme posséde une infinité de solutions.

Notons qu’un tel systéme ne peut pas posséder une unique solution.

Cas général : systéme linéaire de n équations 4 p inconnues

Dans toute la suite, la lettre K désigne indifféremment R ou C, et les éléments de K sont
appelés des scalaires.

Définition 4.28 — On appelle systéme linéaire de n équations 2 p inconnues un
systéme de la forme

ajaxy +aipxo + o+ apxy = by
az1x1 +azoxa + -+ azpxy = by
An1X1 + An2X2 + -+ + AnpXp = by

ot les inconnues sont xi, ..., x,, des éléments de K, et ot les (a; ;) 1<i<n sont des
1

<j<p

scalaires fixés.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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En particulier, les équations qui composent un systéme linéaire ne font pas apparaitre de
xl.z, de +/x;, de e*, etc.

Un peu de vocabulaire :
1. Les a;; sont appelés les coeflicients du systéme.
2. (b1,...,by) est appelé le second membre du systéme. (F).

3. Le systéme (F) obtenu en remplagant le second membre par (0,...,0) est appelé
systéme homogene associé a (¥)

4. On dit que le systéme () est incompatible s’il ne possede pas de solution. Sinon, il
est dit compatible.

Remarque. Un systeme homogene est toujours compatible puisqu’il possede toujours
(0,...,0) comme solution.

Systémes triangulaires

Définition 4.29 — Un systéme linéaire est dit triangulaire ’il est de la forme

aiix1+ a2+ a13x3+ o+ Aip-1Xp-1+ aipXp = by
axpXo+ 23Xzt o+ App_1Xp_1t+ dopXp = b
Apn-1,nXn-1+ An-1,nXn = bn—l

ApnXn = bn

Soit encore sin = p etsia;; =0 pour j < i.

Dans le cas ot tous les coefficients diagonaux (les a;;) sont non nuls, le systéme possede
une unique solution, que I'on obtient de la maniére suivante :

1. la derniére équation nous donne directement x,, =
nn
2. puis, en substituant a x,, la valeur obtenue précédemment, I'avant-derniére équation

bn—l — pn-1,nXn
nous donne x,,_; = —————=
apn-1,n-1

3. on poursuit alors le méme procédé en remontant une a une les équations jusqu’a
obtenir la valeur de xj.

5x-2y— z=-4

Résolvons le systéme 2y— z=1 .Onaalors
2z2=06
5x-2y— z=-4 5x-2y—-z=-4 5x-2y—z=-4 5x =—4+3+4
2y— z=1 & 2u-z=1 & 2y =143 & y =2
22=6 Z:3 Z=3 Z:3

3
Et donc l'unique solution au systéme est (g, 2, 3).

Opérations élémentaires

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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Définition 4.31 - On dit que deux systémes (#;) et (¥2) a4 p inconnues sont
équivalents s’ils possedent les mémes solutions.
Autrement dit, (xi,...,x,) € K? est solution de (1) si et seulement si il est solution

de (%)

Pour modifier un systéme en un systéme équivalent, nous disposons de trois opérations
élémentaires qui sont

L’échange de deux lignes. Lorsqu’on échange la i¢m¢ ligne avec la jém¢, on note
Li d Lj.

La multiplication d’une ligne par un scalaire non nul. Si on multiplie L; par A # 0,
on note L; « AL;.

L’ajout 4 une ligne d’'un multiple d’une autre ligne. On note alors L; « L; + AL;.
Notons qu’avec un peu d’habitude, on peut directement ajouter 2 une ligne des
multiples de plusieurs autres lignes, et par exemple effectuer des opération du type
Ly «— Ly + Ly —3L;.

Proposition 4.32 : Toute opération élémentaire transforme un systéme en un systéme qui
lui est équivalent.

Démonstration. Notons () le systéme de départ et (#”) le systéme obtenu 2 partir de (¥)
a 'aide d’une opération élémentaire.

» 1l est évident que 'échange de deux lignes ne change pas I'ensemble des solutions

d’un systéme.

Si on a effectué 'opération L; «— AL;, A # 0.
Si (x1,...,xp) est solution de (), alors on a en particulier a;1x1 + - - - + a;px, = b,
et donc en multipliant par 4,

Aaiixi + -+ aipxp) = Ab; © Aajix1 + -+ - + Aajpxp = Ab;

de sorte que (xi,...,x,) satisfait encore la i*™¢ équation de (#”).

Et puisque les autres équations sont inchangées, alors (x1,...,x,) est solution de
().

Il reste & prouver qu’inversement, une solution de (”) est encore solution de ().
Mais si on remarque qu’on passe de (&’) A (¥) en réalisant l'opération élémentaire

1
L « ZL,-, alors ce qui vient d’étre dit s’applique, et donc une solution de (&’) est

solution de (¥).
Ainsi, (&) et () ont les mémes solutions.

Dans le cas ot I'opération réalisée est L; « L; + AL;, avec j # i.
Soit alors (xi, ..., xp) une solution de ().
Alors en particulier a;1x1 + - -+ + a;px, = bi et aj1x1 + -+ +a;,x, = b;.
Et donc en multipliant la seconde égalité par A et en ajoutant ces deux égalités, il
vient

(a,;1 + /1(1]',1))(1 +---4+ (aj,p + Aaj,p)xp = bi + Abj
de sorte que (xi,...,x,) satisfait  la i*™ équation de (¥’).
Puisque les autres équations sont inchanggées, (x1,...,x,) est solution de (¥’).
Inversement, on remarque qu’on passe de (') & (&) par l'opération L; « L; — AL;,
et donc (&) et (¥’) ont les mémes solutions.

O

La méthode du pivot de Gauss

Lorsque vous étiez petits et que vous avez appris  résoudre les systémes de deux équations
3 deux inconnues, on vous a probablement présenté deux méthodes : la méthode par
substitution (ot 'on se sert d’une équation pour exprimer l'une des variables en fonction
de l'autre avant de réinjecter cette expression dans la seconde équation) et la méthode par
combinaison (ot une combinaison astucieusement choisie des deux équations permet de

MP2I

Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Si on multiplie une ligne par
0, cela revient tout bonne-
ment 2 la faire disparaitre,
ce qui a de fortes chances

de changer I'ensemble des
solutions du systéme.

Nous venons de prouver

que ’ensemble des solutions
de (#) est inclus dans I’en-
semble des solutions de (¥7).

La substitution est exacte-
ment ce qu’on utilise lors-
qu’on résout un systéme
triangulaire.
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faire disparaitre I'une des variables).

Pour des systemes linéaires plus généraux, la méthode par substitution mene a des calculs
trop complexes pour étre réellement efficace!?, et c’est la seconde méthode que nous allons
chercher a développer ici.

Dans la suite nous donnons donc un algorithme qui permet de résoudre tous les systemes
linéaires, en utilisant le principe suivant : puisque les opérations élémentaires ne changent
pas 'ensemble des solutions d’un systéme, essayons de bien choisir nos opérations de ma-
niére A nous ramener 2 des systémes plus simples  résoudre (et si possible a des systémes
triangulaires).

Considérons donc un systéme linéaire

ajixy+aipxa+ -+ aipxy = by

a1x1+azpx2+ -+ axpxy = by
(¥)

An X1 + Ap2Xo + -+ AnpXp = by

» Si tous les coefficients a;; devant x; sont nuls, alors x; n’apparait dans aucune équation.
Donc sa valeur n’a aucune importance.

On résout donc le systéme (&’) qui est le méme que (&), mais vu en tant que systéme des
p — 1 inconnues xy, . . ., Xp-

Alors pour tout x1 € K, (x1,...,x,) est solution de () si et seulement si (x2,...,x,) est
solution de (¥").

Autrement dit, lensemble des solutions de (&) est

{(x,x2,...,%p), (x2,...,xp) solution de ("), x € K}. Il sagit donc de résoudre (#").

» Sil'un des a;; est non nul, quitte 4 échanger deux lignes, on suppose qu’il s’agit de ay ;.

. , 1. . , . aii . , .
Pour tout i € [[2,n], réalisons lopération L; « L; — ——L; (ou ce qui est équivalent,
a

Popération L; « a1,1L; — a;1L1), ce qui ne change pas 'ensemble des solutions, et a pour
effet de faire disparaitre les termes en x; de toutes les équations suivant la premiére.
Le systtme'* () obtenu est alors de la forme

a1 X1+ apxe+ -+ A1 pXp = bl

Fa'z,zxZ+ et az,pxp = b2

En,2x2+ . E,,,pxp = b,
Notons alors (&7) le systeme
Gxa -+ angx, = by
Anax2+ - +anpXy =by
On résout alors ce systéme suivant la méme méthode, et alors, a toute solution (x2,...,x,)

de (#’) correspond une unique solution (x1, ..., x,) de (¥) (et donc'® de (#)).
Pour l'obtenir, il suffit de réinjecter les valeurs de x, .. ., x, dans I'équation
ai,1x1 + aipx2 + - - - + a1 px, = b, afin de déterminer la valeur de x; correspondante.

A chaque étape, nous sommes ramenés A la résolution d’un systéme qui comporte une
équation de moins, ce qui finira toujours par aboutir 4 une seule équation.

I s’agit donc de savoir résoudre les systémes formés d’une seule équation 2 p inconnues.
Plusieurs cas de figure se présentent :

1. soit cette équation est de la forme Ox; + 0x3 + - - - + Ox,, = 0. Et alors tous les p-uplets
(x1,...,xp) € K sont solution.

2. soit cette I'équation est de la forme Ox; + 0x; + -+ -+ 0x, = b, avec b # 0
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13 Bien qu’en théorie, elle

soit valable.

Le coefficient a;; que 'on
choisit de mettre sur la pre-
miére ligne est appelé pivot.

14 Equivalent au systéme

(P).

15 Car & et (§) sont équiva-

lents.
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. . . ) ) b
3. soit elle est de la forme ax; = b, avec a # 0, qui posséde pour unique solution x; = —.
a

C’est notamment ce qui se produit lors de la résolution des systémes triangulaires a
coefficients diagonaux non nuls.

4. soit elle est de la forme ajx; + aoxp + -+ + apx, = b, avec p > 2 et 'un des
a; non nul. Et alors elle posséde une infinité de solutions : pour tout choix de

1
-1 _ .
(1, ..., X1, Xig15 - - -, Xp) € KP X = — b— E ajx; | convient.
L Jj=1
J#i

. 1

Et donc I’ensemble de ses solutions est Xl Xty — b- E aixj |, Xisds -, Xp ,(xl,...,xi_l,xm,...,xp)EKP‘l
i )

;ii

Quelques exemples

Voici qui vaut bien mieux qu’un long discours.

-y+2z=5 Nous pourrions aussi bien
choisir d’échanger L; et Ly,
prenant ainsi —4 comme
x+y— z=-6 pivot.

Puisque le coefhcient en x de la premiére ligne est nul, on commencer par échanger Cela aura linconvénient de
nécessiter une division par

deux lignes, afin d’obtenir un pivot non nul. Echangeons donc L; et Ls. 4 dans la suite, bien moins
plaisante qu’une division par
1!

Considérons le systéme { —4x+y—5z=10

Y+ 2z = 5 x*+ y- z =6 On essaiera donc toujours
—4x +y— 5z = O LioLs —4x+ y- 5z = de choisir des pivots les plus
- ¢ 5y = simples possibles (-1 ou 1 si
x o oty- oz = - Yyt ez = on le peut).
Nous pouvons donc prendre le 1 devant le x de la premiére équation comme pivot,
et donc effectuer Popération L, « L, + 4Ly, qui a pour effet de faire disparaitre les
x de la seconde équationlé. 16 L2 derniére équation ne
comportant pas de x, on ne
®+ y - z = -6 x + y - z = -6 s’en préoccupe pas.
—4x + y - 5z = 0 — 59 - 9z = -24
Ly«—Ly+4Ly
-y + 2z = 5 -y + 2z = 5

Nous ne nous préoccupons donc plus de la seconde ligne pour I'instant. Dans le
systéme ainsi obtenu, le terme en y de la seconde ligne est non nul. Nous pouvons
donc le prendre comme pivot. Notons que ceci nous contraindrait  diviser par 5 la
premiére équation, ce qui ferait apparaitre des dénominateurs un peu pénibles.
Deux solutions s’offrent 4 nous pour éviter ceci :

» échanger les lignes 2 et 3 pour prendre le —1 comme pivot.

» réaliser Popération Ly « 5L3 + Ly, qui revient 2 effectuer successivement les
deux opérations élémentaires Ly «— 5L3 et L3 «— L3 + L;.

Nous choisissons ici la seconde solution.

x o+ y - z = -6 x + y - z = -6
@— 97 =-24 — 5y — 9z = -24
L3<—5L3+L2 — 1
- y + 2z = 5 z =

Le systéme obtenu est alors triangulaire, et tous ses coefficients diagonaux sont non
nuls, donc il posséde une unique solution.

On a alors immédiatement z = 1, puis 5y = —24+9 = =15 & y = -3 et enfin
Xx=—6-(<3)+1=-2.

Donc l'unique solution au systéme est (-2, -3, 1).
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Le cas que nous venons de voir est en quelque sorte le plus agréable, puisqu’on aboutit 3 un
systéme triangulaire, dont la résolution est aisée. Ce n’est malheureusement pas toujours le

|
cas !

Un systeme de 4 équations a 4 inconnues

5x -6y +6z—t=0
2x=3y+4z—-t=1
—2z+t=-2
-3x+3y-2z =1
Nous pourrions nous contenter de prendre le 5 de la premiére ligne comme pivot,

mais puisque la troisiéme équation contient un 1, commengons donc par échanger
les lignes 1 et 3.

Résolvons le systéme () :

x —2z+t=-2 x - 2z+ t=-2
2x-3y+4z—-t=1 -3y+ 8z-3t=5
(¥) = =
Liely | 5x—6y+6z—t=0 Le«L-2L | —6y+16z—6t=10
L3(—L3—3L1
B3x+3y—-2z =1 Li—L3L 3y— 8z+3t=-5
x —2z+ t =-2
-3y + 8z -3t =5
Ly—L3-2L) 0=
Lye—Ly+Ly
0=0

Les deux derniéres équations sont bien entendu inutiles, puisqu’elles sont satisfaites
quelles que soient les valeurs de x,y, z, t.

x -2z+ t=-2
Reste donc seulement PN 5
-3y+8z-3t=5 y=—=+-z-t
3
5 8
Et donc lensemble des solutions est {(—2 +2z—t, —3t3% t,z, t) , (z,t) € RZ}

On dit alors que z et t sont des inconnues secondaires en fonction desquelles on
choisit d’exprimer les autres (ici x et y, appelées inconnues principales).

Notons qu’on aurait pu choisir d’autres inconnues secondaires.
Exprimons par exemple x et ¢ en fonction de y et z.

5
La deuxiéme équation nous donne donc ¢ = -3yt 3%
Et alors la premiére équation donne

5 8 1 2
x:—2+2z—t:—2+3+y— 3z+2z=—3+y—§z.
Et donc I’ensemble des solutions de (%) est
1 2 5 8

{(—5 tY-3BYE Y 32), (y.2) € RZ}-

Il n’est pas du tout évident que ces deux ensembles soient les mémes, et il faudrait
un peu de travail pour le prouver. Mais on peut facilement se convaincre sur des
exemples qu’un quadruplet écrit sous I'une des formes!” peut aussi se mettre sous
lautre!®

Par exemple, la premiére forme obtenue pour les solutions nous dit que si on choisit
z=1ett =1, on obtient la solution (-1,0,1,1).

Mais dans le second ensemble de solution, si on choisit y = 0 et z = 1, on obtient de
nouveau (—1,0,1,1) comme solution du systeme.
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17 par exemple avec x et y en
fonction de z et ¢.

18 Avec x et ¢ en fonction de
yetz.
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x+2y- z=1 x+2y—- z=1 3x+3y-z =1
-2x+ y+5z2=4 Ty+13z=14 < {7y+13z =14
Ly3Ly+2L4 Lye—L3—Ls
4x + 5y +3z =5 b3h4h 7y + 13z =11 0 =-3

La derniére équation ne peut pas étre satisfaite, et donc le systéme est incompatible.

Notons que sur ces trois exemples, nous avons un systéme possédant une unique solution,
un possédant une infinité de solutions, et un ne possédant pas de solution.

Ce sont en fait les trois seuls cas possibles!?, ce que nous justifierons plus tard, mais qui
a quasiment déja été fait : un systéme composé d’une unique équation linéaire ne peut
posséder que zéro, une seule ou une infinité de solutions.

Terminons par une derniére définition :

Définition 4.36 — On dit qu’un systéme linéaire est un systéme de Cramer s’il
posséde autant d’inconnues que d’équations, et s’il posséde une unique solution.

Par exemple, un systéme de deux équations 4 deux inconnues est de Cramer si et seulement
si son déterminant est non nul.
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Notons qu’a I'étape précé-
dente, il était déja largement
possible de voir que le sys-
téme est incompatible, et
cette derniére opération
élémentaire n’était pas indis-
pensable.

py; exemple il ne se peut
pas qu’un systeme linéaire
ne posséde que 2 solutions :
s'il en a plus d’'une, ilen a
forcément une infinité.
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