32.1

(GROUPES SYMETRIQUES ET

DETERMINANTS

Il s’agit dans ce chapitre de généraliser la notion de déterminant que nous avons déja
rencontrée pour les matrices 2 x 2.

Originellement introduits pour 'étude de systémes d’équations linéaires, ce sont aujour-
d’hui des outils omniprésents en mathématiques, en algébre linéaire bien entendu (systeémes
d’équations, inversibilité de matrices, formule générale pour I'inverse d’une matrice n x n),
mais aussi en géométrie (volume d’un parallélépipéde 4 n dimensions, définition du produit
vectoriel), ou encore en analyse (étude d’équations différentielles linéaires du second ordre!,
formule de changement de variable pour des intégrales multiples).

Dans tout le chapitre, K désigne un corps (quelconque, méme si une fois de plus le
programme nous demanderait de ne considérer que les cas ot K =R ou K = C).

MOTIVATIONS GEOMETRIQUES A L’ETUDE DU DETERMINANT

Cette partie a pour but de motiver géométriquement I'introduction du déterminant. On
cherche a y faire passer des idées, quitte  faire des concessions 4 la rigueur, et nous allons
donc y parler d’aire et d’orientation sans définir du tout ce que nous entendons par 1.
Laissez-vous guider par votre intuition, acceptez de ne pas tout Comprendre et lisez ce
paragraphe jusqu’au bout. Puis relisez-le une seconde fois, la notion d’orientation devra
déja vous paraitre plus claire 2 la seconde lecture.

Pour commencer, commengons par une excellente raison de vouloir relier des aires de
parallélogrammes et des déterminants 2 x 2 (les seuls que nous connaissions jusqu’a présent),

1. - fa\ o |c
en considérant deux vecteurs # = ( b) etd = ( d) du planz.

Alors l'aire du parallélogramme construit sur ii et @ est : (a+c)(b+d)—ab—cd—2chb = ad — be.

<

Comme nous I'avons déja mentionné lors de I’étude des intégrales, la formalisation de la
notion intuitive d’aire dans le plan (ou de volume en plus grande dimension) n’est pas
triviale.

Nous n’allons sGirement pas définir l'aire d’un cercle ici, mais ne considérer que des aires
de parallélogrammes.

1 A I'aide d’un déterminant
appelé wronskien dont vous
croiserez la route I'an pro-
chain.

2 Les coordonnées de 7 et
7 étant entendues dans un
repéres orthonormé direct.



2 CHAPITRE 32 : GROUPES SYMETRIQUES ET DETERMINANTS

Dans toute la suite, si i et @ sont deux vecteurs du plan, on note & (i, 9) le parallélogramme
orienté construit sur # et o.

Sans définir ce qu’on entend vraiment par «orienté», signalons qu’on tient a distinguer
%P (4,9) et P (6, 1), ces deux parallélogramme ayant des aires orientées (voir ci-dessous
pour les détails) de signes opposés.

Plagons-nous dans le plan muni d’une base % = (i, ), orthonormée directe>.
Si 4,3 sont deux vecteurs du plan, notons detg (i, 9) aire orientée de P (i, 7).

Orientée signifiant que si (%, 7) a méme orientation* que (i, j), alors on compte laire au
sens usuel du terme (donc positive), et sinon on considére l'opposé de laire.

Sl

Sl

FIGURE 32.1 — detg (u43,05) et detg (us,05) sont positifs, alors que detg (u7,o7) et
detg (u3,93) sont négatifs.

Plusieurs propriétés des déterminants se lisent alors géométriquement :

FiGuURE 32.2 - Figure de gauche : detg (A4, 3) = A detg (4, 7).
Figure de droite : l'aire du parallélogramme bleu (% (4,3 + w)) est égale 4 la somme des
deux autres (% (#,9) en blanc et 2 (i, w) en orange).

Donc I'application detg, qui 2 un couple de vecteurs du plan associe un scalaire «doit»
vérifier :

1. detg (3,1) = — det (14, 9) (renversement de l'orientation)
2. det% (/111 5) =1 det% (ﬁ, 5)
3. detg (i + ', 9) = detgp (i, v) + detg (@', 7)

4. si i = g, alors detg (4, 7) = 0, puisqu’il s’agit alors de Iaire d’un parallélogramme
«aplati». Plus généralement, si i et ¥ sont colinéaires, alors detg (i, 7) = 0.

Les points 2) et 3) se condensent simplement sous la forme suivante : on a
detg (Al + i’,0) = Adetg (1, 0) + detg (i, 7).

Autrement dit, 4 7 fixé, l'application i +— detgs (4, 0) est linéaire. Clest ce que nous appelle-
rons la linéarité 4 gauche du déterminant.

De méme, on doit avoir detg (i, Ao +3') = A detg (4, 0) + detgg (4,3”) (ce sera la linéarité &
droite).

Notons que cela découle alors directement du point 1) et de la linéarité 3 gauche car

detsp (3, A547") = — detgy (A5+7, ) = —A detsp (3, &) —detgs (7', &) = A detgs (&, 7)+dets (& 7).

Dans le cas général, si ii = xi+yj et ¥ = x"i + v/ J, alors

detgs (i, 3) = detgs (xi +yj, x'T+ 1))

= xdetg (i, x'T + ') + y detsg (J, T + ' J)
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Te parallélogramme 2 (ii, )
3 Au sens intuitif du terme,
nous en donnerons une
définition précise plus tard.

* Une autre maniére de le
dire est :silangle (i, 7) a
une mesure principale (dans
] = 7, 7]) de méme signe que
celle de (3, J).

A Attention | ———

Contrairement aux appa-
rences, cette figure est bien
dessinée dans le plan (en deux
dimensions), il n’est question
que de parallélogrammes et
daires, pas de volumes.

Linéarité a gauche.
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Cours 3

= xx’ detg (i, 1) +xy’ detgs (i, j) +x'y detgg (j, i) +yy’ detg (J, j) Linéarit¢ & droite.
————— ~—_———— ———— —_———
=0 =1 == detgy (1j)=-1 =0
’ ’
=xy —yx'.
’ A~ 21 o1 7 : 5 5 N
Notons, et ce n’est siirement pas un hasard, qu’il s’agit 1a du déterminant’ de Au sens oll nous avons
défini le déterminant d’une
i o matrice 2 X 2.
’ rd
== X X i
Matsg (u,0) = ( /) ?
y yJ J

Cette formule donnant l'aire d’un parallélogramme pourrait également se retrouver par
des arguments géométriques simples, en manipulant des rectangles.

Notons au passage que detg (i, A7) = Adety (4 A9) = A2 dety (4, 3) qui est un résultat
bien connu («quand on multiplie les longueurs par A, on multiplie les aires par 12).

Maintenant, était-il vraiment indispensable que notre base % soit orthonormée ? Non,
nous ne P’avons utilisé 3 aucun moment !

Donc soit % = (i, ) une base de R?, et prenons comme unité d’aire orientée l'aire de
P (i, j).

Pour #, 7 deux vecteurs du plan, notons alors detg, (#, ¥) l'aire orientée de % (i, 7), au sens
du nombre de parallélogrammes 2 (i, j) nécessaires pour le recouvrir, agrémenté d’'un
éventuel signe moins si I'orientation de (& 3) n’est pas la méme que celle de (i /).
Entendons-nous bien : ici I'orientation ne dépend que de (7, j), et n’est pas forcément
l'orientation du plan dont on a I'habitudeS : choisir la base %, c’est choisir une orientation ®le sens trigonométrique.
du plan, c’est-a-dire quelles aires orientées sont positives, et lesquelles sont négatives.

Par exemple, sur la figure suivante, ott B = (i, j) est orientée dans le sens horaire,

1
etz (@1, 07) = — et detgy (w3,33) = +3.

~.y

On prouve sans difficulté que les propriétés 1) a 4) évoquées dans le cas d’une base ortho-
normée restent valables.

Par ailleurs, si 'on se donne deux bases B = (i, ) et B’ = (e}, e3), alors detg (i1, 7) est le
nombre de parallélogrammes 2 (i, j) nécessaires pour recouvrir % (&, ).

Mais pour recouvrir 2 (i, ), il faut detg. (7, ) parallélogrammes % (e, e3).

Et donc pour recouvrir % (i,3), il faut detg (i, 3) x detg/ (i, j) parallélogrammes de la
forme 2 (e7,e3).

En d’autres termes, nous devons avoir

detg (i1, 3) = detg (#, 0)xdetg (i, j) = dets (i, T) xdeta (B) (formule de changement de base)

bants

Une étude similaire pourrait étre conduite dans R?, ot 'on prendrait comme unité de
volume orienté le volume d’un parallélépipede formé sur les trois vecteurs d’'une base

- > =

B =(ij, k).
La notion d’orientation est un peu plus difficile 2 appréhender dans I'espace, mais vous R
Iavez déja rencontrée en physique et/ou en SI, c’est la «régle de la main droite» ou «régle J

~

des trois doigts» (et donc la base 17,5 représentée ci-contre est une base indirecte avec Une unité de volume orienté
Porientation usuelle). dans Pespace

Il n’y a alors que deux orientations possibles pour une famille (i, 3, w) de trois vecteurs

non coplanaires : main droite ou main gauche. Donc la notion de volume orienté a bien

un sens : c’est le volume au sens usuel du terme, affublé d’un éventuel signe moins suivant

lorientation.
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4 CHAPITRE 32 : GROUPES SYMETRIQUES ET DETERMINANTS

FIGURE 32.3 — Si la base (i, j, k) est directe, c’est aussi le cas (23,73, w3), mais la base
— — — T
(ui,01, wi) est indirecte.

Pour trois vecteurs i, 3, w de I'espace, notons detg (ii, 7, w) le volume orienté du parallélé-

pipéde construit sur @, 3 et w.

Ce volume est nul si et seulement si #, 7 et w sont coplanaires, soit si et seulement si (i, 7, w)

est une famille liée.

Par ailleurs, tout échange de deux des trois vecteurs change” I'orientation du parallélépipede, 7 A vos mains droites pour

et donc vous en convaincre !
detg (7,4, w) = detgg (w, 0, 1i) = detg (4, w,0) = — detgg (1, 0, w).

En revanche, une permutation circulaire des trois vecteurs préserve I’orientation et donc
detgs (w, 4, 0) = detgs (3, w, ) = dete (i, 7, w).

Il n’est pas trés difficile de se convaincre que multiplier I'un des trois vecteurs par A

multiplie le volume par A, et donc que multiplier les trois vecteurs par A multiplie le

volume par A°. En revanche, il est graphiquement plus difficile® de se convaincre que 8 Et nous ne le ferons donc
pas.

s

S}

m
FIGURE 32.4 — detg (i, Av, w) = A detg (1, 0, ).
detg (i + 0,3, W) = detg (44,3, w) + detg (i, 7, w), et qu’il en est de méme pour les deux

autres variables.
On dit alors que detg est linéaire par rapport a chacune de ses variables.

32.2 FORMES MULTILINEAIRES ALTERNEES

32.2.1 Formes multilinéaires

Définition 32.1 - Soient Ej,...,E, F des espaces vectoriels sur K, et soit

f:E1XEyX---XE, = F.

On dit que f est une application multilinéaire ou n-linéaire sur Eyx- - -XE, si : pour

tout i € [ 1, n]|, et pour tout (x1, ..., Xi—1, Xi+1, . . ., Xn) € E1 X+ -XE;_1 XEj1X- - -XEp

fixé, Papplication f; : x — f(x1,...,xi-1, )TC ,Xit1, - -, Xp) est linéaire de E;
M position

dans F.

Autrement dit si V(x,y) € E2, VA € K,

f(xl’ e ,xi—l,/bf"'y, Xitls - ,xn) = Af(xl’ .. 'sxi—ly-)TCa Xitls - ,xn)+f(x1’ e Xi-1, ya Xitls - axn)'
1

L i

Dans le cas particulier o n = 2, on retrouve la définition d’application bilinéaire.

Une application multilinéaire n’est généralement pas une application linéaire sur
Ey X---XE,.
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Cours 5

Tout simplement car on a alors
F(Ax1, Axa, ..., Axp) = Af (1, Axo, .. Axy) = /sz(xl,xg,lxy,,...,lxn) == A"f(x1,...,%n)-

Alors que pour une application linéaire sur Pespace produit, on devrait simplement avoir

fAxt, oo Axy) = F (A (x1,- -0, x0)) = Af (%1, .., Xp).-

Exemples 32.2

» Dans R[X], I'application (P,Q) +— PQ est bilinéaire, et plus généralement,
(Py,...,P,) > PiP,--- P, est n-linéaire.

» Le produit matriciel (A4, B) — AB est bilinéaire de M, ,(K) X M, 4(K) dans
Mnqg(K) : Cest une conséquence de la distributivité du produit.

» Lapplication det : ((a,b), (c,d)) + ad — bc = det (Z
En effet, pour (a,b), (a’,b'), (c,d) e K*et L€ K, on a

Z) est bilinéaire sur K2.

det(A(a,b) + (a’,b'), (c,d)) = det((Aa+a’, Ab+b'), (c,d)) = (Aa+a’)d — (Ab+b)c
= AMad — be) + (a’d — b'c) = Adet((a, b), (¢, d)) + det((d’, 1), (c,d)).

Proposition 32.3 : Soit f : E; X --- X E, — F une application multilinéaire, et soit
(x1,...,x,) € Ey X -+ X Ep.
S'il existe i € [1,n]) tel que x; = O, alors f(x1,...,x,) = OF.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la linéarité de f;, et du fait que I'image
du vecteur nul par une application linéaire est le vecteur nul. ]

/A Attention !

LB o ] . ; - Comme pour les formes li-
Définition 32.4 — Soit E un K-espace vectoriel, et soit n € N*. Une application ormme p e de f
neaitres, s1 on par € dae rorme

multilinéaire ¢ : E” — K est appelée forme n-linéaire sur E. n-linéaire, Pespace d'arri-
vée est nécessairement K, le
corps des scalaires.

32.2.2 Formes alternées

Définition 32.5 - Soit ¢ : E” — K une forme n-linéaire. On dit que ¢ est alternée
siV(x1,...,x,) € E" et V(i, j) € [1,n]?, avec i # j,

xi=xj = @(x1,...,x,) =0.

Autrement dit, dés que deux éléments du n-uplet (x1,...,x,) sont égaux, 'image
de ce n-uplet par ¢ est nulle.

Exemples 32.6

» Le produit scalaire dans le plan n’est pas alterné car @ - i = ||ii/|?, qui n’est nul que
sidi=0.

» L'application det définie plus tdt sur K> x K2 est alternée car
det((a, b), (a,b)) = ab —ab = 0.
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6 CHAPITRE 32 : GROUPES SYMETRIQUES ET DETERMINANTS

Proposition 32.7 : Soit ¢ : E* — K une forme n-linéaire alternée. Alors ¢ est antisy-
métrique :V(x1,...,x,) € E", ¥(i, j) € [1,n]? aveci < j, on a

C(X1, o Xy S Xy X)) ==X, Xy Xy, X)),

Autrement dit, permuter deux des vecteurs du n-uplet (x1, ..., x,) change la valeur de son
image par ¢ en son opposée.

Démonstration. Pour alléger les notations, nous ne faisons dans la suite apparaitre que les
jéme et jeme yariables.

Ona@(xt,....xi+xj,..., % +Xj,...,x5) =0.

Mais par n-linéarité,

- Linéarité tala ome
(p(...,xi+xj,...,xi+xj,...)—(p(...,x,-,...,xi+xj,...)+(p(...,xj,...,xi+xj,...) inearite par rapport a la ¢

variable.
=@ XX ) +e( XL ) e xg LX) e (XX, )

=0 =0
=o(., %X, ) He( X, x ).

Et donc on en déduit que

(. X oxj )+ X, o x, ) =00 (L xg LX) ==L X, X ).

Proposition 32.8 : Une forme n-linéaire ¢ : E" — K antisymétrique est alternée. — Petite arnaque ———

En réalité, il existe des corps
sur lesquels ceci est faux, qui
sont en gros tous ceux qui
contiennent Z/2Z, car dans
Z/2Z,2 = 0, et donc dans
P(x) =@(x1, . Xy Xy X)) = = (X1, X Xy, X)) = —@(X). tout Z/2Z-espace vectoriel
E, pour tout x € E, 2x = O,
sans que pour autant x = Of.
Plus généralement, cette
propriété est fausse dans tous
les corps K tels que 2 = 0, (out
2 = Ig + 1K), appelés corps de
caractéristique 2.

1. Pimage par ¢ d’une famille liée est nulle. Ce n’est pas le cas dans Q R
ou C, seuls corps officielle-
ment au programme.

Démonstration. Soit x = (x1,...,x,) € E" avec x; = xj,i < j. Alors

Donc 2¢(x) = 0, si bien que ¢(x) = 0. o

o

Proposition 32.9 : Soit ¢ : E" — K une forme n-linéaire alternée sur E. Alors :

2. la valeur de @ ne change pas si on ajoute a une variable une combinaison linéaire des

autres variables.

Démonstration. 1. Soit (x1,...,x,) une famille liée. Alors il existe k € [[1,n] et des

n
scalaires (A;) 1<i<n tels que xg = Z Aix;. Bt donc
i+k
i=1

ik

n
O(x1,...,Xp) =@ x1,...,ZA,~xi,...,xn
i=1

i+k
k-1 n
= @Oty Xy AiXgy e X)) + Z O(X1, .o s AiXiy oo Xy oo X))
i=1 ! ! i=k+1 ! !
k-1 n
= Ai@(X1s oy Xy ooy Xy ooy X)) + Z Ai@(X1s oy Xy oo Xy o o3 Xpy)
i=1 i=k+1
=0.
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Cours 7

2. Soient (x1,...,%,) € E", soit k € [1,n], et soient (4;) 1<i<» des scalaires. Alors
itk
n n
) xl,...,xk+Z/1,~xi,...,xn = (X1, s Xy - X)) + @ xl,...,ZAixi,...,xn
i=1 i=1
itk itk
n
Mais la famille | x4, .. ., Z Aixi, ..., xp | est liée et donc son image par ¢ est nulle.
=1
ik

Formes n-linéaires alternées en dimension n

Proposition 32.10 : Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, de base (ey, ..., e,), Remarque

et soit ¢ : EP — K une forme p-linéaire. . Notons que p et n peuvent

Soit alors (x1,...,xp) € EP, et notons (a;,j)1<i<n les coordonnées de x;, de sorte que e différents.

n

V_] c [[1,p]], Xj = Zai,jei.

i=1

Alors : o(x1,...,xp) = Z ai1,1ai2,2-~-ai1,,p§0(ei1a-~~,ei[,)'
1<iyj<n
1<iz<n

1<ip<n

Démonstration. 11 s’agit d’appliquer successivement les linéarités par rapport aux différentes

variables :
n n n
POxt,- . xp) = 0| D @i 1€, Y anoen. ., Y. i, pei,
ir=1 ir=1 ip=1
n n n
=Zai1,1(l) eipzaig,Zeig:---s § Qip,p€ip,
i1=1 ir=1 ipzl
n n n
= Aj 110,20 | €iy5€ins v v oy § Qi pCi,
i1=1ix=1 ip=1

= Z Aji14i2 - - - aip,p(p(eh, RPN eip)

O

Nous pouvons aller plus loin dans le cas ot p est égal 4 n, la dimension de E, et oti ¢ est

alternée.

En effet, la somme-ci-dessus est donc une somme qui porte sur tous les n-uplets (i1, iz, . . ., i)
de [1, n]".

Mais un tel n-uplet peut étre identifié 2 une application ¢ de [1, n] dans lui-méme, ou
o(k) = i.

Autrement dit, on a, avec les notations ci-dessus :

o(x1,...,%5) = Z A5 (1),1G0(2),2 - - - Ao (n),nP(€s(1) €5(2)s - - -» € (n))-

9 ..
Car une application entre
oe[1,n]ltn] PP

deux ensembles finis de
) méme cardinal est injective
Lorsque o n’est pas bijective, elle n’est pas injective®, et donc deux des e, (;) sont égaux. si et seulement si elle est

Dans ce cas, ¢ étant alternée, ¢(es (1), €5(2), - - -» €x(n)) = 0. bijective.
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32.3

32.3.1

8 CHAPITRE 32 : GROUPES SYMETRIQUES ET DETERMINANTS

Donc la somme ci-dessus, qui comportait n" termes, ne porte en fait que sur les permuta-
tions de [[1,n] (et donc compte tout de méme n! termes!'?), de sorte que

Q(x1,...,xp) = Z A5(1),186(2)2 - - - As(n) nP(€x(1)s €5(2)s - - > €x(n))-

ceG,

Mais lorsque o est une permutation de [1,7], le n—uplet (es(1)s - - -» €x(n)) COmMporte une et
une seule fois chacun des e;, 1 < i < n.

Et alors, par échanges successifs de deux termes, on peut réordonner ce n-uplet pour
obtenir (ey, ..., e,). Mais chacun de ces échanges aura eu pour effet!! de faire apparaitre
un facteur —1.

Donc au final, on doit arriver 2 ¢(eg(1), - - -, €5(n)) = £(0)@(e1, . .., €n), Ol £(o) doit valoir
1 ou —1, suivant la parité du nombre d’échanges de deux termes qu’il nous a fallu réaliser
pour «réordonner» le n-uplet (ey(1), - - -, €x(n))-

Au final, on a donc

e(x1,...,xp) = Z e(0)ag(1)1 ---Ag(n)n| @le1, ... en).

ceG,

Cette formule est loin d’étre anecdotique : elle nous dit qu’une forme n-linéaire alternée
(o n est la dimension de E, et rien d’autre !) est entiérement déterminée par 'image
d’une base : si on connait ¢(ey,...,e,), alors on peut calculer ¢(x1,...,x,) pour tout
(x1,...,x,) € E".

Le but de la partie suivante est de mieux comprendre ce qu’est ce e(o) € {-1,1}, no-
tamment qu’il est bien défini, ce qui nous permettra notamment de prouver qu’il existe
toujours bien des formes n-linéaires alternées si dimE = n.

Notons que nous avons une bonne intuition de ce que doit éfre e(o) : c’est —1 puissance le
nombre de permutations de deux termes qu’il faut pour réordonner (o(1), 5(2), ..., o(n))
en (1,2,...,n).

S’il semble assez intuitif qu’on puisse arriver a4 un tel réagencement par permutations
successives de deux termes, il faudra le prouver rigoureusement. Sans compter qu’il existe
probablement différentes maniéres de permuter des termes deux a deux pour arriver a ce
but. Ces maniéres donnent-elle la méme valeur 3 e(o) ?

GROUPES SYMETRIQUES

Tous les résultats qui mentionnent des isomorphismes entre groupes, ou encore l'ordre d’un élément™?
débordent du programme de premicre année (et ne figurent méme pas au programme de PSI), et ne
sont [a que pour aiguiser/satisfaire la curiosité de certains. Vous pouvez oublier ces résultats si vous
le souhaitez.

Généralités

Nous savons que muni de la composition des applications, 'ensemble &, est muni d’une
structure de groupe fini, de cardinal n!, appelé groupe symétrique sur [ 1, n]. Il est non
commutatif dés que n > 3.

Dans la suite, si o et 7 sont deux éléments de &, nous noterons o7 plutdt que o o 7, et id
plutée que idyy .

Un élément o € &, sera dans la suite représenté par une matrice 2 X n sous la forme
suivante :

1 2 n—1 n
o(l) o(2) ... on—-1) o(n)/"
Ainsi, (122 % 3 est Pélément de 5 qui échange 1 et 2, qui envoie 3 sur 5, 4
insi, [, | 5 5 4] estlélément de S5 qui échange 1 et 2, qui envoie 3 sur 5, 4 sur
3 et 5sur 4.

Pour la culture, mentionnons le résultat classique suivant (totalement hors-programme et
assez difficile, vous pouvez ne pas le lire du tout !), dit Cayley13, qui dit que la structure
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10 ce qui chiffre vite lorsque
n est grand...

Rappel

On a noté &y, le groupe

des permutations de [ 1, n],
Cest-3-dire des bijections de
[1,n] dans lui-méme.

1 est Pantisymétrie de ¢.

12 Notion qui n’a été définie
que dans un DM facultatif.

Remarque

Plus qu’une matrice, voyons
surtout 12 un tableau a 2
lignes et n colonnes, c’est
tout ce dont nous aurons
besoin.

13 Arthur Caviey (1821-
1895), algébriste britannique
A qui on doit notamment la
représentation matricielle des
applications linéaires.
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de groupe de &, est trés riche, en ce sens que &, «contient» une copie de chaque groupe
de cardinal n.

Proposition 32.11 : Soit G un groupe fini de cardinal n. Alors il existe un sous-groupe
de &, isomorphe a G.

G — G

h o— g-h

Alors g, est une application injective, car g4(h) = p4(h') & g-h=g-h & h=Fh.

Et comme toute application injective entre deux ensembles finis de méme cardinal, elle est
bijective. Donc ¢, € Gg.

Par ailleurs, pour g, € G, on a ¢y 0 ¢y = @g.4.

Démonstration. Pour g € G, soit ¢y :

1 . . — 6(; .
Autrement dit, 'application ¢ : o, SSTUD morphisme de groupes. — Remarque
> ¢ ,
Il est injectif car si g € Ker g, alors ¢, = idg. Vous prouverez ceci en

seconde année, mais

Eten particulier, (Pg(eG) =eG S grec=e; < g=e€G. C’est un bon exercice : si

Donc I'image de ¢ est un sous-groupe de Sg, isomorphe a G, I'isomorphisme n’étant 44 : G — G estun mor-

rien d’autre que @. phisme de groupes, alors

Et puisque S est isomorphe 4 G, on arrive bien 2 la conclusion annoncée. ] Im ¢ est un sous-groupe de
Go.

32.3.2  Support d’une permutation

Définition 32.12 - Soit 0 € S,. On appelle alors support de o 'ensemble des
k € [[1,n] qui ne sont pas fixes par o, c’est-a-dire tels que o(k) # k.
On notera dans la suite Supp(o) le support d’une permutation o.

Proposition 32.13 : Soit 0 € S,,. Alors Supp(o) est stable par o.

Démonstration. Soit i € Supp(o). Alors o(i) ne peut pas étre un point fixe de o, car on
aurait alors o(o(i)) = (i), et donc par injectivité de o, o(i) = i.

Ceci n’est pas possible puisque i n’est pas un point fixe de o.

Et donc o (i) € Supp(o).

Proposition 32.14 : Deux permutations de S, a support disjoints commutent entre elles.

Démonstration. Soient o, ¢’ deux permutations de [ 1, n] telles que Supp(co) NSupp(c’) = 0.
Soit i € [1,n]. Alors

» sii € Supp(o), alors par la proposition précédente, o(i) € Supp(o), et donc o (i) ¢
Supp(d’).
Par conséquent, o’ (o (i)) = o(i).
Par ailleurs, i ¢ o’, donc o’ (i) = i, si bien que o(¢’(i)) = (i), et donc (g 0 ') (i) =
(o’ o 0)(i).

» on raisonne de méme si i € Supp(o”’).

» sii ¢ Supp(o)USupp(c’),alors o(i) = ietdonc o’ (o (i) = i, et de méme, o(o” (i) = i.

O

32.3.3 Permutations particuliéres

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024 M. VIENNEY



10 CHAPITRE 32 : GROUPES SYMETRIQUES ET DETERMINANTS

Définition 32.15 - Soit p > 2, et soient ay, .. ., a, des éléments deux 2 deux distincts

de [1,n]. Alors l'application o : [1,n]] — [ 1, n]] définie par

i sii¢{a,...,ap}
o(i) =14 ars1 sii=agavec 1<k<p-1
ay si i=a,

est une bijection (et donc un élément de G,,).
On la note alors (a1 a2 ... ap), et un tel élément est appelé un cycle de lon-
gueur p, ou encore un p-cycle.

Démonstration. Pour la bijectivité, il suffit de remarquer que si o’ est la permutation

i sii¢{ay,...,ap}
i akq sii=agavec 2<k<p
ap si i=ay
alors 06’ = ¢’c = id. Et donc o est bijective d’inverse ¢’.

Remarquons au passage que o’ = o1 est aussi un p—cycle : Clest (ap ap-1 ... a2 a1).
O

Notons en particulier qu’un p-cycle o possede n— p points fixes, et qu’il s’agit d’'un élément
d’ordre p de &, au sens ol o? = id et pour tout k € [1,p — 1], o # id.

En effet, pour k < p — 1, 0*(a1) = o H(ax) = -+ = ag41 # a1, et pour k = p,
of(a;) = o N(a1) =+ =0'(ap) =0 (@) =0 (@) =+ = a;.
Exemple 32.16

1 2 3 4 5
( 153 2 4
2 4 5).
Cela signifie juste que 2 est envoyé sur 5, 5 est envoyé sur 4 et 4 est envoyé sur 2,
et que 1 et 3 sont fixes.
Remarquons qu’il n’y a pas unicité de 'écriture d’un cycle, et que

) est en fait le 3-cycle (2 5 4) (2 ne pas confondre avec

25 4=(5 4 2)=(4 2 5).

ATOUS les éléments de &, ne sont pas des cycles, par exemple (; ? 35 g i) n’est
pas un cycle. En effet, ne possédant pas de point fixe, ce ne pourrait qu'étre un 5-cycle, ce
qui n’est pas le cas !

Définition 32.17 — Un 2-cycle est appelé une transposition.
Autrement dit, une transposition de &, est une permutation qui posséde exactement
n — 2 points fixes.

Les transpositions permettent de donner une définition plus concise de ce que nous avons
appelé une forme n-linéaire antisymétrique.
En effet, f + E" — K est antisymétrique si pour toute transposition ¢ € &, et tout
(x1,...,x,) € E",

f (xgm), Xo(2)s+- > xg(n)) = —f(X1,X2, ey xn).

Proposition 32.18 : Une transposition est égale a son propre inverse : (i)~ =(ij).

Autrement dit
On procéde 2 une per-
mutation circulaire de
ay,a,...,ap (dans cet ordre)
et on laisse fixes les autres
éléments.

Exercice
Combien y a-t-il de ma-
niéres d’écrire un p-cycle ?

Exercice

Plus généralement, quel est
Iinverse d’'un p-cycle ?

Démonstration. Calculer (i j) (i Jj)... o

MP21 Lvcie CaampoLLION 20232024
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32.3.4

32.3.5

Cours

11

Structure des groupes symétriques pourn=2etn =3

Le groupe &; est assez facile a décrire, puisqu’il ne contient que deux éléments, qui sont id
et la transposition (12).

Nous avons déja mentionné que tous les groupes d’ordre 2 ont la méme table de multipli-
cation, et donc sont isomorphes 2 U ou encore 3 (Z/2Z, +).

Le groupe &3 en revanche contient 3! = 6 éléments.

Il y a bien entendu I'identité, les trois transpositions (12), (13) et (23).

Et pour compléter le tableau, on a deux 3-cycles, quisont (1 2 3)et(1 3 2),inverses
'un de Pautre.

Notons que ce groupe n’est pas isomorphe Z/6Z car il n’est pas abélien, par exemple car
(1 2 3)(1 2)=(1 3)alorsque (1 2) (1 2 3)=(2 3).

Décomposition en produit de cycles disjoints

La notion d’orbite qui suit n’est utile qu’en vue de la preuve du théoréme 32.24 et n’est pas

exigible.

Définition 32.19 - Soit o € S, et soit i € [1,n]. On appelle orbite de i sous
’action de o I'ensemble 0, (i) = {c* (i), k € Z}.
C’est évidemment un ensemble fini car inclus dans [[1,7]).

Exemple 32.20

. 1 2 3 4 5
S“"(z 1 5 3 4)665'
Alors o(1) =2, 62(1) =0(2) = 1, 6°(1) = 2, etc.
Et 0_1(1) =2, 0‘2(1) =1, etc, de sorte que pour k € Z,

ok (1) = 1 s? k est Pair '
2 sik est impair

Et donc lorbite de 1 sous o est {1,2}.
3 sik=0 (mod 3)
De méme, on prouve que c¥(3)=1{5 sik=1 (mod 3).
4 sik=2 (mod 3)
Et donc lorbite de 3 sous o est {3,4,5}.

Proposition 32.21 : Soit o € &,. Alors la relation binaire R, définie sur [[1,n]) par
iRej 3k € Z,j = k(i) est une relation d’équivalence sur [1,n]), dont les classes
d’équivalence sont les orbites sous l'action de o.

Démonstration. On a évidemment i = ¢°(i), et donc i% i, donc R, est réflexive.

Si i% o], alors il existe k € Z tel que j = o* (i), et donc i = 7% (j), de sorte que jR ,i. Donc
%R 5 est symétrique.

Enfin, si j = 6% (i) et k = 62(j), alors k = 6“1*%2(i). Donc % est transitive, et donc est une
relation d’équivalence.

Il est alors évident que pour i € [1,n]), la classe d’équivalence de i est

d()={je[1,n] |3k € Z,j="(i)} = {c*(i), k € Z} = G,(i).

MP2I Lvcie CaampoLLION 2023-2024

— Complément

S; est dailleurs le plus petit
groupe non abélien : un
groupe de cardinal inférieur
ou égal 2 5 est abélien, et
un groupe non abélien de
cardinal 6 est isomorphe 2
Ss.
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Corollaire 32.22 - Les orbites sous l'action de o forment une partition de [ 1,n].

Lemme 32.23. Soit o € S, et soit O une orbite sous l’action de o.

o(x) sixe0

Alors P'application ¢ : x — est un cycle de support 6.

x sinon

Démonstration. Soit x € [1,n] tel que 6 =0, = {o*(x), k € Z}.

Puisque O, est fini, il existe deux entiers positifs p < g tels que o?(x) = 07(x), et alors
097P(x) = x.

Donc {k € N* | o*(x) = x} est non vide, et par conséquent posséde un plus petit élément
s, pour lequel o°(x) = x et donc 075(x) = x.

Soit alors k € Z, et soit k = sq +r, avec 0 < r < s la division euclidienne de k par s.

Alors 0% (x) = 0°%*" (x) = 0" 0 (¢°)7 (x) = 0" (x).

Donc 6 = {¢*(x), 0 < i < s}.

Par ailleurs, ces éléments sont deux 4 deux distincts, car si i < j sont deux éléments de
[0,s = 1] tels que o’ (x) = 6/ (x), alors x = 6/7'(x), avec 0 < i — j < s — 1. Par définition
des,onadonci-j=0,etdonci=j.

Notons alors, pour i € [0,s — 1], x; = 0/ (x), de sorte que G = {xo,...,xs-1}.

xip1 st 0<i<s—1
Alors o(x;) ={ " o
xp sii=s-—1

Donc g =(x0 x xs—1) est bien un cycle. O

Théoréme 32.24 (Décomposition en produit de cycles a supports disjoints) :

Soit o € S,. Alors o s%crit comme produit de cycles a supports disjoints. De plus, cette

écriture est unique a lordre des facteurs pres'?.

Démonstration. Existence : notons 0y, ...,0, les orbites non réduites 4 un point13 sous
’action de o.

P
On a alors Supp(o) = U 0;.
i=1
Pour i € [1,p], notons C; la permutation de [[ 1, n]] définie par

o(x) sixe0;
Ciix— .
x sinon

Alors par le lemme précédent, C; est un cycle de support 6;, qui coincide avec o sur 0;.

Les orbites étant deux a deux disjointes, les supports de Cy, ..., Cp le sont également. Et
alors, pour x € [1,n] :
P
> soitx ¢ U 0; (cest-a-dire x est un point fixe de o), auquel cas x est un point fixe de
i=1
chacun des C;, et donc de leur produit.
Et donc (Cy -+ Cp)(x) = x = a(x).

» soit x est dans une et une seule orbite 0;, auquel cas
(C1Co -+ Cp)(x) = (Cy -+ - Ci—1Cip1 - - Cp)Ci(x)
(C1-+-Ciz1Ciy1 -+~ Cp)a(x)

o(x)

Donc dans tous les cas, o(x) = (Cy - -~ Cp)(x), et donc 6 = Cy - - - Cp.

Unicité : supposons que o = Cj - - - Cp, ol1 les C; sont des cycles a supports disjoints.

p
Alors il est évident que Supp(o) = U Supp(C;).
i=1

MP2I Lvycie CaampoLLION 20232024

Autrement dit
Pour des raisons de car-
dinalité, Papplication
k € Z — o*(x) ne sau-
rait étre injective.

14 Puisque des permuta-
tions 4 supports disjoints
commutent, on peut les per-
muter.

151 'orbite de x est réduite 2
un point si et seulement si x
est un point fixe de o.

Les C; commutent 2 a 2.
C; et o coincident sur 0;.

o(x) est encore dans 0;, et
donc pas dans les 6;, j # i.
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Par ailleurs, si x € Supp(C;), alors x est fixe par les C;, j # i.

Et donc l'orbite de x sous I'action de o est aussi 'orbite de x sous I'action de C;.

Or l'unique orbite non triviale!® d’'un cycle est égale a son support. 10 Non réduite 3 un point.
Donc le nombre p de cycles qui apparaissent dans la décomposition de o est nécessairement

égal au nombre d’orbites non triviales.

Et alors, sur 'orbite Supp(C;), les restrictions de C; et de o coincident.

Donc C; est le cycle décrit dans la partie existence, et donc la décomposition o = C; ... Cp

est celle donnée plus haut. O

Exemple 32.25

La preuve est en fait trés constructive, et nous dit comment trouver la décomposition

cherchée.
1 2 3 4 5 6 7 8

7 2 1 8 6 4 3 5
Alors il nous faut commencer par déterminer ses orbites, ce qui est assez facile :

Considérons par exemple o =

» les images de 1 par les puissances successives de o sont 7,3,1,... STOP !
Comme expliqué plus haut, si on trouve s tel que o°(x) = x, alors
Oy ={x,0(x),..., 0 " (x)}.

Donc ici 61 = {1,3,7}.

» Puis on prend le premier élément qui n’est pas dans 01, ici 2. Il est fixe, donc
est seul dans son orbite : 0, = {2}.

» Puis le premier élément dont on ne connait pas encore 'orbite est 4, son
orbite est {4, 8,5, 6}.

Tous les éléments sont alors dans une orbite, il suffit donc de regarder I'action de &
sur les orbites non réduites 4 un point. Or, o(1) =7, 6(7) =3 et 0(3) = 1.

Donc le premier cycle de notre décomposition est (1 7 3).

Et lautre orbite non triviale correspond au 4-cycle (4 8 5 6).

Donc la décomposition de o en produit de cycles a supports disjoints est

o=(1 7 3)(4 8 5 .

Terminologie
. ; - On dit encore que 'ensemble
Corollaire 32.26 : Tout élément de S, est produit de transpositions. des transposition engendre le
groupe Sy
Remarque. Concrétement, ce résultat signifie par exemple que si j’aligne les 48 éleves
de MP2I sur 48 chaises, par ordre alphabétique, alors en procédant uniquement 2 des
échanges successifs de deux éléves («Pierre échange sa place avec Paul», <Bob échange sa
place avec Alice», «Alice échange sa place avec Pierre», etc), on peut atteindre n’importe
quelle configuration des 48 éleves.
On pourrait méme prouver17 qu’on peut s’en tirer uniquement en permutant des voisins 17 Et nous le ferons en TD.
de chaise.
Démonstration. 11 sufhit pour cela de prouver que tout cycle est un produit de transpositions. _
Maissio = (a1 a2 ... ap) estun p-cycle, alors A\ Attention !
Les supports n’étant pas
o= (a1 (12) (az a3) .. (ap_z ap—1) (ap—l ap) disjoints, ces transpositions
ne commutent paS deuX é.
Le mieux pour se convaincre de la validité de cette formule est de calculer quelques images deux !
« la main» pour comprendre ce qu’elle signifie.
Donnons tout de méme une preuve rigoureuse : notons 7; = (a; a;+1), et prouvons donc
que o0 = 1172 - Tp_1. Soit x € [1,n].
»Six ¢ {ai,...,ap}, alors x est fixe par o, mais aussi par tous les 7;, donc par leur produit.
»Six=a;,1<i<p-1.Alors
(1 7p-1) (%) = (11 - 1) () Sij > 1i,a; & Supp(z)).
= (11 1i-1)(ai1)
= a1 = o(ay). a;—1 est fixe par 7y, ..., 7i-1.
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» Six = a,, alors 7,_1(x) = ap_1, puis (1p-27p—1)(x) = Tp-2(ap-1) = ap-2, etc, jusqu’a
(r1++ 1p-1)(x) = 1i12(a3) = 11(a2) = a1 = o(ap).
Ainsi, pour tout x € [1,n], o(x) = (71 -+ - 7p-1)(x), etdonc o = 71 - - - 75_1. m|

Notons que cette fois, il n’y a pas unicité de la décomposition d’'une permutation en produit
de transpositions, par exemple car

(1 2 3)=(1 2)2 3)=(1 3)(1 2).

Signature d’'une permutation

Venons-en enfin au fameux (o) mentionné plus 6t qui, rappelons-le, doit'® étre égal
—1 puissance le nombre de transpositions qui figurent dans une décomposition de o en
produit de transpositions.

Ce qui n’est pas clair pour l'instant c’est que le nombre de telles transpositions ne dépend
pas de I’écriture choisie.

En fait, il en dépend clairement, puisque si les 7; sont des transpositions, 7y - - - 7, = rf’ e TI‘;’
s’écrit 4 la fois comme produit de p transpositions et de 3p transpositions.

Pour que ¢(o) soit bien défini, il faudrait au minimum que la parité du nombre de transpo-
sitions ne dépende pas de la décomposition choisie.

Et donc qu'il ne puisse pas exister une décomposition de o comme produit d’un nombre
pair de transpositions et une autre comme produit d'un nombre impair de transpositions.

Théoréme 32.27 : Il existe une unique application non triviale ¢ : S, — {1, 1} telle
queN(o,0’) € &2, e(00’) = e(0)e(a).

Autrement dit, il existe un unique morphisme de groupes non trivial’® de &, dans {-1,1}.
Cette application prend alors la valeur —1 sur toutes les transpositions.

On dit alors que (o) est la signature de la permutation o.

Le programme officiel de MP2I précise que la prewve qui suit n'est pas exigible, je la donne tout de
méme pour la complétude du cours, mais vous pouvez la passer en premiére lecture.

Démonstration. Existence : notons A I'ensemble des parties de [ 1, n] de cardinal 2, c’est-
a-dire l'ensemble des paires?® (ou encore des 2-combinaisons) {i, j} avec i # j.

o(i) —a(j
Pour ¢ € G, notons (o) = 1_[ ()—(])
{ijjea 17
.y L oag : o(i) —a(j :
Cette quantité pourrait s’écrire plus simplement ¢(o) = l_[ M, mais cette
-J

1<i<j<n
écriture est moins pratique pour prouver les propriétés de e.
Puisque o est bijective, I'application {i, j} + {o(i), 0(j)} réalise une bijection de A sur lui-
méme. Et donc toute paire {k, £} € A s’écrit de maniére unique {o(i), o(j)} avec {i, j} € A.

Ainsi, ﬂ lo(i) = a(j)| = ﬂ lk - £].

{i,j}eA {k,t}cA
Et par conséquent,
[] le-ctidl T[] Ik-d
{i,j}eA {k,t}eA
le(o)] = — = — =1
[] -4l [ -4l
{ijyeA {ijyeA

Donc déja ¢ est a valeurs dans {-1,1}.
On a alors, pour 0,0 € G,

e(oo’)
(o) [

{ijteA

o(o’ (1)) = o(o’ (}))
S

i—j _ 1_[ a(a’(i)) —o(a’(j))
(ij}eA o’ (i) = a’(j) (LjyeA o’ (i) —a’(j)
Mais comme mentionné ci-dessus, {i, j} + {0’(i), o’ (j)} réalise une bijection de A sur
lui-méme.
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18 gl existe...

19 Crest-a-dire qui ne prend
pas toujours la valeur 1.

20 g pas des couples ! Une
paire n’est pas ordonnée.

— Subtilité !
Voyez-vous pourquoi cette
quantité est bien définie alors

que
[] G-»

{ijleA

o

ne l'est pas (car une paire
n’est pas ordonnée) ?
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e(oo’) o(k) —o(t) _

e(o’) (Gryea k—+¢

Et donc comme annoncé, e(oo’) = e(o)e(o”).

Sit=(k () estune transposition, avec k < ¢, alors lorsque ni i ni j ne sont égaux a k ou

. (@) —7(j) _i=j
1= 1=

Et donc dans le produit définissant £(z), ne restent que les termes ot 'un au moins des

deux nombres i, j est dans {k, ¢} :

Donc (o).

a¢f,on =1.

|7 - w0 (@) | k) — 7(0)
o) = 1—1[ k=i -1 | k-t

itk,i#tt

~ (—i k-i| t-k

Ll k-iTe-i T k-

itk,i#t

=-1.

Par conséquent, pour ¢ € S,,si 0 = i1+ Tp, ou les 7; sont des transpositions, alors
£(0) = (=1)P.

Le fait que ¢ existe prouve en particulier que toutes les décompositions de o en produit de
transpositions font apparaitre un nombre de transpositions dont la parité ne dépend que de o.

Unicité : soit ¢ un morphisme de groupe non trivial de G, dans {-1,1}.

»Sin=2 :puisque e(id) = 1 , si € est non trivial, C’est que le seul élément de &, différent
de id, 2 savoir (1  2) a pour image —1.

On a donc bien lapplication définie ci-dessus : 4 Punique transposition elle associe —1, et
A lidentité, elle associe 1.

»Sin >3 :notons que pour o € Sy, etpour 1 <i< j<nona
a(i j)o ! =(a(i) o(j)).

Or,si (i j)et(k ¢)sontdeux transpositions, il existe toujours®! o € &, telle que o(i) = k
eto(j) =¢.

Etalorso (i j)o'=(k ¢).

Donc si 7 et 7 sont deux transpositions, et si o € &, est telle que 7 = 07’071, alors

e(1) = e(0)e(r) ¢ (cﬁ) = ¢(7)e(0)e(0) " = e().
—_——
e(o)!

Donc toutes les transpositions ont méme image par &.

Si toutes les transpositions ont pour image 1, toute permutation étant produit de transpo-
sitions, pour tout ¢ € &, (o) = 1. Ce qui contredit le fait que ¢ n’est pas le morphisme
trivial.

Si au contraire les transpositions ont toutes —1 pour image, alors une permutation o
qui s’écrit comme produit de p transpositions vérifie ¢(c) = (—1)?, et donc on retrouve
Iapplication définie ci-dessus.

Remarque : nous avons prouvé ici qu'il y avait un unique morphisme de groupe non trivial de &,
dans {=1,1}, mais si on voulait seulement prouver qu’il existe un unique morphisme qui envoie
toutes les transpositions sur —1, alors les deux derniéres lignes suffisent. O

Proposition 32.28 : Si o est un p-cycle, alors (o) = (=1)P~1.

Démonstration. Cela découle de la décomposition précédemment donnée d’un p-cycle en
produit de p — 1 transpositions :

@ @ . a)=(@ )@ @)l a).
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Détails
On a séparé les paires ot un
seul des deux nombres i, j est
dans {k, £} (et on a supposé
que ce nombre était j) de la
paire {i, j} = {k, ¢}.

Rappel

L’image de I’élément neutre
par un morphisme de
groupes est ’élément neutre.

— Prouvez-le !

Calculer I'image de k en
distinguant trois cas :

o~ l(k) ¢ {i,j}, o7 (k) =i
et o1 (k) = J.

o

21 A vous de jouer !

— Pour la culture

o

On dit alors que les deux
transpositions (i j) et
(k (’) sont conjuguées dans

le groupe G,,.

La notion de conjugaison
est un élément central de la
théorie des groupes.

M. VIENNEY
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Et par conséquent, si I'on connait la décomposition de o € S, en produit de cycles disjoints,
il est possible de calculer sa signature sans avoir besoin de décomposer o en produit de
transpositions.

Exemple 32.29

N n S 1 tOt 234506738 d, m n
ous avons prouvé plus tot que |, 5 7 ¢ o, 5 c|se décompose e
produit de cycles disjoints de la maniére suivante : (1 7 3)(4 8 5 o6).
Donc

1 2 3 4 5 6 7 8

efd 234007 5)=g((1 7 3xe((d 8 5 6))=(=1)2x(=1)° = 1.

Dans toute la suite du chapitre, E désigne un K-espace vectoriel de dimension
finie n.

32.4 DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DANS UNE BASE
Dans toute cette partie, on note % = (e, ..., e,) une base de E.

32.4.1 Définition

Maintenant que la notion de signature, que nous avions pressentie en début de chapitre,
est clarifiée, revenons aux formes n-linéaires alternées.

Proposition 32.30 : Soit ¢ : E" — K une forme n-linéaire alternée.
Alors pour tout (x1,...,x,) € E" et pour tout o € Sy,

O (Xo(1), - > Xo(n)) = () (X1, ..., xn).

Démonstration. Notons 71,.. ., 7, des transpositions telles que o = 77 - 7.
Alors
(P(xa(l), s ,xo-(n)) = <p(x‘l'1"'1'p(1)s s ax‘[y“Tp(n))
= —qo(xTZ...Tp(l), ey xTZ"'Tp(ﬂ))

= (—1)2(p(x73...7p(1), ... >x13~~~rp(n))
= (=DPo(x1,- -, xn).
O

Comme annoncé plus tdt, si ¢ est une forme n-linéaire alternée sur E, on a donc pour tout
(x1,...,%n) € E", st A = (a;;) = Matg (x1, ..., xy), alors

o(x1,...,%,) = Z £(0)ag(1),1 -+ Ag(n)n | ©(e1,. .., €n).

ceG,

Et donc une forme n-linéaire alternée est uniquement déterminée par 'image d’une base.
On appelle donc déterminant dans la base % l'unique forme n-linéaire alternée qui envoie
B =(er,...,ep)surl :

Définition 32.31 (Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base) -
Pour (xy,...,x,) € E*, notons A = (a;,j)1<i,j<n = Matg (x1,...,Xp).
On pose alors

n
detg (x1,...,xp) = Z £(0)as(1),185(2)2 * * * Ao(n)n = Z S(G)Hfla(i),i-
i=1

ceC, ceG,

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024

Rappel

Cela signifie que Vj € [[1,n],

n

Xj = aij jej.

i
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Le déterminant est défini sur E", ot n = dim E, donc on ne définira pas le déterminant de
2 vecteurs de R? ou de 3 vecteurs de R?, il faut autant de vecteurs que la dimension !
Insistons aussi sur le fait qu'on ne parle pas du déterminant de la famille (xy, ..., x,), mais
du déterminant de cette famille dans une base %8. En général, changer de base change la
valeur du déterminant.

Proposition 32.32 : L'application detg, : E" — K est une forme n-linéaire alternée sur
E telle que detgg (e, . .., e,) = 1.

Démonstration. » Multilinéarité : soit k € [[1,n]. Prouvons que detg est linéaire par
rapport 4 sa k®™ variable.

Soient donc x1, ..., Xk_1, Xk41,. .., Xn € E, solent x,y € Eet 1 € K.
Notons alors Matgg (x1, . . ., Xk—1, X, Xk+1, - - - Xn) = (i) 1<i,j<n € Matgg (X1, . . ., Xk—1, Yy Xkt 1 - -
Si on note Matg (x1, .. ., Xg—1, AX + Y, Xk41, - - -, Xn) = (€1 j)1<i,j<n, ON a alors

= ai,jzbi,j Sl_]:ﬁk
l’J )La,-,j + bi,j si _] =k

Et donc

n
detgg (x1, . . ., Xk 1, AX + Y, Xpet 1, - -, X)) = Z (o) ﬂ Co(i).i
i=1

ceG,

n

Z (o) n Co(i)i | X (Ao (i) + bo(k) k)

=\l

n n

< xn) = (bij)i<ij<n-

A Z ¢(o) naa(i),i Ao (k)k + Z £(o) l—lba(i),i bo(k).k

7€Gn bovs o€Cn =
= Adetg (X1, ..., Xk—1, X, Xpeads - - -, Xn) + detgg (X1, .. o, Xem1, Yy Xheads - - - » Xn)-

Donc detgg est linéaire par rapport a la k®m¢ variable.
» Caractere alterné : soit 7 € G, une transposition, et soient xi, . . ., x, des vecteurs de E

tels que Matgg (x1, . .., xn) = (aij)1<i j<n-
Alors Matgg (x7(1), - - - Xr(n)) = (@i2(j))1<i,j<n- 1l vient donc

Z e(o) ﬁ Ag(i),z(i)
i=1

detgg (xz(1)s - - - Xz (n))

e,
n
= 2, €@ ] [ ao1
oeS, j=1
n
= Z e(o’r) nag,(j)’j
o'eS, j=1
n
== Z e(a’) l_[ Ao’ (j),j = —detg (x1,...,%p).
o’ eC, j=1

Ceci prouve que detg est bien une forme anti-symétrique, et donc alternée.

Reste A calculer detg (e, .. ., ep).

Mais la matrice de (ey, ..., e,) dans la base B est I, = (a;)1<ij<n OU a;; = 01 z i j j

Par conséquent, si o € &, n’est pas 'identité, il existe i € [1,n] tel que (i) # i, et donc
n

aq(i),i = 0, de sorte que ]—[ as(i)i = 0.
i=1

MP21 Lvycie CaampoLLION 2023-2024

Cht dindice ———

7 réalise une bijection de

[1, n] sur lui-méme.

On a donc posé j = ().
Détails

o = ot~ ! réalise une bijec-

tion de &, dans lui-méme.

Et donc on a posé ¢’ = o7 1.

M. VIENNEY
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Ainsi, des n! termes de la somme définissant le déterminant, il n’en reste qu’un :

detg (e1,. .., e,) = e(id) H aii=1.
i=1

[}
. ) o . o Autrement dit
Proposition 32.33 : Soit ¢ une forme n-linéaire alternée sur E. Alors il existe A € K tel , .

—d L’espace vectoriel des formes
que (,0‘ = Adetg. . n-linéaires alternées sur E est
Par ailleurs, A = p(eq, ..., e,), on 9B = (eq, ..., e,). de dimension 1.

Démonstration. Ceci a en fait déjé été prouvé page 8. O

Cas particuliers des déterminants en dimension 2 et 3.
»SidimE =2 :s0it B = (e, e2), et soient x = xje1 +xzez et y = yreq + yaex deux vecteurs
de E, décomposés dans la base %.
Nous savons que &, = {id, (1 2)}, et donc
———

=T

detg (x,y) = Z £(0)x(1)Yo(2) = e(id)x1y2 + e(D)x2y1 = X172 = Y1 x2.

eSS,

, . L |x
Ce déterminant est usuellement noté xl zl .
2 Y2

On retrouve alors le déterminant d’une matrice 2 x 2, calculé selon la regle :

X1 Y
detg (xy) = e = x1y2 — ylxo.

»SidimE =3 :soit B = (e, e2, e3), et soient x, y, z des vecteurs de E de coordonnées
respectives (x1,x2,x3), (Y1, Y2, y3) et (21,22, z3) dans la base %.
Alors detg (x, v, 2) = Z €(0)Xo(1)Yo(2)Z5(3) -
O'E@}
Or,&={id (1 2 3),(1 3 2),(1 2),(1 3),(2 3)}.
Les deux 3-cycles et I'identité ont pour signature 1 et les trois transpositions ont pour
signature —1, de sorte que

detg (x, Y, 2) = X1Y223 + X2U321 + X3Y122 — X2Y123 — X3Y221 — X1Y322 -
—_—— = Y Y Y
id (123) (132) (12) (13) (23)

X1 Y1z
Le déterminant detg (x,y,z) se note généralement x> y» 2| et la formule donnée
X3 Yz z3
+ o+ o+
X1 W |\ Y1z
ci-dessus?? se retient alors sous la forme suivante : | X2 ¥ z2|% v 7 ou plus sim- 22 Nommée régle de Sarrus.
AR
+ +
x yl
plement x5 ys z
Y3 23

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024 M. VIENNEY
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Propriétés des déterminants

Puisqu’a chaque base % de E correspond une forme n-linéaire alternée detg, et que
toutes ces formes sont colinéaires?>, quelle relation existe-t-il entre ces différentes formes
n-linéaires ?

Proposition 32.34 (Formule de changement de base) :
Soient B = (ey,...,en) et B’ = (e],...,e}) deux bases de E.
Alors pour tout (x1,...,x,) € E", ona

.,ep)detg (x1,...,x,) = detg, (B) detgg (x1, . . ., xn).

detg (x1,...,x,) = detg (eq, ...

Démonstration. Puisque detg, est une forme n-linéaire alternée, par la proposition 32.33,

det%r = detg;/(el, e en) det% .
O
Corollaire 32.35 = Soif x1, ..., %, unefamille de n vecteurs de E. Alors (x1, . ..,xp) est
une base de E si et seulement si detgs (x1,. .., x,) # 0.

Démonstration. Si 9B’ = (x1,...,x,) est une base de E, on a

1 =detg (x1,...,x,) = detg (e, ..., e,) detgg (x1, ..., x,).

Et donc en particulier, detg (x1, . .., x,) # 0.
Inversement, si (x1, ..., x,) n’est pas une base, étant de cardinal n elle ne peut étre libre.

Or nous avons mentionné précédemment que I'image d’une famille liée par une forme
n-linéaire alternée est nulle, donc c’est le cas de detg (x1, .. ., x,). O

DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Le titre est explicite, mais insistons bien : la notion de déterminant d’une matrice n’a de
sens?* que pour les matrices carrées.

Définition, premiéres propriétés
Définition 32.36 - Soit A € ,(K). On appelle déterminant de A et on note

det(A) le déterminant des vecteurs colonnes de A dans la base canonique de /1 (K).
Autrement dit, si A = (a; j)1<i j<n, alors

det(4) = > s(a)ﬁa(,(i),i.
i=1

ceG,
On note alors
ai e a1 ... An
detA = ail ... Qij ... Qjn
Anl ... Qnj ... Gnn

Remarque. Les colonnes de la matrice I, sont précisément les vecteurs de la base canonique
de A, 1 (K) et donc det(I,) = detgs,,,, (Bean) = 1.

can
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23 Cest la proposition 32.33.

Remarque

Cette formule avait été «éta-
blie», ou du moins conjectu-
rée, en termes d’aire au début
du chapitre.

24 A Pinstar de la notion
d’inversibilité.

— Commentaire

Notons que cette somme fait
apparaitre tous les produits
de n coefhicients de A qui
contiennent exactement un
coeficient de chaque ligne
et un coefficient de chaque
colonne de A.

— Soyez soigneux

V'S

Sur vos copies, essayez de
bien différencier les paren-
théses (dénotant une matrice)
des barres verticales (pour
signifier un déterminant).

M. VIENNEY
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Pour les déterminants de matrices 2 x 2 et 3 X 3, on retrouve les formules établies précé-
b

d =ad - bcet

demment :

+ +

axl a3 %3

a1 a2 423 | =a1,1a22433+0a12023a031+a41,302,1032—031022013—02,101,2433—03202301 1.
azi as2 as3s

Pour n = 4, Card(S;) = 4! = 24, et la formule définissant le déterminant n’est plus utilisable,
et bien entendu, c’est pire pour n > 5.

Dans la suite, nous allons chercher a établir des moyens «simples» de calculer le déterminant
d’une matrice.

Remarquons alors tout de suite que si % est une base de E, alors pour (x1,...,x,) € E", si
A = (aij)1<ij<n désigne Matg (x1, ..., xp), alors

n
detA = Z e(o) n (i), = detg (x1, ..., xp)
oeG, i=1

et donc si on sait calculer le déterminant d’'une matrice, on saura (enfin) calculer celui
d’une famille de vecteurs dans une base.

Proposition 32.37 : Soit E est un espace vectoriel de dimension n de base 9B, et soient
(x1,...,xp) € E™. Alors detgg (x1, ..., x,) = det Matgg (x1, . .., x,).

Démonstration. Si Matg (x1,...,xn) = (aij)1<i j<n, 2lors ces deux déterminants sont définis
n

par la méme formule : Z e(o) l—l Ao (i).i- o
ceGS, i=1

Proposition 32.38 : Soient A, B € M ,(K). Alors
1. VA € K, det(1A) = A" det(A)

2. le déterminant de A est inchangé si on ajoute a Pune des colonnes de A une combinaison
linéaire des autres

3. échanger deux colonnes de A multiplie son déterminant par —1

4. det(AB) = det(A) det(B)

Le déterminant n’est pas une forme linéaire sur 4 ,(K) : non seulement nous

n’avons pas det(14) = A det(A), mais surtout le déterminant d’'une somme n’est pas la
somme des déterminants (sauf cas particuliers) : det(A + B) # det(A) + det(B).

Démonstration. Les trois premiers points sont des conséquences directes de la n-linéarité et
du caractére alterné.

Détaillons par exemple la premiére et notons ., la base canonique de M, (K) et
C1,...,Cp les colonnes de A, de sorte que det(A) = detg,,, (C1,...,Cp) et donc

can

det(14) = detys, (ACy,...,ACy)
=A det%mn (Cl, AC, ..., ACn)
= /12 detggmn (C1, Cy,ACs, ..., ACn)
=-..=A"detg,,, (Ci,...,Cp) = A" det A.

(M1 (K)" — K

(C1,....Cp) +— detg,,, (ACy,...,AC,) *
I n’est pas difficile de prouver qu’elle est n-linéaire alternée, et par conséquent®,

@A = @a(E1, ..., Ey) detg,,,, ou (Ey,...,Ey,) est la base canonique de 4,1 (K).

Pour le point 4, considérons I'application ¢4 :
Q.
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o

— A Attention !
1l y aun A qui «sort» pour
chaque colonne, et donc

det(1A) # Adet(A).

En revanche, A det(A) est le
déterminant qu’on obtient
en mulitpliant une seule

colonne de A par A.

2 C’est encore la proposition
32.33.
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Mais @a(E1, ..., E,) = detg,,, (AE,..., AE,), et AE; n’est rien d’autre que la i colonne
de A.

Donc @4 (E4,...,E,) = det A.

Enfin, 4(B) = detg,,, (ACy,...,ACy) o1 Cy,...,C, sont les colonnes de B. Mais AC; est
la i#me colonne®® de AB, et donc ¢4(B) = det(AB).

On a donc bien

det(AB) = ¢p4(B) = det(A) detgs, (Cy,...,Cn) = det(A) det(B).

can

O

Remarque. Puisque le produit de K est commutatif, det(A) det(B) = det(B) det(A), et par
conséquent, det(AB) = det(BA).

Corollaire 32.39 : Une matrice A € M, (K) est inversible si et seulement si det(A) # 0.
Et dans ce cas, on a det (A™1)

= det(A)’

Démonstration. Si A est inversible, alors 1 = det(I,) = det(AA™") = det(A) det(A™1).
Ce qui prouve donc que det(A) # 0, et que son inverse est det(A™!).

En revanche, si A n’est pas inversible, alors la famille de ses colonnes est une famille liée, et
donc de déterminant®” nul. Donc det(A) = 0. O

Remarque. Ceci signifie que det : GL,(K) — K* est un morphisme de groupes.

Exemple 32.40
1 0 1
La matrice A=|2 -3 2 |estinversible car
o 2 -1
1 0 1
detA=1[2 -3 2|=3+4-4=%0.
0o 2 -1
2 2 2
Enrevanche, B=|3 -1 15 |n’est pas inversible car
1 3 =5
2 2 2
detB=1|3 -1 15/=10+30+18+2+30—-90=0.
1 3 -5
Corollaire 32.41 = Deux matrices semblables ont méme déterminant.

Démonstration. Soient A et B deux matrices semblables, et soit P € GL,(K) telle que
B =P~1AP. Alors

det(B) = det(P™") det(A) det(P) = det(P) ™! det(P) det(A) = det(A).
O

Remarque. Nous avons dégagé plusieurs invariants de similitude?®, et savons que deux
matrices semblables ont méme rang, méme trace et méme déterminant.
Malheureusement, cela ne suffit pas encore, deux matrices peuvent avoir tout ceci en
commun et ne pas étre semblables.

E 1 0 1 1 . ]
tlog 1)€t{ o 1] esttoujoursun contre-exemple...
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26 On I die quand on a

défini le produit de ma-

trices, essayez de vous en
re-convaincre si vous ne
Iétes plus !

27 Dans la base canonique,
mais en fait dans n’importe
quelle base.

28 Des quantités qui sont
égales pour deux matrices
semblables.
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Proposition 32.42 : Soit A € M,(K). Alors det(A) = det(AT).
Et donc det(A) est aussi le déterminant de la famille des lignes de A dans la base canonique
de J”/],n(K).

Démonstration.

det(A)

Z e(o) ﬁ Ao (i),i
i=1

oeS,

n
Z (o) 1_[ aj 1))
j=1

oceS,

n
Z & (O',_l) l_[ a,-yaf(,»)
O'/Een‘.\/___z i=1
=¢(o0)

D &) ]‘[ [AT],,(p); = det (47).
i=1

o’ eC,

O

Une conséquence importante de ceci est que le déterminant est aussi une forme n-linéaire
des vecteurs lignes de A, puisque les lignes de A sont les colonnes de AT.

Et donc ajouter 4 une ligne une combinaison linéaire des autres ne change pas le détermi-
nant, échanger deux lignes le multiplie par -1.

Calcul de déterminants

Le fait qu’une matrice soit inversible si et seulement si son déterminant est non nul nous
donne envie? de calculer des déterminants, mais pour n > 4, la définition est quasi-
inutilisable en pratique.
Pour I'instant, le seul outil dont nous disposons est de procéder a des opérations élémentaires
sur les lignes ou les colonnes de A, afin de faire apparaitre une matrice dont on saurait
calculer le déterminant.

Exemples 32.43

Avant de commencer, réfléchissons un peu a I'effet des trois opérations élémentaires
sur les déterminants.

Puisqu’une opération sur les lignes revient 4 une opération sur les colonnes de AT,
qui 2 méme déterminant que A, bornons-nous 2 expliquer l'effet des opérations
élémentaires sur les colonnes, en gardant a I'esprit que tout ce qui est permis sur les
colonnes sera donc autorisé sur les lignes.

Nous savons déja que I'ajout 2 une colonne d’une combinaison linéaire des autres
préserve le déterminant.

Le déterminant étant alterné, I’échange de deux colonnes multiplie le déterminant

par —1.
Et par n-linéarité, multiplier une colonne par A # 0 multiplie également le détermi-
nant par A.
2 2 0 1
" 4 2 2 . .
Considérons A = 1 1 1 obet calculons son déterminant par opérations
6 7 1 -3
élémentaires :
1 -2 0 2
2 -4 2 4
detd) .= =1¢ 1 1 1
-3 7 1 -6
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Détails
On a réalisé le changement
d’indice j = o (i), qui est
légitime puisque o réalise
une bijection de [[1, n] sur
lui-méme.

Chgt d’indice ——

o+ o~ ! est une bijection de
Sy, sur lui-méme, donc on a

posé o’ = oL

29 Méme si ce n'est pasla
seule raison d’étre des déter-
minants.

L’échange de colonnes multi-
plie le déterminant par —1.
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1 -2 0 2
_ 0O 0 2 0
e (0001 1 1
LeLst o1 4 g
1 -2 0 2 1 -2 0 2
01 11 _ o 1 1 1
Lol 0 0 2 Olnern-,|0 0 2 0
0o 1 1 0 o 0 0 -1
1 -2 0 2 1 -2 0 2
_ 101 11 N o 1 1 1
0o 0 2 0 0O 0 1 0
0o 0 0 1 0O 0 0 1
1 -2 0 2 1 0 0 O
_ _20 1 0 0 _ 5,0 1.0 0 -
Lye—Ly—L3—Ly4 0 0 1 OfrjerLi+2m,-214 0O 0 1 0 ’
0O 0 0 1 0O 0 0 1

Constat : on arrive bien A calculer det(A), mais c’est laborieux !

Sur le méme principe, si A est non inversible, des opérations sur les lignes/colonnes
vont finir par faire apparaitre une matrice dont les colonnes sont liées (ou méme
dont une colonne est nulle), ce qui nous permettra d’affirmer que le déterminant
est nul.

Heureusement, nous allons mettre en place d’autres outils plus efficaces pour un calcul de
déterminant, ce qui ne voudra pas dire qu’il n’est pas intéressant de coupler ces outils 2 des
opérations sur les lignes et les colonnes !

Pour les matrices triangulaires, le calcul du déterminant est en fait assez facile : il suffit de
regarder les coeficients diagonaux :

Proposition 32.44 (Déterminant d’une matrice triangulaire) :
Soit A = (a;j)1<ij<n € Mn(K) une matrice triangulaire.
n

Alors det(A) = l_[ ai; est le produit des coefficients diagonaux de A :
i=1

alr a2 ... Aain ai 0 RN 0
0 azx _ a1 a22 . Sl
=] =4a1,1a22 " Ann-
: 0
0 0 apn an,1 Ann-1 Qnn

Démonstration. Prouvons-le dans le cas d’une matrice triangulaire supérieure, puisque si A
est triangulaire inférieure, alors det(A) = det(AT), et AT est triangulaire supérieure avec
les mémes coefhicients diagonaux que A.

Rappelons que A triangulaire supérieure signifie que pour i > j, a;; = 0.
n

Par définition, det(A) = Z e(o) l_[ Ao (i).i-
ceS, i=1
Soit alors o € S,,.
» Si o =1id, alors e(0)ag(1)1 " Ao(n)n = 1,1 ** * Gnyne
» Si o # id, alors Supp(o) = {k € [1,n] | o(k) # k} est non vide.
I posséde donc un plus petit élément p, pour lequel o(p) est encore dans Supp(o) (c’est-a-

dire n’est pas fixe par o).
n

Et donc a(p) > p, de sorte que ay(p)p = 0, et donc l_[ ag(iyi = 0.
i=1

Ainsi, dans la somme définissant det(A), il ne reste que le terme correspondanta o =id. O
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Le déterminant est inchanggé.

Clest la linéarité par rap-
port 4 la derniére ligne : on
a worti» le —1. Puis par li-
néarité par rapport a I'avant
derniére ligne, on a «orti» le
2.

Cas particulier
%eci vaut bien entendu pour

une matrice diagonale !
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Remarques. » Ce résultat englobe le cas des matrices diagonales, et on retrouve notamment
le fait que det(I,) = 1.

n
» Pour ¢ € S, fixé, dans le produit 1—[ aq(i),i il y a un et un seul terme de chaque colonne,
i=1
et un unique terme de chaque ligne.
Pour A triangulaire supérieure, si on veut que ce produit soit non nul, il faut que o(1) = 1
(faute de quoi ay (1)1 = 0).
Puis que ¢(2) < 2. Mais on a déja o(1) = 1, donc nécessairement il faut o(2) = 2.

Puis de proche en proche, on prouve que pour tout i € [1,n], (i) = i, et donc o = id.
n

Donc le seul terme restant dans la somme définissant det(A) est l_[ aij.
i=1

Définition 32.45 - Soit A € M ,(K) et (i, j) € [ 1,n]. On appelle alors :

1. mineur d’ordre (i, j) de A, et on note A; j(A) le déterminant de la matrice
extraite de A obtenue par suppression de la ¥ ligne et j*™ colonne.

2. cofacteur d’ordre (i, j) le scalaire (—1)™*/A; ;(A).

Théoréme 32.46 (Développement de det(A) par rapport 2 une colonne) :
Soit A = (aij)1<ij<n € Mn(K), et soit j € [1,n]. Alors

det(A) = Z(—l)i”ai,in’j(A).
i=1

Démonstration. Notons Beay = (Ei, ..., Ep) la base canonique de M, 1 (K) et Cy,...,C,, les
colonnes de A, de sorte que

n
det(4) = detz,,,, (C1,....,Cy) = detm,,,, (C1,. ... Cjt, D @1jEi, Cans -, Ca
i=1

n
= Z a; j det%mn (Cl, .. -:Cj—laEi: Cj+1, ey Cn) .
i=1

Il s’agit donc de prouver que D; ; = detg
Or ce déterminant est

can

ai a N aij—1 0 ai,j+1 N al,n
azq azn N az,j—1 0 az,j+1 N azn
D= |1 G120 e Ginl e 0 ai—1jm1 ... Gi—1n
Lj —
J a1 ain e aij-1 1 aij+1 AN Ain
aiy11 @ir12  --- Girtj—1 0 @il ... Givan
an1 anp ... Gnj-n O apjm ... apn

En procédant a n — i échanges de lignes, on peut faire descendre la i*™ ligne en derniére
position. Comme chaque échange fait apparaitre un facteur —1, on a donc

ain a2 e ai,j-1 0 ai,j+1 e aln
a1 a2 e az,j-1 0 az,j+1 e azn
Dy ;= (~1)" ai-11 ai-12 ... Gi-1j-1 0 @i—1js1 ... Gi—in
L] — . . . . 0 . . .
Ai+1,1 ai+1,2 -+ Qitl,j-1 Aj+1,j+1 coe Aitln
an,1 n2 ... Gnj-n O Gujy1 ... Gun
a1 a2 e aij—1 1 i, j+1 e Ain
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(Ciy.. s Cj1, Ei, Cjats .., Ca) = (1) A ;(A).

— Alternative

Au lieu de procéder par
échanges de lignes successifs,
on peut directement appli-
quer le cycle

(nn-=1---1)

3 la famille des lignes. Il est
de longueur n — i, donc de
signature (~1)n-i-1,

M. VIENNEY
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Puis par n — j échanges de colonnes, déplacer la j*™ colonne en derniére position :

ag a2 e ai,j-1 ai,j+1 e aln 0

az azn e azj—1 az,j+1 N azn 0

Dy; = (~1)2%i ai-1,1 @i-12 .- Qi-1j-1 Gi-1j+1 -.- Qi-in O

SN Nair11 Giv12 ... Giglj-1 Qs+t ..o Gigtn O
==

an,1 R S T Y S

a1 ai» cee aj,j—1 i, j+1 e QAin 1

Notons B = (b; )1<;,j<n la matrice de ., (K) dont le déterminant figure ci-dessus.
n

Alors det(B) = > (o) [ [ booi
ceG, i=1
Si o(n) # n, alors by(n) » = 0, et sinon bg(n)n = 1.
Donc dans la somme définissant det(B), ne restent que les termes tels que o(n) = n, qu’on
peut identifier (quitte 3 considérer leur restriction a [1,n — 1])) & des éléments de &,_1,

identification qui préserve la signature.

n—1
Donc det(B) = Z (o) 1_[ bo(i).i-
geG,q i=1
On reconnait alors le déterminant de la matrice (b; ;)1<; j<n-1, extraite de B, qui n’est rien
d’autre que la matrice extraite de A obtenue par suppression de la i*™ ligne et jém¢ colonne,
dont le déterminant vaut®' A; ;(A). O

Corollaire 32.47 (Développement par rapport 2 une ligne) :
Soit A = (aij)1<ij<n € Mn(K), et soit i € [1,n]). Alors

det(A) = Zn:(—l)Hjai,in,j(A).
=1

Démonstration. 11 sufht d’appliquer le théoréme précédenta AT. ]

Exemple 32.48

L'intérét de ces deux formules est de permettre un calcul récursif des déterminants :
un déterminant n X n peut se calculer en calculant au plus n déterminants
(n—1) x (n— 1), qui nécessitent eux-mémes chacun n — 1 calculs de déterminant
(n—-2) % (n-2), etc.

» Dans le cas d’'un déterminant 3 x 3, on a alors une alternative 4 la régle de Sarrus.

1 -2 4
Par exemple, soit A=(3 5 -1]|.
2 -6 -3
Développons alors det(A) par rapport 4 sa premiére ligne. On obtient alors
1 -2 4 1 -2 4
det(4d) = (D" x 1] 3 5 -1 | + (-2 x (-2)| 3 5 -1 | +
2 -6 -3 2 =6 -3
1 -2 4
(-3 x4 3 5 -1 |= R Y s DY S PO P VRN ET
ORI il O Rl e B R e

—147.
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0, décomposition de o

en produit de transpositions
de &,,_1 donne aussi une dé-
composition de o en produit
de transpositions de Sy,.

31 pyr définition d'un mi-
neur.

M. VIENNEY
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» Certains développements sont plus intelligents que d’autres !

-1 4 -7 2

" 2 0 1 -3
Considérons par exemple A = 0 3 5 0
-2 1 0 6

S’il est possible de développer det(A) par rapport a la premiére ligne, cela ferait
apparaitre 4 déterminants 3 X 3, qui eux-mémes nécessitent chacun 6 produits (si
Pon utilise la régle de Sarrus) ou 3 déterminant 2 x 2 (si on les redéveloppe).

En revanche, la troisiéme ligne ne contient que deux coefficients non nuls, donc il
est pertinent de développer par rapport a cette troisiéeme ligne :

-1 -7 2 -1 4 2
detA=(-1)"?3|2 1 =3[+(-1)°75[2 0 -3
2 0 6 2 1 6 Détails
On a développé chacun des
=-3 (_2 -7 2 +6 -1 _7') +5 (_2 4 2' +3 ‘_1 4‘) déterminantsp§><3 par rapport
-3 2 1 16 -2 1 a leur ligne qui contenait le
=-3(-2%x194+46Xx13)+5(-2%x22+3x7)=-235. 0.

ANe surtout pas oublier les (—1)™*/ dans les cofacteurs.

Un bon moyen de ne pas se tromper est de se rappeler que le coefficient en haut  gauche
(le coefhicient (1,1)) correspond a un +1, et que deux coefhicients adjacents correspondent
a un signe opposé :

+ - + -

-+ - 4+

- + -, , etcC.
+ - + -
-+ - 4

Proposition 32.49 (Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs) : Soient
A€ My (K), B € My nr(K) et C € M (K).

Alors det( 4 g)zdet(A) det(C),

On—r,r

Démonstration. Soit ¢ : (M1 (K))" — K lapplication qui a (Xi, ..., X;) associe

Xi X5 X, B

X1,..., %) =
(ﬂ( ! r) On—r,l On—r,l On—r,l C

qui est un déterminant de taille n x n.

Il est facile de constater que ¢ est r-linéaire alternée.

Et donc, par la proposition 32.33, ¢ = ¢(Ey,...,E,) detgy
base canonique de /4, ; (K).

olt Bean = (E1,...,E;) estla

can

En particulier, si Ay, ..., A, sont les colonnes de A,
A B
0 C = (0(A1, ce ,Ar) = (P(El, ce ,Er) det%ca" (A1> ce ,Ar) = (P(El, ce ,Er) det(A)~
n-—r,r
|, B
Or, QD(E1,...,EV) = On—r,r cl
En développant ce déterminant par rapport  sa premiére colonne, on obtient
I_ B| . . . . .
(- x1x| ! ou B’ est la matrice obtenue a partir de B en supprimant la
Onfr,r71 C

premiére ligne.
En développant de nouveau ce déterminant par rapport 2 sa premiére colonne, et en
I B
= det(0).
C (©)

répétant r fois le procédé, on obtient 0
n—r,r

A

Et donc au final, Onrr g

= det(A) det(C). o
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Corollaire 32.50 — Soit A € M ,(K) une matrice triangulaire par blocs, cest-a-dire de
Aq * ... *
Okphy Az
la forme | ™ avec Ay € My, (K), ..., A € My, (K), alors
: . *
Okp,lq ... Ok,,,kp,l Ap
det(A) = det(Ay) - - - det(Ap).
Démonstration. Par récurrence sur p. ]
Exemple 32.51
-1 2 4 -5 19 -1 24 -5 19
4 0 6 0 -11 4 06 0 -11 1 2 36
0 05 7 12|= 0 05 7 12 |= x5 X = -8 X5x6=-240.
4 0 14
000 3 6 0003 6
0O 0 0 -1 4 0 00 -1 4

32.5.3 Un déterminant 2 connaitre : le déterminant de Vandermonde.

Proposition 32.52 : Soit n € N* et soient xo, ..., Xp des scalaires. Alors
1 1 ... 1 1 L
En particulier
X0 X1 oo Xp—1 Xn | | L
2 2 2 2 Il est non nul si et seulement
x> xt ... x x5 — g .
0 1 n-1 = l—[ (xj = xi). si les x; sont deux a deux
0<i<j<n distincts.
n n n n
X0 X *n-1 *n
Ce déterminant est appelé déterminant de VANDERMONDE.
1 1 ... 1
X0 X1 ... Xn 30
Démonstration. Procédons par récurrence sur n, et notons>2 V, (x0,...,xn) =1 . . . On le note V comme
: : : VANDERMONDE bien entendu.
n n n
xy  x] X!
Pour n =1, on a bien
1 1
Vi (x0,x1) = = (x1 —x0) = l_[ (xj = xi).
X0 X
0<i<j<1
Supposons donc la formule vraie pour V,,_1(xo, . .., xn-1), et ce quels que soient les scalaires
(x0, .+, Xn-1)-
Soient alors xq, ..., x, n+ 1 scalaires.

» Si deux des x; sont égaux, alors le déterminant a deux colonnes identiques, donc est

nul. Mais alors le produit 1_[ (xj — x;) a un de ses facteurs qui est nul, donc est nul.

0<i<j<n
Et donc la formule V(xq, ..., x,) = 1_[ (xj — x;) est valable.
0<i<j<n
» Si les x; sont deux 2 deux distincts, considéronsla fonction définie sur K par V : x — Vy,(xo, . . ., Xp-1,%).
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En développant V(x) par rapport 4 la derniére colonne, on constate qu’il sagit d’'un poly-
nome de degré au plus n en x. En effet,

1 1 ... 1 1
X0 X1 cee Xp—1 1 1
X0 X1 oo Xp—1 X 2 x2 x2 x2 x2
X2 x2 x2 x2 n+2 |70 1 n-1 n+3 0 1
Vix)=[* *1 - *aa =(-1) ) ) +(-D)"x| . )
. . n n n n n
X X" X" X" xO X1 Xn-1 xO X1
0 1 n—1
1 1 1
X1 Xn-1
+o g (_1)2n+2xn
n-1 n-1 n—1
x4 x] I
=V-1(x0,X1,+-Xn-1)

Notons que le cofacteur de la derniére ligne prouve que le coeficient dominant de V est
Vi1 (x0, -5 Xn—1).

Par ailleurs, xo,x1,...,x,-1 sont des racines de V, puisqu’une fois encore V(x;) a deux
colonnes identiques donc est nul.

Donc V est scindé?, et

n—1
Vx € K, V(x) = Vi (x0,..., %Xn-1) ]_[(x - Xi).
i=0
Et donc en particulier, pour x = x,,

n-1 n-1
Va(x0, ..., xn) = V(xy) = Vi (x0, ..., Xn-1) l_l(xn —-x;) = n (xj = x;) X l_[(xn - X;)
i=0 i=0

o<i<j<n—1
= 1_[ (xj = xi).

0<i<j<n

Par le principe de récurrence, la formule annoncée est vraie pour tout n.

32.5.4 Comatrice

Définition 32.53 - Soit A € M ,(K). On appelle comatrice de A, et on note
Com(A) la matrice de (,,(K) dont les coefficients sont les cofacteurs de A, c’est-2-
dire définie par [Com(A)];; = (=1)™A;;(A).

Exemple 32.54

1 0 -5
SoitA=|2 -5 =3]|. Alors
0 -3 4
e N s I A
-3 4 0 4 0 -3
0 -5 1 -5 1 0 —29 -8 -6
Com(A) = |- + - =15 4 3|
‘—3 4' 0 4 0 -3 s 7 s
B T IR L S I A
-5 3 2 -3 2 -5

Théoréme 32.55 : Soit A € M ,(K). Alors ACom(A)T = Com(A)TA = det(A)I,.
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n-1

33 Nous avons déja autant
de racines distinctes que le

degré.

Coeff. dominant —
Nous n’avons pas oublié le
coefficient dominant, qui est
Vi-1(x0, -, Xn-1)-

Taille
La comatrice de A est une
matrice carrée de méme taille
que A.

M. VIENNEY
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Démonstration. Soit (i, j) € [1,n]?. Alors

[ACom(4)T];; = D [Alik[Com(A) "k

k=1
= > ailCom(A)]jk = > aie(=1)7* Ak (4).
k=1 k=1

» Si i = j, on reconnait le développement de det(A) par rapport a la i*™e ligne.

Donc [ACom(A)T];; = det(A).
» Si i # j, on reconnait le développement par rapport a la jéme ligne de

a1 an aln
a1 ai2 ... ... ... Qin « jeme ligne
Al @2 ... .. ... Qi | — jligne
an,1 an,2 e e cen an,n

Autrement dit il s’agit du déterminant de A ot on a remplacé la jeme ligne par la i*me.
Mais comme toute matrice ayant deux lignes égales, cette matrice est de déterminant nul,
donc [AComAT];; = 0.

Et donc au final, on a bien ACom(A)T = det(A)I,.
La preuve est la méme pour Com(A) " A, en utilisant plutét des développements par rapport
A des colonnes. ]

On obtient alors une formule générale exprimant I'inverse d’une matrice en fonction de
ses coefficients :

1
detA

Corollaire 32.56 — Si A € M ,(K) est inversible, alors A~ = Com(A)T.

Ne nous emballons pas trop vite : aussi jolie soit cette formule, elle a surtout un intérét
théorique, et n’est vraiment pratique®* pour des calculs que pour n < 3 puisque la complexité
des calculs explose rapidement.

Exemples 32.57

) b . . d -
»SiA= (i d) est inversible, alors Com(A) = (—b ac) et donc on retrouve une
.. . 1 d -b
vieille connaissance : A™! = ———
ad —bc \—c a
» Sin =3, alors le calcul de la comatrice nécessite le calcul de 9 déterminants 2 x 2
et du déterminant de A, ce qui peut avoir un temps de calcul comparable 4 celui

d’un calcul d’inverse par la méthode du pivot, mais qui surtout, nécessite d’en écrire

moins.
4 2 6
Par exemple, soit A= 1 1 0
-1 0 =2

Alors la régle de Sarrus nous donne : det(A) = =8 +6+4 = 2. Ce déterminant étant
non nul, A est inversible.
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Remarque ———

En écrivant ainsi les choses,
on a implicitement supposé
i < j, mais le principe est le
méme si j < i.

34 g encore, pas toujours...

Calculs ————

En revanche, cette méthode
ne met pas 2 abri des erreurs
de calcul, et de ce point

de vue, n’est pas vraiment
meilleure qu’un pivot.

M. VIENNEY
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-2 2 1
Par ailleurs, Com(A) = 4 -2 -2|etdonc
-6 6 2
1 1 -2 4 -6
Al = d—com(A)T =5 2 -2 6

32.6 DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME

Comme mentionné précédemment, deux matrices semblables ont le méme déterminant.
Et en particulier, deux matrices représentant le méme endomorphisme dans deux bases
différentes ont le méme déterminant. Donc le déterminant est une propriété intrinséque
de I'endomorphisme.

Définition 32.58 - Soit f € £(E). On appelle alors déterminant de f et on note
det(f) le déterminant de Matg (f), oit % est n’'importe quelle base de E.

Notons que pour toute base B = (ey,...,en),
det(f) = det (Matg (f(e1), ..., f(en))) = detg (f(er), ..., f(en))
et donc est le volume orienté du parallélépipéde construit sur les vecteurs f(e1), ..., f(en).

Les deux propriétés suivantes découlent immédiatement des propriétés analogues pour les
matrices :

Proposition 32.59 : Soient f,g € L(E). Alors :
1. f est bijectif si et seulement si det(f) # 0
2. det(g o f) = det(g) det(f).

Proposition 32.60 : Soit f € L(E). Alors pour toute famille (x1,...,x,) € E" et toute
base B de E,

detg (f(x1), ..., f(xn)) = det(f) detgg (x1, . .., xn).

Démonstration. Si (x1,...,x,) est liée, (f(x1),..., f(xn)) Iest aussi, donc dans ce cas les
deux déterminants sont nuls.
En revanche, si (x1, ..., x,) est une famille libre, c’est une base %’ de E.

Et dong, par la formule de changement de base,

detg (f(x1),. ... f(xn)) = detag: (f(x1), ..., f(xn)) detgp (x1,.. ., xp)
= det (Matg (£(x1), ..., f(x))) detgg (x1,...,%,)
= det (Matg (f)) detgg (x1, .. ., xpn).

O

Autrement dit, le déterminant de f décrit I'effet de f sur les aires/volumes/leur analogue
en dimension n orientés. Ce qui est remarquable, c’est que pour tous les parallélépipedes,
le rapport entre le volume du parallélépipéde d’origine et le volume de son image par f est

constant (égal a det(f)).

Par exemple, sur la figure ci-dessous on a représenté, pour deux endomorphismes de R?,
deux parallélogrammes et leurs images.

Dans le cas de f, on constate que les aires orientées ont été multipliées par —2 (donc
det f = -2), et dans le cas de g, elles n’ont pas changé (donc det(g) = 1).

Pour g, vous aurez sans doute reconnu une rotation, notion que nous définirons un peu
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Détails
Par définition,
Matgg: (f(x1),- .., f(xn))

est la matrice de f dans la
base B’ = (x1,. .., Xn).

M. VIENNEY




Cours

31

S
Sy
~
P
<
N

Y
y

<y

9(?)
9(#)

plus tard , mais pour laquelle on n’est pas surpris que les aires soient préservées.

En particulier, les endomorphismes non bijectifs, c’est-a-dire de déterminant nul, «apla-
tissent» tous les parallélépipede en les envoyant sur des parties de volume nul.

C’est assez logique si on y réfléchit, puisque leur image est incluse dans un hyperplan, qui
doit étre de volume nul. Sans une définition plus rigoureuse d’un volume?®, il est difficile
de donner du sens a ceci en grande dimension, mais en dimensions 2 et 3, cela revient 2
dire qu’une droite est d’aire nulle et qu’un plan est de volume nul.
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— Spoiler

Comme vous avez déja ma-
nipulé des rotations en phy-
sique ou en SI, vous ne serez
pas surpris si je vous dis que
la matrice dans la base cano-
nique de la rotation d’angle 0
est

sinf@  cos6

(cos 0 —sin 9)

35 e pour aller plus loin que
le volume d’un parallélépi-
péde, il faut construire ce
qu’on appelle la mesure de
Lebesgue, qui permet entre
autres de construire l'inté-
grale de fonctions définies
sur des parties de R™ et pas
seulement sur des segments.

M. VIENNEY
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