26.1

26.1.1

REPRESENTATIONS MATRICIELLES EN

ALGEBRE LINEAIRE

Comme vous avez pu le constater dans les chapitres précédents d’algebre linéaire, les
systémes linéaires sont omniprésents en algebre linéaire (par exemple dans la recherche de
base, ou encore dans les preuves de liberté).

Et lorsqu’on manipule des systémes linéaires, les matrices ne sont jamais bien loin.

Nous allons dans ce chapitre explorer différents liens entre les espaces vectoriels/les applica-
tions linéaires et les matrices, et voir comment des méthodes calculatoires déja rencontrées
sur les matrices (et notamment Ialgorithme du pivot) peuvent se transposer en algébre
linéaire.

Dans tout le chapitre, on notera K un corps quelconque (une fois encore, le programme
officiel nous demanderait de nous restreindre aux corps «raisonnables» que sont R ou C
voire A tout sous-corps! de C).

MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE DANS DES BASES

Dans cette partie, on considére deux K-espaces vectoriels E et F de dimension finie, et
sauf mention explicite du contraire, on note p = dimE et n = dim F.

Définitions

L’idée principale de cette partie est la suivante : étant données une base % = (e, ..., e,)
de E et une base 6 = (xy,...,x,) de F, il suffit, pour déterminer f € £L(E, F) de se donner
les p vecteurs (f(e1),..., f(ep)).

Mais se donner un vecteur de F, c’est se donner ses n coordonnées dans la base 6. Autrement
dit, c’est se donner n scalaires.

En résumé, une application linéaire de E dans F est entiérement caractérisée par la donnée
de n x p scalaires. Et si nous mettions ces scalaires dans une matrice de #,,,(K) ?

Définition 26.1 — Soit % = (ey,...,e,) une base de E, soit 6 = (x1,...,x,) une
base de F, et soit f € £(E, F).

On appelle matrice de f relativement aux bases % et 6 (plus souvent appelée
matrice de f dans les bases % et 6) la matrice Matg « (f) = (a; ) jzien telle que

n

Vjiel1p], fle) = Z a;,jX;.

i=1

Pour le dire autrement, les coefhicients de la j#™ colonne de Matg «¢ (f) sont les
coordonnées de f(e;) dans la base €.

fler)  fle2) ... flep)

ai a2 0oo al,p X1

az az» 000 az,p x2
Matg ¢ (f) = | . , ) ,

an,1 anp?2 000 an,p Xn

Dans le cas ot E = F, c’est-a-dire lorsque f est un endomorphisme de E, on note
Matg (f) au lieu de Matgg o3 (f).
I s’agit alors d’'une matrice carrée de J,(K), ott n = dimE.

'Done par exemple Q ou

encore Q(V2).

Rappel

Une application linéaire est
entierement caractérisée par
image d’une base.

Dimensions

Le nombre de lignes est
la dimension de I’espace
d’arrivée de f, alors que le
nombre de colonnes est la
dimension de l'espace de

départ de f.




CHAPITRE 26 : REPRESENTATIONS MATRICIELLE ;
— Ordre des bases

Exemples 26.2

R — RZ
(x,y,2) +— (x+2y—-zy-—3z)°
Notons %3 et %, les bases canoniques de R® et R%. On a alors

» Soit f:

f(1,0,0) = (1,0), f(0,1,0) = (2,1), f(0,0,1) = (-1,-3)

et donc la matrice de f dans les bases %83 (qui est donc base de I'espace de départ) et
%, (base de l’espace d’arrivée) est

F(1,0,0)  f(0,1,0)  £(0,0,1)
1 2 -1 (1,0)

Matg; g, (f) = 0 1 -3 | ©n

» Dans toute base % de E, la matrice de idg est I,, ott n = dim E.
» (Matrice de Vandermonde?) Soient x1, . . ., x, des scalaires deux a deux distincts,
K1 [X] — K

P +— (P(x1),...,P(xn)) ~
Notons (Ei, Ea, ... ., E,) la base canonique de K”. Alors la matrice de ¢ dans les bases
canoniques de K,,_1 [X] et K" est

et soit ¢ :

p(1) X)) eX?) ... ex"
1 X1 xi ... x?‘l E;
1 x> x% .. xg’_l E>
n—1
A= 1 X3 X3 X3 E e M (K)
2 -
1 Xn Xy Xy En
En revanche, si on note L, ..., L, les polyndmes de Lagrange associés a xi, . . ., xn,
y grang

alors (Ly, ..., Ly,) est une base de K,_; [X] telle que pour tout i € [1,n], ¢(L;) = E;.
Et donc la matrice de ¢ dans les bases (Ly,...,Ly,) et (Ey,...,E,) est :

e(Lo) (L) ...  @(Ln)
1 0 0 E
0 L -
0 0 1 Ep

Proposition 26.3 : Etant données une base B de E et une base € de F, lapplication
f > Matg ¢ (f) est une bijection de £ (E, F) sur My, p(K).

Démonstration. Pour A = (a;j) 1<i<n € My,,(K), nous savons qu’il existe une unique appli-
1<j<p
cation linéaire f € £L(E, F) telle que

n

VielLpl fle) = D aijm

i=1

Clest-a-dire telle que Matg « (f).
Autrement dit, toute matrice de /L, ,(K) posséde un unique antécédent. i

Ce que signifie la proposition précédente, c’est qu’une fois des bases fixées, une appli-
cation linéaire est parfaitement définie par la donnée de sa matrice dans les bases en question.
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Nous avons déja dit que si on
changeait I'ordre des vecteurs
d’une base, on obtenait tou-
jours une base.

En revanche, si on com-
mence a changer l'ordre

de la base 9 de E, alors les
colonnes de Matg « (f)
doivent aussi changer d’ordre.
Et donc la matrice change.
Ainsi, lorsqu’on parle de
matrices d’applications li-
néaires, il est important de

se souvenir que les bases sont
ordonnées (autrement dit
quil s’agit de n-uplets et pas
seulement d’ensembles de
cardinal n).

2 Alexandre-Théophile Van-
DERMONDE, mathématicien
frangais (1735-1796).
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26.1.2

Cours 3

Finalement, dans la définition de la matrice d’une application linéaire f, tout ce qui compte
est la maniére dont les p vecteurs f(e;), ..., f(ep) se décomposent dans la base 6. Et donc
on peut tout aussi bien associer une matrice a une famille (finie) de vecteurs.

Définition 26.4 — Soit E un espace vectoriel de dimension n, de base 8 = — Taille '
(e1,...,en), €t soient xi, . .., x, des vecteurs de E. On notera que cette matrice
o e (2 famille ( IEEESR N base ), et on not est de waille (n x p ot le
n appelle matrice de la famille (xi,....x,) dans la base %, et on note nombre p de colonnes est le
Matgg (x1, .. ., xp) la matrice (ai;) i ou 4 nombre de vecteurs consi-
A dérés et ot1 le nombre n de
n lignes est la dimension de
VjeltLp] x = Z a; je:. Iespace ambiant.
i=1
Autrement dit, la j*™ colonne de Matg (x1, .. .,x,) est le vecteur des coordonnées

de x; dans la base %.

Exemple 26.5

Dans R?, si uy = (1,-2,1),u» = (2,-1,3),u3 = (0,1,1), alors la matrice de
(u1, u, u3) dans la base canonique est

u uz usz

1 2 0\ (1,0,0)
Matg_ (u1,uz,u3) = (—2 -1 1) (0,1,0)

1 3 1/ (0,0,1)

Notons en particulier que pour une famille formée d’un seul vecteur x, Matg (x) est la
matrice de 1 (K) formée des coordonnées de x dans la base % :

X

Al €1 n
Matg (x) = | : L e x= Z Aie;.
A e i=1

Proposition 26.6 : Soient B = (ey, ..., ep) une base de E, soit € = (x1,...,x,) une
base de F, et soit f € £(E,F).
Alors Matg « (f) = Matg (f(e1),.... f(ep)).

Démonstration. C’est immédiat : par définition de ces deux matrices, qui sont toutes deux
dans M, ,(K), leur jom colonne est formée des coordonnées de f(e;) dans la base €. O

Application(s) canoniquement associée(s) 2 une matrice

Si E est un K-espace vectoriel de dimension p, de base %, F un K-espace vectoriel de
dimension n, de base 6, et si A € M, (K), alors il existe une et une seule application
linéaire f € £L(E, F) tel que Matg « (f) = A.

En particulier, si E = K? et F = K" (resp. E = M, 1(K) et F = M1 (K)), munis de leurs
bases canoniques, alors I'unique f € L(K?,K") (resp. f € L(AMp1(K), My1(K)) dont

la matrice dans les bases canoniques est A est appelée application canoniquement associée 4 A.

» Cas ot E = K?, F = K" :si A= (a;;)i<in, alors I'application canoniquement associée a
1<j<p

A est
P p

P
far(xt,...,xp) & Zawx]—,Zaz,jxj,...,Zan,jxj .

=1 =1 =1
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26.1.3

4 CHAPITRE 26 : REPRESENTATIONS MATRICIELLES EN ALGEBRE LINEAIRE

Autrement dit, elle se déduit de A en lisant A ligne par ligne.
Pour prouver que la matrice de f4 dans la base canonique est bien A, calculons I'image des
vecteurs de la base canonique :

f(l,O,...,O) = (a1,1,a2,1,...,an,1) =a1,1(1,0,...,0)+---+an,1(0,...,0,1)
f(O, 1,0,...,0) = (a1,2,a2,2,...,an32) =a1,2(1,0,...,0)+~~+an,2(0,...,0,1)

f(0,...,0,1) = (arp,a2p, .- -»anp) = a1p(1,0,...,0) + - +a,,(0,...,0,1)

Et donc on a bien, en notant %8, = (ey, . . ., e,) la base canonique de K? et B, = (Ei, ..., E,)
celle de K™,
fler) f(e2) ...  f(ep)
at a2 e al,p Eq
a1 azn e aggp E>
Mats, o5, (f2) = _ A
an,1 an2 . an,p E,

Exemple 26.7

-1
1 |est
3

—_ N A

2

’end hi de R? i ié 2
L’endomorphisme de R’ canoniquement associé a | O
1

(x,y,2) > 2x+4y — 2,2y + z,x + y + 32).  Sous-entendu

Il y a un isomorphisme
simple entre K" et M ,,,1 (K),

» Cas ot E = M1 (K), F = M, (K) :le principe est quand méme trés semblable, puisque qui est
M1 (K) nest rien d’autre que K, les matrices colonne remplagant les vecteurs lignes. 4 Xl
Je vous laisse le soin de vérifier que I'application linéaire de /1 (K) dans .1 (K) canoni- x ) 1o
1seees n
S K K
quement associée 3 A est fj : M1 (K) = M (K) . Xn

X +— AX

Compatibilité des opérations

Le premier intérét d’utiliser une matrice pour représenter une application linéaire est
qu’il devient alors extrémement simple de calculer I'image d’un vecteur si I'on connait ses
coordonnées dans la base .

Proposition 26.8 (Coordonnées de I'image d’un vecteur) :
Soient B et € des bases respectives de E et F, soit f € L(E, F), et soit x € E. Alors

Mate (f(x)) = Matg ¢ (f) X Matg (x).

Démonstration. Notons B = (eq,...,ep) et € = (uy,...,up).

M
Notons également Matg ¢ (f) = (a; ;) jsien €t Matg (x) = :
Ap
Alors

P p P n n P
f(x) = f (Z Ajej) = Zﬂ.jf(t?j) = ZAJ Z ai,ju,- = Z (Z ai,j/lj) Uj.
j=1 j=1 j=1 1 i=1 \j

i= j=1

Alors la i*me coordonnée de f(x) dans la base 6 est bien le coeficient a la i*m¢ ligne du
produit Matg « (f) x Matg (x) o

MP2I Lvcie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



Cours

Proposition 26.9 : Soient 9B une base de E et “6 une base de F. Alors pour f, g € £(E, F),
etAeK, ona

Matg ¢ (Af +g) = AMatg ¢ (f) + Matg ¢ (9).

Autrement dit, lapplication f +— Matg ¢ (f) est un isomorphisme de £(E,F) sur
M,y (K).

Démonstration Y a-t-il Vraiment besoin de prouver quelque chose ?

Si f(e;) = Z a;jx; et g(e;) = Z bi jxi, alors (Af +g)(e;) = Z(Aa,] +b;j)x;.
i=1
Et donc le coefhicient (i, j) de Mat% ¢ (Af +g) est Aa;; + b,j

Donc l'application f — Matg « (f) est linéaire, nous avons prouvé plus tot qu’elle était
bijective, donc c’est un isomorphisme. ]

Notons que puisque nous avons 1A un isomorphisme, nous retrouvons un résultat prouvé
«a la main» dans le chapitre de dimension finie :

dim£(E, F) = dim M, ,(K) =nXx p = dim F x dim E.

La proposition qui suit légitime (enfin !) la définition du produit matriciel :

Proposition 26.10 : Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie, de bases
respectives B, B et Bg. Alors pour f € L(E,F) et g € £L(F,G), ona

Mat%f,%c(g Of) = Mat%p,%c (g) X Mat%E,%F (f)

Démonstration. Notons Bg = (e1,...,eq), Br = (x1,...,%p) et Bg = (u1, ..., up).

Alors pour j € [1,¢], la j*™ colonne de Matg, 5, (g © f) est formée des coordonnées de
(g o f)(e;) dans la base %g.

Or, la jéme colonne de Matg, &, (f) n’est rien d’autre que Matg . (f(e;)).

Et donc la j'™e colonne de Matg . 5, (9) X Matgg g, (f) est

Matg . 2 (9) X Matg . (f(e;)) = Mata; (9(f ().

Puisqu’il s’agit des coordonnées de (g o f)(e;) dans la base B¢, on reconnait bien la jéme
colonne de Matg, (g © f).

Alternative : une autre preuve plus terre 2 terre.
Notons A = (a; ;) 1<i<n = Matg . g5, (9) et B = (b;j) 1<icp = Matgs, g, (f), de sorte que
1<j<p I<j<q

n

Vk € [1,p], g(xx) = Z ai kU

i=1

p
Viellal flep) =) besxy.
k=1

Alors, pour tout j € [1,4],

P p P n n p
(gofilej) =g (Z bk,jxj) = Z brjg(xx) = Z by ; Z ajpu; = Z (Z ai,kbk,j) u;.
k=1 k=1 k=1

i=1 i=1 \k=1
P
Mais Z ai kb j = [AB]; j, si bien que le coefhicient (i, j) de Matg, g, (g © f) est [AB]; ;.
Et dOfl?Mat%E,%G(g of)=AB. m
MP2] Lycie CHAMPOLLION 2024-2025

— Remarque

Je vous invite d’ailleurs a re-
garder de nouveau la preuve
qui en avait été donnée :
Iapplication linéaire que nous
( avions alors notée g@; ; est
'unique antécédent de la
matrice élémentaire E; j par
f = Matg ¢ (f).
Autrement dit, elle est définie
par Matg ¢ (¢i,;) = Eij.-

Détails
11 faut ici se souvenir que la
jtme colonne d’un produit AB
est obtenue en multipliant A
par la j®me colonne de B.

M. VIENNEY



6 CHAPITRE 26 : REPRESENTATIONS MATRICIELLES EN ALGEBRE LINEAIRE

AOn prendra bien garde au fait qu’il faut la méme base de F pour la matrice de f et

pour la matrice de g.

Corollaire 26.11 = Soit B une base de E, et soient f,g € L (E).
Alors Matgg (g o f) = Matg (9) Matg (f).

Exemple 26.12

Soit f 'endomorphisme de R[X] dont la matrice dans la base canonique % est
Oy fX 0 fx3)

-1 -2 1 1
2 3 -1 ) X

2 2 0 X?

A=

Puisque A% = A, on a donc f? = f, de sorte que f est un projecteur de Ry [X].
Par ailleurs, pour P =a+bX + cX?eR, [X],ona

a 0
P e Ker(f) & f(P) = Or[x] © Matg (f(P)) =0 Al b|=| 0].
c 0

Soit encore si et seulement si
—a—-2b+c¢=0 _
2a+3b-c=0 @{ba—_ & PeVect(X>+X —1).
2a+2b=0 - ¢

Donc Ker f = Vect(X? + X — 1).

Et alors, puisque X2+ X — 1 € Ker £, f(1) = f(X) + f(X?), de sorte que
Im f = Vect(f(X), f(X?)) = Vect(=2 + 3X +2X% 1 - X).

Ainsi, f est la projection sur Vect(-2 + 3X + 2X%1 - X) parallélement 2
Vect(X? +X - 1).

Ainsi, nous avons un «dictionnaire®» entre £ (E, F) et Mp,p(K). 3 Lorsque E = F (et donc

Donc tout ce qui peut étre fait ou dit en termes d’applications linéaires doit pouvoir se n= [l)l) il S’ig“ de CethC vous

traduire matriciellement et vice-versa. ?s};ﬁoi;ﬁséz S,r;;é?rzsmf
L .. , TN . ) ) :

En part1cu11§r, le rang, le noyau, I'image d’une application linéaire doivent pouvoir se lire un isomorphisme d'espaces

dans sa matrice dans des bases. vectoriels compatible a la

structure d’anneau.
Plus exactement, il n’y a pas qu’un seul tel «dictionnaire», mais il y a en a un pour chaque

couple de bases (Bg, BF).

26.1.4 Retour sur les matrices inversibles

Proposition 26.13 : Soient E et F deux espaces vectoriels de méme dimension n, de bases
respectives 9B et 6, et soit f € L(E, F).
Alors f est un isomorphisme si et seulement si Matgp ¢ (f) est inversible. Et dans ce cas,

linverse de la matrice.

Autrement dit
Mat¢ o (f_l) = (Mat%f@ (f)) -1 +7La matrice de 'inverse est

Démonstration. Notons A = Matg < (f).

fest bijective & 3g € £(F,E) tel que gof= TdE
fog=idr
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Cours 7

Détails —————
Pour le sens <, considé-

& 3B € M, (K) tel que BA= AB=1,

& A est inversible. rer g l'unique application
linéaire de F dans E telle que
Dans le cas otl A est inversible, on a alors Mate g (9) = B.

Matg g (f ') Matg ¢ (f) = Matg (f ' o f) = Matg (idg) = I,

et de méme Matg ¢ (f) Matg g (f~!) = I, de sorte que Mat g (f~!) est bien l'inverse
de Matgg,fg (f) O

Exemple 26.14

Ry[X] — Ry[X]

Soit f : P > XP' -3P+P"
) O X
-3 0 2 1
Alors la matrice de f dans la base canonique est : ( 0o =2 0 ) x
0 0 -1 X2

Elle est inversible car triangulaire supérieure sans zéros sur la diagonale.
Donc f est bijective et la matrice de f~' dans la base canonique est
i e i)

-1/3 0 -2/3 1
0 -1/2 0 X
0 0 -1 X2

Eclairons d’un regard nouveau un résultat sur les matrices carrées, qui a déja été prouvé,
mais avec une preuve plutdt laborieuse.

Proposition 26.15 : Soit A € M, (K). Alors il y a équivalence entre
1. A est inversible a gauche (il existe B € M, (K) telle que BA = 1,)
2. A est inversible a droite

3. A est inversible.

Démonstration. Soit f € £L(K") 'application canoniquement associée a A, c’est-a-dire celle
dont la matrice dans la base canonique %, est A.

Supposons A inversible 4 gauche, et soit B € #,,(K) telle que BA = I,.
Soit alors g € £(K") canoniquement associée a B. Alors

BA =1, © Matg,__ (9o f) = Matg_,, (9) Matg_, (f) = Matg}g)can(idKn) © go f =idgn.

Donc f est injective, et alors il est bien connu qu’en dimension finie ceci implique que f
est bijective, avec g = f~1.

Et donc AB = Matg (f o g) = Matg (id) = I,.

Autrement dit, 1) = 2) et 1 = 3).

On prouve de méme que 2) = 1) et 2) = 3), et il est évident que 3) implique les deux
autres points. |

26.2 RANG D’UNE MATRICE

Jusqu’a présent, nous avons rencontré deux notions de rang : le rang d’une famille de
vecteurs, et le rang d’une application linéaire. Ajoutons donc une troisiéme notion?, celle * Fortement reliée aux deux
de rang d’une matrice. précédentes.
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8 CHAPITRE 26 : REPRESENTATIONS MATRICIELLES EN ALGEBRE LINEAIRE

26.2.1 Définition, premiéres propriétés

Définition 26.16 — Soit A € M, (K), et soient Cy, ..., Cp ses colonnes, qui sont

donc des éléments de 1 (K). )

On appelle rang de A et on note rg(A) le rang de la famille® (Cy,...,Cp). > De Mp1 (K)
Autrement dit, rg(A) = dim Vect(Cy, ..., Cp).

Exemples 26.17

-1 1 =2
»|-1 0 1 |estderang 3, car on vérifie que ses colonnes forment une famille
0o 1 =2
libre.
1 2 ... n
2 4 ... 2n
»[3 6 o 3 e g, (R) est de rang 1. En effet, toutes ses colonnes sont
n 2n ... n?
colinéaires, et donc Vect(Cy, ..., Cp) = Vect(Cy), qui est de dimension 1.
Il est assez facile de prouver qu’une matrice est de rang 1 si et seulement si toutes
ses colonnes sont proportionnelles et non toutes nulles®. 6 La matrice nulle étant

évidemment de rang 0.

Proposition 26.18 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, soit 9 une base de
E et soient x1, . .., xp des vecteurs de E.
Alors tg(xi,...,xp) = rg Matg (x1, ..., xp).

Bien que nous donnions, par soucis de concision, une preuve bien plus directe, I'intuition

derriére cette proposition est assez simple : toute relation de dépendance linéaire sur

(x1,...,xp) doit se traduire en la méme relation liant les colonnes de la matrice.

Et en particulier, une sous-famille libre de (x1,...,x,) doit correspondre 4 une sous-famille

libre de (Cy,...,Cp).

Or le rang d’une famille de vecteurs’ est le cardinal maximal d’une sous-famille libre. " De E ou de 1 (K).

Démonstration. Notons % = (ey, ..., e,), M = Matg (x1,...,x,) et (Cy,...,Cp) les colonnes Rappel
de M. %

n a C; = Matgg (x;).

Mp1(K) — E
M

Alors I'application £ : & est un isomorphisme.
pp f e Z Aie; P
/1" i=1
Or, cette application envoie Vect(AC1, e Cp) sur Vect(xy,...,xp). Rappel
Ces deux espaces sont donc de méme dimension . ‘ . )
Un ISOmOrphISme PreSerVe
Et donc rg(xy, ..., xp) = rg(M). = les dimensions.

Corollaire 26.19 - Soit f € L(E,F), et soient 9B et 6 des bases respectives de E et F.
Alors rg(f) = rg (Matg ¢ (f)).

Démonstration. Notons % = (ey,...,ep).

Par définition, rg f = dimIm f = rg(f(e1)...., f(ep)), et donc par la proposition
rg f = rgMatg (f(e1)... .. f(ep)) = rgMatg ¢ (f).
O

L’intérét de ce théoréme n’est pas complétement évident pour I'instant, mais nous dispose-
rons bientdt de méthode algorithmique (basées sur le pivot) pour calculer le rang d’une
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Cours 9

matrice, ce qui nous permettra donc d’en déduire le rang d’applications linéaires.

Déja vu ?

Ce résultat est évidemment

Proposition 26.20 : Soit A € M, ,(K). Alors rg(A) < min(n, p). 3 mettre en paralléle avec
rg(f) < min(dimE, dim F).

Démonstration. Puisque les colonnes de A sont dans 4, 1(K), qui est de dimension n,
Vect(Cy,...,Cp) est de dimension au plus n, donc rg(A) < n.

Et ces colonnes sont au nombre de p, donc ne peuvent engendrer un espace de dimension
plus grande que p. O

Autrement dit
Une matrice inversible est
une matrice de rang maxi-
mal.

Proposition 26.21 : Soit A € M, (K). Alors A est inversible si et seulement sitg(A) = n.

Démonstration. Ce résultat a en fait déja quasiment été prouvé dans I'exercice 20.10, qui
dit qu'une matrice carrée est inversible si et seulement si la famille de ses vecteurs colonnes
est libre. Puisqu’il y a n vecteurs colonne, c’est le cas si et seulement si il s’agit d’'une famille
de rang n.
Mais nous pouvons a présent en donner une autre preuve : soit f4 'endomorphisme de
K" canoniquement associé a A.
Alors A est inversible si et seulement si f4 est un isomorphisme, soit si et seulement si f4
est surjectif. Donc si et seulement si rg(f4) = dimK” = n.
Puisque rg(fa) = rg(A), on a bien le résultat annoncé. i
Remarque

Proposition 26.22 : Multiplier une matrice a gauche ou a droite par une matrice inversible Nous F'avions en faic déja dic

ne Ch‘mge pas son rang. pour les matrices de rang n
(les matrices inversibles).

Démonstration. Soit A € Mp,(K), et soit f € £(KP,K") canoniquement associé a A.
Soit P € GL,(K), et soit g € £ (K") canoniquement associé a P.

Alors PA est la matrice, dans les bases canoniques, de I'application g o f € £ (K, K").
Puisque P est inversible, g est un isomorphisme, et nous avons prouvé précédemment
qualors rg(go f) =rg f.

Donc rg PA = rg A.

On raisonne de méme pour la multiplication a droite par une matrice de GL,(K). i

26.2.2 Calcul pratique du rang d’une matrice

Définition 26.23 — Une matrice A € M, ,(K) est dite échelonnée si chaque
ligne commence par strictement plus de zéros que la précédente, ou est nulle si la
précédente est nulle.
Le premier coefficient non nul d’une ligne d’une matrice échelonnée est alors appelé
un pivot.
F — & Danger !

Pour une matrice carrée,

on ne confondra pas ma-
Exemples 26.24 trices échelonnées et matrices
triangulaires supérieures a
diagonale non nulle (bien

0 4 0 2 =6 que celles—ci soient échelon-
-1 9 0 0 o0 nées). Voir par exemple la
0 41,0 o et o o0 o sont échelonnées. 4 seconde matrice.
0 O 0 0 0 0 0 0 0

La premiére posséde trois pivots, les deux autres en ont 2.

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



10 CHAPITRE 26 : REPRESENTATIONS MATRICIELLES EN ALGEBRE LINEAIRE

1 0 O
En revanche,| 0 0 0 [n’est pas échelonnée, bien qu’elle soit diagonale.
0O 0 2

On constate alors que le rang d’'une matrice échelonnée est égal au nombre de ses pivots.
En effet, une colonne qui ne contient pas un pivot est nécessairement combinaison linéaire
des précédentes.
Et donc l'espace engendré par les colonnes d’une matrice A est aussi engendré par la famille
des colonnes contenant un pivot.
Or, il est aisé®, en utilisant les 0, de prouver que cette famille est libre.

1 -2 3 0 1

L o 0 213 _
Par exemple considérons A = 0 0 0 O alctnotons Ci, ..., Cs ses colonnes.
0O 0 0 0 0

Rappelons que par définition, rg(A) = dim Vect(Cy, Ca, C3, Cy, Cs).

Mais C; et C, sont colinéaires, donc Vect(Cy, Cs, C3, Cy4, Cs) = Vect(Cy, C3,Cy4, Cs).

De méme Cy est combinaison linéaire de C; et C3, et donc rg A = dim Vect(Cy, Cs, Cs).
Mais étant donnée la position des 0 dans ces vecteurs colonnes, on constate facilement que
(C1,C3,Cs) est libre, et donc de rang 3.

Puisque nous savons que les opérations élémentaires sur les lignes (resp. colonnes) d’une
matrice correspondent 2 la multiplication  gauche (resp. a droite) par une matrice inversible,
celles-ci ne changent pas le rang.

Donc si on arrive, par opérations sur les lignes, a transformer A en une matrice échelonnée,
le rang de cette matrice (qui est donc son nombre de pivots) sera celui de A.

Or il est toujours possible de transformer, via des opérations élémentaires sur les lignes,
une matrice en une matrice échelonnée.

Nous ne prouverons pas ceci, et n’avons pas besoin d’'un énoncé aussi général, mais la
pratique que vous avez déja acquise de I'algorithme du pivot doit vous convaincre qu’il est
vrai.

Exemple 26.25
3 -4 -2 3
. -2 3 2 -1
SoitA= " ] 3 . Alors
o 1 2 3
1 0 1 3 1 0 1 3
A -2 3 2 -1 0 3 4 5
Lol | 3 -4 -2 3| ey [0 -4 =5 -6
0 1 2 3)%*"™Mlo 1 2 3
10 1 3 10 1 3
o 1 2 3 01 2 3
Lol |0 =4 =5 —6| yeL3v4, [O 0O =3 -6
0 3 4 5/%™ 0 0 2 -4
0 1 3
2 3
=
L4<—3L4*2L3 0 O _6
0 O 0 0
Cette derniére matrice est échelonnée et posséde trois pivots : donc rg A = 3.

26.3 CHANGEMENT DE BASE, SIMILITUDE, EQUIVALENCE

A une application linéaire f € £(E, F) donnée est associée une matrice dans des bases de E
et F.
Mais cette matrice dépend du choix des bases, et il existe donc plusieurs matrices représen-

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025

8 Et je veux vraiment que
vous en soyez convaincus,
mais n’insistez pas, je n’en
donnerai pas de preuve ! Pas
que celle—ci soit terriblement
ardue, mais parce qu’une telle
preuve noie systématique-
ment les idées essentielles
avec des tonnes de notation.
Prenez trois matrices éche-
lonnées, calculez leur rang en
cherchant & comprendre
pourquoi il est égal au
nombre de pivots, cela de-
vrait largement suffire.

J’en donnerai de toutes fa-
cons des preuves rigoureuses
un peu plus tard, lorsque
nous aurons plus de théorie 2
notre disposition.

M. VIENNEY



26.3.1

Cours

11

tant la méme application.
Comment passer de 'une 4 I'autre, et quelles sont les propriétés que doivent partager ces
matrices ¢

Matrice de passage

Proposition 26.26 : Soit B = (ey, ..., en) une base de E, et soit F = (x1,...,xp) une
Jamille de n vecteurs de E.

Alors F est une base de E si et seulement si Matgg (x1, . .., xp) est inversible.
Démonstration. Puisque (x1, ..., x,) est de cardinal n, c’est une base si et seulement si elle
est génératrice de E.

Donc si et seulementssi (x1, . . ., x,) est de rang n, et donc si et seulement si Matg (x1, ... ., x,,)
est de rang n, donc inversible. ]
Exemple 26.27

A quelle condition sur A € C la famille (1+X + X2 1+ AX + X2 1+ X + AX?) est-elle
une base de C,[X] ?

A1 1y 1

1 A 1) X

Sa matrice dans la base canonique est M = .
1 1 A x?

Alors linversibilité de M s’étudie facilement a I'aide de la méthode du pivot, par
opérations élémentaires sur les lignes :

11 A 1 1 A 11 A
M |1 A 1 = 0 A-1 1-2 — 0 A-1 1-2
iels\y 1 1) 2520 \0 1-2 1-22)Bbb g 0 2-21-22

M étant triangulaire, elle est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux
sont non nuls, soit si et seulementsiA # 1et2-1—-1>#0 & A ¢ {-2,1}.

Donc la famille (A + X + X2 1 + AX + X2, 1 + X + AX?) est une base de C,[X], sauf
pour A =-2etA=1.

Définition 26.28 - Soient % et ‘6 deux bases d’'un espace vectoriel E de dimension
finie n € N*. Alors on appelle matrice de passage de % a 6 la matrice

P = Matg (6).

Autrement dit, les colonnes de P£ sont les coordonnées des vecteurs de € dans la
base 9.
Notons également qu’on a Pg = Matg g (idg).

Proposition 26.29: Si B et 6 sont deux bases de E, alors Pg est inversible, et

-1
(rg) =P2.

, . s . . .. . -1
Démonstration. C’est évident en utilisant P;g = Mat g (idg), ainsi que le fait que id; =
idE. O

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025

— Cardinal

Il est indispensable de consi-
dérer une famille comportant
autant de vecteurs que dim E.
De toutes fagons, une famille
de tout autre cardinal n’a
aucune chance d’étre une
base de E !
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Exemple 26.30

Dans R, [X], considérons la famille (Py, P», P3) définie par
(P1, Py, P3) = (-X? +3X +3,X,-X> +3X + 4).

Alors sa matrice dans la base canonique est

P P Py
3 0 4 1
M = Matgg_,, (P, P2, P3) = ( 3 1 3 ) b%
-1 0 -1/ x?
1 0 -4
On vérifie que cette matrice est inversible et que son inverseest[ 0 1 3
1 0 3

Donc % = (P, P>, P3) est une base de Ry[X], et on a alors
1 X2

X
% % ) -1 0 —4 Py
M:P@m etP," =M "=10 1 3| p -
1 0 3

Proposition 26.31 : Si B, B’ et B" sont trois bases d’un espace vectoriel E de dimension

) B _ pB’ pB"
Sinie, alors Py~ = P2 P2,

Démonstration. On a
P2" = Matg g (idg) = Matg g (idg o idg) = Mat g (idg) Matgg g (idg) = Py Pop, .

O

26.3.2 Formules de changement de base

L’intérét des matrices de passage est de nous permettre de passer facilement des représenta-
tions matricielles dans une base 2 des représentations matricielles dans une autre base.

Proposition 26.32 : Soient B et € deux bases de E. Alors pour tout x € E, on a
Matg (x) = P,f Mate (x).

Autrement dit, la matrice de passage de B a € permet de passer® des coordonnées d’un ? Contrairement a ce que son
vecteur dans la base 6 a ses coordonnées dans la base B . nom laisse penser...

Démonstration. Encore une fois, c’est évident en notant que Pg,f = Matg g (idg).
En effet, P;g Mat« (x) est alors égal 39 Matg (idg(x)). o 10 Cest la proposition 26.8.
Exemple 26.33

Reprenons les notations de 'exemple 26.30.
Considérons alors P = 1 + 3X — 2X2.

1 1
On a alors Matg,_, (P) = ( 3 ) X
2] x

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Si on veut les coordonnées de P dans la base 3 = (Py, P2, P3), plutét que de résoudre
un systéme, on peut calculer

~1 0 —4\[1 7
P2 Matg,,,(P)=[ 0 1 3|[3|=|-3
1 0 3)\-2 \-5

Autrement dit, P = 7P; — 3P, — 5P;.

Théoréme 26.34 (Formule de changement de base) : Soient E, F deux espaces
vectoriels de dimensions finies, soient B, B’ deux bases de E et 6,6’ deux bases de F.
Alors pour f € £(E,F), on a

2 Danger !
Matg ¢/ (f) = Pzg, Matg ¢ (f)PQ%, . {1 faut étre trés vigilant sur

I'ordre des bases.

Remarque. Bien comprendre ce que fait chaque matrice permet de ne pas se tromper sur
Pordre des bases : partant des coordonnées de x € E dans la base %8, la multiplication par
P%’/ donne les coordonnées de x dans la base 9.

Puis la multiplication par Matg « (f) donne les coordonnées de f(x) dans la base 6.
Enfin, la multiplication par Pig, «traduit» ces coordonnées dans la base €’.

Au final, on a donc bien la matrice qui aux coordonnées de x dans la base 8" associe celles

de f(x) dans la base 6’ : c’est Matgg ¢+ (f).

Démonstration. On a f =idr o f o idg.
Et donc

Matg ¢/ (f) = Mateg ¢ (idp) Matg, «¢ (f) Matgg g5 (idg) = P:&, Matg  (f) P -

Corollaire 26.35 (Formule de changement de base pour les endomor-
phismes) : Soit E un espace vectoriel de dimension finie, B et B’ deux bases de E.
Alors pour f € £(E),

Matg, (f) = P2, Matg, (f) P2

= (P%’)_1 Matg (f)P2".

Démonstration. La premiére formule découle directement du théoréme ci-dessus lorsqu’on

prend B =€ et B’ =6".

-1
La seconde vient lorsqu’on ajoute en plus le fait que P2, = (P% ) . O

Exemple 26.36

Soit f 'endomorphisme de R»[X] défini par f(P) = P+ P’, et considérons toujours
la base B de 'exemple 26.30.

OO0 3

1 1 0 1
Alors Matg (f) = ( 0 1 2 ) X -
0 0 1 X2

Mais alors,

Matg (f) = Péﬁ“‘" x Matg,,, (f) x Py

can

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



14 CHAPITRE 26 : REPRESENTATIONS MATRICIELLES EN ALGEBRE LINEAIRE

-1 0 —-4\/1 1 0\(3 0 4
o 1 3110 1 23 1 3
10 3/\0 0 1/\-1 0 -1

fP)  f(P)  f(P3)
-2 -1 -3\ p
( -2 1 -2 ) P, -

3 1 4

Notons que sans la formule de changement de base, nous aurions pu obtenir cette
matrice en calculant f(Py), f(P2) et f(Ps), puis en déterminant leurs coordonnées
dans la base (Py, P», P3) en résolvant trois systémes.

26.3.3 Relation de similitude

Définition 26.37 — Soient A, B € J,,(K). On dit que A et B sont semblables s’il
existe P € GL,(K) telle que A = P~'BP.

Exemples 26.38

» La seule matrice semblable 3 I,, est I,, elle-méme.
En effet si A est semblable 2 I,,, alors il existe P inversible telle que A = P™'I,P = I,,.

Plus généralement, la seule matrice semblable 4 une matrice scalaire!® est elle-méme. 1 Crest-a-dire de la forme
» Deux matrices qui représentent le méme endomorphisme dans deux bases sont Alp.
semblables.

En effet, si A = Matg (f) et B = Matg (), alors
AN 7
A= (P;@,) Matg, (f)P2,.

Cet exemple est en fait fondamental, et I'idée sous-jacente derriére la notion
de matrices semblables est justement qu’elles doivent représenter le méme
endomorphisme dans deux bases.

Précisons un peu cette idée : si A et B sont deux matrices semblables, soit alors
P € GL,(K) telle que A = P~'BP.

Considérons alors f 'endomorphisme de /1 (K) canoniquement associé 4 B, c’est
a-dire f : X — BX.

Sa matrice dans la base canonique est B.

Puisque P est inversible, notons Cy,...,C, ses vecteurs colonnes, qui sont dans

~/%n,1 (K) .

Puisque P est inversible, la famille de ses vecteurs colonnes est libre!?, et donc par 121 2 matrice de cette fa-
cardinalité, est une base % de A, 1 (K). mille dans la base canonique
On a alors précisément P = P, et donc par la formule de changement de base, le;ifrr:laiemem P, quiest

B ! B
A= (Pi%m,,) Matg,,, (f)P5. = Matg (f).

Donc A et B sont toutes les deux la matrice du méme endomorphisme f dans deux
bases différentes.

Proposition 26.39 : La relation de similitude (c'est-d-dire la relation ~ définie par
A~ B & (3P € GL,(K), A = P~'BP)) est une relation d’équivalence sur M ,(K).

Démonstration. On a A = I, 'AI, et donc A ~ A.
Si A =P 'BP, alors B=PAP~! = (P~1) "' AP~! donc B ~ A.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Enfin, si A= P~'BP et B= Q~'CQ, alors
A=P7'Q7'CQP = (QP)~! C(QP).
O

La détermination des classes d’équivalence!? de cette relation est un probléme complexe.
La proposition suivante est un premier pas dans cette direction, et vous approfondirez le
sujet (sans répondre complétement a la question) en spé lorsque vous parlerez de valeur
propre.

Proposition 26.40 : Deux matrices semblables ont méme rang et méme trace.

Démonstration. Si A et B sont deux matrices semblables, alors nous venons de dire qu’elles
représentent le méme endomorphisme f € £(K") dans deux bases différentes.

Donc rg(A) = rg(f) = rg(B).

Par ailleurs, rappelons que tr(UV) = tr(VU), et donc

tr(A) = tr (P‘lBP) —tr (BPP‘l) - tr(B).

O

Aje n’ai surtout pas dit que la réciproque est vraie. Par exemple, A = ((1) 1) et

3 0 . N . .,
B = 0 _p| ont toutes les deux méme rang et méme trace que lidentité. Pourtant,
aucune n’est semblable 2 I'identité, puisque seule I, est semblable 2 L.
Moins évident!* est le fait que A et B ne sont pas semblables.

Exemple 26.41

La proposition qui précéde Sert surtout a prouver que deux matrices ne sont pas
semblables : si elles n’ont pas la méme trace et/ou pas le méme rang, alors elles ne
sont pas semblables, end of story.

En revanche, rien ne dit que deux matrices de méme rang et méme trace soient
semblables, et pour prouver que deux matrices sont semblables, le meilleur!® outil
a notre disposition pour linstant est de prouver qu’elles représentent le méme
endomorphisme dans deux bases.

0o -2 =2 0 0 O
Considérons par exemple les deux matricess A= 2 5 3 |etD=|0 1 0.
-2 -4 =2 0o 0 2

Nous souhaitons prouver que A et D sont semblables.
Soit alors f € £(R?) I'endomorphisme de R? canoniquement associé 2 A.
On souhaite prouver qu’il existe une base % = (ey, e, e3) telle que

fler)  fle2)  f(e3)
0 0 0 el
D=Matga,(f)=( 0 1 0 )
0 0 2

ey -

€3

Donc déja il nous faut f(e;) =0 < e; € Ker f, et f(e2) = e2, f(e3) = 2es.
Mais on a

X
(x,1,2) eKerf & Aly|=0 o '°(x,y,2) € Vect(1,-1,1)
z

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Remarque ——
%Ln (K) étant un groupe,

QP est encore inversible.

13 Appelées classes de simili-
tude.

Alternative
Il a déja été prouvé que la
multiplication (3 droite ou
a gauche) par une matrice
inversible ne change pas le
rang.

4 Yoir TD.

15 pour ne pas dire le seul.

16 Aprés résolution...

M. VIENNEY
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De méme, si e; = (x,y, z), alors

—2y-2z=x

x x
flee)=exeAly|=|y| & {2x+y+3z=y S (x,y,2) € Vect(-2,1,0)
z z 2x—4y—-2z=z2

Et enﬁn, f(€3) =2e3 &S e3 € Vect(O, 1, —1).

Posons donc e = (1,-1,1),ex = (=2,1,0) et e3 = (0,1, —1).
Alors la famille (ey, e, e3) est une base de R® car sa matrice dans la base canonique

est
€1 (] €3

1 -2 0
P= Mat%mn (61, e, 63) = ( -1 1 1 )
1 0o -1

dont on vérifie sans grande difhiculté qu’elle est inversible.
Donc 6 = (ey, ez, e3) est une base de R, et la matrice de f dans cette base est'” D.
Donc non seulement nous avons prouvé que A et D sont semblables, mais en plus
nous avons une matrice P € GL3(R) telle que D = P71AP : clest celle calculée
ci-dessus.

En effet, par définition, cette matrice n’est rien d’autre que Pg

Hcan

Et par la formule de changement de base,

1
D = Matg (f) = (pgm) Matg,,, (f)PS  =P'AP.

Définition 26.42 - Soit f € £(E) un endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension finie.

Alors la trace de la matrice de f dans une base % de E est indépendante de la base
% considérée.

On appelle alors trace de f et on note tr(f) la trace de la matrice de f dans n’importe
quelle base.

L’application tr : £(E) — K ainsi définie est une forme linéaire sur £ (E).

Démonstration. Le fait que la trace soit indépendante de la base vient de ce qui précéde :

si B et 6 sont deux bases de E, alors Matg (f) et Mat (f) sont semblables, et donc de
méme trace. o

Exemple 26.43

Soit f I'endomorphisme de K, [X] qui & P associe XP’" + P”'.
Alors f(1) = 0, f(X) = X et pour tout k € [2,n], f (X¥) = kX* + k(k - 1)X*~2.
Donc la matrice de f dans la base canonique de K, [X] est

DECO T O O I {C. ¢ NN {0 G B 4O G fFxX™)
0 0 2 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 X
0 0 2 X2

Matg,., (f) =

(n-2) 0 n(n—1)| xn2

n—1 0 xn-1

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

17y n’y a aucun hasard ici :
nous avons tout fait pour lors
de nos choix de eq, ep et ez !
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n(n+1)

Donctr(f) =1+2+---+n= >

26.3.4 Equivalence de matrices

BB . . . . A\ Attention | ———
Définition 26.44 - On dit que deux matrices A, B € M, ,(K) sont équivalentes si

il existe P € GL,(K), Q € GL,(K) telles que A = PBQ.

Si A et B ne sont pas forcé-
ment carrées, il faut que les
deux soient de mémes tailles.

Ala différence de la relation de similitude, I'idée est cette fois que deux matrices équivalentes
représentent la méme application linéaire, modulo deux changements de base : un pour
I’espace de départ et un pour I'espace d'arrivée.

Par ailleurs, 'autre exemple important de matrices équivalentes est le suivant : si A est ob-
tenue A partir de B € J,, ,(K) par opérations élémentaires sur les lignes et/ou les colonnes,
alors A et B sont équivalentes.

En effet, chaque opération sur les lignes correspond 4 une multiplication 4 gauche par
une matrice inversible (de taille n), et chaque opération sur les colonnes correspond a la
multiplication 2 droite par une matrice inversible (de taille p).

On prouve comme pour la relation de similitude que la relation d’équivalence des matrices

est une relation d’équivalence sur /4, ,(K).

Comme par ailleurs la multiplication'® par une matrice inversible préserve le rang, si deux 18 A droite ou & gauche.
matrices A et B sont équivalentes, alors elles ont le méme rang.

Définition 26.45 - Si r est un entier tel que 0 < r < min(n,p), on définit une — Remarque
matrice Jrnp € J%n,p (K) en posant Il s’agit 1a d’'une matrice
définie par blocs.
I ‘ s Elle possede r coefhicients
Jr,",P i Onerr ‘ On—rp—r a égaux A 1, situés sur un «dia-

gonale» partant du coin

. . . supérieur gauche. Et tous ses
Autrement dit, si on note (a; ;) 1<i<n les coefficients de J,.,, , alors P % . |
<< ot autres coefficients sont nuls.

1 sii=jeti<r
ajj = .
0 sinon

Puisque J,, est échelonnée et posséde r pivots, on a tout de suite rg J. ., = .

Proposition 26.46 : Soit f € £ (E, F) une application linéaire entre deux espaces vecto-
riels de dimension finie, avec p = dimE et n = dim F.
Sitgf =1, alors il existe Bg et Br des bases respectives de E et F telles que

Mat%E!%F (f) = ]r,n,p~

Démonstration. Par le théoréme du rang, dimKer f =p —r.

Soit alors (e41,...,¢e,) une base de Ker f. On peut alors la compléter19 en une base 19 Cest le théoreme de la
(e1,....€r €r41,...,€p) de E. base incomplete, qui s'ap-
plique car (ey41,...,€p) est

La famille (f(e1),..., f(e:)) est alors génératrice de Im f, puisque les f(eq41),..., f(ep)

. C ; . : libre.
sont tous nuls. Par cardinalité, c’est une base de Im f, qui est de dimension r.

Pour i € [1,r]], posons u; = f(e;), de sorte que (uy, ..., u,) est libre.
Toujours par le théoréme de la base incompléte, on peut la compléter en une base
(ut,...,uy) de F.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Et alors la matrice de f dans les bases g = (e, ..., e,) et Br = (uy,...,u,) est
fler) fle2) ...  fler) flernn) ... flep)
1 0 . 0 0 .. 0 uy
0 1 : : uw
0
0 ... 0 1 0 .. 0| w TJenp
0 .. e 0 0 e 0 Ups1
0 0 0 0 Un

Corollaire 26.47 - Soit A € M, (K), et soit r = 1g(A). Alors A est équivalente a
]r,n,p~

Démonstration. Soit f : KP — K" I'application dont la matrice dans les bases canoniques
est A.

Soient alors %, une base de K? et %, une base de K" telles que Matg, 5, = Jy.np. Alors
par la formule de changement de base,

%gan %1’
]r,n,p = Mat%p,%n (f) = P%n Mat%fam%gan (f) P

%fan
—— ———
€GL,(K) =A €GL,(K)
donc A et J,np sont équivalentes. m

Puisque de plus, J.np et Jo np ne sont pas équivalentes si r # 1/, car elles sont de rangs
différents, nous avons donc 13 un systéme de représentants des classes d’équivalence,
Cest-a-dire que 'ensemble {J,.,,, 0 < r < min(n, p)} contient exactement un élément de
chaque classe d’équivalence.

Autrement dit, toute matrice de M, ,(K) est semblable 4 une et une seule des matrices

Jonps Junps - - > Jmin(np).np-

Corollaire 26.48 — Deux matrices A et B de My, (K) sont équivalentes si et seulement

sirg(A) = rg(B).

Démonstration. Si on note r le rang commun de A et B, alors A et B sont toutes deux
équivalentes 3 J, ,, », et par transitivité et symétrie de la relation «étre équivalentes», A et B
sont équivalentes. ]

Ainsi, contrairement 2 la relation de similitude, la description des classes d’équivalence
pour la relation d’équivalence des matrices est facile : une classe d’équivalence est formée
de toutes les matrices de rang donné.

Corollaire 26.49 : Soit A € M, (K). Alors rg(A) = rg(AT).

Démonstration. Soit r = rg(A), et soient P € GL,(K), Q € GL,(K) telles que A = P~ J, , , 0.
Alors AT = QT JT, , (PT) ™' = QT pn (PT) 7.
Donc AT est équivalente 3 J, , », et donc est de rang r. ]

Remarque. Puisque les colonnes de AT sont les lignes de A, ce résultat affirme que le rang
d’une matrice est aussi le rang de la famille de ses vecteurs lignes.

Et donc que 'espace engendré par les lignes de A est de méme dimension que celui engendré
par ses colonnes.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Remarque

Dans le cas de la relation de
congruence modulo n sur les
entiers, nous connaissons un
systéme de représentants, il
sagitde 0,1,2,...,n— 1.

Autrement dit
La relation d’équivalence des
matrices est en fait la relation
«avoir le méme rang>.

M. VIENNEY
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Exemple 26.50 Rang des matrices échelonnés (bis)

Soit A € M, ,(K) une matrice échelonnée, et notons Ly, ..., L, ses lignes.

Notons r le nombre de ses pivots, qui sont nécessairement situés sur les r premieres
lignes de A, les lignes suivantes étant nécessairement nulles.

Alors rg(A) =rg(Ly,...,Ly) =rg(Ly,...,Ly).

Mais il est aisé de prouver que Ly, ..., L, forment une famille libre.

En effet, soient A, ..., A, tels que A1Ly + -+ + AL, = 0.

Si on note j; le numéro de la colonne du premier coefficient non nul de Ly, alors
les coefhicients j; de Ly, ..., L, sont nuls par définition d’'une matrice échelonnée.
Donc A; = 0. Puis on recommence avec le premier coefficient non nul de Ly, etc.
Et donc (Ly, ..., L) est libre, donc de rang r.

Et par conséquent, le rang de A est égal au nombre de ses pivots.

26.3.5 Caractérisation du rang par les matrices extraites

Définition 26.51 - Soit A = (a; ;) 1<i<n € My ,(K). On appelle matrice extraite
1<j<p
de A toute matrice de la forme (a; ;) ier, avec I C [1,n] et J C [1,p].
jel

Plus simplement, il s’agit d’'une matrice obtenue a partir de A par suppression de
certaines lignes et colonnes.

Proposition 26.52 : Soit A € M, ,(K), et soit B une matrice extraite de A. Alors
rg(B) < rg(A).

Démonstration. Puisque B est obtenue a partir de A en supprimant certaines lignes et
certaines colonnes, notons A’ la matrice intermédiaire, a n lignes, obtenue 2 partir de A
uniquement par suppression de colonnes (et ott 'on a gardé uniquement les colonnes qui
seront dans B).

Alors les colonnes de A’ sont des colonnes de A, donc? rg A’ < rg(A). 20 Ces colonnes engendrent
Mais alors B est obtenue a partir de A’ par suppression de lignes, et le rang d’'une matrice est un sous-espace vectoriel de
aussi le rang de la famille de ses lignes. Donc par le méme raisonnement, rg(B) < rg(4’), lczigi;ifgegjldre par les
de sorte que rg(B) < rg(A). o ‘

La caractérisation du rang qui suit est assez élégante, mais soyons honnéte, assez inefficace
pour calculer concrétement un rang.

Proposition 26.53 : Soit A € Mnp,(K). Le rang de A est la taille maximale d’une
matrice inversible®! extraite de A. 21 Bt donc carrée.

Démonstration. Nous savons déja que toute matrice extraite sera de rang inférieur a rg(A),
et donc il ne peut y avoir de matrice extraite inversible de taille supérieure strictement 2
rg(A).

Sir =rg(A), alors il existe une famille libre formée de r colonnes de A. Notons donc B la
matrice 4 n lignes formée de ces r colonnes.

Puisque le rang de B est aussi le rang de la famille de ses lignes, il existe une famille de r
lignes de B qui est libre.

Et donc la matrice C € 4, (K) formée de ces r lignes est extraite de A et est inversible car
ses lignes forment une famille libre. ]

Exemple 26.54 Rang des matrices échelonnées (ter)

Soit A € M, (K) une matrice échelonnée, i r pivots.
Nous savons déja que A est de rang au plus r puisque seules ses r premiéres lignes
sont nulles.
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20 CHAPITRE 26 : REPRESENTATIONS MATRICIELLES EN ALGEBRE LINEAIRE

Et alors la matrice extraite de A en ne gardant que les lignes et les colonnes contenant
des pivots est triangulaire supérieure, et ses coeflicients diagonaux sont les pivots,
donc sont non nuls. Donc cette matrice extraite est inversible, et donc A est de rang

(28 1 3 5

Par exemple, de A = 0 0@ 3 0 , on peut extraire :
0o 0 0 o0 (D
O 0 o0 0 O

qui est de rang 3.

26.4 RETOUR SUR LES SYSTEMES LINEAIRES

26.4.1 Image et noyau d’une matrice

Définition 26.55 - Soit A € M., ,(K). On appelle alors
» noyau de A l'ensemble Ker A = {X € ., 1(K) | AX =0}
» image de A 'ensemble Im A = {AX, X € M, 1(K)} C M, 1 (K).

Pour le dire autrement, il sagit tout simplement du noyau et de I'image de l'application
'/%p’l(K) - J%"’l (K) . 22 Qui est 'endomorphisme

X — AX de A p,1 (K) canoniquement
Ce qui permet directement d’afhirmer qu’il s’agit de sous-espaces vectoriels respectivement associé 3 A.

de MLy (K) et My (K).

Une autre conséquence de ce fait est que Im A est engendré par les AE;, ot, pour tout

i € [1,p], E;: désigne le i*™ vecteur de la base canonique de 1,1 (K).

Mais AE; = C;, la i*™ colonne de A, donc Im A est le sous-espace vectoriel de 1 (K)

engendré par les colonnes de A.

linéaire?? f :

Proposition 26.56 (Théoréme du rang matriciel) : Soit A € A, ,(K). Alors
dimKerA+rgA=p.

Démonstration. C’est le théoréme du rang appliqué a f4. ]

Notons que si A = Matg « (f) est la matrice d’'une application linéaire dans deux bases %8
et 6, alors Ker A est 'ensemble des vecteurs coordonnées dans la base 98 des éléments de
Ker f.

En effet, f(x) = 0 & AMatg (x) = 0 © Matg (x) € Ker A.

De méme, Im A est ’'ensemble des vecteurs coordonnées, dans la base € des vecteurs de

Im f.
La détermination compléte d’une base de Ker A est aisée : il s’agit de résoudre le systéme
AX =0.

Notons toutefois que toute relation de dépendance linéaire que I'on constaterait sur les
colonnes de A nous donne un élément du noyau.

M P P P
Z )LiEi) = Z MAE; = Z 2:Ci = Op 1.
i=1 i=1 i=1

P
En effet, sion a Z AiCi = Opy,alors Al 1 | =A
MP2] Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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A

Et donc € Ker A.

/IP
Une fois la dimension du noyau connue, on a celle de 'image, et il suffit?* de trouver rg(A)
colonnes linéairement indépendantes pour obtenir une base de Im A.
Une piste a ne pas négliger : tout élément de Ker A nous donne, comme ci-dessus, une

relation de dépendance entre les colonnes. Ce qui permet d’éliminer une ou plusieurs
colonnes de la famille génératrice de Im A.

Exemple 26.57
1 2 1
SoitA=|-1 0 =3}
3 4 5
3
Alors ses colonnes sont liées par la relation 3C; —C, - C3 =0 & A|-1|=0.
-1

Donc A est de rang au plus 2, et n’étant clairement pas** de rang 1, elle est bien de
rang 2.

3
Donc son noyau est de dimension 1, égal & Vect| -1 |.

-1
Et puisque C3 € Vect(Cy, C2), Im A = Vect(Cy, Gz, C3) = Vect(C1,Co), eton a 13 une
base® de I'image.

Mentionnons également qu’une opération élémentaire sur les lignes ne change pas le noyau
d’une matrice®0.

En effet, réaliser une opération sur les lignes de A revient 2 multiplier a2 gauche par une
matrice inversible P.

Etalors AX = 0 & PAX = 0. Donc A et PA ont méme noyatu.

On prouve de méme?’ que les opérations élémentaires sur les colonnes ne changent pas

I'image.
Systemes linéaires

Rappelons qu’un systeme linéaire de n équations a p inconnues peut s’écrire matriciellement
sous la forme AX = B, avec A € M, ,(K), X € A ,1(K) I'inconnue, et B € A, (K) le
vecteur colonne des seconds membres.

Définition 26.58 — Un systéme linéaire est dit homogene si son second membre
est nul, c’est-a-dire s’il est de la forme AX = 0.

Puisque chacune des équations qui composent un systéme homogene est de la forme
ai1X1 + aipx + -+ - + ajpxp = 0, nous reconnaissons 1 des équations d’hyperplans.

Et donc résoudre un systéme homogene revient 2 déterminer I'intersection de n hyperplans
de K?.

Rappelons que nous avions prouvé (dans le chapitre 22) que l'intersection de n hyperplans
de K? est de dimension au moins p — n.

Proposition 26.59 : L'ensemble des solutions d’un systéme homogéne AX = 0 est un
sous-espace vectoriel de M, 1(K), de dimension p — rg(A).

Démonstration. L’aspect «sous-espace vectoriel» pourrait se prouver a la main.
Il sufht juste de remarquer que cet ensemble de solutions est Ker A, et d’appliquer le
théoréme du rang. ]

Une conséquence intéressante, que nous comprenions déjé, sans l’avoir complétement
rigoureusement prouvée, est que si p > n, c’est-a-dire s’il y a davantage d’inconnues que
d’équations, alors il existe forcément des solutions non nulles.
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23 Bien que ceci ne nous dise
pas comment faire pour y
arriver.

24 Ses colonnes ne sont pas
proportionnelles.

25 Car génératrice et de bon
cardinal.

26 E¢ c’est une excellente
nouvelle puisque c’est la base
de la résolution de systémes !
Les opérations élémentaires
sur les équations d’un sys-
téme n’en changent donc pas
les solutions.

27 Ee il nlest peut-étre pas
inintéressant d’essayer de
Pécrire...

M. VIENNEY



22 CHAPITRE 26 : REPRESENTATIONS MATRICIELLES EN ALGEBRE LINEAIRE

En effet, rg(A) < n, et doncsin < p, p —rg(A) > 0. Donc I'ensemble des solutions est de
dimension strictement positive, donc contient des vecteurs non nuls.

Si AX = B est un systeme linéaire, avec A € M, (K), le systtme AX = 0 est appelé systeme
homogene associé.
On note ¥ l'ensemble des solutions de AX = B et #; I'ensemble des solutions du systeme
homogene AX = 0.

Proposition 26.60 : Soit AX = B un systéme linéaire. Alors le systéme est compatible si
et seulement si B € Im A.
Lorsque Cest le cas, si Xo € Mp1(K) est une solution du systéme, alors

S =Xy +3)0 = {Xo +X, X Eyo}.

Autrement dit, si on trouve une solution particuliére du systéme avec second membre, toutes Déjavu 7
les solutions s'obtiennent en ajoutant une solution du systéme homogéne a cette solution Cette formulation doit bien
particuliér@. évidemment vous faire pen-

ser aux équations différen-
tielles linéaires.

Démonstration. 1l existe X € M ,1(K) tel que AX = Bsi et seulementsi Be ImA : cest la
définition méme de I'image.

Soit donc Xy € & une solution de AX = B.

Alors pour X € M, 1(K), ona

X e¥ o AX =B © AX = AX,
SAX-X)=0X-XyeH
o X eXy+S.

O

Ceci nous permet notamment de prouver rigoureusement un fait que nous connaissions

déja :si Kest infini?8, alors un systéme linéaire ne peut posséder que 0, 1 ou une infinité 28 Ce qui est le cas de Q R
de solutions. et C, les seuls corps que vous
En effet, s'il est compatible?®, & est un K-espace vectoriel de dimension finie. Donc soit il serez amenés 3 manipuler.
est de dimension nulle, et donc # = {0}, de sorte que ¥ = {Xo}. 29 $'il ne lest pas, il n’y a pas
Soit il est de dimension strictement positive, et donc est nécessairement de cardinal infini de solutions.

(car il est en bijection avec K", qui est évidemment infini).

Rappelons que les systémes de Cramer sont les systémes carrés possédant une unique
solution. Nous avons déja prouvé qu’une matrice A est inversible si et seulement si pour
tout second membre B, AX = B est de Cramer.

En fait, nous pouvons faire mieux :

Proposition 26.61 : Soit A € M,(K), et soit B € Mp1(K). Alors AX = B est un
systéme de Cramer si et seulement si A est inversible.

Démonstration. Nous savons déja que si A est inversible, alors AX = B est de Cramer.
Inversement, si AX = B posséde une unique solution, en vertu de ce qui précéde, ¥ = {0}.
Et donc Ker A = {0}, de sorte que®” A est inversible. O 30 Cest le théoréme du rang,

Ce que nous dit cette proposition, c’est que le fait qu’un systéme posséde ou non une

unique solution ne dépend que de la matrice A (c’est-a-dire) des coefhicients du systeme, et

pas du second membre.

Une fois n’est pas coutume, il ne s’agit pas d’une surprise : pour quun systéme posséde une

unique solution, il faut et il suffit qu'on puisse le transformer en un systéme triangulaire 2

coefhicients diagonaux non nuls®!. 31Se trouve en filigrane ici le

Ce qui ne dépend que de A, et pas du second membre B. fait que A soit de rang n, et
donc inversible...
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