FONCTIONS CONVEXES

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R.

Notations

Dans tout le chapitre, si f est une fonction définie sur I 4 valeurs dans R, on notera €5 sa
courbe représentative dans un repére du plan.

Si a # b sont deux points distincts de I, on note A, la droite joignant les points de
coordonnées (a, f(a)) et (b, f(f)), appelée la corde 2 6 passant par a et b.

b) —
Cette droite a pour équation y = w(x —a) + f(a), et son coefhicient directeur
-a
b) —
%, qui est le taux d’accroissement de f entre a et b, sera noté 7(a, b).
Définition

Proposition 25.1 (Paramétrisation d’un segment.) : Soient a < b deux réels. Alors
((1=a+Ab, A€ [0,1]} = [ab].

Démonstration. Si A € [0,1], alors 1 — A € [0,1], si bien que (1 —A)a < (1 - A)b et Aa < Ab.

Donc en sommant,
a=(1-MNa+ta<(1-ANa+Ab<(1-A)b+Ab=0b.

Ainsi {(1 - A)a+Ab, A € [0,1]} € [a,b].

Et inversement, si x € [a,b], pour A € R,ona

x=(1—/1)a+/1b<:>x—a=/1(b—a)<:>/1=z:z.
Notons que - 2 est bien dans [0,1].
Et donc [aq, b]C{(l—/l)a+/1b A e [0,1]}. i

Remarque. La preuve est assez explicite :six € [a, b], alors A est le rapport de la distance
de x 4 a sur la longueur totale du segment.

Doncx-a(:)l 0,x=be A=1,xestégal a %L (

le milieu du segment [a, b]) si et
seulement si A = 2, etc.

Définition 25.2 — Une fonction f : I — R est convexe si
V(a,b) € I, VA € [0,1], f((1 = Da+Ab) < (1 = A)f(a) + Af (D).

Cette définition a en fait une interprétation géométrique trés simple.

Soient a # b deux points distincts de I.

Pour ¢ € [a,b], il existe A € [0, 1] tel que ¢ = (1 — A)a + Ab, et donc le point d’abscisse ¢ de
Aqp 2 pour ordonnée

f() f()

t(ab)(c—a)+f(a) =————Ab-a) + f(a) = (1 - 1) f(a) + Af (b).

1

Notons tout de suite que
(a,b) = 7(b,a).

La preuve donnée ici ne vaut
que si a # b, mais le résultat
est trivial si a = b.
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Une fonction convexe Une fonction non convexe

Une fonction convexe est une

Donc f est convexe si et seulement si pour tout (a,b) € I?, A,y est située, sur [a,b], en fonction dont le graphe est

dessous de (gf- situé au dessus de ses cordes.
Remarque. Notons que dans la définition de convexe, 2 = 0 et A = 1 n’ont pas beaucoup

d’intérét, car on a alors toujours une égalité!. 1 Qui dit juste quen a et en
De méme, a = b n’a aucun intérét. b, 6 et Agyp coincident.

» Une fonction affine est convexe, puisqu’elle est confondue avec ses cordes.
Plus précisément, si f : x > ax + b, alors pour tout (x,y) € R? et tout A € [0,1],

F(1=Dx+Ay) = a((1=-D)x+Ay)+b = (1-1)(ax+b)+A(ay+b) = (1-1) f (x)+Af (v).

» La fonction f : x > x? est convexe sur R.
En effet, soient a, b deux réels, et soit A € [0, 1]. Alors

F((1=Na+Ab) = (1 = Da+Ab)% = (1 = 1)%a® + 2A(1 = N)ab + 1*b°.

Par ailleurs, (1 — ) f(a) + Af(b) = (1 — A)a® + Ab>.
Il est bien connu que 2ab < a* + b?, et donc

2

F((1=Na+Ab) < (1-1)2a2+A(1-2) (a2 + bz) + 207 < (1 - A)a® + b2 La fonction x = x*.
» La fonction exponentielle est convexe sur R.

En effet, considérons a < b deux réels, et notons
| 10,1] — R
I — e(l—t)a+tb _ (1 _ t)ea _ teb

Alors g est deux fois dérivable et pour tout ¢ € [0,1], ¢’ (t) = (b—a)e!7a+tb b 4 ea,

Puis g” (t) = (b — a)?e1 19> > 0. Donc ¢’ est croissante.
On a alors ¢’ (0) = (b — a)e® — e + €%
Mais nous savons? que e?~% > (b — a) + 1. Donc en multipliant par e,

La fonction x +— e*.

b a a a a b ’
> — — - = <
e’z (b-ae+e? @ (b-a)e’+e?—e” =¢4'(0) <0. 2 Clest srement un argu-

ment de convexité qui se
cache derriére 'inégalité

e* > 1+ x, mais nous I’avions
prouvée par des études élé-
Se’+(b- a)eb —ef>0e g (1) = 0. mentaires de fonctions.

De méme, ona g’(1) = (b — a)e? — e + ¢

En partant cette fois de e > (a — b) + 1, il vient

e > (a—b)e’ +eb
Donc ¢’ change de signe sur [0, 1], et donc s’y annule en un point a.

L . C , fort désa-
Et alors g est décroissante sur [0, @] et croissante sur [a, 1], avec g(0) = g(1) = 0, eres preuve, fore desa

gréable, doit suffire 4 nous

donc pour tout ¢ € [0, 1], g(¢) < 0, soit encore convaincre de Iintérét de
développer des outils plus

elI-t)a+th <(1-te*+ tel. pratiques d’emploi pour ca-
ractériser la convexité. Ce

Donc x — e* est convexe sur R. qui va étre fait dans la suite.
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Affinons un peu le résultat concernant la position relative de € ¢ et des cordes.

Proposition 25.4 : Soit f : I — R convexe, soient a < b deux points de I, et soit
b) —
c ¢ [ab]. Alors f(c) > M(c —a)+ f(a).

Autrement dit, en dehors de [a,_b], le graphe de f est situé au-dessus de Agp.

Démonstration. Traitons le cas otl ¢ > b, le cas ¢ < a se traitant de la méme maniére.

Puisque b € [a,c], il existe A € [0,1] tel que b = (1 = A)a + Ac, et nous connaissons A, c’est
b-a

c—a

Et donc par définition de la convexité de f,

b—a

c—a

b—a

c—a

£B) < (1 - )f(a) LYY

soit encore

1) < 2 f@ +

—a c—

P28 4(0) & (- a)f() < (e~ D)f(@) + (b~ a)f (@

(c—a)f(b)+(b—c)f(a)
b—a

f—(b; :g(") (c-a) + f(a).

s fle) =
< fle) =

Définition 25.5 = Une fonction f : I — R est dite concave si
V(ab) € I% YA € [0,1], F((1 = Da+b) > (1= D) f(a) + Af(b).
Autrement dit, f est concave si et seulement si —f est convexe.
Une fonction concave est donc une fonction dont le graphe est situé au dessus des cordes®.
Dans la suite, nous nous contentons d’énoncer des résultats pour les fonctions convexes, et

vous laissons le soin de changer les signes/sens d’inégalités qui ont besoin de I'étre pour les
fonctions concaves.

» La fonction x — +/x est concave sur R,.
En effet, pour x,y € R, et A € [0, 1], on a, par convexité de x > x?,

2 2
(a —A)&m\/y) <(1-2) (\/E) +A(V9)? < (1= Dx+ Ay,
Et donc par croissance de la racine carrée,

(1= )Vx + A5 < (1 = Dx + Ay.

» Sur le méme principe, puisque 'exponentielle est convexe, In est concave sur R}

Inégalité des pentes

Proposition 25.7 : Soit f : I — R. Alors f est convexe si et seulement si pour tout a € I,
IN{a} — R
la fonction «pente en a» : 7, : f(x) = f(a) estcroissante sur I \ {a}.
x S I
x—a
MP2I Lycte CHAMPOLLION 2024-2025

Ficure 25.1- Le graphe d’une
fonction convexe est sous A, p
entre a et b, mais au dessus en

dehors de [a, b].

On a écrit

b-—c=b-a+a-c.

3 Avec les mémes réserves
que ci-dessus :sur [a, b],
6r estau dessus de Agp, et
c’est le contraire en dehors de
la, b].

La fonction x - /(x)

Je vous laisse le soin d’écrire
les détails, mais la croissance
de In est importante.

7q(x) nest rien d’autre que
ce que nous avions noté
7(a,x).

M. VIENNEY



4 CHAPITRE 25 : FONCTIONS CONVEXES

a

FiGURE 25.2 — Quelques cordes issues de a. Comparer leurs pentes.

Démonstration. Supposons que pour tout a € I, 7, est croissante.

Soient alors a,b € I et A € [0, 1]. Comme mentionné précédemment, on peut supposer
a# betA€]0,1[. Et quitte a échanger a et b, on peut méme supposer a < b.

Il vient alors a < (1 = A)a+Ab < b.

Et donc par croissance de 74, 7,((1 — A)a + Ab) < 7,(b). Soit encore

fld-Na+ab) - fla) fb)-fla)  f(A-Na+b)-f(a) f(b)-fla)
(1-Aa+ib—-a = b-a A(b—a) S b-a

© f((1=Aa+Ab) - f(a) < Af(b) = Af(a)

& f((1=Aa+Ab) < (1-1)f(a)+Af(b).

Donc f est bien convexe sur I.

Inversement, supposons f convexe sur I, et soit a € I.

Soient alors x < y deux points de I'\ {a}.

» Premier cas : y > a. Alors y est situé 2 I'extérieur du segment d’extrémités a et x (qui
est donc soit [a, x], soit [x, a]).

Or a I'extérieur de ce segment, A, est en dessous de € :

f(x)—f(a)( fW-fl@  f(x)-fla)
xX—a y—a x—a

fly) >

y-a)+f(a & © 7a(y) > 7a(x).

» Second cas :y < a. Alors y est situé dans le segment [x, a], sur lequel 6 ¢ est en dessous

de Ay q.
Onadone f() < 'Oy 0y 4 pi0) & 1) - fla) < OZLD
W) - f@ _ [~ f@

y x—a
Donc la fonction 7, est croissante sur son ensemble de définition. ]

(y—a).

Mais cette fois y — a < 0, si bien que & 1,(y) < 14(x).

Corollaire 25.8 = Si I est un intervalle ouvert, alors unc’fonction convexe sur I est
continue.

Démonstration. Soit a € I. Alors la fonction 7, de la proposition précédente est croissante
sur I'\ {a}.

Par le théoréme de la limite monotone, elle admet donc une limite, finie ou infinie lorsque
x tend vers a par valeurs inférieures.

Mais puisque I est ouvert, il existe n > 0 tel que ]a,a+ 7] C I, et donc en particulier, pour
tout x € IN] — 00, a[, 7,(x) < 75 (a +1).

Donc la restriction de 7, 3 IN] — oo, a[ est croissante majorée, et donc admet une limite
finie en a.

Et sur le méme principe, 7, admet une limite finie 2 droite en a.

Mais alors pour x # a, f(x) = 74(x) X (x — a) + f(a) fd f(a).

Et donc lim f(x) = f(a), si bien que f est continue en a. Et donc est continue sur I. O
xX—a
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Ceci prouve méme un peu
mieux qu’annoncé, a savoir
que f est dérivable 4 gauche

en a.

M. VIENNEY
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ACeci n’est plus valable sur un intervalle qui n’est pas ouvert, la preuve utilise vraiment

le fait que I contient des points de part et d’autre de a pour prouver la finitude des limites
de z,.

Par exemple, sur [—1, 1], la fonction ci-contre est convexe, mais n’est pas continue en 1.

-1 1
Corollaire 25.9 (Inégalité des pentes) — Soit : I — R une fonction convexe. Alors

P L FiGURE 25.3— Une fonction
pour a < b < c trois éléments distincts de I, on a .
convexe non continue sur

f(b) - f(a) < f(e) - f(a) < f(c)—-f(b). [-1.1].

b—a c—a c—b

Ce qui s’écrit encore 7(a,b) < t(a,c) < 7(b,c).

a b c

FIGURE 25.4 — L'inégalité des pentes
S =fl@ _ fle)-f(b)

c—a c—=b

Démonstration. Puisque 7, est croissante, 7(a, b) = 74(b) < 74(c) = 7(a,c).
Et puisque 7. est croissante, 7(a, ¢) = 7.(a) < 7.(b) = 7(b,c). |

Inégalité de Jensen

Le résultat qui suit est probablement le seul de ce chapitre qu’il n’est pas facile d’interpréter
q p q
géométriquement pour linstant.

Proposition 25.10 (Inégalité de Jensen) : Soit f : I — R une fonction convexe.

AlorsV¥n € N*, Y(x1,...,x,) € I", V(Ai, ..., A,) € [0,1]"

Remarquons qu’on pourrait
n n n se contenter de demander

1=1= Lx: | < 1 F(x). aux A; d’étre positifs, puisque

Z;J ! f (Z;J ! l) Z; if (xi) s'ils sont positifs et de somme

= = = 1, alors tous sont plus petits

que 1, et donc dans [0, 1].

Démonstration. Procédons par récurrence sur n.

Pourn=1, 1l n’y arien a dire, puisque nécessairement Ay = 1.

Pour n = 2, si Ay, A, sont deux réels positifs tels que 41 + A2 = 1, alors A, = 1 — A4, et donc il
s'agit de la définition de la convexité :

V(x1,x2) € I, f(Aixi+daxa) = f(Ax+(1=A1)x2) < Af(xp)+(1=A1) f(x2) = A f (1) +af (x2).

Supposons la propriété vraie au rang n, et soient (x1, ..., Xp41) € I"let (A, ..., Aet) € [0, 1]7*1
+1 :
| 2 HLes A; sont positifs, donc
tels que Z A =1 leur somme est nulle si et
. i=1 ) ) seulement si chacun d’entre
> Si Ape1 = 1, alors Ay + -+ + A, = 0, de sorte que* Ay =--- =1, =0, et donc il n’y a rien a eux est nul.
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6 CHAPITRE 25 : FONCTIONS CONVEXES

dire.

» SiApye1 # 1, posons y = Z Aixi.

n+1

Notons a = min x; et b = max x,, de sorte que pour tout i € [1,n],a < x; < b. Alors
1<i<n 1<i<n

puisque les ; sont positifs,

=
=
=

i=1 i=1 i=1
n+l n
Et puisque Z/li =1,1-Apy1 = Z/li, si bien que a < Z/l x; <
i=1 i=1 Ans1
=y
Donc? yelab] clL 3T est un incervalle.
n+l1

Et on a alors Z Aixi = (1 = A1)y + Ap1 X1 -
i=1
Donc par I'inégalité de convexité,

n+1

Z Aixi | = F((1 = 2ps)Y + A1 Xne1) < (1= Anst) F (1) + Apat f (1)

Ai Ai , -
Par ailleurs, on a f(y) = Z ————x; |, ot les ——— sont des réels positifs tels que
1= Ant1 1= 2t
do= Aty
Z 1- n+1 n+1 Z 1_ n+1

Donc par hypothese de recurrence,

=Y 21_ f ().
i=1 nt

Et donc au final,

n+1 n+1

AR le — )+ At f () < ZAf(x,
i=1

La propriété est héréditaire, par le principe de récurrence elle est vraie pour toutn € N*. O

Remarques. » Pour n = 2, on retrouve donc la définition de la convexité.
» Le résultat reste valable pour une fonction concave en renversant les inégalités.

Linégalité arithmético-géométrique

Nous avons déja mentionné la concavité de la fonction In sur R.

. , . .. 1
Soient donc xi, ..., x, des réels strictement positifs, et posons Ay = --- = 4, = —,
n
qui sont donc des réels positifs de somme 1.
On a alors, par I'inégalité de Jensen,
X1 X2 X, 1 1
In (—+—+~~+—") > —In(xy) +- -+ = In(xp).
n o n n n n
Par croissance de I'exponentielle, il vient donc
X+ e+ Xy 1 X1+ +Xp % Et nous en avons déja parlé
— 2z exp| - ln(xl +otxy)| & ———— 2> X en DM, cC’est de son fait que
n n n vous préférez que jutilise
Autrement dit, la moyenne arithmétique de x1, .. ., x, est supérieure ou égale a leur une moyenne arithmétique

plutdt qu'une moyenne géo-

moyenne geometrique. métrique sur vos bulletins.

Cette inégalité est appelée l'inégalité arithmético-géométrique®.
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Proposition 25.12 : Soit f : I — R dérivable. Alors il y a équivalence entre :
1. f est convexe
2. f' est croissante

3. 6 est, sur 1, au dessus de ses tangentes. C'est-a-dire

V(a,b) € I, f(b) > f'(a)(b—a) + f(a).

Démonstration. i) = ii) Soient a < b € I. Alors pour tout x €]a, b[, on a, par 'inégalité des
pentes,
(a,x) < 7(a,b) < 7(b,x).

En faisant tendre x vers a, il vient donc f’(a) = lim 7(a, x) < 7(a, b) et en faisant tendre x
X—a
vers b, f/(b) = lirr}J (b, x) > 7(a,b).
xX—

Et donc f”(a) < 7(a,b) < f'(b), si bien que f est croissante.

—5 R
—  f(0) - f@)(x—a) - fla)

Alors g est dérivable sur I et pour tout x € I, ¢’'(x) = f'(x) — f’(a), qui est du signe de
X — a.

Donc g est décroissante sur IN] — oo, a[ et croissante sur I N [a, +oo].

Puisque de plus g(a) = f(a) — f(a) = 0, g est positive sur I tout entier, et donc pour tout

x el f(x) > f'(a)(x —a) + f(a).

ii) = iii) Soita € I, et soit g :

iii) = i) Soient a,b € I, et soit A € [0, 1]. Notons alors x = (1 — A)a + Ab, de sorte que

fla) > f/(x)(a—x) + f(x) et f(b) > f'(x)(b—x) + f(x).

Et alors

N

\

Une fonction convexe et une
de ses tangentes

(1= f(@+Af (b) > ' (x)((1=2) (a=x)+A(b—x))+£(x) > F (x)((1=A)a+Ab—x)+f(x) > f(x) > f((1-A)a+Ab).

Donc f est convexe. ]

Pour le dire avec les mains, une fonction convexe est une fonction dont la pente augmente,
donc qui «tourne vers la gauche». Et une fonction concave est une fonction qui «tourne
vers la droite».

On retrouve ainsi deux inégalités classiques déja rencontrées en début d’année’ :
puisque exp est convexe, et que sa tangente en 0 a pour équation y = x + 1, pour
toutx e R, e¥ > 1+ x.

Et de méme, In étant concave, avec une tangente en 1 d’équation y = x — 1, pour
tout x € R, In(x) < x — 1.

Ce qui s’écrit encore : Vx €] — 1,+oo[, In(1 +x) < x.

Corollaire 25.14 = Soit f : I — R deux fois dérivable. Alors f est convexe si et seulement
si f' est positive.

Démonstration. f est convexe < f” est croissante < f” est positive. ]

Ceci nous permet de retrouver a peu de frais la convexité de lexponentielle, ou encore de
la fonction carré ou de la fonction inverse sur R%.
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7 By prouvées sans parler de
convexité.

M. VIENNEY
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Définition 25.15 - Soit f : I — R, et soit a € I intérieur a I.

On dit que a est un point d’inflexion de f s’il existe 7 > 0 tel que f soit convexe
sur IN]a — 1, a] et concave sur I N [a, a + 5[, ou le contraire.

Si f est deux fois dérivable sur I, c’est en particulier un point tel que f”(a) = 0.

> Soit f:x > x° — x>+ x.
Alors f”(x) = 6x — 2, sannule en x = %
De plus, sur ]—00, %], S est négative, donc f est concave. Et sur [% +00[, " est
positive, donc f est convexe. Donc f posséde un point d’inflexion en 1.
» Soit f : x > sin(x). Alors Vx € R, f”(x) = —sin(x).

onc sur [, 27], > 0, et sur [27, 3], < 0, si bien que f est convexe sur
D 2 720 27,3 "7 <0,sib
[, 27r] et concave sur [27,37], donc elle posséde un point d’inflexion en 7.

AUn point avec f”(a) = 0 n’est pas forcément un point d’inflexion, par exemple la

fonction x +— x* a une dérivée seconde qui s’annule en 0, elle n’y change pas de convexité
q y g
puisqu’elle est convexe sur R tout entier.

Notons enfin qu’une fonction dérivable qui posséde un point d’inflexion en a traverse sa
tangente en a. En effet, si elle est par exemple convexe, puis concave, alors € ¢ est au dessus
de la tangente 4 gauche de a et en dessous 4 droite de a.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Un point d’inflexion est
un point ol f change de
convexité.

A

—— concave
—— convexe

Gl

xr—>x3—x2+x

x 3>\

sin a un point d’inflexion en
2.

M. VIENNEY
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