DEVELOPPEMENTS LIMITES

Nous avons déja rencontré la notion de développement limité d’ordre 1 pour les fonctions
dérivables.

I s’agissait alors d’approximer, au voisinage de a, une fonction f par sa tangente en a,
c’est-a-dire par un polyndme de degré 1.

Les développements limités viennent généraliser cette approximation, a I'aide de polyndmes
de degré plus élevé approchant localement f.

Les développements limités nous fourniront notamment un outil pour résoudre certaines
des formes indéterminées pour lesquelles les équivalents usuels ne sufhisaient pas.

Méme si dans ce chapitre, nous nous concentrons essentiellement sur la pratique du calcul,
les développements limités n’ont pas pour seul intérét de faire calculer les étudiants de prépa.
Vous serez réguliérement amenés a utiliser des développements limités, non seulement pour
trouver des équivalents ou calculer des limites, mais aussi plus tard pour étudier I'existence
de certaines sommes infinies, de certaines intégrales, ou encore pour étudier I'allure de
certaines courbes.

Ne négligez donc pas ce chapitre, il est central en analyse.

Définition 21.1 = Soit f : I — R une fonction définie sur une partie I de R, soit a
un réel adhérent 4 I, et soit n € N.

On dit que f posséde un développement limité d’ordre n au voisinage de a s’il
existe des réels co, c1, . . ., ¢, tels que

f(x) = co+ci(x—a)+---+cp(x—a)"+o((x—a)?).

Pour le dire autrement, f posséde un développement limité d’ordre n au voisinage de a ’il
existe un polyndéme P € R, [X] tel que f(x) = P(x—a)+o((x—a)").

-

n 1 n+1

) . —x
» Une formule bien connue nous dit que pour x # 1, Z xk = B et donc
- X
k=0

n+1

1 1 k X
= + .
1-x kz:;)x 1-x

xn+1
0 ~ xmH = o(x™"), si bien que
— X x— x—

Or

1
= 1+x+x°
1—x x—0

++x" +o(x")

est un développement limité 4 Pordre n en 0 de
» Chercher un développement limité de f au voisinage de a revient, quitte 4 com-
poser par x —a,  chercher le développement limité en 0 de la fonction x - f(x+a).
Par exemple, nous connaissons le développement limité d’ordre 1 en 0 de

On notera souvent DLy, (a)
pour désigner un développe-
ment limité A Pordre n en a.



2 CHAPITRE 21 : DEVELOPPEMENTS LIMITES

x = In(1+x) :clest x +o(x).
Mais alors pour x > 0, In(x) =In(1+ (x - 1)) = x—1+o0(x—1).

—1

Nous avons 1a un développement limité a I'ordre 1 de In au voisinage de 1.

n=1 n:2 n=3
\ / N/ \ /!
\J 4 A/ \/ .

n:4 n:5 T’l=6
N/ /! N/
Y . \V 4 \/ a

FIGURE 21.1 — Les premiers développements limités d’une fonction f.
On constate qu’au voisinage de a, f est trés bien approximée par ses développements
limités, et que plus n est grand, plus I'approximation reste correcte «loin» de a.

Notons tout de suite que si f posséde un développement limité a Pordre n, alors elle possede
un développement limité 4 tout ordre m < n.
En effet,

f(x) . co+ci(x—a) +--~+cm(x—a)m+cm+1(x—a)erl +-tep(x—a)"+o((x—a)")

=o((x—a)™)

xiac0+c1(x—a)+---+cm(x—a)'"+o((x—a)m).

On dit alors qu’on a tronqué le développement limité a I'ordre m.

Proposition 21.3 : Si f posséde un développement limité d’ordre n au voisinage de a,
alors celui-ci est unique : si

f(x) o cot+tci(x—a)+---+ep(x—a)"+o((x—a)")
. bo+bi(x—a)+---+by(x—a)"+0((x—a)")
alors Yi € [0, n]], b; = c;.

La fonction polynomiale x — co+ci(x—a)+- - -+cp(x —a)" est appelée partie réguliére
du développement limité.

Démonstration. Supposons par 'absurde que les deux développements limités sont différents,
et soit p = min{k € [0,n] | bx # cx}-
Alors, en tronquant les développements limités a Pordre p, il vient
f(x) = bo+bi(x=a)+ - +by_1(x—a) " +b,(x — ) +0 ((x - a)?)
XxX—a
= ¢ + ¢ (x—a)+-+ cp1 (x—a)P ' +cp(x—a)f +o((x - a)P).

X—a « , N ,
=bo =b =bp_1

et donc par différence, (b, —cp)(x —a)? = o((x —a)?), ce qui est impossible puisque
X—a
b, —c, # 0. O
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Au voisinage de 0 (et au
contraire de ce qui se passe
au voisinage de +o0) si k < p,
alors

¥ = o (xk) .

x—0

Par changement de variable,

(x —a)? =a0 ((x - a)k) .

—a

Calculez la limite du quo-
tient !

M. VIENNEY



Cours

La conséquence immédiate de 'énoncé précédent est quon aura donc le droit de parler du
DLy,(a) de f (lorsqu’il existe), et pas seulement d’un DL, (a) de f.

S’il n’est pas nul, un développement limité nous donne tout de suite un équivalent :

Proposition 21.4 : Soit f : I — R une fonction qui posséde un développement limité
dordre n au voisinagedea € T : f(x) = co+ei(x—a)+--+cu(x—a)"+o ((x — a)").
- X—a

On suppose que la partie réguliére du développement limité n'est pas nulle, et on note p le

plus petit entier tel que c, # 0. Alors

f&) ~ eplx—a).

Démonstration. On a donc

Clest

c " 1 — Q)P
& = 1+p_+1(x_a)+...+c_(x_a)n_l7+_M_>1.
cp(x —a)f x—a cp cp ¢p (x—a) P x-—a
~— ———

= o(1)

x—a

O

12 une grande partie de I'intérét des développements limités : ils vont nous aider 2

trouver des équivalents simples! de certaines quantités.

Notons tout de suite que ce résultat ne vaut que pour des fonctions dont on a poussé le
développement limité 4 un ordre sufhisamment important pour que sa partie réguliére soit
non nulle.

2

En utilisant le DL;(0) de I'exponentielle, et en composant 4 droite par x - x*, on
obtient e*° = 1+x? + 0 (x?), qui est donc le DL,(0) de e

2
3 3
Et alors e — cos(x) = T+x2 -1+ x? +o0 (x?) = Exz +o(x?) ~ =x2

X—

2
02

Un développement limité d’ordre 1 n’aurait en revanche pas sufhit 2 déterminer un
équivalent, puisque ce développement limité posséde une partie réguliére nulle :

x2

e

— cos(x) =, 1+o0(x)—1+o0(x) =, o(x).

Proposition 21.6 : Soit f : 1 — Ret soit a € I. Alors :

1. f posséde un développement limité d’ordre O au voisinage de a si et seulement si elle
est continue en a, et alors f(x) = f(a)+o(1).
X—a

2. f posséde un développement limité d’ordre 1 au voisinage de a si et seulement si elle

est dérivable en a, et alors f(x) Z. f(a) + f'(a)(x —a) + o((x — a)).

Démo

MP2I

nstration. 1. f posséde un développement limité d’ordre 0 au voisinage de a si et
seulement si il existe £ € R tel que f(x) = £+0(1), ce qui est équivalent a dire que
xX—a

f posséde une limite finie ¢ en a.
Cest le cas si et seulement si f est continue en a, et alors £ = f(a).

Si f est dérivable en a, alors

[ -1 = f@+o().

Et donc f(x) — f(a) = f'(a)(x — a) + o(x — a) donc
f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + o(x — a), si bien que f posséde un développement

f&x) - fa)

— @ e

limité d’ordre 1 au voisinage de a.
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L Car polynomiaux.

M. VIENNEY
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Inversement, si f posséde un développement limité d’ordre 1 au voisinage de a, de
la forme

f(x) =, C0 +ci(x—a)+o(x —a),

alors f(x) = < +0(1), de sorte que ¢y = f(a).

Et alors Jw = ¢;+0(1) — c¢1. Bt donc f est dérivable en a.

—a

Pour n > 2, I'existence d’'un développement limité d’ordre n au voisinage de a

n’implique pas que f soit n fois dérivable sur un voisinage de a.

__|R: — R
Soitf: L, x3sin 2
Alors f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
On a alors, pour x > 0, J% = x2 sin% —0

x—0

Donc f est dérivable en 0, avec f/(0) = 0.

Par ailleurs, f est dérivable sur R*, avec f’(x) = —x cos % +3x%sin )—16, qui tend vers
0en 0.

Donc f” est continue sur R..

F)-fF0) _

1 .
En revanche, — cos — + 3x sin — n"admet pas de limite en 0, donc
x

x x

f’ n’est pas dérivable en 0, si bien que f n’est pas deux fois dérivable sur aucun

intervalle contenant 0.

Par ailleurs, x — sin L est bornée, donc f(x) = xO(1) = O(x®) = o(x?).
x—0 x—0 x—0

Et donc f posséde un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0, qui est
simplement £ (x) =, o(x?) =, 0+0x+ 0x% + o(x?).
X X

—

La fonction f est donc un exemple de fonction possédant un développement limité
d’ordre 2 en 0 et qui n’est pas deux fois dérivable sur un voisinage de 0.

Proposition 21.8 : Soit f : I — R une fonction définie sur un ensemble symétrique, tel
que 0 soit adhérent a 1.
On suppose que f posséde un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 :

f(x) xi0c0+---+c,,x”+o(x").

1. Si f est paire, alors tous les coefficients de degré impair de son développement limité
sont nuls : sik impair, ¢, = 0.

2. Si f est impaire, alors tous les coefficients de degré pair de son développement limité
sont nuls : si k pair, ¢ = 0.

Démonstration. 11 s’agit essentiellement de se rappeler que la composition 4 droite est auto-
risée dans les o, et donc que si on a

fx) xioco+c1x+~~~+cnx"+o(x")

alors f(=x) = co+eci(=x)+...cn(=x)"+0((=x)") = co—c1x+- -+ (=1)"cpx™ + o(x™).

—0

Ceci prouve notamment que la fonction x — f(—x) posséde un développement limité
d’ordre n en 0.
Si f est paire, alors f(x) = f(—x), et donc par unicité du développement limité d’ordre n,

par identification des coefhicients : ¢; = —cy1,¢3 = —c3, . . ., et donc tous les coefficients de
degré impair sont nuls.
On raisonne de méme si f est impaire. |
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Produit d’une fonction bor-
née par une fonction de

limite nulle.

La partie réguliére a méme

parité que f.

M. VIENNEY
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La formule de Taylor-Young

Le résultat qui suit est admis pour Iinstant, car il nécessite un résultat> qui sera prouvé
dans le chapitre de dérivation.

Proposition 21.9 (Intégration de développements limités) : Soit f une fonction
continue sur un intervalle I qui posséde un développement limité d’ordre n au voisinage de
a:

f(x) . co+ci(x—a)+---+ep(x—a)"+o((x—a)?).

Si F est une primitive de f sur I, alors F possede un développement limité d'ordre n+ 1 au
voisinage de a, donné par

F(x) = F(a)+co(x—a)+ %(x —a)l 4 nc:

1(x_a)n+1 +o0 ((x_a)n+l)

= F(a) +§ kcfl (x—a)*" +o0 ((x - a)"“) .

AII n’y a pas de résultat analogue sur la dérivation des développements limités : dé-

river un développement limité de f ne fournit pas toujours® un développement limité de f”.

Définition 21.10 — Soit n € N, et soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On dit que f est de classe 6" si elle est n fois dérivable, et que ™) est continue.
On dit que f est de classe 6 si elle est de classe 6™ pour tout n € N.

Remarque. Notons tout de suite qu’une fonction qui est n + 1 fois dérivable est automati-
quement de classe 6”. En effet, elle est n fois dérivable, et f (n) est encore dérivable, donc
en particulier est continue.

Par conséquent, une fonction de classe €™ est aussi de classe gk pour tout k € [1,n].

Nous reviendrons en détail sur la notion de fonction de classe 6™ dans le chapitre de
dérivation.

Théoréme 21.11 (Formule de Taylor-Young) : Soit f une fonction de classe €™
sur un intervalle I et soit a € 1. Alors f posséde un développement limité d’ordre n au
voisinage de a, donné par

) = Zf @ (e o (- ).

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur n € N*,

Pour n = 1, nous avons déja prouvé ce résultat puisqu’une fonction dérivable en a possede
un DL (a).

Supposons donc le résultat vrai pour une fonction de classe 6, et soit f de classe €™*1.
Alors f” est de classe 6", et donc par hypothése de récurrence,

&S (f)® (a) “““)( )
iaz k!
k=0

(x-a)f+o((x-a)") = Zf (x—a)f+0((x-a)").
Mais alors, par primitivation* de développement limité,

f(x) f(a) + Z f(k-”') (a) (xk -:l)lkH +o ((x _ a)n+1)

(k+1)
= f@ +Zf 1(;) (x — a)k+! +o((x—a)”+1)

MP2I Lvcie CaampoLLION 2024-2025

2 Le théoréme des accroisse-
ments finis.

A\ Attention !
Ne pas oublier la constante
d’intégration, qui dépend de
la primitive choisie.

3 Voir le TD pour un contre-
exemple.

4 Ce mot n'existe pas, mais il
est tellement pratique !

M. VIENNEY
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ff“‘)( a)

k=0

(x — a)¥ +o((x a)"”)

x—a

Donc par le principe de récurrence, pour tout n € N* et toute fonction f de classe cgnl
au voisinage de a, f posséde un développement limité d’ordre n au voisinage de a, donné

par la formule annoncée.

O

Remarques. » Pour n = 1, on retrouve bien la formule de Taylor rencontrée dans le chapitre

19.

» En particulier, une fonction de classe €% posséde des développements limités de tout

ordre en tout point.

» Le lien avec la formule de Taylor polynomiale est assez évident. La principale différence
vient du fait que cette formule ne sapplique pas qu’aux fonctions polynomiales.

Le reste (le o((x — a)™)) vient donc quantifier la différence entre f et la partie réguliere de
son développement limité, alors que pour Taylor polynomiale, pour un ordre sufisamment

grand, on avait directement une égalité entre f et son développement limité.

Développements limités usuels

Tous les développements limités qui suivent sont A connaitre par coeur”.
Théoréme 21.12 (Développements limités usuels au voisinage de 0) :
Soit n € N*. Alors

n ok
> e xioz o +o0 (x")
2 x?) X" Y
x:01+x+?+g+~-+m+o(x )
1 _ - k n
> 1-x x:OkZ:Ox +O(x )
=01+x+x2+~~-+x"+o(x”)
1
1 k. .k n
g 1+x x—»OZ( )'x+o(x")
=, 1-x+x —x3+~~-+(—1)"x"+o(x")
X
>In(1+x) = Z( 1)*- 1 Zoto(x")
x2 x3 n-1% n
x:>0x_3+?_”.+( 1) n+o(x)
2k
fe 2 2n+1
> cos(x) = Z( 1) mm( )
K2 it 2n
= =2 r _1\n ( 2n+1)
x>0 >t 1 )(2)| X
2k+1
> sm(x) Z( 1k (2); D +o0 <x2"+2)
X 2n+2
x:)ox—g+50+---+o(x )
E -1)- 1
. (14 )" - a(a—1) kl(a k+1) 40 (x")
X =0 .
—1 1) (a—n+1
= 1+ax+Mx2+---+ ala—1)--(a-n+ ) " 40 (x")
x—0 2 n!
o x>t 2n+1
» ch(x) 0Z()(Zk)|+o(x )
MP2I Lycte CHAMPOLLION 2024-2025

5 g généralisent trés large-
ment les développements
limités d’ordre 1 que vous
connaissiez déja.

Astuce

Dans le développement
limité de exponentielle,

on ne garde que les termes de
degré pair (car cos est pair),
avec alternance de signe.

Astuce

Idem que pour le cos, mais
avec les termes de degré
impair.

— Astuce
Sia € N, alors

a(a—-1)---(a—k+1)
k!

n’est autre que le coefficient
. 1 (@

binomial (). .

On retrouve ainsi une for-

mule qui ressemble beaucoup

au binome de Newton.

V'S

M. VIENNEY
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2 4 2n
pe
= 14+ (2n+1)
Solts ot (2)'+0
L n x2k+1 S
2 n+
> sh(x) 0 0(2k+1)' O(x )
3 5 2n+1
X X X 2n+2)
= X+—+—4- ot ———+
=07 "6 T 120 (2n+1)! O(x

Remarquons que le développement de (1 + x)* nous fournit notamment

1 1 1)« 1-1-3 3-2nx"
- /2 _ Z 2y == - n
1+x x:O(1+x) —1+2x+2( 2)2+ 55> 3 n'+0(x)
1 1 —1-3x2 1:3---(2n-1)
=(1 -1/2 = 1-= _ -y n ny.
et — (1+x)7/% = S¥+t 55 o +(-1) S x" +o0(x")

Démonstration. Tous ces développements limités peuvent se prouver a Iaide de la formule
de Taylor, méme si les preuves données ci-dessous emploient parfois d’autres méthodes.

1. La fonction f : x > e* est de classe 6, et pour tout k € N, f®)(x) = e*. En
particulier, FH(0) = e =1, et donc

f()() n & xk n
x—)()z k+o(x)xiogjﬁ+o(x).

2. Déja justifié au début du chapitre.

3. Il sufht de changer x en —x dans 1= pour obtenir le développement de e

1
4. Notons que x — In(1 + x) est 'unique primitive de x T qui s’annule en 0.
x

1
Et donc, en intégrant = 1—-x+x> 4+ (-1D)"1x"" 1 40 (x"71), il vient
1+ x x—0
2 3 n
In(1+x) =1n(1+0)+x—x—+x—+~~+(—1)"‘1x—+o(x").
=0

foie 2o L2 ke "
5. Rappelons que la dérivée k*™ de cos est x > cos (x +5 et donc en particulier,

cos®(0) = cos (k”) _ {0 si k est impair

2

Donc par la formule de Taylor-Young, 4 I'ordre 2n + 1, qui s’applique car cos est
6, et donc en particulier 62!,

(1) si k=2p est pair’

2n+1

k
cos(x) o Z cos(k)(O)% +0 (xz’”l)

2n+1

o Z cos(k)(O)xk—]; +0 (x2"+1)

k pair

_ ZCOS(zp) (2 )' (x2n+1)

230 Z( D (;k)' +o ).

6. C’est le méme principe.

7. La fonction x > (1 +x)% est €% sur | — 1,+oo[, et pour tout k € N, sa dérivée k*me
estx > a(a—1)-- (@ —k+1)(1+x)°7k, quien Ovaut a(a—1)---(a —k+1).
La formule de Taylor-Young permet alors de conclure.

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025

Astuce

On ne garde que les termes
de degré pair (car ch est
paire) du DL de e*.

Notons que ce DL ne conte-
nant pas de termes de degré
impair (par parité de cos), il
ne cofite pas plus cher de le
donner a Pordre 2n + 1 qua
lordre 2n, seul le o change.

M. VIENNEY
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8. Une récurrence immédiate prouve que pour tout k € N, ch est k fois dérivable, que
ch™ = chsik est pair, et ch®™ = shsik est impair.
Donc par la formule de Taylor-Young a 'ordre 2n + 1,

2n+1

ch(x) =, Z ka +o (x2n+1)
k=0 :

2n+1
n xk (
= — +o(x
|
x—0 s k!
k pair

_ o x% 2n+1
x;O;m+O(X’ )

9. On peut procéder exactement comme pour le ch, ou noter que sh(x) = e* — ch(x),
et donc

2n+1)

2n+2 g 2n+2 g

sh(x) o Z % - Z % +0 (x2"+2)

k=0 k=0

k impair
3 2n+1

X 2n+2)
= X+ =+t —t
o0 T3l 2n+1)! "(x

O

Ne sont pas 4 connaitre par cceur, mais  savoir retrouver rapidement en cas de besoin : les
développements limités en 0 des fonctions trigonométriques réciproques (Arctan, Arcsin
et Arccos).

On sait que Arctan est la primitive qui s’annule en 0 de

1 5 . . on on C’est de la composition : on
x> —— = 1—=x"+x"+- -+ (-1D)"x"" +0(x"), arernplacélesxparx2 dans

14 x2 x—0
le DL,,(0) de ﬁ

et donc par intégration,

PR s 2n+l -
Arctan x o Arctan O +x — STyt (—1)”2n+ THo (x nt ) )
=0
Et de méme, Arcsin est la primitive qui sannule en 0 de
1 -1/2 2 3 1-3---(2n—1
xt—>—:(1—x2) = 1+x—+—x4+~~~+#x2"+o(x2”+l)
V1 — %2 x—0 2 38 2nn!
de sorte que
3 A
. . X 1-3 1-3---(2n—-1) 1l devrait étre suffisant de sa-
Arcsm(x) iO Arcsm(O) +x + ﬁ + 5. 4. 5x5 + -+ mxlrﬁl +0 (X2n+2) . voir le retrouver 3 un «petit»
T —— ’ ordre (par exemple n < 7).
=0
On peut faire un petit peu mieux en se souvenant que
1-3---(2n-1) (2n)! o Cm)! 1 (2n
2np! C2mul(2-4---2n)  (2naN)2 4n\n)
< 1 2k
Et donc Arcsinx = —_— 22K 4 o(x2m2).
x—>oz4k(2k+l)(k) ( )

k=1
On obtient le développement limité de Arccos sur le méme principe, ou 2 l'aide de la

) . T
relation Arcsin + Arccos = >

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Si la fonction tangente posséde des développements limités en 0 a tout ordre par la formule
de Taylor, il est difficile de donner une formule close pour son développement limité

d’ordre n.  En revanche, il est bon de connaitre son développement limité 2 'ordre 3 : .
Une telle formule existe,

mais elle est compliquée,

3 et fait apparaitre une suite
Proposition 21.13 : tan(x) = x+ — +o0(x°). classique (et mystérieuse) :
x—0 3 les nombres de Bernoulli.

Démonstration. Sila formule de Taylor s’applique, personne n’a envie de calculer la dérivée

troisiéme de la tangente...

Notons plutdt que nous savons déja, par la formule de Taylor a 'ordre 1 que tan(x) =, %+ o(x).
X

—

Et donc tan?(x) =, (x +0(x))? =, x2 +0(x?).

Mais tan’(x) = 1 + tan?(x) = x* + 0(x?), donc par intégration de développement limité,
X—>

x x
tan(x) = tan(0) + x + 5 +o(x?) =X + 5 +o(x?).

Notons que cette méthode permettrait d’aller plus loin® : maintenant que nous avons le DL3(0) de % Et nous le ferons en TD.
tan, on peut en déduire le DLy(0) de 1 + tan®, puis intégrer... o

Nous ne ferons aucune théorie, et conformément au programme officiel il s’agit surtout
de comprendre sur des exemples comment bien calculer avec des développements limités.

Somme

La somme de développements limités ne pose pas de probléme, en gardant a I'esprit que la
somme d’'un DL, (a) de f et d'un DL,,(a) de g, avec m > n, ne donne qu’un développement
limité A lordre n de f +g.

En effet, les termes de degré supérieur strict a n sont «absorbés» par le o ((x — a)™).

Cherchons le DL3;(0) de Arctan(x) + 21In(1 + x).
3

Ona Arctan(x) = x— . o(x?).
x—0 3

2 3
Etln(1+x)=x- %+%+0(x3).

Donc le développement limité de la somme est

1
Arctan(x) +2In(1 + x) = 3x — x>+ §x3 +o(x?).
X

—

Produits

Les produits ne posent pas non plus de difficultés. Notons tout de méme que lorsqu’on multi-
plie deux développements limités 3 'ordre n, des termes d’ordre n+1 ou plus risquent d’appa-
raitre. On n’oubliera donc pas de tronquer le développement limité obtenu : lorsqu’on fait /\ Attention !
le produit de deux développements limités d’ordre n tous les termes en (x —a)™*!, (x —a)™*?,

. . ; On n’en déduira pas non plus
etc ne sont pas pertinents car ils sont «absorbés» par le (x — a)™.

un DLy, 4 l'aide du produit
de deux DL,,.

Cherchons le DL,(0) de e*V1 +x. On a

x2 5 x  x° 5
eVl +x = 1+x+?+o(x ))(1+§—§+0(x)

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



10 CHAPITRE 21 : DEVELOPPEMENTS LIMITES

3.7 1 4
S 1+ Sx+ gxz +0(x?) + §x3 +o(x) - % +o(xh)

=0(x2)

x:01+§x+§x +o0(x%).

Ceci s’applique bien entendu a l'obtention du développement limité d’une puissance.

Ona
2 4 2
= [1-=+—=+
cos xx—»()( >+t ox)
4 4 4
X X X
= -+ —+—+—+ (4)
oot Tty o
4
= 1—x2+x—+0(x4)
x—0
et donc
4 2 it
cos’x = 1—x2+—+o(x4) 1——+—+o(x4) =1-=x*+ x4+o(x4)
x50 2 24
Composition

Comme tout ce que nous avons dit sur les compositions de o reste valable ici, on peut bien
entendu composer des développements limités.

Cherchons le DL4(0) de In(1 +sin(x)). Puisque sin(x) — 0,ona

sinx sin’x  sin

+ —
2 3 4

4

In(1+sin(x) = sin(x) - X 4o (sinx4) .

Or, sin(x) ~ x, donc sin* x ~ x*, et donc o (sin4 x) = o (x*).
X

—0 x—

| 2 x 4 ’ 2 x! 4
D 1 = - — = — 2_
e plus, sin” x o (x 5 +o(x )) o S +o(x") et
xt x3
sin®(x) = sin’(x) sinx =, (x2 iy + 0(x4)) (x a3 + 0(x4)) =, x> +o(xh).

2 4 2
sin*(x) = (sin2 x) (x2 X 0(x4)) = x*+o(xh).
x—0 3 x—0

x—
Et donc
3
1 1
In(1 + sin x) = x—%—i(xz—%)+5x3—zx4+o(x4)
2 4
- x> 15 x 4
So¥ T teY Tt

Un bon moyen de présenter les calculs est de faire un tableau avec DL4(0) des puissances
successives de sin x, et dans lequel on ne s’embéte pas avec les o.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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— A\ Attention !

Soyez attentifs dans les cal-
culs, ici les termes de degré 2
proviennent de 3 endroits :
les deux termes de degré 2
de chacun des facteurs, et le
produit des deux termes de
degré 1.

Notons que la fonction cos®

étant paire, il n’est pas sur-
prenant (et méme il était
prévisible) qu’il n’y ait aucun
terme de degré impair.
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. x3
51r12(x) x — &
: 2 X
s1n3(x) x“ -
sin”(x) x3
sin*(x) x*

Chacune des lignes de ce tableau est alors obtenue en multipliant la ligne précédente par
la premiére ligne.

Un cas trés particulier de composition : les quotients de développements limités.
Notons tout de suite que le quotient de deux fonctions admettant un développement limité
en a n’admet pas forcément de développement limité, méme a l'ordre 0.

e . . .
Par exemple, —— n’a pas de limite en 0, et donc ne peut pas posséder de développement
sinx

limité 4 aucun ordre en 0.
Malgré tout, nous serons souvent amenés a étudier des développements limités de quotients,

loutil fondamental dans ce cas étant alors le développement limité de , qui nous
x

raméne 2 de la composition/du produit de développements limités.

» Cherchons un DL4(0) de th. On a th(x) = (x)
h(x)
xz x4 4 x3 4
ch(x) 1+?+ﬁ+0( )etsh(x)x:Ox+g+o(x).
1
Donc =
ch(x) x=0 1, (— +37+ o(x4))
En se souvenant que = 1-u+u? - +u*+o(uh), il vient
1+u us0
1 X 4 x2 4 RS ! )3
h() <0 | (2 top ol ))+( ot )) AR
x2 4 . 2 . 4
+(—+2—4+0(x) ? —+o(x))
2
X
xiol_?+2_4x +0(

Et donc par produit,

3 2 3
th(x) o (x + % +o(x4)) (1 - % + 25—4x4 +o0 (x4)) =x- % +o(xh).

Oui, je sais ce que vous pensez : tous ces calculs pour en arriver 13 ? On avait

vraiment besoin du 2—x4 ?

Non, pas si on sy prend bien, mais c’est la suite...

» Cherchons un DL;(0) de

1+e2x’
Onae** = 142x+2x> + §x3 +o (x%).
Donc
1 1
1+e2 x50 24+ 2x +2x2 + $x3 +0(x?)
1 1

x=0 21 +x +x2 + 2x3 + 0(x?)

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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1 1+x3+(3)
w02 2076 PO

Dans le cas d’'un dénominateur qui tend vers 0, cette méthode fonctionne encore dans la
plupart des cas, mais il y a des précautions a prendre.

X
-1
Cherchons le DL,(0) de L=
In(1 +x)
2 3 2 .3 .4
On sait que In(1 +x) = x—x%l+ % +o(xd)eteX—1 T % + % + ;—4 +o(xh).
Donc dans le quotient le(——), on peut simplifier numérateur et dénominateur
n(1+x
par x.
On prendra alors garde au fait que ceci diminue les ordres des développements
limités.
eX -1 _ x+x72+x7:+o(x3)
In(1+x) x-0 x — % + %3 +0(x3)
~ 1+§+%+o(x2)
x=0 1 —§+%2+0(x2)
2 2 232
x X x X x X
= [1+Z+=+0D)|[1-[-Z+=|+|-2+=] +0(x?
w0\ 276 O(x)) (2 3) (2 3) ox)
2

:01+x+%+0(x2).

X

Optimisation des calculs

Un premier bon réflexe, pour éviter ce qui s’est produit sur th peut étre de s’intéresser 2 la
parité” de la fonction qui nous intéresse.

Par exemple, si on cherche, comme sur I'exemple de th un développement limité a 'ordre
4 en 0, on sait qu’il suffit d’obtenir le développement limité a 'ordre 3 en 0.

Une autre bonne habitude est, dans les produits, de s’intéresser au degré du premier terme
non nul®.

Par exemple, si on cherche un DL3(0) de e* sin x, on sait que le développement limité de
sinx va commencer par x. Et donc il sufht d’utiliser un DL,(0) de e* pour faire le produit :

2 3 3
e¥sin(x) = |1+x+ . o(x?)] |x - * o(xY)] = x—x—+o(x3)+x2+x o(x?) +o(x°).
x—0 2 6 x—0 6 - S

=o0(x3)
Notons qu’en revanche, il nous a bien fallu® le DL;(0) de sin(x).

Par exemple ceci ne vaut plus pour un DL3(0) de e* cos(x) puisque cos posséde un terme
constant non nul.

Et par exemple, pour un DL4(0) de sin(x) In(1 + x?) il suffit d’'un DL>(0) de sin(x) et d'un
DL3(0) de In(1 + x?).

De maniére générale, avoir une idée de ce qui peut se produire dans les calculs, avant
d’avoir 2 les faire permet souvent d’anticiper, et de calculer les développements limité juste

au bon ordre. C’est-a-dire sans trop en faire, mais également sans rien oublier.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

On va a l'ordre 3 car la sim-
plification par x va faire
baisser les ordres d’une unité.

7 Dans le cas de développe-
ments limités en 0.

8 Crest-a-dire au degré de
Iéquivalent.

9 Car le DL de ¥ posséde un
terme constant.

Faites-le, vous devriez com-
prendre !
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Et ailleurs qu’en 0 ?

Quasiment tous les exemples que nous avons donnés ici sont des développements limités
en 0, mais ce ne sont pas les seuls que nous sachions calculer.

Dans le cas d’'un développement limité en a # 0, la formule de Taylor-Young reste valable
en a.

Sinon un changement de variable x = a + h est souvent pertinent.

Cherchons un développement limité 4 I'ordre 3, au voisinage de 3 de In(x).
Onaln(x) =Iln(3+h) =In(3) +1n (1 + g)

Et donc puisque h - 0,
x—

In(x) = In(3)+ (ﬁ LS (h3))

—

x—3

= In(3) + %(x—fﬁ) - %(x—3)2+ %(x—3)3+0 ((x—3)3).

Les équivalents et les limites

Le principal intérét des développements limités est I'obtention d’équivalents et par consé-
quent, le calcul de limites.

Rappelons encore une fois la régle : une fonction qui posséde un développement limité
non nul en a est équivalente, au voisinage de a, au terme non nul de plus bas degré de son
développement limité.

. In(1+x) —tan(x)
lim . .
x—0 Sinx —tanx

2
2 X
Onaln(l1+x) —tanx = x-% —x+o(x?) ~ ——=.
x—0 x—0 2
Drautre part, on a
3 3 3 3
sin(x) —tan(x) = x———-x—-——+o0o(x°) = ——+o0(x’] ~ ——.
( ) ( )x—>0 6 3 ( )x—>0 2 x—0 2

S

In(1+x) —tanx - 1

sinx —tanx  x—0 _x x—0 x

Et donc

~

\S]

Position d’une courbe par rapport 4 sa tangente et nature de points critiques

Soit f une fonction possédant un développement limité d’ordre 2 au voisinage de a.

f() = f@+f@x-a+ek-a’+o(x-a?).

Alors nous savons que f est dérivable en a, et que I'équation de la tangente 4 Iy en a est

y=f(a)+f(a)(x-a).

La position de la courbe par rapport a la tangente est donc donnée par le signe de
f&x) = f(a) - f(a)(x - a).

Or f(x) = f(a) - f(@)(x —@) = ca(x— a)? +o ((x - a)?).

Sicy # 0, onadonc f(x) - f(a) — f'(a)(x — a) ~ e (x —a).

Mais souvenons nous que deux fonctions équi\:algntes au voisinage de a sont de méme

signe au voisinage de a.
Donc si ¢ > 0, pour tout x au voisinage de a, f(x) — f(a) - f’(a)(x — a) > 0, et donc 6

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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14 CHAPITRE 21 : DEVELOPPEMENTS LIMITES

est, au voisinage de a, au-dessus de sa tangente.

Si ¢ < 0, on prouve de méme que 6 est en dessous de sa tangente en a.

En revanche, dans le cas ot ¢, = 0, on ne peut pas conclure sur la base du développement
limité d’ordre 2.

Une solution serait alors d’aller chercher le terme suivant non nul dans un développement
limité d’ordre supérieur (sl existe....) de f.

Prenons 'exemple du sinus en 0 : sa tangente est la droite d’équation y = x.

Onaalorssin(x) —x ~ ——.
x—0 6
3

. . . : L
Donc sin(x) — x est, au voisinage de 0, du méme signe que 5 ¢ est-a-dire du
signe opposé a x.
Le fait que ce signe ne soit pas constant signifie que le graphe de f traverse sa
tangente.

s
/

7 {
/ ‘ &
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
| |

a a

Ficure 21.2 — Une fonction qui reste au dessus de sa tangente et une fonction qui traverse
sa tangente.

Ceci sapplique particuliérement pour I’étude des points critiques d’une fonction. En effet,

nous savons que si f posséde un extremum local en g, alors elle posséde un point critique
en a. Mais que la réciproque est fausse.

Soit donc f une fonction de classe 62, et a un point critique de f.

2

Alors au voisinage de a, f(x) . f(a)+ f(a)(x — a) +f”(a)¥ +o(x?).
2

Donc f(x) - f(a) — f'(a)(x — a) est du méme signe que f”(a)%.
Autrement dit, c’est le signe de f”(a) qui déterminera si f est au dessus de sa tangente
horizontale.
Si f”(a) > 0, alors f(a)(x — a)? est strictement positif au voisinage de a, donc le graphe
de f est au-dessus de sa tangente. Et posséde donc un minimum local en a.
De méme, si f”(a) < 0, on prouve que f posséde un minimum local en a.
Enfin, si f”/(a) = 0, etsi f est 6", alors il faut pousser la formule de Taylor-Young un (ou
plusieurs) ordre(s) plus loin, jusqu’a obtenir un f*)(a) non nul. Si ko désigne la plus petite
valeur!? de k telle que f*(a) # 0, alors :

1. si ko est pair, f posséde un extremum local en a, dont la nature est donnée par le
signe de %) (a).
) (a)

. k—o|(x — )k, qui est de signe

En effet, au voisinage de a, f(x) — f(a) ~
constant.
%) (a)

ko!
voisinage de a, et donc f ne posséde pas d’extremum local en a.

2. si ko est impair, f(x) — f(a) ~ (x — a)k n’est pas de signe constant au
xX—a

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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— & Danger !
Toute la subtilité est cachée
dans le «au voisinage de a» :
on ne sait pas si le voisinage
en question est R, Ja—1,a+1[
ou |a—1071a+1071[.
Donc il n’est pas question
d’en déduire des inégalités
«pour tout x».
Si on souhaite une telle
inégalité, il n’y a guére
d’autre solution que d’étu-
dier la fonction x —

fx) - f(a) - f(a)(x - a).

10g; elle existe.
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Développements asymptotiques

Enfin, les développements limités permettent d’exprimer le comportement de fonctions
qui n’ont pas forcément de développement limité, ou en +co.

Prenons par exemple la fonction définie sur R} par f : x - sin(xIn(x)).
Elle est prolongeable par continuité en posant £(0) = 0. Et posséde donc un développement
limité 4 l'ordre 0.

f(x) = £(0) _ xlnx
pe

On a alors xnx 5 oo,

x—0 ¥ x—0*

Donc f n’est pas dérivable en 0 et n’a donc de développement limité 4 aucun ordre plus
grand que 1.

Pourtant, on peut avoir envie d’en trouver des équivalents plus simples, ou de 'exprimer a
Iaide de fonctions plus simples.

C’est possible a I'aide du développement limité de sinen 0 :

sin(x In x) S xIn(x) - %(x In(x))® +o0 (x3 1n(x)3) .

—

Ceci nous donne un équivalent (x In(x)), mais nous permettrait aussi de quantifier la diffé-
rence entre f et son équivalent.

On appelle alors développement asymptotique tout développement de ce type, fai-
sant intervenir une gamme de fonctions plus large que celles que I'on s’autorise dans les
développements limités, a savoir les fonctions polynomiales.

In(1 +
Considérons la fonction f : x n(—2x)
V sin” x

On a alors , au voisinage de 0,

In(1 +x) 3 x—%2+%3+0(x3)

2 - 2
sin“(x) x—0 3
(x) (x- % +o(x)

Et alors, il vient

/1n(1+x) 1 x 2, 5
mx:@% 1—§+§X +O(X)

= L(1—f+§x2+o(x2))
x—>0\/;

1 +x 29
SoE T r togrVEro ).

On parle alors de développement asymptotique 4 la précision x+v/x, méme si je ne
donnerai aucune définition rigoureuse de ceci.
Enfin, il est possible d’obtenir des «développement limités en +oo», c’est-a-dire des déve-

loppements asymptotiques faisant apparaitre des =

Considérons la fonction f : x > (x + 1)e!/*.

Alors, lorsque x — +oo, % — 0, et donc nous pouvons utiliser le développement

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025

Je vous épargne le détail du
calcul du développement
limité, le seul moyen de vous
convaincre qu’il est juste est
de le calculer....
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limité de P'exponentielle en 0 :

Et donc

X
1 1 1 A\ Attention !
= x+1l+—+o|-|+1l+—-—+—+o0|— ol 1
X—+00 x x x  2x2 x2 Soyez vigilants sur les o,
ici les termes en = sont
3 1 ] x2 .
= x+2+—+0/|=]. «absorbés» par le terme en +.
x—+00 2x X

En particulier, ceci nous dit que lim f(x) —x —2 =0, et donc I'r possede pour
X—+00

asymptote, en —co et en +co la droite d’équation y = x + 2. B .
1€n que nous ayons 1C1

3 . . e
De plus, onaf(x)—(x+2) ~ =, quiest du signe de x. utl/hse d autres moyens, la
x—too 2x méthode classique pour trou-
Donc au voisinage de +co, I est au dessus de son asymptote, et au voisinage —co, ver une asymptote oblique
I est en dessous de son asymptote. aurait fonctionné ici.
y=x+2

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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