ANALYSE ASYMPTOTIQUE

Dans ce chapitre, nous donnons des outils performants pour décrire des concepts que nous
manipulons déja depuis quelques temps : I'idée qu’une suite/fonction «’emporte sur une
autre», et donc impose sa limite.
Par exemple lorsqu’on dit que lim —2n* +n’ +5n = lim (-2n*) = —c0, ou encore que
e
lim
xoko X + 1

Nous introduisons donc trois notations : ~ (équivalent), o («petit 0») et O («grand O»), ce
dernier étant celui que vous avez déja rencontré en informatique.

= +00.

Définition

Définition 19.1 - Soient (uy), (v,) deux suites a valeurs réelles. On dit que (u,)

est négligeable devant (v,) et on note u, = 0(v,) ou u, = 0(vy) si il existe une
n—-+co On lira uy, = o(op) en

. . . n—+0o0o

suite (&,)n, de limite nulle, telle que disant «(un) oot un petit o de

(on ).

dnp e N,Vne N, n > nyg = u, = e,0,.

Onan = o(n?) puisque pourn>1,n=

n—+oo

il{:l»—\

1 1 1
Sur le méme principe,ona — = of— | puisque — = ——.
P pe, nd n—+eo |\ n2 puisq n> nn2
Remarques. » Les exemples précédents donnent une bonne intuition de la signification
deso :

— dans le cas ot (u,) et (vy) tendent vers +oo, celle qui est négligeable devant I'autre
est celle qui tend «le moins vite» vers +oo

— dans le cas de deux suites qui tendent vers 0, c’est celle! qui tend «le plus vite» vers 0 1'Si elle existe.
q q p
qui est négligeable devant autre.

» Si (vy) est la suite nulle alors les seules suites négligeables devant (v,) sont les suites

stationnaires de limite nulle, c’est-a-dire nulles 4 partir d’un certain rang.

» La présence du ny n’est en fait indispensable que pour englober le cas ou (v,) peut

sannuler. En effet, dans le cas ot (v,) ne s'annule pas, on peut toujours supposer que

u, = ey, pour tout n € N, en posant simplement &n = Z—:

» De maniére équivalente, en utilisant la définition de limite, on peut prouver que u, = o0(v,)
n—+o0o

si et seulement si
Ve >0, dng € N, Vn = ng, |u,| < €lon].

En pratique, on pourra prendre la proposition suivante comme définition de la négligeabi-

lité, 3 condition de se souvenir qu’elle n’est valable que dans certains? cas. 2 Qui englobent 99,9% des
cas que vous serez amenés a
traiter.



2 CHAPITRE 19 : ANALYSE ASYMPTOTIQUE

Proposition 19.3 : Soient (up) et (vy,) deux suites telles que (vy,) ne sannule pas a partir
d’un certain rang. Alors

. u
u, = o(v,) = lim 2 =0.
n—+oo n—+0o gy,

Démonstration. Si u, = o0(vy,), soit alors (e,) telle que pour n > ng, Up = U, €t
n—+oo

e, — 0.
n—+oo

Al o
ors pour n > ng, — =&, — 0.
Z)n n—+oo

.U . u
Inversement, si — —> 0, alors il suffit de poser, pour n suffisamment grand, ¢, = 2 de
v, n—+oo Up

sorte que Up = 0. |

» Si (uy,) est bornée et si |v,| — +o0, alorsu, = o(vy,).
n—+oo

» nsin(y/n) =0 (nvn = 3n).
. l -n

En effet, on a nsin(yn) . (\/H).

nyn —3n 1- \/%

Mais — sin(+y/n) tend vers 0 car produit d’une suite bornée par une suite de limite

nulle. Et le dénominateur tend clairement vers 1.

Proposition 19.5 : Soit (uy) une suite réelle. Alors u, = o(1) si et seulement si
n—+oo

lim u, = 0.

n—+oo

Autrement dit, la notation o(1) désigne n’importe quelle suite de limite nulle.

n—oo

Démonstration. Ona®>u, = o(1) sietseulementsi lim — = 0. O
n—+oo 1

. 1
Puisque en —

1 1
l,en =1 = o(l1),cequonnoteraer = 1+o0(1).
n—+oo n—+oo n—+0o

Opérations sur les o

La notation o est pleine de subtilités, et pour commencer, il faut bien comprendre

quelle ne désigne pas un objet de maniére unique, mais qu’il peut y avoir une infinité de
suites négligeables devant une méme suite.

, 1 1 1 o

Par exemple, les suites de termes généraux =5 ——, —— sont toutes négli-
n? n?+1 n?+2sinn’ nyn

. , .11
geables devant la suite de terme général —.

1 1 1 1 . S
Donconvanoter = = of-|et—= = o|-|, maison n’en déduira surtout pas

n2 n—+oo n n\/n n—+o n

1 1 |
ue — = —— !
ame 2 nyn

Autrement dit, = o () n’est pas une égalité, c’est une relation binaire sur 'ensemble des
n—+o0o0

suites.
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Nous ne disons rien des va-
leurs de &, lorsque n «n’est
pas suffisamment grand» (au-
trement dit pour un nombre
fini de valeurs de n) car elles
n’ont aucune incidence sur

la limite. Vous pouvez donc
les choisir comme bon vous
semble, la suite (&) convien-
dra toujours !

3 La suite constante égalea 1
ne s’annule pas.

M. VIENNEY



19.1. NEGLIGEABILITE

Une fois qu’on a accepté ce principe, les régles de calcul suivantes ne sont pas trop difficiles
3 assimiler.

Il n’est probablement pas intelligent de tout apprendre par coeur bétement, et en cas de

doute dans un exercice, un retour rapide 2 la définition* devrait suffire a dissiper vos doutes.

Proposition 19.7 : Soient (uy), (vn) et (wp) trois suites.

1. VAeRY siu, = o(vy),alorsu, = o(loy)etdu, = o(v,)
n—+oco n—+oo n—+oo
2. siu, = o(wp)etv, = olwy), alorsu,+v, = o(wy)
n—+o0o n—+o0o n—+o0o
3 siup, = o(vy)etv, = o(wy), alorsu, = o(wy) (transitivité des o)
n—+co n—+co n—+co

4. siu, = o(vp),u, = o(v)),alorsupu, = o0(vy0))
n—+oo n—+oo n—+oo

En particulier, sik € N, et siu, = 0(vy), alorsuk = o(ok).
n—+co n—-+oo

5 siu, = o(vy),alorsusw, = o(vwy).
n—+oo n—+oo

, 1
6. si (un) et (vy) ne Sannulent pas, alorsu, = o(vy) © — = o (—)
n—+oo 00

7 up = 0(vn) © |ual = o(Jogl).
n—+oo n o0

—+

Démonstration. 1. soit (&,) de limite nulle telle que ¥n > no, u, = e,0,.
€ . )
Alors en posant ¢, = 7", qui tend toujours vers 0, alors pour n > ng, u, = €,(Avy),
doncu, = o(lo,).
n—+o0o
De méme, en posant ¢, = Ae,, alors Au,, = €/vy,.
2. Si pour n sufhsamment grand, u, = e,w, et v, = O,wy, avec lim &, = lim 6, =0,
n—+co n—+oco
alors pour n sufhsamment grand u,, + 0, = (¢, + 0,)wy, avec lim (g, +6,) = 0.
n—+oo

Dans la suite, pour simplifier les preuves, on suppose que les suites en jeu ne s'annulent pas a partir
d’un certain rang, de sorte qu’on peut utiliser la limite du quotient pour caractériser la négligeabilité.

3. Ona

Un Un Un
Un _ Mmoo On o,
Wy, U, W, n—o+
—_—— ——
— 0 — 0
n—+00  n—+oo
Doncu, = o(wy,)
’ ’
g Unn _ Un U 0
. — . .
UnZ)n [ Z}n n—+oo
5 UnWn _ Up 0
UpWp U, n—+oo
1
— n . .
6. 2 = —, et donc l'un tend vers O si et seulement si I'autre tend vers 0.
Un n

7. 1l suffit de se rappeler qu’une suite tend vers O si et seulement si sa valeur absolue
tend vers 0.
n

. u :
Etdonc lim —=0¢ lim
n—+co y, n—+o0o

=0.

Un

O

AOn n’a de résultat que pour la somme de deux suites négligeables devant une méme
suite, et on ne somme rien 2 ’intérieur du o.

—+ —+

1 1
Par exemple, = = o(n), — = o(-n), mais
n n—+oo 2n n—+o

1.1 # o(n+(-n) = o(0).

n 2n n—+ —+
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4 Via la limite du quotient.

Ce premier point signifie que
les constantes multiplicatives
ne servent a rien dans des

o et on ne fera pas de diffé-
rence entre o(n),o(—2n) et
0(n/100).

Essayez d’écrire les détails si
vous en ressentez le besoin.
Ici il y a une subtilité : les
«n suffisamment grand» ne
veulent pas forcément dire
la méme chose pour (u,) et
pour (o) !

M. VIENNEY



Les croissances comparées usuelles

Lemme 19.11. Soit (u,) une suite  termes strictement positifs, et supposons qu’il existe
Un+1

un réel ¢ € [0,1] tel que lim =¢. Alors lim u, = 0.

n—+co Uy, n—>-+o0

Démonstration. Puisque “2:1 — ¢ < 1, il existe® ng € N tel que pour n > no, “2L < 1.
n n

n—+oo
Et donc pour n > ng, tns1 < up, de sorte que (uy)nsn, est décroissante.
Puisqu’elle est minorée par 0, par le théoréme de la limite monotone, elle converge vers
une limite L > 0.
Si on avait L > 0, alors par quotient de limites, “2 — % =1, ce qui est absurde.

Un p—o+too

Donc L =0, et doncu, — 0. ]
n—+o0o
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4 CHAPITRE 19 : ANALYSE ASYMPTOTIQUE
Supposons qu’on dispose de deux suites (uy,) et (vy) telles que
2+ ! + ! t 1 ! + L
U, = —+o0|—| etv, = - —+o|-].
" o too \/ﬁ \/ﬁ " o too n n
Alors
1 1 1 1
wn 2o () (-5 e )
= 2_%4_0 % +i_i+o L +0 i —0 L +0 L Onautiliséiciélafoisles
n—-+oo n n n  nyn nyn \n nyn nyn régles 4 et 5 de la proposition
—— précédente pour faire le
=o(3) za(ﬁm) produit.
2+1 2+(1) 1+(1)+(1)
= — ——+o|—=]|-—=+0|-|+0|—
n—+oo \/ﬁ n \/ﬁ n\/ﬁ n n\/ﬁ
~o(})
2+ + ! 2 !
_ ~4ol—=1_2 2
n—+oo \/ﬁ \/ﬁ n n
o)
1 1
= 2+—+o0|—
T
. sinx ., . 1
» Souvenons nous que lim —— =sin"(0) = 1, et donc que lim nsin— = 1.
x—0 X n—+oo n
1
Alors nsin (—) -1 = o(1)etdonc
n n—+0co
el o o))
sin|—]—-—- = o|l-|©sin[-|] = —-+o0]|-
n n n—o+oo n n n—+oo n n
Proposition 19.9 : Si u, T 0(0y,), alors pour toute extractrice ¢, Up(n) = Vp(n):
u
Démonstration. Si 2% — 0, alors la suite extraite ( (p(")) tend aussi vers 0. ]
Z)n n—+oo U(P(n) n
Pui in L L + ! 1 in ! ! + !
uisquesin(—|] = —+of|—],alorssin— = —+o0|—=].
d n/ n—o+o n n n2 n—+oo p2 n2

5Pprendre e = 1 — £ dans la
définition de limite.

M. VIENNEY



19.2. EQUIVALENTS 5

Théoréme 19.12 (Croissances comparées usuelles) :
1. V(a,B)eR}a<B=n* = o(nf)

n—+eo La premiére assertion de 2.
2. Va € R, Vg €]0, 11, q" n_im o (n%) n’est vraiment utile que si
o n a < 0, auquel cas g" et n*
Va €R, Vg>1n T 0 (q ) tendent tous deux vers 0.
, 02 , _ n De méme, la seconde asser-
3. V(q’ q ) € (R+) »4<q =q oy 0((61 ) ) tion n’a d’intérét que pour

a > 0.

4.¥q>0,q" = o(n)
n—+co

5 n = o(n"

n—+0o

, : : . n -
Démonstration. 1. Soient & < B deux réels. Alors == n*#f — Ocara—p<0.
n n—+oo

n
2. Soit & € Reet g €]0, 1[. Appliquons le lemme 4 la suite de terme général Z_”‘
n* q
— = 0,1].
(n+ )7 g (“l)a e €101

n+1

On a alors

. . A n*
Dans le cas g > 1 il sufhe de faire de méme avec —.
q

3. Nul besoin du lemme ici, il suffit de connaitre les suites géométriques :

q_z(g) o

qm" q n—+oo
n+1 |
) n!
4. Encore une fois le lemme : — = 4 _, .
(n+Dlg"  n+1 no+eo Ce résultat avait déja été
Doncg" = o(n!). prouvé, avec la méme mé-
n—teo thode, dans le chapitre de
. . (n+1)! n" n" 1\ suites.
5. Toujours pareil : — = =(1+-| .
Jours p (n+)rinl - (ntl)n n
1\ 1
Or, (1+—) = exp (—nln (1+—)).
n n
In(1 + ,
Mais il est classique® que lim nd+x) _ In"(1) = 1, et donc © 11 s'agit de reconnaitre un
x—0 x taux d’accroissement.
In ( 1+ %)

lim nln(1+1)= lim -1,

n—+oo n n—+0o =
n

-1

L1 o . . 1\
On en déduit, par continuité de I'exponentielle, que lim (1 +-| =e'<1.
n—+00 n

Etdoncn! = o(n").
n—s+co

O

Ces résultats, couplés 4 la transitivité des o permettent déja de comparer beaucoup de suites.
Par exemple, Vn = o(e").Eneffet, Vn = o(n)etn = o(e").
n—+oo n (&Y n—+oo

—+

Définition

Définition 19.13 — Deux suites (u,) et (v,) sont dites équivalentes, et on note
up ~ vy, silexiste une suite (6,) qui tend vers 1 telle que
(o]

n—+

dng € N, Vn > no, u, = 0,0,,.

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



6 CHAPITRE 19 : ANALYSE ASYMPTOTIQUE

Remarques. » L’intuition qui se cache la-derriére est que deux suites équivalentes doivent
«se comporter de la méme maniére au voisinage de +co». Ou au moins «avoir le méme
ordre de grandeur», et donc au moins avec les mémes vitesses de convergence/divergence.
» Si (v,) est la suite nulle, alors les seules suites équivalentes a (v,) sont les suites nulles 2
partir d’un certain rang.

Ce qui signifie qu’a moins que vous ne soyez en train de manipuler la suite nulle’, je ne
veux pas voir écritu, ~ O.

n—+oco
Si vous en arrivez 4 écrire ceci, cherchez l'erreur dans vos calculs, ¢a ne devrait pas arriver !
Généralement ce n’est pas une erreur de calcul, mais plutot que vous avez réalisé une
opération qui n’était pas autorisée.

La proposition suivante se prouve exactement comme la proposition analogue pour les o.

Proposition 19.14 : Si (va) est non nulle (a partir d’un certain rang), alors on a

, .. Un
Uy, ~ 0, sietseulement si lim — = 1.
n—+co n—+co Uy,

n + +/nsin(n) T Tt PUisque

—>

n + ynsin(n) 1+sin(n) 1
= — 1.

n \/ﬁ n—+co

Proposition 19.16 (Lien entre o et ~) : Soient (up) et (v,) deux suites. Alors

Uy, ~ U < uU,—o, =mo(vn)<=)unn_imvn+o(v,,).

n—+oo n—+

Démonstration. Supposons que u, ~ 0,. Alors soit (6,), une suite qui tend vers 1 telle
n—+0o

que pour n suffisamment grand, u, = 6,0,.
Alors u, — v, = (6, — 1) v,,.
——

— 0
n—+co

Doncu, —v, = o/(vy).
n—+co
Et inversement, si pour n > ng, u, — 0, = €04, avec lim &, = 0, alors, toujours pour
n—+oo

n > no, Uy = (1+¢e,)o,, avec lim 14, = 1.

n—+oo

Doncu, ~ wv,. O

n—+oo

1 n
Cherchons un équivalent de u, = = + nln(n) + Vn + £,
n n

n
. ) 1 .. e
Intuitivement, il s’agit d’isoler le terme «le plus fort» de u,, qui doit étre —.
n

n

N . , . € N
En effet, d’aprés les croissances comparées, lim — = +co, donc déja
n—+o0o n
1 e"
Z = ol|l=].
n n—+oo n
en
De méme, nyn=n*? = o(e"),doncyn = o|—]|.
n—+oco n—+oco n
en
Le méme raisonnement prouve que n? = o(—).
n—+oco n
N nn 1. e"
Mais lim — =0,si bien que nlnn = o(n?) etdoncnlnn = of—
n—+oo 1 n—+o0o n—+o0o n
MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

&:" généralement on s’en
rend compte !

A Attention | ———

«On n’est jamais équivalent 2
0 sauf'si on est complétement
nul b

Au fond, cette proposition est
assez intuitive, si une suite
est négligeable devant lautre,
alors la somme se comporte
comme celle qui domine
lautre.

Il faut un peu d’intuition
pour étre efficace dans ce
type de question, et étre ca-
pable de reconnaitre rapide-
ment le terme qui domine les
autres, mais si on ne le voit
pas tout de suite, quelques
calculs permettent de le trou-
ver.

M. VIENNEY




19.2. EQUIVALENTS

e" e" e"
Etdoncau final,u, = —+o (—) ~ =
n—+00 n

Propriétés des équivalents

Proposition 19.18 : La relation ~ est une relation d’équivalence sur Pensemble des suites,
on a donc, pour (uy), (vn) et (wy) trois suites :

1 u, ~ wuy
n—-+oo

2.u, ~ U, =0, ~ U
n—+o0o n—+o0o

3. siuy, ~ ovpetv, ~ wyalorsu, ~ wp.
n—+oo n—+oco n—+co

Démonstration. Soit (u,) € RN,
En prenant 0, = 1,0na bien 9, — 1et pour tout n € N, u, = 0,up,.
n—+co

Siu, ~ oy, alorssoit (6,) quitend vers 1 et ng € N tels que pour n > ng, u, = 6,0,.
n—+oo

g 1 .
Alors il existe niy = no tel que pour n > ny, 0, > =, eten partu:uher 0, # 0.

2
1 . 1 .
AlOI'S POUI‘ nz ni, 0y = —uy, et pu1sque -_— > 1, ona blel’l Up ~  Up.
en 9,1 n—+co n—+oo

Enfin,siu, ~ ov,etv, ~ wy,soientalors (6,),(6,) telles que pour n suffisamment
n—+oo n—+oo
grand, u, = 0,0, et v, = 0wy,
Alors pour n suffisamment grand, u, = 6,0, wy,, avec lim 6,0, = 1.
n—+oo

Doncu, ~ wy.

n—+oo

Proposition 19.19 : Soit (u,) une suite telle que lim u, = ¢, avec t € R*. Alors pour

n—+o0o

toute suite (v,), on au, ~ op siet seulement si lim v, = ¢.
n—+oo n—+oo

Démonstration. Notons que (u,) possédant une limite non nulle, elle est non nulle 4 partir
d’un certain rang. Et donc
Un

u, ~ 1y — — 1oy, — fL.
n—+oo un n—+oo n—+oo

O

Les deux propositions suivantes nous permettent d’en dire un peu plus sur I'intérét des
équivalents.

Jusqu’a présent, nous disposions d’un premier moyen de faire le tri parmi toutes les suites :
la limite.

Il y avait donc d’un c6té les suites qui tendent vers 0, puis les suites qui tendent vers 1,
celles qui tendent vers 7, celles qui tendent vers +oo, et celles qui n’ont pas de limite.

La notion d’équivalence permet donc de partitionner I'ensemble de toutes les suites en
classes d’équivalence.

Ce que dit la proposition ci-dessus, c’est que pour les suites de limite finie non nulle, il n’y
a pas grand chose de nouveau : toutes les suites qui tendent vers £ # 0 sont dans la méme
classe d’équivalence.

C’est en revanche pour les suites de limite nulle ou infinie que cela devient plus intéressant :

. , . . . 1 1 1 cosn
il y a d’une part la classe d’équivalence de —, qui contient =+ - 5
n n+l'n nln(n) n n
n?+4n+1

1
puis d’autre part la classe d’équivalence de > qui contient 13 et O ) etc.

On a donc une classification plus fine que celle établie uniquement a 'aide de la limite.
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— /A Attention | ———

Ce résultat ne vaut plus si

¢ = xoo, auquel cas il ne
reste que 'implication = (si
deux suites sont équivalentes
et que l'une posséde une
limite, alors ’autre tend vers
la méme limite).

Et de méme, deux suites

de limite nulle ne sont pas
forcément équivalentes.

La notion d’équivalence
permet tout de méme de
caractériser plus finement

les suites qui tendent par
exemple vers 1 : il suffit alors
de chercher un équivalent de

u, — 1.
1

Ainsi, siu, = 1+ v et si
vp =1+e7 ", alors
Up ~ op.

n—+oo

Mais u,, — 1 + v, — 1, car ces
deux suites tendent vers 1 2
des vitesses tres différentes

M. VIENNEY



8 CHAPITRE 19 : ANALYSE ASYMPTOTIQUE

Proposition 19.20 : Si (up) et (v,) sont deux suites équivalentes, alors, a partir d’un
certain rang, u, et vy sont de méme signe.

Démonstration. Soit (8,), qui tend vers 1 telle que pour n > no, u, = 6,0,.

Alors® il existe ny > ng tel que pour n > ny, 5 <0, < 5> 8 Par définition d’une limite,
1
. 9. . R . avec £ = 5.
Et en part1cuher, puisque 8, > 0, v, et u, = O,0, sont de méme s1gneg. O -

9 Ee quand je dis ¢a, je parle
des trois signes : positif,
négatif ou nul !

Proposition 19.21 : Siu, ~ oy, et si (uy) a une limite dans R, alors (v,) aussi, et
n—+co

lim u, = lim o,
n—+oo n—+00

Démonstration. Cela découle directement des théorémes opératoires sur les limites puisque
U, = 0,0,, avec lim 6, = 1. ]

n—+oo

Proposition 19.22 : Soient (uy), (vs), (wn) et (zn) quatre suites.
1. Siu, ~ opetsiw, ~ znalorsuaw, ~ 0,2,
n—+oo n—+oo n—+o0o
En particulier, pourk € N, siu, ~ oy, alorsuk ~ ok,

n—-+oo n—-+oo

2. Si (vn) ne Sannule pas a partir d'un certain rang, et si u, ~ vy, alors
n—+oo
1 1

J— ~ J—

Un n—+oo On

. . . , , 1 . .
3. Siun, ~ v, etsiu, >0 d partir dun certain rangw, alors pour tout a € R, U Ce qui garantit que o, le
« Tt soit également a partir d’un
o ico Un- certain rang, cf la proposition
) . 19.20.
4. Siu ~ vy, alors pour toute extractrice ¢, u ~ 0 .
n O P b Up(n) | T Ve(n)
Démonstration. Prouvons le point 3, qui est le seul & ne pas ressembler 2 des proposi-
tions analogues sur les o.
a a
u Up Up
Ona— =|—|,avec — — 1.
Op n Up n—+
L, a Un a a
Donc par continuité de x = x*en 1, | —|a — letdoncu? ~ o
Un n—+oo n—+oo
O
Remarques. » Le point 3 est notamment valable pour a = 1 :si (u,) et (v,) sont deux
: e A1 11 S
suites positives avec u ~ 0 alors Vu ~  AlUy. Au moins A partir d’'un
P 5 n >0 ns n oo n p

, .. N . .. , <. . , certain rang.
» On peut élever des équivalents 4 une puissance positive fixée, c’est-a-dire qui ne dépend 8

pas de n.

1 n
Par exemple, 1 + = ~ 1, mais on n’en déduit pas que (1 + —) ~ 1™~ 1.

n n—+oo nl| no+eo n—+co

AOn ne somme pas des équivalents !
3

Par exemple, n’ +n ~ n’,-n’+n®> ~ -—n’,maisn*+n + 0

n—+o0o n—+co n—+co

Proposition 19.23 : Siu, = o0(v,) et sivy, ~ wp,alorsu, = o(wy).
n—+oo n—+oo n—+o0o

Démonstration. Plagons nous une fois encore dans le cas de suites qui ne s'annulent pas.

On a par hypothése Yo, el .
v

p N+ W, n—+e
L u Up v
Donc par produit, 2= 5, desorte queu, = o(wy). O
Wy Up Wy o+ n—+oo
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19.3. LE CAS DES FONCTIONS

Soitu, = Vi3 +2n2+1 - Vn2 —n+1.

Alorsn® +2n°+1 = nd+o(n’) ~ n’
n—+oo n—+oo
3 3
Etdonc Vud +2n2+1 ~ Vnd=n.
n—+oo
N 3 3
De méme,n>2—n+1 ~ n?etdoncVn2-n+1 ~ Vn?2=n?3.

n—+oco n—+0o
. . . 3 3
Mais n?/3> = o(n),sibien que Vn2 —n+1 = o(Vn3+2n2+l).
(o] 00

n—+ n—+
Et donc

U, = \/3n3+2n2+1+0(3n3+2n2+1) ~ Am+2n2+1 ~ n — +o.

n—+oo n—+co n—+c0  n—+00

Proposition 19.25 : Soient (un), (0n), (wWp) trois suites positives telles que
1. VneN, u, <v, < w,

2. u, ~ wp

n—+oo

Alorsv, ~ u,.
n—+co

Démonstration. Donnons la preuve dans le cas de suites qui ne sannulent pas : pour tout
[ w . w L. . [

neN,1<2< -2 et lim -2 =1.Donc par le théoréme des gendarmes, lim 2=,
Un Un n—+co Uy n—-+co Yy

sibien que v, ~ u,. ]

n—+oo

Un équivalent classique : la formule de Stitling

Reste alors une derniére formule, complétement a part puisqu’elle ne ressemble & aucune
autre : la formule de Stirling, qui donne un équivalent de la factorielle :

Proposition 19.26 (Formule de Stirling) :
nl ~ n"e "V2un.

n—+oo

Nous admettons cette formule pour I'instant, nous en donnerons une preuve dans un
chapitre ultérieur.

Aussi belle!? soit cette formule, elle ne sert pas si souvent que ¢a. A priori, ¢a ne

doit pas forcément étre votre premier réflexe dans des exercices contenant des factorielles,
essayer d’abord de les simplifier !

2
Cherchons un équivalent de u, = ( n).
n
_ (2n)! (2n)?"e~2"\4zn 22n

Onau, = ~

(n)2 no+eo p2ne=2m27pn  noteo \fzn

Définitions

Dans toute la suite, on considére des fonctions définies sur un méme ensemble I et a € R
adhérent A I.
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On peut élever les équiva-
lents 4 une puissance fixée, ici
1

3.

L’hypothése de signe nous
a permis de diviser par u,
tout en préservant le sens de
I'inégalité.

Notons que (2';’) n’est rien
d’autre que le coefficient mé-
dian d’une ligne du bindéme
de Newton. Nous savons

que ce coefficient est plus
grand que tous les autres de
la méme ligne.

Et 227 p’est rien dautre

que la somme de tous les
coefficients de cette méme
ligne.

1l s’agit donc de quantifier
I'impact de ce coefhicient
médian sur la somme de
toute une ligne.

Ceci n’est pas étranger aux
motivations qui ont conduit 3
’élaboration de la formule de
Stirling.
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10 CHAPITRE 19

: ANALYSE ASYMPTOTIQUE

Définition 19.28 — Soient f et g deux fonctions définies sur I.

» On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a et on note

f(x) = o(g(x)) s’il existe une fonction ¢ : I — R, qui tend vers 0 en a et telle qu’il
xX—a

existe un voisinage V, de a tel que Vx € V,, f(x) = e(x)g(x).
» On dit que f est équivalente 2 g au voisinage de a et on note f(x) ~ g(x) s’
xX—a

existe une fonction 6 : I — R, qui tend vers 1 en a et un voisinage V de a tel que
pour tout x € V, f(x) = 0(x)h(x).

On retrouve alors les mémes résultats que pour les suites pour des fonctions qui ne s’annulent

pas.

Proposition 19.29 : Si g est non nulle sur 1, alors

f&)

f&)
P =1.

o(g(x)) & hm e

fx) = =0et f(x) ~ o(gx)) & 31(1m

Notons qu’il n’est pas nécessaire que g ne s’annule pas sur tout son ensemble de définition,
mais seulement qu’elle ne s’annule pas sur un voisinage de a.

Si g est non nulle sur I'\ {a} mais que g(a) = 0, alors, sous réserve que f(a) = 0, ces résultats
restent valables.

En effet, si f(x)
telle que pour tout x € Vg, f(x) = e(x)g(x).

= o0(g(x)), soit alors V, un voisinage de a et ¢ : V, — R de limite nulle
X—a

. x) f(x)
Alors le quotient est défini sur V, \ {a}, et y est égal A £(x), si bien que 11m =0.
P ) yerte I 90
Et inversement, si g ne sannule pas sur I \ {a}, que f(a) = g(a) = 0 et que lim f( )) 0.
x—a g(x
fx) :
LX) #
Définissons une fonction e sur I par e(x) = {9(x) S% xra
0 six=a
Alors on a bien lim &(x) = 0, et pour x € I :
xX—a
> soit x # a, et alors par définition f(x) = e(x)g(x)
> soit x = a, et alors f(a) = 0 =0x g(a) = e(a)g(a).
Donc on a bien Vx € I, f(x) = e(x)g(x), et donc f(x) = o(g(x)).
X—a
Et les mémes résultats restent valables pour des équivalents.
Ceci nous servira notamment lorsqu’on utilisera des équivalents de la forme f(x) ~ (x —a)™.
X—a

o o lim L% _ 4.

En effet, (x — a)" ne s'annule qu’en a, et donc f(x) ~ (x—
x—a x—a (x - a)"

Regles de calcul

C’est bien simple, toutes les régles de calcul énoncées pour les suites restent valables pour
les fonctions.

Onal = o(xIn(x)).

o(x), et donc In(x) =

On en déduit que xInx +Inx ~ xIn(x).
X—+00
De méme, cos(x) = o(x),doncx —cos(x) ~ «x.
X—+00 X—+00
xlnx+Inx xInx
Donc ————— ~ ~ lnx — +oo.

X—+00 X—+00

X —COSX X+ X

Comme pour les suites, deux fonctions qui sont équivalentes au voisinage de a sont de
méme signe13 au voisinage de a.
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Autant pour les suites il était
évident que tout se passait
au voisinage de +oo (le seul
endroit ot il est pertinent de
parler de limite), autant pour
les fonctions il est important
de préciser au voisinage de
quel point on se place.

Les notions de o et d’équi-
valent sont locales : elles ne
regardent que les comporte-
ments de f et g au voisinage
de a.

13 Strice.
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19.3. LE CAS DES FONCTIONS 11

Soit P € R[X] non nul, et soit a € R une racine de P de multiplicité m € N*.
Il existe alors Q € R[X] tel que P = (X — a)™Q avec Q(a) # 0.
Puisque Q est continue, Q(x) — Q(a) et donc Q(x) ~ Q(a).
x—a xX—a

Et donc P(x) ~ (x—a)™Q(a), si bien qu’au voisinage de a, P(x) et (x — a)™Q(a)

X—a
sont de méme signe.
Donc si m est pair, P est de signe constant!* au voisinage de a. 4 fgal au signe de a.
Et si m est impair, alors P change de signe au voisinage de a. Plus précisément :
pour tout voisinage V de a, P n’est pas de signe constant sur V.

m pair, Q(a) > 0 m pair, Q(a) <0 m impair, Q(a) >0  m impair, Q(a) <0

L

En revanche, il n’y a plus de notion de suite extraite, mais la proposition suivante :

Proposition 19.32 (Composition 2 droite dans les ~ /o) :
Sif(x) = o(g(x)) etsi )lclgzl; ¢(x) = a, alors (f o ¢)(x) =, 0 ((gee)x)).

Sif(x) ~ 9(x) et silimo(x) = a alors (f o 9)(x) ~ (g0 ¢)().

Démonstration. C’est de la composition de limites :si lim ¢(x) = a et lim S =0, alors
x—b x—a g(x)
lim JM =0, et de méme pour les limites égales 4 1. ]
x=b g(¢(x))
. . . . Inx 15
Nous allons voir tout de suite!® que sinx ~ x. Comme de plus lim — =0, Notez que nous avons déja
x—=0 X—teo X rencontré plusieurs fois ce
alors 1 1 résultat en faisant apparaitre
sin (E) ~ E un taux d’accroissement de la
X | x—>400 X fonction sinus.

De méme, on peut utiliser les relations connues sur les fonctions pour en déduire des
relations sur les suites :

Proposition 19.34 :
»Si f(x) = o(g(x)) et siuy S alors f(un) = o(g(un)).

—+

> Si f(x) ~ g(x) et si u, % alors f(un) ~  o(g(un)).

—+

Démonstration. C’est la caractérisation séquentielle des limites. ]

. . x .
Nous allons voir tout de suite!® que VI+x -1 ~ =. 16 La encore, vous pouvez
x>0 2 essayer de le prouver a I'aide

d’un taux d’accroissement.
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12 CHAPITRE 19 : ANALYSE ASYMPTOTIQUE

n—+oo p2

1
Ainsi, si u, = Vn® = 3n— Vnd = Vnd (,/1 - 1) on a, puisque lim — =0,
n

3 3

Up ~ —_ —_— ~

n -
n—+oco 212 n—+oo 2\/ﬁ

AOn ne compose pas les équivalents & gauche :si f(x) ~ g(x),iln’y a pas de raison
pour que ¢(f(x)) ~ @(g(x))-

x+1
x+1 €

Par exemple, x ~ x+1, maise + e* puisque =e.
X—

+00 x—+00
Mentionnons tout de méme deux cas ol la composition 4 gauche est autorisée, avec
certaines précautions :

Proposition 19.36 : Si lim (f(x) — g(x)) = 0, alors e/ )~ 9(),
xX—a

xX—a

Si f et g sont strictement positives, que f(x) ~ g(x) et que ces deux fonctions possédent
xX—a

en a une limite dans R différente de 1, alors In(f(x)) ~ In(g(x)).

of )

Démonstration. Par composition de limites, ef¥)=9() — €% = 1, donc —
x—a ed ( ) x—a

Drautre part, on a

ln(f(x))_ln(];(x)) In(g(x)) 1+1“(’;<(3)

In(g(x)) In(g(x)) In(g(x))
Puisque lim g(x) = ¢ # 1, l1m ln(g(x)) # 0, et donc lim ———= In £() =1. o
x—a x—a ng(x)

Croissances comparées et équivalents usuels

Vous connaissez déja de nombreuses croissances comparées, mais peu ont été redémontrées
cette année. Les voici.

Proposition 19.37 (Croissances comparées en +co) :
1. Soient (o, ) e R% Alorsa < p & x* = o (xF)
X—+00
2. Soient (a,b) € (RY)% Alorsa<b o a* = o(b).
X—>+00

3. Soient (a, p) € (R;)* Alors (nx)* = o (xF).

4. Soient (a, B) € (Ri)z. Alors x* =0 (e%).

o

, , X _ . . .
Démonstration. 1. Ona i x*~P, qui tend vers Osi et seulementsia—f < 0 & a < B.
x

a* X
2. Ona = (g) = ¢¥(In(a)-In(v)) qui tend vers O si et seulement si

In(a) —In(b) <0 © a < b.

Inx
3. On sait déja!” que lim 82X 0. 0r

x—+00 X

M _ (lnx)ﬁ: éln(x%) ¢
a

x“ xF

qui tend vers O par opérations sur les limites.
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On pourrait restreindre les
hypothéses et demander par
exemple que |g(x) — 1| soit
minorée par un réel stric-
tement positif au voisinage
de a, c’est-a-dire que g ne
s’approche pas trop prés de 1.

17 ¢Cfle chapitre sur la conti-
nuité.
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19.3. LE CAS DES FONCTIONS 13

. . . (Inx)*
4. Par le point précédent, lim =0.
X—+00 X NOtOnS au passage que tous
Mais puisque lim e = +oo, par composition de limites, les a*, avec a > 1, sont de la
X400 forme eP*, et donc couverts
ar cette proposition.
. In(e®)® ox® P Prop
lim ————=0¢& lim = =0.
X—+00 (ex)ﬂ x—+oo efx

Proposition 19.38 (Croissances comparées usuelles en 0) :
1. Soient (a, B) € R%. Alors & > f & x* =0 (xF)
X—

2. Poura>0etfeR x* =,° (|lnx|ﬁ).

Démonstration. 1. 1l suffit de calculer le quotient.

1
2. Procédons au changement de variable X = = (qui nous raméne donc en +), de
x
sorte que In(X) = —In(x) : il vient alors
x“ 1

[Inx|# X InX|#’
Sip > 0,il n’y a pas de forme indéterminée : le quotient tend vers 0.
Etsi f <0, alors c’est égal 3
[InXx|~#
— — 0.
X« X—+00
O
Remarque. Notons que le second point n’est rien d’autre que 1irr(1) x%In(x)? = 0, et notam-
X—

ment lin% x"In(x) = 0 pour n € N*.

Proposition 19.39 : Soit f une fonction polynomiale non nulle. Alors elle est équivalente A Attention !

en oo d son terme de plus haut degré, et est équivalente en 0 a son terme de plus bas degré. On mentend pas par la le

terme constant, mais le terme
Plus précisément, si f : x > apx? + apsxP* 4+ a,x"; avec p < n,a, # 0 et ay # 0, non nul de plus bas degré.
alors

—+

f(x) o anx™ et f(x) ~ apxP.
0 x—0

Démonstration. Puisque pour 0 < k < p, xk = o(x?), on
X—*00

_ P P P
x) = apx?+o(x ~  ayxP.
fx) = a ()~ ap
Et de méme au voisinage de 0, en se rappelant que cette fois, tous les termes de degré
supérieur ou égal & p + 1 sont négligeables devant x. O

Ce résultat va notamment nous permettre de retrouver les limites en +oo d’une fraction
rationnelle sans avoir besoin de factoriser par les termes de plus haut degré comme on le
faisait au lycée.

453 +2x — 1
Soit f:
oit f x> 5x3—§c+8
4 4
Alors f(x) ~ — z

— P — .
X—+00 5x3 X—+00 5
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14 CHAPITRE 19 : ANALYSE ASYMPTOTIQUE

La formule qui suit sera largement généralisée dans quelques temps. R
VOuS avez Peut—etre reconnu

que y = fla) + (@) (x - )
Proposition 19.41 (Formule de Taylor-Young 2 I’ordre 1) : Soit f une fonction est une équation de la tan-

o gente a f en a.
dérivable en a. Donc la formule de Taylor

Alors f(x) “oa fla) + f'(a)(x —a) +o(x — a). quantifie Pécart entre f et sa
tangente : il est négligeable
quand x tend vers a, donc
Démonstration. C’est quasiment immédiat : dire que f est dérivable en a, de dérivée f'(a), la tangente est une bonne

, . approximation du graphe de
Cest dire que

f au voisinage de a.
f(x) - f(a) f(x) - fla)
X—a X—a

lim
X—a

f'(a) =0.

= f’(a) © lim
X—a
Soit encore

£ = fla)

X—a

f@ = o(l) & f)-f(@-f (@(x-a) = o(x-a) & f(x) = f(a}+f (@)(x-a)+o(x-a).

O

Corollaire 19.42 (Equivalents usuels en 0) :

1. e = 1+x+o(x)etdonce* -1 ~ x.
x—0 x—0
1

2 — =1-
Tox as0 L HoW)

In(1+x) = x+o(x)etdoncln(l+x) ~ x

-0 —a

. pour o € R, (1 +x)¢ =Ol+ax+o(x) et donc (1+x)* -1 ~ ax

—0

sin(x) = x+o(x), doncsin(x) ~ x
x—0 x—0

—|

. tan(x) = x+o(x), donc tan(x) ~ x
x—0 x—0

- Arctan(x) = x+o(x), donc Arctan(x) ~ x
x—0 x—0

— —

® N 9 WA W

. Arcsin(x) = x+o(x), donc Arcsin(x) ~ x
x—0 x—0

—

9. Arccos(x) = g — x +o0(x), donc Arccos(x) — % ~ —x

x—0

10. sh(x) =, *+ o(x), donc sh(x) ~ %

—

11. th(x) =, x+ o(x), donc th(x) ~0 %

O

Démonstration. 11 s’agit & chaque fois d’appliquer la formule de Taylor.

Remarque. Notons que I’équivalent de (1 + x)* — 1 donne en particulier, pour a = %,

1
Vi+x-—-1 ~O§etpoura=—%, X
X—

-1 ~ -Z

Viex o0 2

Et que pour a = —1, on retrouve celui de

+x°

Corollaire 19.43 :

5 2 d x?
1. = 1-—= -1 ~ =
cos(x) o > + 0(x*) donc cos(x) i

x2

2
2. ch(x) o 1+ % +0(x?) donc ch(x) — 1 o3

Démonstration. cos(x) = cos (2£) = 1 —2sin* (£) et donc
x 2 x\2 2
cos(x) x:01—2(§+0(x)) =1 —2(5) +o(x )
La seconde se prouve de la méme maniére a l'aide de ch(x) =1+2 sh?(2x). i
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19.4. DOMINATION 15

1 1 1 1 1 1
2 = =] — — _ = =
el/x _ pl/x 1+x+o(x) 1 x2+o(x2) x+o(x) 11 1
> = = _— ~ _— ~ —

x2—x X—+00 x2 —x x—o+00 X2 —x x>0 X X2 x—+00 xI

» Un calcul de limite :
1 1 1 1 1 1 1
\3/x3+x2—\3/x3—x2=x ‘3/1+——:/1—— = x|z—+o|=|+—+0(— ~ - —
X X | x>+ 3x X 3x x| x—=400 3 x—400

In cos (i)
» lim —1\/5
" Gin (eﬁ - 1)

1
Commengons par noter que en —1 —> 0, et donc

n—+oo

W] -

. 1 1 1
sm(en—l) ~ en—=1 ~ —.
n—+co n—+oco n
Drautre part, on a
1 1 1 1 — Astuce ————————
In|cos— | =1In|1+|cos — -1 ~ cos—-—-1 ~ -—-=. P .
\/ﬁ \/ﬁ n—s-+00 \/ﬁ n—o+co  2n Voici une astuce qui nous

servira tout le temps : on
0 connait le comportement de
n—keo In(1 + x) lorsque x — 0.
Autrement dit, nous avons

Et par conséquent des informations sur In(x),

1 lorsque x est au voisinage de
Incos [ —
n - ZL 1 1.
— : no_ . Lorsqu’on est confrontés au
sin (e; - 1) nokee o e 2 In d’une quantité qui tend

vers 1, il n’est pa rare de

, . . L. . devoir utiliser cette astuce :
Lastuce utilisée pour le logarithme se généralise sous la forme suivante : ajouter 1 et retrancher 1,

pour faire apparaitre 1 plus
une quantité qui tend vers 0.

Proposition 19.45 : In(x) ~ x= L

Xx—

Démonstration. Donnons-en deux démonstrations :
» In(x) =In(1+ (x - 1)), avec x — 1 = 0, et donc In(1 + (x — 1)) ~ X 1.
X— X

—

» si on applique la formule de Taylor 4 la fonction In, qui est dérivable en 1,

In(x) = In(1) +In"(1)(x = 1) + o(x = 1) = %(x - D+o(x-1) X 1.

—1

Définition 19.46 - » Soient (uy) et (v,) deux suites. On dit que (u,) est dominée
par (v,) et on note u, = O(vy) si il existe une constante K telle que, pour n
n—+oo

suffisamment grand, |u,| < K]oy|.

» Si f et g sont deux fonctions définies au voisinage de a, on dit que f est dominée

par g au voisinage de a et on note f(x) = O(g(x)) si il existe une constante K et
X—a

un voisinage V de a tel que ¥x € V, |f(x)| < K|g(x)|.
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16 CHAPITRE 19 : ANALYSE ASYMPTOTIQUE

Nous ne traitons ici que le cas des fonctions, mais tous ces résultats restent valables sur les
suites. La proposition suivante ne pose aucune difficulté.

Un exemple dérangeant au premier abord est le suivant :si u, = n”+n et v, = 2n?,
alors pour tout n € N, u, <v,, doncu, = O(vyp).
n—+o0o

Mais par ailleurs, pour v, < 2u,, et donco, = O(uy).
n—+oo

Proposition 19.48 : Pour une fonction g qui ne sannule pas sur I\ {a}, on a

f(x) = 0(g(x)) si et seulement si = est bornée au voisinage de a.
x—a g

Notons que f(x) = O(1) est équivalent au fait que f soit bornée au voisinage de a.
xX—a

Bien entendu, pour une suite, il n’est plus nécessairement de dire «pour n sufhsamment
grand», puisqu’une suite bornée au voisinage de +co est bornée (sur N tout entier).

Toutes les régles de calcul vues avec les o (proposition 19.7) restent valables en les remplagant
par des O.
Ajoutons deux petits résultats :

Proposition 19.49 : Siu, = O(vy), et siv, — 0, alorsu, — 0.
n—+o0o n—+oo n—+o0o

Démonstration. Soit K > 0 tel que pour n suffisamment grand, [u,| < K|v,].
Alors K|v,| — 0, et donc par le théoréme des gendarmes,
n—+o0o0

lim |u,|=0¢< lim u, =0.

n—+oo n—+oo

Proposition 19.50 : S'il existe A € R tel queu, ~ Avy ousiu, =  o(vy), alors
n—+oco n—+oo
u, = O(ovy).

n—+

. , Up
Démonstration. Dans les deux cas, on a (—) convergente (dans un cas vers A, dans 'autre
on ),

vers 0), et donc bornée. o

Remarque. Plus généralement, toute suite équivalente 3 un multiple de (u,) est dominée
par (un).

Donc cette proposition nous dit que I'ensemble des suites dominées par une suite donnée
est trés vaste : il contient déja toutes les suites dominées par (u,) ou équivalentes 4 un
multiple de (up).

Nous verrons en TD que ce ne sont pas les seules.

Toutes les définitions données ci-dessus restent valables sans rien changer!® pour des suites 18 5 ce n'est les valeurs abso-
ou des fonctions a valeurs complexes. lues en modules.
Onaalorsu, = o(v,) © |uyl = o(log])etdemémeu, = O(vy) © lus] = O(lon]).

n—+oo n—+o0o n—+oo n—+oo

Le principal avantage de ces propositions est qu’elles nous raménent au cas réel.
En revanche, pour les équivalents, on n'a pasu, ~ 0, © |up| ~ o4l
n—+oo n 00

—+
En réalité, on a bien 'implication u, ~ v, = |us| ~ |onl|, Cest la réciproque qui est Cette réciproque était
n—+co n—+co .
déja fausse pour les suites
réelles, puisqu’on n’a pas
1~ (=1)m

n—+co

fausse.
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19.5. EXTENSION AUX SUITES/FONCTIONS COMPLEXES
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Plus dangereux est le fait suivant : contrairement a ce qui se produit pour les limites, on
napasu, ~ onsiet seulement si Reu, ~ Rev,etIlmu, ~ Imo,.
n—+oo

n—+co n—+oo
Par exemple, pour u, = n>—nietv, = n’+ni,onain = o(n?)etdoncu, = n’+o(n?)
n—+oo n—+oo

doncu, ~ n3

n—+oo

Et de méme, v, ~ n® Etdoncu, ~ v, alorsque les parties imaginaires de u, et v,
n—+oo n—+oo

ne sont pas équivalentes.

Je vous laisse bien entendu le soin de retranscrire tout ¢a pour des fonctions a valeurs
complexes.
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