PoLYNOMES

Depuis le lycée, vous étes familiers des polyndmes de degré 2, qui sont des fonctions de la
forme ax? + bx + ¢, avec a # 0.

Et vous avez déja rencontré des polyndomes de degré 3, 4 voire plus, et avez probablement
déja une bonne intuition de ce dont il s’agit.

Ce chapitre a pour objectif de redéfinir toutes ces notions de fagon plus formelle, et d’en
étudier les propriétés.

Dans tout le chapitre, K est un corps quelconque.
Vous pouvez bien entendu imaginer que K = R ou K = C, mais sauf mention explicite du
contraire, ces résultats restent valables pour K = Q ou encore K = Z/7Z.

Nous ne définirons pas véritablement ce qu’est une K-algébre A, mais disons qu’il s’agit
d’un anneau muni en plus d’une structure d’espace vectoriel (que nous définirons bientot).
Autrement dit, au dela des deux opérations qui existent dans un anneau, il en existe une
troisiéme qui est la possibilité de multiplier les éléments de A par des éléments de K (les
scalaires), avec certaines compatibilités entre toutes ces opérations.

Vous connaissez déja un exemple de K-algebre, il s’agit de 'ensemble ., (K).

Définition de K[X] et de ses opérations

Le principe de la définition qui suit est simple : nous avons déja prouvé! que sur R, une
fonction polynomiale est entiérement déterminée par la suite de ses coefhicients.

Définissons donc un polyndme comme une suite finie de nombres (ici des éléments de K).

Définition 18.1 — On note K[X] la partie de KN formée des suites nulles a partir
d’un certain rang.

Les éléments de K[X] sont appelés polyndmes a coefficients dans K.

Pour k € N, on note (temporairement) X; '’élément (u,)nen de K[X] défini par

1 sin=k
u =5 k= 3
" E 0 sinon

Notons également X = X;.

Remarque. La notation X est tres temporaire, et une fois que nous aurons défini proprement

le produit de polyndmes, nous remarquerons que Xz = X - X -+ X = X*.
———

kfois
Donc intuitivement, dans le cas ott K = R, on fait correspondre 2 x +— ag+ajx+- - -+ apx"
la suite (ag, a1, ..., an,0,0,...).

Définition 18.2 — Soit P = (ag)ren un élément de K[X].

Pour tout k € N, on dit que ai est le coefficient de degré k de P.

Le polynéme dont tous les coefhicients sont nuls est appelé polyndme nul, et on le
note Ogyx], ou plus simplement 0.

Le degré d’un polynéme non nul P = (ai)i est deg(P) = max{k € N, a; # 0}.
Par convention, le degré du polynéme nul est égal & —co.

Remarque. Notons que par définition, deux polyndémes P = (ag, ai,...) et Q = (bo, by, ...)
sont égaux si et seulement si tous leurs coefhicients sont égaux : Vk € N, ai = by.

Nous avons mentionné que
pour p premier, Z/pZ est un
corps.

I Dans le chapitre 7.

2 Danger !

Le rang  partir duquel la
suite est nulle dépend bien
stir de la suite choisie !

Un polyndme de degré

n est un polyndme dont
le coeficient de degré n
est non nul et dont tous
les coefficients de degré

supérieur sont nuls.
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Nous allons a présent définir plusieurs opérations sur K[X].

Définition 18.3 — Soient P = (ay)neN €t Q = (bn)nen deux polyndmes de K[X].
On définit :

» pour A € K, le polyndéme A - P = (Aag, Aay, ..., Ay, ... )n

» la somme P+ Q de P et Q comme étant le polynome
P+Q=1(ap+bo,a1+bi,ar+by,...,an+by,... ).

Notons qu’il s’agit bien d’un polynéme, puisque pour n > max(deg P, deg Q),
a, =b, =0etdonca, +b, =0.
» le produit PQ de P et Q comme étant le polynéme PQ = (c,), ot pour tout
n

ne N, Cp = Z akbn_k.
k=0

La définition de la somme n’appelle pas 2 davantage de commentaires, mais celle du produit
mérite quelques explications.

Prenons deux fonctions polynomiales f : x — ag+aix+ - +a,x? etg : x + by + bix + - - - + bgx9,

et développons le produit f(x)g(x) :

f(x)g(x) = (a0+a1x+a2x2+...+apx1’) X (b0+b]x+...+qu‘I)

aob() + (a0b1 + aq bo)x + (aobz + a1b1 + azbo)xz +---+ apqup+q.

En particulier, le terme constant? est donné par agbo, le terme en x est donné par agb; +a; by,
n

..., le terme de degré n est agb, + a1bp—1 + - -+ + apby = Z axbn_k, ce qui coincide bien
k=0
avec notre définition.

Tout ceci sera justifié rigoureusement un peu plus tard.
Notons au passage que si p est tel que pour tout k > p, ax = 0 et si g est tel que pour tout
k> q,bx =0, alors pourn>p+g,ona

n V4 n
Cn = Z agby_ = Z ax bn— + Z ar by =0.
k=0 k=0 — k=p+1 —
=0 car n—k>p+q-p=q =0 car k>p

Et donc PQ est bien un polynéme puisque tous ses coefhicients sont nuls 2 partir d’un
certain rang. Et donc le produit définit bien une loi de composition interne sur K[X].

Puisqu’on a noté Xj = (0,...,0,1,0,...), un polynéme P = (ap,ay,as,...,a,,0,...) s’écrit
———

k fois
encore

P=ay(1,0,...) +a1(0,1,0,...) +a>(0,0,1,0,...) + -+ an(0,...,0,1,0,...)

n
=aXo+ a1 X+arXo+---+apX, = Z ar Xk
k=0

ot n > degP.

n p
Cette écriture est unique puisque si P = Z a Xk = Z b; X', alors

k=0 i=0
P =(ag,a1,...,an,0,...) = (bo,b1,...,b,,0,...), et donc par définition méme de I'égalité
de deux suites, Vi € N, a; = b;.
+00
On s’autorisera aussi 2 noter P = Z ar Xk, en gardant a Pesprit qu’il ne s’agit pas véritable-
k=0

ment d’'une somme infinie, puisque tous les termes sont nuls a partir d’'un certain rang, et
donc seuls un nombre fini d’entre eux sont non nuls.
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On n’a pas ici une loi de
composition interne : elle
n’associe pas un polynéme a
deux polynémes, mais ce que
nous nommerons plutdt une
loi de composition externe :
3 un polyndme et un scalaire
(= un élément de K) elle
associe un polyndme.

2 Sans x.

3 Voir la section sur les fonc-
tions polynomiales.

Notons au passage que nous
venons de prouver que

deg(PQ) < deg(P)+deg(Q).

M. VIENNEY
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Pour A € K, on notera parfois Ale polynéme dont le seul coefficient non nul est celui de
degré 1, qui vaut A : 1= (1,0,0,...), mais la plupart du temps, nous le noterons* tout
simplement A. En particulier, 0= 0K [x]-

Ces polyndmes, a savoir ceux dont le degré est inférieur ou égal 2 0, sont appelés polyndmes
constants.

Définition 18.4 — Si P est un polynéme non nul, alors son coefhcient de degré
deg(P) est appelé coefficient dominant.

Un polynome est unitaire si son coefficient dominant vaut 1.

Enfin, un polyndéme dont un seul coefficient est non nul est appelé un monéme.

Le coefficient dominant de P = —2X° + X2 — 1 est —2.
Ce polynome n’est pas unitaire, mais — lest.

De maniére générale, si P est non nul, alors en le divisant par son coefficient
dominant, on obtient un polyndme unitaire proportionnel  P.

Propriétés des opérations

P
Proposition 18.6 : Soit P = Z arX*, Q et R trois éléments de K[X]. Alors :
k=0
1. P+Q = Q + P. (commutativité de laddition)
2. (P+Q)+R=P+(Q+R). (associativité de l'addition)
3. P+0g(x) =0gx)+P=P (OK[X] neutre pour +)

4. P posséde un inverse pour laddition, qu’on note —P et qui est donné par
P
—P =" (~ap)X* = (-1)-P.
k=0

Autrement dit, (K[X],+) est un groupe commutatif.

Démonstration. Plutot que de prouver qu’il sagit d’un groupe, prouvons qu’il s’agit d’'un
sous-groupe de (KN, +).

Il suffit pour cela de remarquer que la suite nulle (qui est le polyndme nul) est nulle a partir
d’un certain rang, et que la différence de deux suites nulles & partir d’un certain rang est
encore nulle 3 partir d’'un certain rang.

Le point 4 nécessite toute de méme une petite précision : si nous avons déja prouvé que
linverse d’une suite P = (ag, a1,...) dans KN est la suite que nous avons donc notée —P, et
qui est (—ao, —ai, ... ), ’énoncé précise ici qu’il s’agit également du polynéme (-1) - P.
Et donc —P et (—1) - P désignent bien le méme objet, ce qui est plutdt rassurant car cela va
dans le sens de nos habitudes, mais n’avait rien d’une évidence au vu des définitions. O

Proposition 18.7 : On a
1. V(P,Q) € K[X]? PQ = QP (commutativité du produit)
. V(P,Q,R) € K[X]?, (PQ)R = P(QR) (associativité du produit)
. V(P,Q,R) € K[X]?, P(Q +R) = PQ + PR (distributivité)
. VP e K[X], 1x P =P (1 est élément neutre pour la multiplication)
. VAeK, V(P,Q) eK[X]> - (P+Q)=A1-P+1-0Q
V(A p) e K2 VP e K[X], A+p)-P=A-P+pu-P

QA K LN
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* Abusivement.

® |

& Danger !
Je m’ai pas dit de degré 0,
mais de degré inférieur ou

égal 2 0. Le polyndome nul est
constant

Le coeficient dominant est le
dernier terme non nul de la
suite des coefficients.

Nous avons prouvé que
(KN, 4+, %) est un anneau,
donc en particulier, (KN, +)
est un groupe commutatif.

Vous connaissez déja les 4
premiers points : couplés

au fait qu’on ait un groupe
commutatif, ils signifient que
K[X] posséde une structure
d’anneau commutatif.

Les 3 suivants (toujours
couplés 2 la structure de
groupe) signifient qu’on a ce
que nous nommerons bientdt
un espace vectoriel.

Tous ensemble, et couplés au
dernier point (qui garantit
une certaine compatibilité
entre le produit de K[X]

et celui de K) MdSARNNEY
K[X] une structure d’algébre
dont vous patlerez I'an pro-
chain.




CHAPITRE 18 : POLYNOMES

7. V(A p) e K2 VP e K[X], A-(u-P) = (Ap) - P
8. VA eK, V(P,Q0) e K[X]? (A-P)Q=4A-(PQ)=P(A-Q)

Démonstration. Notons que cette fois, nous n’allons pas pouvoir utiliser le fait que (KN, +, x)
est un anneau, puisque le produit sur K[X] n’est pas le méme que celui sur KN (qui était le
produit terme a terme).

r

P q9
Dans toute la suite, notons P = Z ar X, Q= Z beX* et R = Z a Xk,

k=0 k=0 k=0

1. Pour tout n € N, le changement d’indice i = n — k prouve que

n n n

Z agb,_ = Z an-ib; = Z bian_;.
i=0

k=0 i=0

Donc le coefhicient de degré n de PQ est égal a celui de QP. Ceci étant vrai pour
tout n € N, ces deux polynémes sont égaux.

n k
. Le coefhcient de degré n de (PQ)R est Z (Z aibk_i) ca_i et celui de P(QR) est

k=0 \'i=0
n n—k
Z ax Z bjch_k-j|.- Or,ona

k=0 7=0

S

n

n k
Z (Z aibk—i) Cn—k = Z aibr_ich_k

k=0 \i=0 i=0 k=i

I
8
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Et donc les coeflicients de (PQ)R sont égaux 4 ceux de P(QR).
. Le coefhicient de degré n de P(Q +R) est

n n

Z ar(bp—k +cpg) = Z agby i + Zn: akCp—k-

k=0 k=0 %=0

On reconnait |4 le coefhicient de degré n de PQ + PR.
. Le coefhicient de degré n de TxPest1Xapn+0Xan1+---+0Xay=an.

. Pour les points 5 4 8, notons que pour A € K, la multiplication de P par le polyndme 7l
et la multiplication de P par le scalaire A produisent le méme effet : elles multiplient
tous les coefficients de P par A.

Or les propriétés déja prouvées sur le produit permettent facilement, dans le cas
particulier de polyndmes constants, de retrouver les points 5 2 8.

Par exemple le point 5 découle directement de la distributivité : pour 1 € K et
P,Q e K[X],ona

A-(P+Q)=A(P+Q)=AP+1Q=1-P+1-0Q.

Les points 6 et 7 nécessitent en plus de remarquer que A + p = A+ Het ;171 = ZE

O

Notons que toutes ces vérifications, bien que fastidieuses étaient indispensables. Les résultats
ne doivent en rien vous surprendre, puisqu’on retrouve des régles de calcul qu'on manipule
depuis toujours sans se poser de questions.
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Interversion de sommes.

On a posé

j=k-iei=j+k.

M. VIENNEY
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Dans la suite, nous ne distinguerons plus la multiplication par un scalaire de la multiplica-
tion par un polynéme constant, et nous noterons généralement AP plutdt que A - P ou AP.

Enfin, il est temps de remarquer que la notation Xk que nous avons définie est bien
cohérente avec les puissances multiplicatives de X.

Déja, X% =(1,0,0,...) est I'’élément neutre de x.

Lemme 18.8. Soit P = (ap, a, ...,an,0,...) un polynéme de K[X] de degré inférieur ou
égal a n. Alors XP = (0,a0,a1,az, . ..,a,,0,...).

Démonstration. Notons (bi)ren les coefficients de X et (cx)ren ceux de XP. On a alors,
pour tout k € N*,

k
Ck = Z bi  ag_i=1Xar_1 = ar1.

i=0 ~
=0si k#1
Etco=ayp by =0. O
——
=0

Doncenparticulier,pourtoutkeN*,XxXx~~-><X=(O,...,O,l,O,...):Xk.
S———— ———

k fois k fois
Et donc nous noterons désormais X* au lieu de X;.
On a donc tout de suite : Y(k, £) € N2, X*X* = X**, comme pour toute loi associative
possédant un élément neutre.

On ne notera pas de puissances négatives de X, X n’a aucune raison d’étre inversible

dans K[X], et de fait nous prouverons plus loin qu’il ne I’est pas. Donc vous ne pourrez pas

1
noter ni X! ni X ils ne sont pas définis dans K[X].
Degré, ensemble K, [X]
Définition 18.9 - Soit n € N. On note K,[X] = {P € K[X] : deg(P) < n}
I'ensemble des polyndmes 4 coeflicients dans K de degré inférieur ou égal a n.

Notons en particulier que Ko[X] est ensemble des polyndmes constants (polyndme nul
inclus) et que si p < g, alors K, [X] ¢ K4[X].

Proposition 18.10 : Soient P, Q € K[X]. Alors :
1. pour tout A # 0, deg(AP) = deg(P)
2. deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

3. deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)).
Si de plus deg(P) # deg(Q), alors [linégalité est une égalité
deg(P + Q) = max(deg P, deg Q).

p q
Démonstration. Notons P = Z aka, aveca, # 0et Q = Z kak, avec by # 0. On a donc
k=0 k=0
degP=petdegQ=gq.
1. Le coefhicient de degré n de AP est Aay, qui est donc nul si et seulement si a, = 0.
Donc Aay, # 0 et pour n > p, Aa, = 0, de sorte que deg(AP) = p = deg P.
2. Nous avons déja prouvé que si P et Q sont non nuls, alors tous les coeficients
de degré supérieur strictement a deg(P) + deg(Q) de PQ sont nuls®, si bien que

deg(PQ) < deg(P) + deg(Q).

De plus, le coefhcient de degré p+q de PQ esta, by # 0, et donc deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Sil'un des deux polyndmes P et Q est nul, alors PQ = 0 est de degré
—oco = deg(P) + deg(Q).
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Ces puissances ne sont bien
définies, que parce que X est
associative.

A\ Attention !

Ne pas dire que K, [X] est
I’ensemble des polynomes de
degré n, mais bien de degré
inférieur 2 n.

5 Voir les explications suivant
la définition de produit de
polynémes.

Pour tout réel p,

—oo + VE A\RENNEY

et —oco + (—o0) = —o0.
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3. Le coefficient de degré n de P + Q est a, + b,. Si n > max(p, q), il est donc nul,
prouvant que deg(P + Q) < max(p, q) = max(degP,deg Q).

On n’a pas prouvé que deg(P + Q) = max(deg P, deg Q), car il se peut encore
que le coeficient de degré max(deg P, deg Q) soit nul, auquel cas deg(P + Q) < max(deg P, deg Q).
C’est par exemple le cassi P= -X?+1et Q =X?+X. Onaalors P+Q = X + 1, qui
est de degré 1.

En revanche si deg P # deg Q, les termes de plus haut degré ne peuvent plus s’annuler.
Supposons par exemple que p < g. Alors le coefhcient de degré max(p,q) = q de
P+Qesta,+bg=Dby #0,etdoncP+Q est bien de degré max(deg P, deg Q).

O
Corollaire 18.11 = Pour n € N, K,[X] est un sous-groupe de K[X], stable par la Notons que le produit de
multiplication par un scalaire. Autrement dit, V(P, Q) € K,[X]? et VA € K, AP et P — Q deux éléments de K, [X]
sont dans K, [X]. n’est pas toujours dans

K, [X] (qui n’est donc pas
un sous-anneau de K[X]),
mais toujours dans Ko, [X].

Proposition 18.12 : L'anneau K[X] est intégre. Autrement dit,

V(P,Q) € K[X]? PQ = Og[x] = (P = Og|x] ou Q = Og[x])-

Démonstration. Si P # Og[x] et Q # Ok[x], alors deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) > 0, donc
PQ n’est pas nul. O

Dans un anneau integre, tout
. élément non nul est régulier
Corollaire 18.13 - V(P,Q,R) € K[X]a, (PQ=PRetP +0gix]) = Q=R pour la multiplication.

Ce qui ne veut pas dire qu’il
soit inversible pour autant.

Démonstration. Si PQ = PR alors P(Q — R) = Og[x]-
Et puisque P # 0, nécessairement Q — R =Og[x] © Q =R. o

Composition de polyndmes

n

Définition 18.14 — Soient P, Q € K[X] deux polynémes, avec P = Z arXFk.

k=0 Notons qu’on définit ainsi
On déhnit alors un polynéme noté P o Q par une loi de composition sur
’ensemble des polynpomes,
n donc 1 est élément neutre.
PoQ= Z a; Q.
k=0

Proposition 18.15 : Soient P, Q € K[X], avec Q non constant. Alors

deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

Remarque. La raison pour laquelle on doit écarter les polyndmes constants est que si Q est
n

constant égal 2 A # 0, alors il se peut que Z a;AF soit nul® et donc que P o Q = Ok x] est % Nous dirons bientot, sans
k=0 surprise, que A est une racine
de degré —co, alors que deg(P) x deg(Q) = 0. de P.

n
Démonstration. Le cas ou P est le polyndme nul est évident. Soit donc P = Z arX* un
k=0
polynéme non nul, avec n = deg(P).
Alors pour tout k € N, QF est de degré k x deg(Q).
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n—-1
Donc deg 40" | < (n—1)degQ.
k=0
n—1
Et puisque deg(a,Q") = ndegQ est différent de deg Z arQ*|, alors le degré de la
k=0
somme est égal 2 ndeg Q. o

Remarque. Si P est un polyndme, alors on peut noter indifféremment P ou P(X), puisque
cette derniére notation désignerait P o X, qui est égal a P.

Les coefficients d’'un polynéme composé P o Q ne sont pas faciles 4 obtenir directe-
ment 4 partir de ceux de P et Q, méme si le bindme de Newton peut partiellement
nous aider.

P q

Par exemple, si P = Z a Xk et Q = Z biX*, avec p = deg P et g = deg Q, alors le
k=0 k=0

terme de degré pq provient uniquement de

q-1 P
a,QF = ap | by X7 + Z Xk = apbh X1+ %
N——
k=0
€Kpg1[X]

Donc le coefficient dominant de P o Q est a,bh.

Les composées de polyndmes sont’ rarement notées avec o, et on note par exemple

P(X + 1) pour désigner le polynéme P composé avec X + 1.

Le risque de confusion avec le produit P x (X + 1) est alors important...

Partons du principe que si on avait souhaité parler de ce produit, on l'aurait plutét noté
(X +1)P ou alors carrément P x (X +1) ou P - (X + 1).

Dérivation des polynomes

Nous définissons ici la notion de polyndme dérivé, pour I'instant sans rapport évident avec
la dérivation des fonctions.

)

Définition 18.17 — Soit P = Z aX* € K,[X]. On définit alors le polynéme
k=0

dérivé de P, noté P’ par

p
P = Z kaX*~1 e K, [X]
k=1

Plus généralement, on note PO = pet pour tout n € N, P(m+1) = (P(”))'.

Cette dérivation correspond bien 2 ce que vous connaissez des dérivées des fonctions
polynémiales dans R.
En revanche, soyons conscients qu’il sagit [a d’une définition : 4 aucun moment on ne
parle de limite® de taux d’accroissement.

a bonne nouvelle, c’est que P’ est toujours déhni, il n’y aura jamais besoin de se poser la
Lab lle, c’est que P’ est tou; défini, il n’y j b d 1
question de la dérivabilité de P : 4 tout polyndme P est associé un autre polynéme P’. Et

tous les polyndmes dérivés d’ordre supérieur : P”, P®) | etc sont eux aussi toujours définis.
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Clest ici qu’on a besoin de
supposer Q non constant, car

alors deg Q > 0.

7 Par habitude plus que par
convention.

ontrairement aux fonctions,
Cont t fonct
ot il se peut que certaines des
érivée ne soient pas définies,
d t pas défi
1o ST
il n’y a pas de précaution 2
prendre : tout polyndme
posséde un polynéme dérivé,
qu’on peut de nouveau déri-
ver, et ainsi de suite.

8 Ce qui n’aurait de sens que
dans R, vu qu’on ne dispose

pas de notion de limite dans
C, et encore moins dans un

corps quelconque.

M. VIENNEY
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q
Proposition 18.18 : Soient P = ax Xk et Q = Z beX* deux polyndmes, et soit

P
k=0 k=0
A e K. Alors

1. Sideg(P) > 1, alors deg(P’") = deg(P) — 1.

En revanche, si P est constant, alors P’ = 0, de degré —co.
2. (AP+Q) = A-P' +Q (linéarité de la dérivation)
3. (PQ) =P'Q+PQ’
4 (PoQ) =Q' X (P oQ)

Démonstration. 1. Si P est constant, alors la somme définissant P’ est vide, donc P’ est

nul.
P »
En revanche, si P = Z arX* est de degré p, donc avec a,, # 0, alors P’ = apX*!
k=0 k=1
est de degré au plus p — 1, et son coeflicient de degré p — 1 est pa, # 0. Donc
deg(P’)=p—1.
2. Trivial.

3. Commengons par le vérifier pour des monomes.
Soient donc k, ¢ € N. Si k et ¢ sont tous deux non nuls, alors

(XRXE) = (XF) = (e X1 = XX+ XXX = (X)X XE (XT)
Il est aisé de se convaincre que ceci reste vrai si k = 0 ou £ = 0 (l'une des dérivées est
alors nulle).

Dés lors, la linéarité de la dérivée prouvée ci-dessus nous permet d’en déduire la
formule dans le cas général :

P q
= Z Z aibe xkxt ), Linéarité de la dérivation.
=0

M~

’

b,X*
=0

— p'Q + PQ/- C’e.st encore la linéarité de la
dérivation.

I Il
— —
-

i
[}

4. Une récurrence facile 4 I'aide de la formule ci-dessus prouve que pour tout k € N, le
polyndme dérivé de QF est kQ' Q% 1.
Et alors

p

rop
(PoQ) = (Zaka) -
k=

k=0

)4
aka/Qk—l — Ql % Zkaka—l — Q/ % (P/ o Q)
k=1

1

O

Remarque. Une petite subtilité se cache ici : le point 1) n’est pas vrai dans n’importe quel
corps, puisque lorsqu’on dit que a, # 0 = pa, # 0, il faut pour cela avoir p # 0.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



Cours 9

Dans les corps usuels que sont Q, R, C, ceci ne pose aucune difficulté.

Mais par exemple dans K = Z/3Z, ona 6 = 0, ou il faut comprendre que 6 désigne en fait
1K+1K+1K+1K+1K+1K_1+1+1+1+1+1_6=O.

Et donc par exemple dans Z/3Z, si P = X° + 2X3 + X, alors P’ = 6X° +6X%2+1 = 1. Et
donc deg P’ = 0 # deg(P) - 1.

Corollaire 18.19 (Propriétés de la dérivée n®me) — Soient P, Q € K[X], soit A € K
et soit n € N.

1. deg P = {

2. (AP+Q)™ = p™ 4 Q)

deg(P) —n si deg(P) >

sinon

La dérivée n*™ d’un produit est un peu plus complexe, mais il existe tout de méme une
formule.

Proposition 18.20 (Formule de Leibniz) : Soient P,Q € K[X] et soit n € N. Alors
& Danger !

n 1. L
n\ K Il s’agit bien de dérivées
(PQ)(n) = Z (k)P( )Q(n ). kimes et (n — k)™, et pas de
k=0 puissances.

Démonstration. Prouvons le résultat par récurrence sur n.
0
. T 0 _
Pour n =0, il n’y a rien a dire : PQ = Z (k)P(k)Q(" k),
k=0
Supposons la formule vraie au rang n. Alors

(P = ((PQ)™)

n ’
_ (Z (k)P(k)Q(nk)) Hypothése de récurrence.
k=0 "
n k ’
_ ( ) ( p(k)Q(n—k)) Linéarité de la dérivation.
k=0 "
n
_ (n) (P(k+1)Q(n_k) +P(k)Q(n_k+1)) Dérivée d’un produit.
k=0 k
=30 )
P(k+1)Q(n k) + ( )P(k)Q(n—kH)
k=0 k
n+l

n
_ ( n 1)P(i)Q(n+1i) + Z (Z)P(k)Q(nHk)

k=0
n

_ pA(ntl) n n (k) A (n+1-k) (n+1)

=PQ +;((k_1)+(k)P ) + P

n+1

_ Z (”+ 1)P(k>Q(n+1 0.

Donc par le principe de récurrence, la formule est valable pour tout n € N. ]
Divisibilité

Définition 18.21 - Soient P, Q € K[X]. On dit que P divise Q, ou que Q est un
multiple de P, et on note P | Q s'il existe R € K[X] tel que Q = PR.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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CHAPITRE 18 : POLYNOMES

Le polyndme X2 +3X — 4 est divisible par X +4 puisque X>+3X -4 = (X +4)(X —1).

Remarque. Un fait souvent utile est que si P | Q, avec Q = PR, alors deg P + degR = deg Q,
et en particulier, deg P < deg Q.

Proposition 18.23 : Comme sur Z, la relation de divisibilité est réflexive et transitive.
Elle west pas antisymétrique, mais, pour P,Q € K[X], on a

(P|QetQ|P) e (P=Q=0gx; ou3ieK’, P=1Q).

De plus, si P | A et P | B, alors V(U,V) € K[X]% P | AU + BV et si P | Q, alors
VR € K[X], PR | OR.

Démonstration. Pour P € K[X], on a P = 1P, donc P est réflexive.

EtsiP | Qet Q| R, alors il existe A, B € K[X] tels que Q = AP et R = BQ, donc
R = B(AP) = (AB)P, de sorte que P | R.

Supposons que P | Q et Q | P. Alors il existe Ry, R, € K[X] tel que Q = PRy et P = QR,.
Donc en particulier, degP < degQ et degQ < degP, donc degP = degQ et donc
degRy = degR, = 0.

Donc Ry est une constante A # 0.

1
Inversement, si P = AQ avec A € K*, alors Q = /—1P, etonadoncilafoisP|QetQ|P.

Les deux derniers points se prouvent exactement comme dans Z. ]

Notons également que multiplier un polynéme par un scalaire non nul ne change rien 2
I'ensemble de ses diviseurs.

Autrement, quel que soit A € K*, P | Q & P | AQ.

En effet, s'il existe R € K[X] tel que Q = PR, alors AQ = PAR.

Et inversement, si AQ = PR, alors Q = (%) P,doncP | Q.

Division euclidienne

Justifions a présent un résultat évoqué dans un chapitre antérieur : l'existence d’une division
euclidienne dans I'anneau des polynomes.

Théoréme 18.24 (Division euclidienne dans K[X]) : Soient A, B € K[X], avec
B # 0. Alors il existe un unique couple (Q,R) € K[X]?, avec degR < degB tel que
A=BQO+R.

Notons que ceci s’écrit encore (Q,R) € K[X] x K(degB),1 [X].

Démonstration. L'unicité est la plus facile : supposons que A = BQ; + Ry = BQ> + Ry, avec
degR; < degBetdegR, < degB.

Alors Ri—R» = B(Q>—Q1). Si Q1 # Q»,alors B(Q>—Q1) # 0, et donc deg B(Q>—Q1) > degB.

Or, deg(R; — Ry) < degB, ce qui est absurde.
Donc Qy = Q», et par conséquent, Ry = R,.

Pour l’existence, le cas le plus facile est celui ot B divise A : il existe Q € K[X] tel que
A=BQ =BQ+0.

On suppose donc désormais que B t A.

Soit alors 2 = {deg(A — BQ), Q € K[X]}.

Puisque tous les A — BQ sont non nuls, & est une partie de N, non vide puisqu’elle contient
deg(A) = deg(A - Bx0).

Elle posséde donc un plus petit élément p.

Soit alors Q € K[X] tel que deg(A — BQ) = p, et montrons que p est strictement inférieur
a degB.

Supposons au contraire que R = A — BQ soit de degré supérieur ou égal 4 deg B, et notons

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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n p
alors n = degB, B = Z b; X' etR = Z riXE.
. i=0 i=0
Alors R — b—pXP‘"B est encore de la forme A — BQ, et

n

p P n—1

. r .

R- XP "B= ) riX'- X" 4 E biX' =) rX = rpXP = b—"bixf’—"“ e K, 1[X].
i=0 i=0 i=0 =0

EKP,1 [X] GK‘,,,1[X]

r . . , . N .
Donc deg (R - b—pX "‘PB) est un élément de & strictement inférieur 2 p, contredisant la
n

définition de p.
On en déduit bien que A = BQ + R, avec degR < deg B. o

La pratique de la division euclidienne n’a pas changé par rapport  ce que nous avions dit
plus tot dans Pannée.

On retrouve bien entendu, comme pour les entiers® le fait que B divise A si et seulement si
le reste de la division de A par B est nul.

Evaluation en un point, fonctions polynomiales

n n
Définition 18.25-Si P = Z ap X", alors pour A € K, on note P(1) = Z aAf € K.
k=0 k=0

Proposition 18.26 : Pour P,Q €e K[X], et A € K, on a

(P+0Q)(A) = P(A) +Q(A) et (PQ)(A) = P(DQ(A) et (P o Q)(A) = P(Q(D).

Démonstration. Les formules pour I'évaluation en A de P + Q et P o Q ne posent aucune
difficuleé!®.

Celle pour le produit mérite peut-étre quelques explications, en remarquant qu’elle fait
P p p quelq P q q

intervenir deux produits différents : (PQ)(A) fait intervenir le produit de deux polynomes,

alors que P(1)Q(A) est un produit dans K.

n

Notons donc P = Zaka et Q = Zb[Xf, avec n > max(degP,degQ). On a alors

k=0 =0
ro- 3} (Yo,
k=0 \j=0
Mais on a également
n n n n
P()Q() = (Z akak) (Z bm’) = axbe A,
k=0 =0 k=0 ¢=0

Pour j € [0,2n]], notons I; = {(k, £) € [0,n]? | k + ¢ = j}.
Alors les I;,0 < j < 2n forment un recouvrement disjoint de [0, n]%, si bien que par
sommation par paquets,

2n 2n
PQ) = D7 abed™ =) | > abe |,
=0 (k.0)€l; =0 \(k.0)el;

Or,si 0 < j < n,alors I; = {(k, j — k), k € [0, j]}, de sorte que

Z akbg = zjl akbj_k

(kO)el; k=0

MP2] Lvcie CaampoLLION 2024-2025

Notons que les hypothéses
faites sur les degrés im-
pliquent que a,, # Oet
by # 0.

Ce polynéme ne sort pas
de nulle part : on souhaite
retirer 3 R un multiple de
B de maniére 2 faire baisser
le degré de R, c’est-a-dire a
annuler son terme de plus
haut degré (rpX?).

9 Et nous verrons dans un
chapitre ultérieur que I'ana-
logie ne sarréte pas 13, et
qu’a partir du moment otl on
a une division euclidienne,
on peut reconstruire une
notion de PGCD, retrouver
Bézout, etc. Bref, faire de
Parithmétique.

10 Meme si en cas de doute,
je ne peux que vous encoura-
ger 4 écrire leur preuve.
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CHAPITRE 18 : POLYNOMES

Etsin+1<j<2n,alorsI; = {(k,j — k),0 < k < n}, etalors

n J
Z akbg = Z akbj_k = Z dag bj_k.

(ke)el; k=0 k=0 ——
=0si k>n
Et donc au final,
2n Jj
PO =) ( akbj_k) M = (PQ)(A).
7=0 \k=0

Définition 18.27 - Soit P € K[X]. On appelle fonction polynomiale associée a
K — K

P la fonction P : 1 — P

Proposition 18.28 : Soient P,Q € K[X]. Alors :

et dans le cas on K = R, alors P’ = (P) }

)

Démonstration. Pour la somme, le produit et la composée, ¢a découle la proposition 18.26.

n
Et pour la dérivée, si P = Z arX* € R[X], alors nous savons calculer la dérivée!! de P, et
k=0

n
elle vaut x — Z kagx*~'. C’est donc P'. ]

k=1

Racines et multiplicités

Définition 18.29 - Soit P € K[X] et soit a € K. On dit que a est racine de P si
P(a) = 0.

Remarques. » 11 est bon de préciser dans quel corps on se place lorsqu’on parle de racines.
Par exemple, le polyndme X2 + 1 n’a pas de racines dans R, mais en a deux dans C.

De méme, X — 2 € Q[X] n’a aucune racine dans Q, en a une dans R et trois dans C.

» Si P | Q, alors toute racine de P est une racine de Q. En effet, si Q = PR et P(a) = 0, alors

Q(a) = P(a)R(a) = 0.

Application des racines au calcul d’une division euclidienne

Calculons le reste de la division euclidienne (dans R[X]) de X" par
X2+X-2=(X-1)(X+2).

Cette division est de la forme X" = (X - 1)(X+2)0, +R, (%), avec degR, < 2.
Autrement dit, il existe deux réels a, et b, tels que R, = a,X + by,.

Evaluons alors (%) en 1 :
1"=(1-1)(14+2)Q,(1) +R,(1) = a, + by,.

Et de méme, par évaluation en -2, (=2)" = —2a, + by,.

1
On en déduit, par résolution d’un systéme, que R, = 3 (1= (=2)MX + 2+ (=2)").

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

La restriction sur K vient
tout simplement du fait

que la notion de fonction
dérivable, qui nécessite une
notion de limite, n’a été
définie que pour les fonctions
définies sur R (méme si

on pourrait sans grandes
difficultés le faire également
pour les fonctions d’une
variable complexe).

Ay sens habituel de Ta
limite de son taux d’accroisse-
ment.
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Proposition 18.31 : Soit P € K[X] et soit a € K. Alors a est racine de P si et seulement
si X — a divise P.

Démonstration. Si X — a divise P, soit alors Q tel que P(X) = Q(X)(X - a).
Alors en évaluant en g, il vient P(a) = Q(a)(a — a) = 0.

Inversement, supposons que P(a) = 0. Soit alors P = (X — a)Q + R la division euclidienne
de P par X — a, avec degR < deg(X — a).
~—— ——
=1
Alors R est un polynéme constant A. Mais en évaluant en a,

P(a)=(a—a)Q(a)+A © P(a) = A

Et donc si P(a) = 0, alors A = 0, et donc P = (X — a)Q est divisible par X — a. o

Proposition-définition Soit P € K[X] non nul, et soit a € K. Alors
{k € N tel que (X — a)* | P} posséde un plus grand élément, qu'on appelle la mul-
tiplicité de a dans P.

Cette multiplicité est non nulle si et seulement si X — a | P, donc si et seulement si a
est racine de P.

Si elle vaut 1, alors P est divisible par X — a mais pas par (X — a)?, on dit que a est
racine simple de P.

Si elle vaut 2, alors P est divisible par (X — a)? mais pas par (X — a)°, on dit alors
que a est racine double de P, etc.

Remarques. Plus généralement, a est racine de multiplicité m de P si (X —a)™ | P et
(X —a)™! t P.
Ceci s’écrit encore : il existe Q € K[X] tel que P = (X — a)™Q(X) et Q(a) # 0.

Démonstration. L'ensemble {k € N, (X — a)¥ | P} est non vide puisqu’il contient toujours
0.

Et il est majoré puisque si (X — a)* | P, alors deg ((X — a)¥) < deg P, et donc k < deg P.
Par conséquent, comme toute partie non vide et majorée de N, il posséde un plus grand
élément m. o

Multiplicité et dérivées

La formule qui suit est un exemple de formule qui n’est plus valable dans les corps finis. La
raison en est que, par exemple, dans Z/pZ, p! = 0, et donc n’est pas inversible.
Nous énongons donc les résultats pour R ou C, mais plus généralement ceci reste valable

dans n’importe quel corps qui contient Q.
P 9 Psq Q Si je vous dis «corps qui

contient Q», vous pensez
Proposition 18.33 (Formule de Taylor pour les polyndmes) : Soit P € R[X] ou évidemment 2 Q R Zt,.(;’
n P(k) (a) MalS I’lOUS en.avons e_]a ren-
C[X], et soit n = degP. Alors P = Z i (X - a)k. g)(n\t/rzf)au MOINS un autre
B i _o bri k=0 . En revanche, ne pas en dé-
n particulier, pour a = U, on oblient duire trop rapidement que ce
qui suit n’est valable que dans
n pk) 0) g des corps infinis : il existe
= TX des corps infinis sur lesquels
k=0 ’ elle n’est pas valable.
. , P®(0)
de sorte que le coefficient de degré k de P est

Démonstration. » Commengons par le cas a = 0.
Il est facile de prouver par récurrence sur k que la dérivée k¥ de X* est

i(i—-1)---(i-k+1)X% = mX"k si k < ietestnullesik > i.

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



14 CHAPITRE 18 : POLYNOMES
+00 . +00 i _
Doncsi P = Z a; X', P = Z ai(i——'k)'Xl_k et donc P (0) = ark!.
i=0 i=k ’
PO (0 = P (0
Soit encore ax = '( ) et donc P = # k
k! =0 k! On a |2 une composée de

» Dans le cas général, posons Q(X) = P(X + a).
On a alors Q' (X) = P'(X +a), puis Q”(X) = P”(X + a), et une récurrence rapide prouve
que pour tout k € N, oM (X) = PR (X +a).

Et donc © ©
0 (0) <« P®) (a)
Z Xe= ) =X

k=0

En composant a droite par X — a, on a donc

P =00 -0 = 3 TP (x - at
k=0 ’

O

Si a est une racine double de P, il existe Q € K[X] tel que P = (X — a)?Q, et Q n’est pas
divisible par X — a, donc Q(a) # 0.

On aalors P’ = 2(X — a)Q + (X — a)>Q’, de sorte que P’(a) =

Etalors P” = 2Q+2(X —a)Q’ +2(X — a)Q’ + (X — a)?Q", de sorte que P”(a) = 2Q(a) # 0.
En fait, il s’agit 1a (P(a) = P’(a) = 0 et P (a) # 0) est une caractérisation des racines
doubles, ce que prouve et généralise la proposition suivante.

Proposition 18.34 : Soit P € K[X], et soit a € K, avec K = R ou K = C. Alors a est
racine de multiplicité m € N* de P si et seulement si

P(a)=P(a)=---=P" V(a)=0et P™(a) £ 0.

Démonstration. Notons n = deg P.

SiP(a) = P'(a) = ---=Pm=V(a) = 0, alors par la formule de Taylor polynomiale,
pk)
P = 3 D g 3D gk = x—am ) P gy
k=0 k=m k=m
=0

est bien divisible par (X — a)™.
Donc déja la multiplicité de a est supérieure ou égale a m.
P (a)
Et alors Q(a) = '
m

# 0. Donc la multiplicité de a est égale 3 m.

Inversement, supposons que a soit une racine de multiplicité m de P.
Notons alors Q € K[X] tel que P = (X — a)™Q, avec Q(a) # 0.
Par la formule de Leibniz, pour n < m, on a

n

o =5 ) cx oo g

k=0

Notons alors que pour k < m, (X - a)ym) k) = (X — @)™ posséde a pour racine.

m!
(m—k)!
Et (X —a)™)™ = ml.

Doncsin < m, P (a) =0
Etsi n = m, il vient

H

m-—

P('")(a) ( )

k=0

—k),(a - a)" Q" (a) +( )m'Q(a) =mlQ(a) # 0.

=0

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

polynémes : c’est P composé
par le polynéme (unitaire, de
degré 1) X +a.
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2 est racine double de P = X* = 3X3 + X2 + 4.
En effet, on a P(2) = 0, puis P/(X) = 4X°> — 9X? + 2X, donc P'(2) = 0, et
P = 12X2 — 18X + 2 et donc P”(2) = 14 # 0.

L'utilisation des dérivées permet de calculer des restes dans des divisions euclidiennes
par un polyndme possédant une racine multiple.

Par exemple, cherchons le reste de la division euclidienne de X™ + 1 par (X + 1)°.
Nous savons que la division euclidienne cherchée est de la forme

(%) X"+1=(X+1)2Q, +Ry, avec degR, < 1.

Autrement dit, il doit exister deux réels a, et b, tels que R, = a, X + by,.

Et alors en évaluant en X = —1,

(-D)"+1=(=1+1)%0u(-1) + (by — ap) © by —an = (-1)" + 1.

En I'absence d’autre racine de (X +1)2, on ne peut pas en tirer une seconde solution.
Mais en dérivant (%), il vient,

nX" 1 =2(X+1)0n + (X +1)°Q, +R,

qui aprés évaluation en X = —1 nous donne n(-1)""! = a, etdonc R, = n(-1)""1X+
(=) (n—1)+1.

Corollaire 18.36 - Si a est racine de P de multiplicité m > 2, alors a est racine de P’ de
multiplicité m — 1.

Démonstration. On a P(a) = P'(a) =---=P™ D (a) =0 et P (a) # 0.
Donc en particulier,
P'(a)=(P)(a)=--=(P)" ) (a) =0 et (P)" V(a) 0.
Donc a est racine de P’ de multiplicité m — 1. ]

Factorisation par les racines

Proposition 18.37 : Soit P € K[X] non nul, et soient Ay, ..., A, des racines deux a
deux distinctes de P, de multiplicités respectives my, . .. m,.
Alors (X = A)™ - (X — A,)™ divise P.

Démonstration. Prouvons par récurrence sur k € [1,r] que 2 (k) : (X—241)™ - -+ (X =)™

divise P.

Pour k = 1, ceci découle de ce qui a été dit précédemment : Ay est racine d’ordre m; de P,

qui est donc divisible par'? (X — ;)™ 12 Cest 1a Ia définition de la
Supposons donc 2 (k) soit vraie. multiplicité d’une racine.

Alors il existe O € K[X] tel que P = (X — 7)™ -+ (X — A)™ Q.

Puisque Agyq est racine de P d’ordre myyq, P = (X — Agy1)" 1 A, pour un certain A € K[X]
tel que A(Ags1) # 0.

Notons par ailleurs ng la multiplicité de A4 en tant que racine de Qg : Qg = (X — Ags1)™*' B,
avec B(Agy1) # 0.

Puisque Qk divise P, ng41 < my,1. Bt alors on a

P= (X =)™ - (X = 2™ (X = )™ B = (X = At A

Mais nous avons déja mentionné que K[X] étant un anneau intégre, il est possible de
simplifier par (X — Agy1)"™1. Et alors

(X — Al)ml - (X _ )Lk)ka — (X _ Ak”)mkﬂ—nkﬂA.
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Puisque Ag4q n’est pas racine du membre de gauche, ce n’est pas non plus une racine du
membre de droite, donc my, 1 — ngs1 = 0 © Mpq = Ngyr.-

Donc (X — Agy1)™+ divise Qy, et donc P est multiple de (X = A1)™ + -+ (X = Agyr) ™1,
Par le principe de récurrence, blablabla. ]

Cherchons pour quelles valeurs de n € N le polynome X" +1 est divisible par X*+1.
OnaX?+1|X"+1 & iet—isont racines de X" + 1.

Ce qui est le cas si et seulement si i” = -1 et (—i)" = —1.

Soit si et seulement si n est pair et i" = —1 donc ssin = 2 [4].

.
Corollaire 18.39 — Avec les notations précédentes, on a Z my < degP.

k=1
Dornc un polyndme non nul ne peut avoir plus de racines (comptées avec multiplicité) que
son degré.

ANe pas confondre le nombre de racines et le nombre de racines comptées avec
multiplicité.

Par exemple, X°(X + 1)*(X — 2)(X + 2) est un polynéme de degré 9, qui ne posséde que 4
racines, mais qui en posséde 9 = 3+ 4 + 1 + 1 si on les compte avec multiplicités.

Par contraposée, on en déduit que :

Corollaire 18.40 - Soit P € K, [X]. Si P posséde n+1 racines distinctes, alors P = Og|x].

Une formulation un peu différente du méme résultat, et qui ne nécessite pas d’information
sur le degré de P est la suivante :

Proposition 18.41 : Un polyndme qui posséde une infinité de racines est nécessairement
le polyndme nul.

La racine carrée n’est pas une fonction polynomiale

Il n’existe pas de polynéme P € C[X] tel que pour tout x € Ry, P(x) = vx.

En effet, supposons par I'absurde qu’un tel polynéme existe, et soit Q = P2 X,
Alors pour tout n € N, Q(n) = P*(n) —n = (\/ﬁ)z —-n=n-n=0.

Donc Q posséde une infinité de racines, et par conséquent est nul.

Donc deg P? = deg X < 2degP = 1, ce qui n’est pas possible.

Définition 18.43 — Un polynéme P € K[X] est dit scindé (sur K) s’il est non
constant et possede autant de racines (comptées avec multiplicité) que son degré.
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Proposition 18.44 : Un polyndme P € K[X] est scindé sur K si et seulement si et
seulement si il existe Ay, ..., A, € K, deux a deux distincts, et my, ..., m,, € N*, ainsi que

n

ae€K*tel queP=a H(X — )™,
i=1

Et alors

> «aestle coeﬂgcient dominant de P

> les A; sont les racines de P, de multiplicité m;.

Démonstration. SiP estscindé, alorsil existe A1, ..., A, des racines de multiplicités my, ..., m,,

.
avec Z m; = deg P.
i1
.
Donc!? P se factorise par l_[(X - 4)™, qui a méme degré que P.
i=1
Donc le quotient est de degré nul : c’est une constante non nul & € K*.
r

Puisque I_I(X — ;)™ est unitaire, le coefficient dominant de P est nécessairement a.
i=1

(X = A;)™, alors Aq,..., A, sont des racines de P, A; étant de

.
Inversement, si P = «

i=1
multiplicité n;, avec n; > m;.

r r
Mais puisque Z m; = degP, et Z n; < degP, nécessairement, pour tout i € M1r],

i=1 i=1
m; = n;.

Et P ne peut évidemment'* pas posséder d’autres racines que Ay, ..., 4. O

AAttention a ne pas oublier le &, qui correspond au coefhicient dominant dans la
factorisation en produit de facteurs de degré 1.

Par exemple, P(X) = 2X3 — 4X? + 2X posséde 0 comme racine simple! et 1 comme racine
double.
On n’en déduit pas que P(X) = X(X — 1), mais bien que P(X) = 2X (X - 1)2.

Proposition 18.45 : Soient P, Q € K[X] avec P scindé. Alors P divise Q si et seulement
si toutes les racines de P sont racines de Q, avec une multiplicité en P inférieure ou égale a
la multiplicité en Q.

Démonstration. Notons Ay, ..., A, les racines de P, de multiplicités respectives my, ..., m,,

n
de sorte que P = « l_[(X — X))

i=1
Il est évident!® que si P divise Q, alors les A; sont des racines de Q de multiplicité supérieure
ou égale a m;.

Inversement, si tous les A; sont des racines de Q, avec une multiplicité n; supérieure ou
égale 2 m;. Alors il existe R € K[X] tel que

r r 1 -
Q = H(X - /Il-)niR — al_[(x _ Ai)mi N H(X _ Ai)"i_miR
a
i=1 i ]
=P
et donc Q est divisible par P. .

Le théoréeme de d’Alembert-Gauss

Il est bien connu que certains polynomes 3 coefficients réels, par exemple X? + 1, ne
possédent pas de racine dans R, mais possédent des racines dans C.

MP2I Lvcie CaampoLLION 2024-2025

13 Crest 1a proposition 18.37.

4 Onena déja autant, avec
multiplicités, que le degré de
P, donc il n’y a pas «de place»
pour dautres racines.

Plus simplement, il est facile
de constater que P(1) = 0 si
et seulement si A est I'un des
Aj.

15 1] st divisible par X et pas
par X 2,

16 B¢ ne nécessice pas que P
soit scindé.
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Par ailleurs, nous avons déja vu que tout polyndme de degré 2 a coefhicients complexes
posséde deux racines complexes si on les compte avec leur multiplicité, et que tout nombre
complexe a non nul posséde exactement n racines n®™, c’est-a-dire que X" — a est scindé.
Le résultat suivant vient généraliser largement ceci.

Théoréme 18.46 (de d’Alembert-Gauss) : Soit P € C[X] non constant. Alors P
posséde une racine.

171] en existe des dizaines

Démonstration. Admis. o de nature parfois trés trés
différentes.
La preuve n’est pas au programme de MPSI, méme si certaines preuves17 nous sont
abordables.
Ce résultat, parfois appelé théoréme fondamental de l’algébre18 a connu une premiére 18 Bien qu'il s'agisse essen-
tentative de démonstration par d’Alembert, mais la premiére preuve vraiment rigoureuse19 Sfflleflnem d’un théoreme
anal ySe...

est diie 2 Gauss, qui en donna au moins quatre preuves différentes.
19 g, presque complete.

Si P € C[X] est non constant, alors la fonction polynomiale P induit une surjection
de C sur C.

En effet, pour tout A € C, P — A est un polynéme non constant, donc posséde au
moins une racine complexe.

Or une telle racine est un antécédent de A par P.

Corollaire 18.48 - Tout polynéme non constant de C[X] est scindé sur C. On dit aussi que C est un
corps algébriquement clos.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur le degré de P.

Pour deg P = 1, c’est exactement le théoréme de d’Alembert-Gauss.

Supposons que tout polyndme de degré n soit scindé, et soit P € C[X] un polynéme de
degré n+1.

Alors par le théoréme de d’Alembert-Gauss, P posséde une racine A;, et donc est divisible
par X — Ay :il existe Q € C[X] tel que P = (X - 44)Q.

Mais Q est de degré n, et donc par hypothése de récurrence est scindé.

On en déduit que P est scindé car produit de deux polyndmes scindés. Par le principe de
récurrence, tout polynéme non constant est scindé. m

Corollaire 18.49 — Soient P, Q € C[X], avec P non nul. Alors P divise Q si et seulement
si toutes les racines de P sont des racines de Q, avec une multiplicité dans Q supérieure ou
égale a la multiplicité dans P.

Sur R un tel théoréme n’est plus valable. Mais en notant qu’un polynéme a coefhicients
réels est un cas particulier de polyndme 4 coefhicients complexes, on dispose tout de méme
du résultat suivant :

Proposition 18.50 : Soit P € R[X] non constant. Alors P posséde une racine complexe.

La racine de la proposition précédente peut tout a fait étre réelle, par exemple dans le cas
d’un polynéme scindé sur R.

Par contre, pour les racines non réelles des polynémes a coeficients réels, notons qu’elles
vont toujours par deux :

Proposition 18.51 : Soit P € R[X], et soit a € C une racine complexe de P. Alors @ est
racine de P, de méme multiplicité que a.
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+00
Démonstration. Notons P = Z ar Xk,
k=0
+00 +00 _ +00
Alors pour z € C, P (z) = Z azt = Zﬁzk = Z arz* = P(z).
k=0 k=0 k=0
En particulier, a est racine de P si et seulement si @ est racine de P.
Et comme le méme raisonnement vaut pour P, P”,..., alors « est racine d’ordre m de P si
et seulement si
P(a)=P'(a)=---=P"™ D(a)=0et P (a) # 0.
Et donc si et seulement si :
P@=P@=---=P" D(@=0etP"™ (@) #0.
Donc si et seulement si @ est racine d’ordre m de P. ]

Proposition 18.52 : Soit P € R[X], et soit A € C \ R une racine de P.
Alors P est divisible dans R[X] par (X = A)(X = 1) = X2 = 2Re(1)X + |12

Démonstration. Nous avons déja dit que A est racine de P.

Puisque A et A sont deux racines distinctes de P, celui-ci est donc divisible, dans C[X], par
(X =) (X = A). B

Autrement dit, il existe Q € C[X] tel que P = (X — 1)(X - 1)Q.

Mais alors, en conjuguant cette relation , il vient P = (X — A)(X - 1O0.

Or P et (X — A)(X — 1) étant A coefficients réels, ils sont égaux A leurs conjugués.
Etdonc P = (X - A)(X =)0 = (X - )(X - 1)O.

Apreés simplification®’, on a donc Q = Q, donc Q € R[X].

Et donc P est bien divisible dans R[X] par (X — )(X - A). o

Factorisation irréductible

Définition 18.53 — Un polynéme P € K[X] est dit irréductible s’il n’est pas
constant et si ses seuls diviseurs sont les polyndmes constants et les AP, A € K*.
Un autre moyen de le dire est le suivant : P est irréductible si et seulement si

V(Q,R) € K[X]? P = QR = (degQ = 0 ou degR = 0).

Proposition 18.54 : Tout polynéme non constant de K[X] est produit d’irréductibles.

Démonstration. Par récurrence forte sur le degré n de P.

Pour n = 1, c’est évident : un diviseur d’'un polyndme P de degré 1 est de degré inférieur
ou égal 4 1. Soit il est constant, soit il est de degré 1, mais alors doit étre de la forme
AP, A € K*.

Supposons 2 présent que tout polyndme de degré au plus n est produit de facteurs irréduc-
tibles et soit P de degré n+ 1.

Si P est irréductible, alors il n’y a rien a dire.

Sinon, soit Q un diviseur de P, qui ne soit ni constant, ni égal 2 un multiple scalaire de P,
et soit R € K[X] tel que P = QR.

Alors deg Q € [ 1,n], et de méme pour deg R. Et donc par hypothése de récurrence, et Q
et R sont produits de polyndmes irréductibles, et donc il en est de méme de P.

Par le principe de récurrence forte, tout polynéme non constant est produit de facteurs
irréductibles. ]
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Je m’ai pas défini ce qulest

le conjugué d’un polyndme
complexe, mais disons qu’il
s’agit de ce que vous pensez
(on conjugue chacun des
coefficients), et qu’il a les
propriétés que vous imaginez
(en tous cas il est compatible
a la somme et au produit).

20 C[x] est integre.

Ces polynémes sont les
analogues dans K[X] des
nombres premiers dans Z.

Les polynomes de degré 1
sont toujours irréductibles, et
ce indépendamment du corps
K sur lequel on se place.
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Théoréme 18.55 (Factorisation irréductible sur C) :
1. Les polynémes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1.

2. Si P € C[X] est non constant, alors sa factorisation en produit de facteurs irréductibles
unitaires est unique (a Lordre des facteurs prés) et vaut

pP= aﬂ(x — )
k=1

ol A1, ..., Ay sont les racines distinctes de P, ry est la multiplicité de Ay et o est le
coefficient dominant de P.

Démonstration. 1. Nous savons déja que les polyndmes de degré 1 sont irréductibles
(comme sur tout corps).
Et par ailleurs, si P € C[X] est irréductible, alors il existe A € C racine de P. Donc P
est divisible par X — 1.
Par irréductibilité de P, il existe donc a € C* tel que P = a(X - A).

2. Si P est non constant, alors il est scindé, et donc de la forme annoncée.
L’unicité vient tout simplement du premier point et de la proposition 18.44, qui dit
que les A et les rg sont uniquement déterminés : ce sont les racines de P et leurs
multiplicités.
o

Remarque. Cet énoncé est quelque peu imprécis21 : on prouve en fait que tout polynéme

s’écrit de maniére unique comme le produit d’une constante non nulle (son coefficient
dominant) et de facteurs irréductibles unitaires.
Si on oublie la constante, alors 2X — 2 n’est pas produit d’irréductibles unitaires, et si on ne

1
demande pas aux facteurs d’étre unitaires, alors 2X — 2 = 2(X — 1) = —(4X — 4) s%écrit de

plusieurs maniéres différentes comme produit d’'une constante par un irréductible.

Théoréme 18.56 (Factorisation irréductible sur R) :

1. les polyndmes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de degré 1 et les polyndmes
de degré 2 de discriminant strictement négatif.

2. si P € R[X] est non constant, alors sa factorisation en produit de facteurs irréductibles
unitaires est unique® et est de la forme
nj

p

P=a [x-2™[]| x-w)x-m)
k=1 D

Jj=1
=X2-2Re (i) X+| ;|2 €R [X]
o :
> « est le coefficient dominant de P
> Ai,..., A sont les racines réelles de P de multiplicités respectives my, ..., m,

> (p ), (2, 12),s -, (p, i) sont les paires de racines complexes non réelles
conjuguées® de P, de multiplicités respectives ny, na, ... ., ng

Démonstration. 1. Si P € R[X] est irréductible, alors il posséde une racine A complexe.
Si A € R, alors P est divisible par X — A, et étant irréductible, il existe « € R* tel que
P=a(X-2).

Si A € C\ R, alors nous avons déja dit que P est divisible (dans R[X]) par
(X =N(X=-2) =X2=2Re(V)X + A2
Puisque P est irréductible, il existe donc a € R* tel que

P=a(X? - 2Re()X + AP
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Quitte a regrouper tous

les coefficients dominants
dans une méme constante,
nous pouvons supposer que
tous les facteurs irréduc-
tibles sont unitaires, et que P
s’écrit comme produit d’une
constante et de polyndmes
irréductibles unitaires.

21 Et le reformulerons et
le reprouverons dans un
corps quelconque en fin
d’année lorsque nous étu-
dierons l'arithmétique des
polynomes.

Les polyndmes irréductibles
de degré 2 sont ceux qui
n’ont pas de racine réelle.

22 A Tordre des facteurs prés.

23 Rappelons que A et A ont
méme multiplicité.
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qui est évidemment de discriminant négatif.

Inversement si P est un polynéme de degré 2 de discriminant strictement négatif,
alors il ne posséde pas de racine réelle, et donc n’est pas divisible par aucun polynéme

de degré 1.

Et donc tout diviseur de P est soit de degré 0, soit de degré 2, donc P est irréductible.

2. Si P € R[X] est non constant, il posséde une unique factorisation scindée sur C.

Et alors en regroupant les racines réelles conjuguées, on obtient bien la factorisation

souhaitée.
Celle-ci est unique faute de quoi on aurait plusieurs formes scindées sur C.

Relations racines-coefhicients

Nous avons déja vu que les coefhicients d’'un polyndéme du second degré s’expriment

aisément en fonction des racines.
Les relations qui suivent généralisent largement cet énoncé.

n
Définition 18.57 — Soit P = « H(X — M) un polynome scindé de degré n > 1.
k=1
On note alors oy = A1 + - -+ + Ay,
op = (/11/12 qPooo +Alln) + (/12/13 qrooo +/12/1n) +o+ A1

et plus généralement, pour k € [1,n],

O = Z /1[1/11'2 "'Aik

1<ij<ip<---<ip<n

Notons qu’en particulier, o, = A1 - - - Ap.

Dans le cas d’'un polyndme de degré 3, qui posséde trois racines A1, A5, A3, éventuel-
lement confondues, alors

o] = /11 +/12 +/13, o = 11/12 +)Lz/13 +/11/13

Ainsi, o est la somme de tous les produit de deux racines, etc, oy est la somme de tous les

produit de k racines (attention : je n’ai pas dit de racines distinctes !)

Si P posséde une racine double A, alors o, contiendra un terme égal a A°.
Si P posséde une racine triple 4, alors o> contiendra trois fois A2,

A\ Attention !
On ne suppose pas ici que les
A; soient distincts, il peut y
avoir des racines multiples.

n
Proposition 18.60 (Relation entre racines et coefficients) : Soit P = Z a Xk
k=0
un polyndme scindé de degré n. Alors

Vk € [Ln], o = (~D)k 2k
a

n

n n
Démonstration. 11 s’agit d’identifier des coefhcients de Z Xk =a l—I(X - ).
k=0 k=1

Pour le coefhicient dominant, notons que celui du produit est a, car la seule maniére
d’obtenir un terme en X" en développant le produit est de multiplier tous les termes en X.
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Donc déja, a = ay,.
Quitte A diviser P par ap, ce qui ne change pas les racines, on peut donc supposer P unitaire.

n
Alors le coefficient de degré n—1 de l_[ (X =) est obtenu lorsqu’en développant le produit,
k=1
on choisit tous les termes égaux 2 X, sauf un, égal 2 I'un des —A.
Donc an-1 = —/11 — e —/1,, = —01.
Puis pour le terme de degré n — 2, c’est le méme principe : il faut choisir n — 2 fois X et
deux des —1;.
Le coefficient en X"2 est donc Z Aidj.

1<iy<iz<n

Etc. m]

2

Si P(X) = X™ — 1. Alors les racines de P sont les ei%, kel0,n-1].

n—1
TN jkx . ,
Nous savons déja que Z e?" =0, mais on a également
k=0
o et ) . .
o = e~ n =0, puis o3 = 0, etc jusqu’a

1<k<t<n-1

Op = l_[ w=(-1)""

welU,

Retour sur les fonctions polynomiales

La distinction entre fonctions polynomiales et polyndmes n’est pas vraiment importante
lorsqu’on travaille sur R ou sur C.

Pourtant, dans certains contextes, elle peut s’avérer fondamentale.

Par exemple, dans Z/pZ[X], ot p est premier, les polyndomes P = X et Q = X? sont
distincts, puisque de degré distincts.

Pourtant, par le petit théoréme de Fermat, pour tout x € Z/pZ, x* = x.

Et donc les fonctions polynomiales P et Q sont égales, bien que les polyndmes soient
différents.

Proposition 18.62 : Si K est infini, alors lapplication P — P est une bijection entre
lensemble K[X] des polynémes et I'ensemble des fonctions polynomiales sur K.

Démonstration. La surjectivité est immédiate par définition d’une fonction polynomiale.
Soient donc P et Q deux polynomes tels que P = Q.

Alors en particulier, tout élément A de K vérifie P(1) — Q(A) = 0, donc est racine de P — Q.
Si K est infini, P — Q posséde une infinité de racines, et donc est nul.

Et donc P = Q, de sorte que P P est injective. ]

Plus généralement, si A est une partie infinie de K, alors P }7| 4 est une bijection de
K[X] sur Pensemble des fonctions polynomiales sur A.
Par exemple on peut identifier R[X] 4 'ensemble des fonctions polynomiales sur R, ou

sur [0,1].
Dans cette partie, on considére Ao, A1, . .., A, des éléments de K deux 3 deux distincts. On dispose donc de n + 1
La question est alors la suivante : connaissant les valeurs que prend P € K[X] en les 4;, scalaires.

est-il possible de déterminer P ?

La réponse est clairement non dans le cas général, puisque si on ajoute un multiple de
n

H(X — ;) 4 un polyndme, on ne change pas sa valeur en les A;.
i=0
Toutefois, nous allons voir que la réponse est oui pour des polynémes de degré au plus n.
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Définition 18.63 — Soient Ay, A4, ..., A, des éléments de K deux 3 deux distincts.
Pour i € [[0,n], on appelle i#™ polyndme de Lagrange associé a (Ao, ..., 4,) le
polyndéme

X - X-d X-haX-da X-A
/y

L. — =] o
' A=A A=l A=At A=A i—Mn

k=0
k#i

Notons tout de suite que les L; sont tous des polyndmes de degré n car produits de n termes

de degré 1.

Proposition 18.64 : Avec les notations précédentes,

1 sii=j
V(i j) € [0.n]% Li(4)) = & = { ’

0 sinon

Démonstration. Si j # i, alors L; est divisible par X — 1, et par conséquent posséde A; comme
racine. Donc L;(4;) = 0.

Et pour j =i, on

Ny -
k=0 Ai = Ak

k#i

Li(Ai) = L.

O

Notons que parmi les polyndmes de K,,[X], il n’y a qu’un seul polyndme, 4 i fixé, vérifiant
P(/lj) = 5,"]'.
En effet, un tel polyndme doit avoir les Ak, k # i comme racines, et donc est divisible par

ﬁ(X—ﬂk)-

k=0
k#i

Mais ce produit est précisément de degré n, et degP < n : il existe donc A € K tel que
n

P:/mﬂ(x-ak).

k=0
k#i

Et alors P(1;) = A l_[(}t,- -0
k=0

k#i

n n 1

DoncP(Ai)zlc)A]—[(Ai—/lk)zl(:nl:l_[ .
1;:0 1;:0 Ai = Ak
+i #i

Proposition 18.65 : Soit P € K,[X]. Alors P s’crit de maniére unique comme combi-
naison linéaire des L;, Cest-d-dire qu’il existe un unique (n+ 1)-uplet (a, . .., a,) € K*

n
tel que P = Z a;L;.
i=0

n
Plus précisément, cette unique écriture est P = Z P(A;)L;.
i=0

Démonstration. Soit P € K,[X]. Supposons que P = Z agLy.
" k=0
Alors pour tout i € [0, n], P() = ) axLe(A:) = aiLi(A) = .
k=0
Donc si une telle écriture existe, elle est unique.
n
Inversement, considérons le polynéme Q = P — Z P(Ai)Lg.
k=0
Alors pour tout i € [0,n], Q(4;) = P(4;) — P(A4;)Li(4;) = 0.
Donc Q posséde au moins n + 1 racines distinctes. Mais il est de degré au plus n, car P et les
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Ly le sont, donc il est nul.

Et par conséquent, P = Z P(Ag)Lg. O

k=0

Il existe un unique polyndme P € R, [X] tel que pour i € [0,n]), P(i) = Vi.

En effet, notons 4o = 0,...,A4, = net Ly,..., L, les polyndmes interpolateurs de
Lagrange associés.

Si un polynéme P € R, [X] satisfaisant les conditions existe, alors nécessairement

P= Zn:P(i)Li = Zn: ViL;.
i=0 i=0

Donc un tel polynome, s’il existe, est unique.
n n

Etsion pose P = Z ViL;, alors pour tout j € [0, n], P(j) = Z ViLi(j) = \iL;j(j) =
i=0 i=0

1, de sorte que P convient.

ASi on est assurés que ce polynéme coincide avec la fonction racine en 0, 1 et

2, on n’a aucune garantie sur son comportement ailleurs qu’en ces trois points, et il
n’a pas de raison d’étre proche de y/x, méme entre 0 et 2.

Le méme principe que ci-dessus s’applique pour n’importe quelle fonction f que I'on
souhaiterait «approcher» par un polynéme de degré au plus n, en ce sens qu’on peut trouver
un polynéme de degré au plus n qui coincide avec f en n points fixés en avance.

Un résultat que vous connaissez bien : par deux points d’abscisses différentes passe une et
une seule fonction affine?*.

Pour n = 2, on prouve de méme que par trois points d’abscisses deux a deux distinctes passe
une unique parabole®® (ou une droite si les trois points sont alignés).

Et plus généralement, pour n + 1 points d’abscisses distinctes, il existe un unique polyndme
de degré au plus n dont la courbe représentative passe par ces points.
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Plus généralement, deux
polyndmes de degré au plus
n qui coincidenten n + 1
points sont égaux.

24 Polynéme de degré au
plus 1.

25 Polynome de degré 2.

M. VIENNEY
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