LIMITES, CONTINUITE

Dans ce chapitre, on définit et étudie la notion de limite d’une fonction.

Celle-ci est plus riche que celle de limite d’une suite, puisque si la limite d’une suite n’a
d’intérét que lorsque n — +co, pour une fonction il est possible de s'intéresser a des limites
en n’importe quel réel, en +co ou en —oo.

La notion de voisinage, qui a été définie dans le chapitre sur les suites numériques va nous
permettre d’unifier les différentes notions de limites. Rappelons donc la définition d’un

voisinage : on appelle voisinage de a € R tout ensemble V de la forme :
» SiaeR,V=]la—¢a+e¢[,avece > 0.
> Sia=+c0, V =]A +oo[, A €R.
» Sia=—o0, V=] -00,B[,avec B € R.
Il est assez facile de constater que :
1. Pintersection de deux voisinages de a est encore un voisinage de a;

2. I'intersection de tous les voisinages de a est {a} si a € R, vide si a = +o0;

3. si a, bsont deux éléments distincts de R, alors il existe V, voisinage de a et V;, voisinage
de b tels que V, NV, = 0.

Seul le dernier point mérite peut-étre quelques explications. Il faut distinguer en tout 4 cas.

la - bl
3 b
» SiaeReth=+c0,alors Ja—1,a+1[N]a+2,+co[= 0.

v

Si a et b sont réels. Alors pour ¢ = la—ga+e[N]b—eb+e[=0.

» SiaeRetb=-o0,alorsJa—1,a+1[N] — o0, a - 2[= 0.
» Sia=-coeth=+oo,alors ] —oco,—1[N]1,+oo[= 0.

Nous savons que lorsqu’on s’intéresse  la limite d’une fonction f en a € R, a n’a pas besoin
d’étre dans I'ensemble de définition de f, c’est notamment le cas lorsqu’on s’intéresse a des
limites en oo, ou encore 2 la limite en 0 d’une fonction définie sur R¥.

La définition suivante vise & définir les points a de R en lesquels il est pertinent de s’intéresser
a la limite d’une fonction f : I — R. Par exemple, il n’est pas pertinent de s’intéresser 2 la
limite en —1 ou en —co d’une fonction définie sur R%.

Définition 17.1 - Soit D une partie de R et soit a € R. On dit que a est adhérent
a D si tout voisinage V de arencontre D : DNV # 0.

» Si I est un intervalle, alors les points adhérents a I sont les points de I, plus ses
éventuelles bornes, qu’elles soient ou non dans I.

Par exemple, +oo est adhérent a [2,+oo[ et —1 et 3 sont adhérentsa ] — 1,3[ et a
[—1,3[.

—1 n’est pas adhérent 4 [0, 1], puisque |3, —1 [ est un voisinage de —1 disjoint de
[0, 1].

» Tout réel est adhérent 2 Q puisque tout intervalle ouvert non vide contient des
rationnels. Ce qui nous autorisera, de maniére surprenante, a parler de la limite en

1l existe des voisinages res-
pectifs de a et b qui sont
disjoints.

Notons que si a € D, alors
nécessairement, a est adhé-
renta D.
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V2 d’une fonction définie sur Q.

Dans toute la suite, et sauf mention explicite du contraire I désigne une partie quelconque
de R, sur laquelle seront définies nos fonctions.

En premiére lecture, il est possible de supposer que I est un intervalle, ce qui facilite la
compréhension, mais n’est pas indispensable pour définir la notion de limite.

Définition 17.3 - Soit f une fonction définie sur un ensemble I, et soit a € R. On
dit que f vérifie une propriété % au voisinage de a s’il existe un voisinage V de a
tel que fiiny vérifie 2.

11 faut y voir la 'analogue
pour les fonctions 2 la notion
de propriété vraie «a partir
d’un certain rang» pour les
suites.

» La fonction In est strictement positive au voisinage de +co. En effet, ]2, +co[ est
un voisinage de +co sur lequel In est positive.

» La fonction exponentielle est bornée au voisinage de —co, par exemple car
Vx €] — 00,0], |e*| < 1.

» La fonction f : x +— cos —, définie sur R est monotone au voisinage de tout
x
1
x¢&{—, keNjt.
km

En effet, pour x > 0, si k € N est tel que m <x< o alors il existe € > 0 tel

que ]x—& x+e[Clkm, (k+1)x[, et alors f est strictement monotone sur |x —¢, x +¢[

car Composée des fOHCtiOIlS strictement monotones cos et x +— %

Les 9 limites

Contrairement aux suites, dont la limite est toujours considérée lorsque n — +co, on peut
parler de limite d’une fonction en un réel fini, en +co et en —co. Et cette limite, lorsqu’elle
existe, peut étre finie, ou égale 4 +oo.

Ce qui nous conduit a distinguer neuf cas dans la définition de limite :

Définition 17.5 = Soit f : I — R, et soit a € R adhérent a I.
1. SiaeR:
(a) on dit que f tend vers ¢ € R lorsque x tend vers a et on note f(x) !
si
Ve>0,3n>0,Vx el |x—a|l<n=|f(x)-¢] <e.
(b) on dit que f tend vers +oo lorsque x tend vers a et on note f(x) — o0
si

VAeR Jp>0,Vxel |x—a|l <np= f(x) > A.

(c) on dit que f tend vers —oo lorsque x tend vers a et on note f(x) — —oo
X—a

si
VAeR Fp>0,Vxel |x—a|l <np= f(x) <A

2. Sia=+40c0:
(a) on dit que f tend vers £ € R lorsque x tend vers +co et on note
o) —
X—+00

Ve>0,dBe R, Vx e, x>B=|f(x)-¢f| <e.
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(b) on dit que f tend vers +oo lorsque x tend vers +co et on note
f(x) — +oosi
X—+00

VAeR,dBe R, Vxel, x> B = f(x) > A

(c) on dit que f tend vers —co lorsque x tend vers +oo et on note
f(x) — —ocosi

X—+00

VAeR d3BeR Vxel, x>B= f(x) <A

3. Sig=—-00 :

(a) on dit que f tend vers ¢ € R lorsque x tend vers —co et on note
f(x) — ¢si
xX——00

Ve>0,dBe R Vxe [ x <B=|f(x)-f| <e.

(b) on dit que f tend vers +co lorsque x tend vers —oo et on note
f(x) — +oosi
xX——00

VAeR dBeR Vxel, x <B= f(x) > A.

(c) on dit que f tend vers —oo lorsque x tend vers —oo et on note
fx) — —ocosi
xX——00

VAeR, d3BeR Vxel, x <B= f(x) <A.

Remarques. » Comme pour le cas des limites de suites, les inégalités strictes peuvent étre
remplacées par des inégalités larges. De méme, dans le cas des limites finies, on peut
remplacer Ve > 0 par «pour tout ¢ suffisamment proche de 0» (donc par exemple Ve €]0, 1]
ou encore Ve € ]O, % [), dans le cas des limites égales 4 +c0, on peut remplacer VA € R par
YA > 0 (ou méme par «pour tout A suffisamment grand»), et dans le cas des limites égales 2
—oo, remplacer VA € R par VA < 0.

» Dans le cas trés particulier ot I = N et a = +co, alors on retrouve la définition de limite
d’une suite.

Si vous avez bien compris ces limites, il devrait étre aisé de retrouver ces définitions sans
avoir besoin de les connaitre par cceur.
Surtout, le vocabulaire des voisinages nous permet d’unifier ces 9 limites :

.. = B . — — P@; Danger | ———
Proposition 17.6 :  Soit f : I — R, soit a € R adhérent a I et soit £ € R. Alors g

f(x) — ¢si et seulement si pour tout voisinage Vy de ¢, il existe un voisinage W, de a tel
X—a
que

o

Parce qu’il s’agit la d’un
moyen pratique de traiter
d’un seul coup les limites
VxelLxe W, = f(x) eV, finies et les limites infinies,
je vais donner la plupart des
preuves qui suivent en utili-
Démonstration. 11 faudrait reprendre les 9 cas, et dans chaque cas regarder ce que sont les sant la notion de voisinage.

.. d ] . . de ¢ Cela ne vous dispense pas
VOISlnageS e aetles VOlSlnageS ct.

p le. d 1 1 1 de 1 . d 43 de connaitre par cceur/de
ar exemple, dans le cas a,¢ € R, alors le V; de la proposition ci-dessus correspond 2 retrouver trés vite les 0 défi-

lintervalle ]¢ — ¢, ¢ + ¢[ de la définition, et le voisinage W, de a correspond a l'intervalle nitions, qui seront bien plus
la —1n,a+n[ de la déanition. ] faciles 4 manipuler lors de la
résolution d’exercices.

Dans la suite, les preuves seront souvent faites avec des voisinages afin de ne pas avoir a
distinguer n cas. J’essairai tout de méme de donner pour chaque énoncé une preuve sans
voisinage, avec des ¢, des 7, etc dans I'un ou lautre des n cas, et c’est un trés bon exercice
que d’essayer de traiter un autre cas pour voir si les idées sont assimilées.

Proposition 17.7 (Unicité de la limite) : Soit f : I — R et soit a € R adhérent a I.
S'il existe deux éléments €1, & de R tels que f(x) — & et f(x) — &, alors & = 5.
X—a X—a
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4 CHAPITRE 17 : LIMITES, CONTINUITE

Démonstration. Redonnons une preuve avec des ¢ dans le cas ol £, £, sont réels.
S . le-al

upposons que £ # £, et soit € = ——.
Alors il existe n1 > 0 tel que pour tout x € I,x €la—ni,a+ni[= [f(x) - 1] <e.
De méme, 3n, > 0 tel que pour tout x € Lx €]la—m,a+n[= [f(x) - 6] <e.
Posons alors n = min(ny,n2) > 0. Alors pour x € INJa—n,a+n[, ona

2
[t =&l =f(x) -t +b—f)| <|f(x) = b|+[f(x) -] <2< §|1’1 ~-b|
ce qui est absurde.

On pourrait de méme adapter les preuves en distinguant les cas suivant que ¢, £> soient
réels, ou égaux 4 oo, ce qui nous conduirait a distinguer au moins 4 cas.

Plus simplement :si & # &, alors il existe V; voisinage de #; et V5 voisinage de &, tels que
Vinv, =0.

Soit alors W; un voisinage de a tel que Vx € INWj, f(x) € V; et soit W un voisinage de a
tel que Vx e INWa, f(x) € Va.

Alors pour x € Wi N Ws , f(x) € Vi N V3, ce qui est absurde. Deux voisinages d'un méme
Donc ¢ = 6 0 point ne sont jamais disjoints.

Maintenant que nous avons l'unicité de la limite (lorsquelle existe), il est donc légitime de
I'appeler la limite de f en g, et de lui réserver une notation :

Définition 17.8 = Soit f : I — R, soit a € R adhérent a I.
S’il existe ¢ € R tel que f(x) — ¢, on note lim f(x) :=¢.
xX—a xX—a

Comme pour les suites, on ne manipulera pas de limite, et on n’écrira pas lim f(x) avant
xX—a

d’avoir prouvé ’existence d’une telle limite.

La connaissance de la limite! de f en a donne des informations sur f au voisinage de a, ! Si elle existe.
et pas nécessairement des informations sur le comportement global de f, c’est-a-dire sur I

tout entier.

Cest 12 une différence de taille avec les suites, car N privé d’un voisinage de +co est un

ensemble fini, et on en déduisait par exemple qu’une suite convergente est bornée. Alors

que pour une fonction, nous ne disposons que du résultat suivant :

Proposition 17.9 : Soit f : I — R et soit a € R adhérent a I. Si f(x) —s ¢ € R, alors
X—a

f est bornée au voisinage de a. L’hX%théselfaife e{Sit que f
Autrement dit, il existe un voisinage W de a et M € R tel que ¥x e IN W, |f(x)| < M. possede une limite finie en a.

Démonstration. » Cas particulier : a réel. Prenons ¢ = 1 dans la définition de limite. Alors
il existe n > O tel que pour toutx € I, |x —a| < n = |f(x) - ¢] < 1.

Prenons un tel 5. Alors pour x € INJa—n,a+n[, £ —1 < f(x) < €+1.

Donc f est bornée sur INla—n,a+n[, £ -1 < f(x) < £+ 1.

» Cas général : sur le méme principe, considérons V = ]¢ — 1, £ + 1[ qui est un voisinage
de ¢. Alors il existe U voisinage de a tel que

VxelLxeW=/f¢-1<f(x)<t+1.

Et doncVx e INW, |f(x)| < |£] + 1. Donc f est bien bornée au voisinage de a. o

En revanche, rien n’indique que f soit bornée sur R tout entier, 'exemple le plus

simple étant idg : x > x, qui admet une limite finie en 0, et n’est pourtant pas bornée (car
ni majorée ni minorée) sur R.

De méme, si f(x) — +oo, alors f est minorée au voisinage de a, et si f(x) — —oo, alors
xX—a x—a

f est majorée au voisinage de a.
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Le résultat qui suit est plutdt intuitif : si une fonction admet une limite en un point a ot
elle est définie, alors cette limite est nécessairement f(a).

2 Danger !

On suppose ici que f est dé-

renta I.

Si lim f(x) = £ € R, alors £ = f(a) (et en particulier, £ € R).

finie en a, et pas seulement
Proposition 17.10 : Soit f : I — R, et soita € I. quil s'agit d'un point adhé-

Par exemple, ce résultat ne
sappliquera pas si I =]a, b].

Démonstration. Supposons que £ + oo, et prenons A = f(a) + 1 dans la définition de limite.
Alors il existe n > 0 tel que pour tout x € IN]a —n,a+n[, f(x) > f(a) + 1.

Et en particulier, pour x = q, il vient f(a) > f(a) + 1, ce qui est absurde.

Pour les mémes raisons, on ne peut pas avoir £ = —co.

Et pour ¢ € R, alors pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que pour x € IN]a — n,a + 7],

If(x) -] <e.
En particulier, pour x = g, il vient |f(a) — €| < ¢, et ce pour tout ¢ > On si bien que ¢ = f(a).
o

Nous avons bien fait 'hypothése que la limite existe, cette proposition ne garantit
pas lexistence de lim f(x) dés que f est définie en a.
X —a

Par exemple, 1g n’a de limite en aucun réel?, bien qu’elle soit définie sur R tout entier. % Voir TD.

Définition 17.11 = Soit f : I — R et soit a € I. On dit que f est continue en a si
f admet une limite en a.

Par ce qui précéde, cette limite est nécessairement égale a f(a), donc f est continue
en a si et seulement si )lclir{ll f(x) = f(a).

Enfin, mentionnons un point important : la notion de limite est une notion locale, ce qui
signifie que lorsqu’on parle de la limite de f en a, il suffit de connaitre f au voisinage de a
(c’est-a-dire pour x «proche de @»). Ainsi, pour étudier la limite d’une fonction en 1, il n’est
pas utile de savoir quoi que ce soit au sujet de f restreinte 2 R_, ni méme de f restreinte a
[0,0.999].

De méme, pour étudier la limite de f en +co, le comportement de f sur | — oo, 1], sur [0, 1]
ou sur [0, 100 000] n’ont aucune importance.

Proposition 17.12 : Soit f : T — R, et soit a € R adhérent a 1.
Soit également V, un voisinage de a. Alors f admet une limite en a si et seulement si finy,
admet une limite en a, et dans ce cas, on a

)l(iir(lzf(x) = )l(ig‘lzﬁmvf

Démonstration. » Cas particulier :a = —co, £ € R.
Notons que dans ce cas, il existe By € R tel que V, =] — o0, By [.

Supposons donc que f(x) — feR. Alors pour tout ¢ > 0, il existe B € R tel que pour

X
tout x € IN] — oo, B[, |f(x) — £] < e.
En particulier, pour tout x € IN] — co, By[, x < B = |f(x) — ] < e.
Etdonc lim fin)—cop,(x) = ¢.
X——00

Inversement, supposons que lim fin)—cop,[(X) = .
X——00

Soit alors & > 0, et soit B € R tel que pour tout x € IN] — 00, By[, x < B = |fin]—cop,[ (X) —
t| < e.

Posons alors B’ = min(B, By). Alors pour tout x € I, si x < B, ona x € IN] — o0, By et
x < B de sorte que |f(x) — ¢] < e.

Et donc Ylﬂim flx)=¢.

—00
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: LIMITES, CONTINUITE

» Cas général
Supposons que f(x) —> ¢. Alors pour tout voisinage V; de ¢, il existe W, voisinage de a tel
xXx—a
quex €INW, = f(x) € V.
Et donc en particulier, pour x € I N W, N Vg, firnv,(x) € V,. Donc fjny, (x) — ¢.
xX—a

Inversement, si fj;ny, (x) = ¢, soit V; un voisinage de ¢. Alors il existe W, voisinage de a tel

que pour x € I N (V, N Wo), firnv,nw, (x) = f(x) € V.
Mais V, N W, est un voisinage de a, donc on retrouve bien la définition de f(x) — ¢. O
xX—a

La conséquence importante de cette proposition est que toutes les hypothéses des théoréemes
qui vont suivre n’ont pas besoin d’étre vérifiées sur I tout entier, mais seulement au voisinage

de a.
Limite 4 gauche, limite 2 droite

Nous donnons ici un sens précis 4 des notations utilisées depuis la premiére, 2 savoir
lim f(x) et lim f(x).

x—a* x—a~

Il y a une petite subtilité : la limite 3 gauche en a ne peut étre considérée que si il existe
dans I des réels strictement supérieurs 2 a, aussi proche de a que I'on souhaite. Autrement
dit, si a est adhérent a IN]a, +oo[.

Par exemple, si I = [0, 2], on peut parler de la limite en 0%, de la limite en 1*, mais pas de
la limite en 2.

Définition 17.13 = Soit f : I — R, soit a € R et soit £ € R.
Si a est adhérent & In]a, +oo[, on dit que f tend vers ¢ lorsque x tend vers a par la
gauche et on note lim f(x) = £si fiin]-coa[(x) — .

xX—a" xX—a

Autrement dit :

> sifeR :Ve>0,In >0, Vxela-n<x<a=|f(x)-f| <e.

> sif=4 :VAcR Ip>0,VxelLa-n<x<a= f(x) > A

> sif=—-c :VBeR, Ip>0,Vxel,a-n<x<a= f(x) <B.
De méme, si I est adhérent 4 IN] — o0, a[ on dit que f(x) tend a droite vers £ en a et
on note xh%rg F(x) = €51 fiinjaseo (%) — L.

On notera en particulier que la valeur de f en a n’a aucune importance pour étudier les
limites 4 droite/a gauche.

La notion de limite 4 droite/gauche n’a aucun intérét pour a = oo, puisqu’on ne peut
tendre vers +oco que par la gauche, et vers —co que par la droite.

Proposition 17.14 : Soit f : I — R et soit a € R adhérent a la fois a IN] — co[ et d
IN]a, +oo[. Alors :

1. sia €I lim f(x) = £ € R si et seulement si lim f(x) = lim f(x) = ¢ et
fla)=¢

2 sia¢ I lim f(x) = £ € Rosi et seulement si lim f(x) = lim f(x) = ¢.
x—a x—a* x—a~

Démonstration. 1. Si a € I, alors f est bien définie en a.
Alors si f(x) — ¢, nous avons déja prouvé que £ = f(a) € R, et les deux limites 2
x—a

gauche et 2 droite sont évidentes.

Supposons a présent que lim f(x) = lim f(x) = f(a).
Soit alors £ > 0.

Puisque lim f(x) = f(a), alors il existe n* > 0 tel que pour tout x € I, a < x <
x—at

atnt = |[f(x) - fa)| <e.
De méme, il existe n~ > 0 tel que pour toutx € I, a—n~ < x < a = [f(x)—f(a)| <e.
Posons alors n = min(n~,7*). Alors pour x € I, sia—n <x <a+n,ona :

MP2I Lvcie CaampoLLION 2024-2025
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> soit x = a, et alors f(x) = f(a), et donc |f(x) — f(a)| < e.

> soitx > a, etalorsa < x <a+n<a+nt, etdonc|f(x) - f(a)| <e.

> soitx < a,etalorsa—n~ <a-n<x<a,etdonc|f(x) - f(a)| <e.
On a donc bien prouvé que Ve > 0,3n > 0,Vx € I, [x —a| < n = |f(x) - f(a)| <&,
de sorte que iiir;f(x) = f(a).

2. Le principe est le méme si a ¢ I, mais alors on n’a pas a se soucier de la valeur de
f(a), si bien que rien n’empéche ¢ d’étre infini.

O
(T .
sin (—) six <1
» Soit f définie sur R} par f(x) =1 1 2x . 1
—2 Si X = 1
* 1
Alors lim f(x) = lim sin (%) = 1, lim f() = lim — = Lec f(1) = 1. .
Donc lirn1 f(x) =1 (et donc f est continue en 1). .
x-1 six<O0 Ficure 17.1- La fonction f.
» Soit g définie sur R par g(x) ={x° =1 six >0
3 six =0

Alors lirg g(x) = lirg g(x) = -1, mais -1 # g(0), donc g n’admet pas de limite en
x—0* x—0~
0, et donc n’y est pas continue.
— i x<0
»Lafonction h:x+s {x2 % tend vers +co en 0.
el/* six>0
1
Eneffet, lim h(x) = lim — =+coet lim h(x) = lim e'/* = +co.
x—0~ x—0" x x—0t x—0t

Et h n’étant pas définie en 0, on ne se préoccupe pas de sa valeur en 0.

FIGURE 17.2—- La fonction h.

Caractérisation séquentielle des limites

Le résultat qui suit reformule la limites d’une fonction 4 I'aide de limites de suites.

Proposition 17.16 : Soit f : I — R une fonction, et soit a € R adhérent a I. Alors il y a
équivalence entre

1. lii)nf(x)zt’ei

2. pour toute suite (x,) a valeurs dans I, qui tend vers a, la suite (f (x,))n tend vers £.

Démonstration. 1) = 2). Supposons que f(x) — ¢, et soit (x,,) une suite d’éléments de I
xXx—a

qui tend vers a.
Soit alors V; un voisinage de ¢. Alors il existe W, voisinage de a tel que pour tout x € INW,,
f(x) €V

En particulier, il existe ny € N tel que pour n > ng, x, € W, et donc f(x,) € V;.

Et donc f(x,) B

L.
—+400

2) = 1). Supposons que pour toute suite (x,) de limite a, f(xn) - L
n—+oo

Supposons par 'absurde que f ne tend pas vers ¢ en a.
Alors il existe un voisinage V; de ¢ tel que pour tout voisinage W, de a, il existe x € I N W,
tel que f(x) ¢ V.

Soit alors (W;,) une suite décroissante® de voisinages de a définie de la maniére suivante : 3 Au sens de l'inclusion, c’est-
1 a-dire telle que Wyp1 C Wi,

» Dans le cas ol a € R, on peut prendre W, = |[a - ——,a+ .
n+1 n+1

» Dans le cas ol a = +00, on peut prendre W, =]n, +oo[.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



8 CHAPITRE 17 : LIMITES, CONTINUITE

» Dans le cas ol a = —c0, on peut prendre W, =] — o0, —n|.

Pour tout n € N, prenons alors un x,, € I N W, tel que f(x,) & V.

Dans les trois cas*, x, — a. Donc par hypothése, f(x,) — ¢, et donc il existe ng € N
n n—+00

—+00
tel que pour n > ny, f(xn) € V;.
Or, xp, € Wy, donc f(xn,) € V; alors que par définition f(x,,) ¢ V¢, ce qui est absurde.
On en déduit que lim f(x) = ¢. o

Ceci fournit notamment un moyen facile de prouver qu’une fonction n’admet pas de limite
en a.

Soit f la fonction définie sur R} par f(x) = sin l
x

. 1
Soit alors x, = —, de sorte que x, — Oet f(x,) — 0.
ni n—+o0o n—+o0o
1

Mais considérons également la suite (y,) définie par y,, = T
Z +2nm
2

Alors y, v Oet fyn) =1 — 1.

n—+oo
Puisque les deux suites (f(x,))n et (f(yn))n ont des limites différentes, f n’admet
pas de limite en 0.

Opérations sur les limites

Tous les résultats énoncés sur les limites d’une somme, d’un produit, d’un quotient pour
les limites de suites restent valables pour les limites de fonctions. Et les preuves en sont
inchangées ou presque?, c’est d’ailleurs un bon exercice que d’essayer d’en écrire quelques
unes pour les fonctions en s’inspirant de ce qui a été dit pour les suites.

Un autre moyen de prouver tous ces résultats est d’utiliser la caractérisation séquentielle des
limites : supposons que f et g soient deux fonctions définies sur I telles que lim f(x) = ¢
XxX—a

et liLn g(x) = b.

Soaict ajors (xn) une suite 2 valeurs dans I, qui tend vers a. Alors f(x;,) o hE R et
g(xn) wd 6 eR.

Et donc, par somme de limites de suites, f(x,) + g(x,) awd ¢ + £. Ceci étant vrai pour
toute suite (x,) de limite a, )1('1£>rlll(f +9)(x) = +b.

Et le méme raisonnement se tient pour les produits et les quotients de limites finies, ou
les produits et quotients de limites infinies tant qu’ils ne font pas apparaitre de formes
indéterminées.

On retrouve également le fait que si f(x) = 0, et que f est strictement positive (respecti-

I . 1
vement négative) sur un voisinage de a, alors e = (resp. —0).
xX) x—a

Au-dela des résultats bien connus sur la somme, le produit et le quotient de limites,
ajoutons :

Proposition 17.18 : Soit f : I — R et soit a € R adhérent a I. Alors pour £ € R, on a
1 flx) mte f(x)-t—0
X—a X—a
2 flx) = 0e |f(x)] — 0.
xX—a xX—a

3 f(x) = e If(x) -t — 0.

Enfin, rappelons également que le produit d’'une fonction bornée® par une fonction qui
tend vers 0 en a tend vers 0.
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Un tel x,, existe puisqu’on
a supposé que f ne tend pas
vers £ en a.

40On a soit
1
a-——<xp<a+—,
n+1 n+1

soit x,, > n, $oit x, < —n.

2 s'agit essentiellement de
remplacer les

dng € N,Vn = ng

par «il existe un voisinage
W, de a tel que pour tout
x € INWyr.

50u plus simplement bornée
au voisinage de a.
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Seul le résultat suivant est nouveau :

Proposition 17.19 (Composition de limites) : Soit f : I — J, g : ] — R deux
fonctions telles que f(I) C J, de sorte que g o f soit bien définie.

Soient a adhérent & I, b adhérent & J et soit £ € R.

Si )lcll)r}lf(x) =b, Jlci_)rrig(x) = ¢, alors )lclir}l(g o f)(x) =¢.

Démonstration. Sans la notion de voisinage, il nous faudrait distinguer 27 cas suivant que
a,b et ¢ soient finis ou égaux 2 +co.

» Cas particulier : a € R, b = —c0,f € R.
Soit ¢ > 0. Puisque lim g(x) = ¢, il existe B € R tel que pour tout x € J, x < B =
X——00

lg(x) —£| < e.

Considérons alors un tel B.

Puisque lim f(x) = —oo, il existe n > 0 tel que pour x € I, [x —a| < n = f(x) < B. Fixons
xX—a

un tel B.

Alors pour x € I, si |x —a| < n,ona f(x) € J et f(x) < B, si bien que |g(f(x)) — | < e.
Nous avons donc prouvé que pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que pour tout x € I,
Ix —al < n = |g(f(x)) — t| < ¢, ce qui est la définition de lim g(f(x)) = ¢.

—a

» Cas général : soit V; un voisinage de ¢. Puisque g(x) ;l: ¢, alors il existe V; voisinage
X—

debtelqueVxe VinJ, g(x) V.

Et puisque f(x) —, alors il existe V> voisinage de b tel que pour tout x € INV3, f(x) € V;.

Et alors, pour x € IN V5, ona f(x) € J NV; et donc g(f(x)) € V.
Ceci étant vrai pour tout voisinage V de ¢, g o f tend vers ¢ lorsque x tend vers a. ]

Notons que ce résultat légitime la notion de changement de variable dans une limite que
vous utilisez depuis la terminale.

Exemple 17.20

1 1
Pour calculer lim xIn (1 + —) , on peut procéder au changement de variable X = —,
x x

X—>+00
e .. In(1+Xx)
et s'intéresser 3 lim ———2.
X—0* X

1
Cela revient a considérer g : X +— — fixm —.
x
Alors notre fonction de départ est g o f, et puisque nous savons que lim f(x) =0,
X—+00
alors lim (go f)(x) = lim g(x).
X—+00 x—0

In(1+x) -In(1) _
—=

Et cette limite est lim g (1) =1.

x—0

Nous n’avons pas défini de limite qui seraient égales 3 0*, ou a 17, etc. Seulement

des limites a droite/a gauche en un réel a.
Vous ne noterez donc par exemple pas lim f(x) = a*.
X—>+00

Ce que vous avez en téte en utilisant une telle notation, c’est surtout que f tend vers a en
restant supérieure a a.
Et doncsi lim g(x) = ¢, alors on a envie d’avoir lim g(f(x)) = ¢.

x—a* x—+00

Tout ceci est vrai, mais il faut étre précis. Si f et g sont deux fonctions définies sur R si
lim f(x) = a, qu’au voisinage de +co, f(x) > a, que lim g(x) = ¢,alors lim g(f(x)) = ¢.
x—at X—+00

X—+00

En effet, soit V; un voisinage de ¢. Alors il existe n > 0 tel que pour tout x €]a, a + |,
g(x) € V,.

Mais alors il existe A € R tel que pour tout x €]A, +oo[, |f(x) — a| < 7.

Mais puisque f est a valeurs supérieures strictement 4 a, alors Vx €]JA, +oo[, a < f(x) < a+7.
Et donc pour tout x €]A, +oo[, g(f(x)) € V;. Et donc g(f(x)) Pl

MP2] Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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— Remarque

Si on prend f et g définies
sur R tout entier, c’est pour
ne pas trop alourdir les hypo-
théses et les notations. Mais
on peut tout 2 fait imaginer
généraliser ce résultat 3 un
cadre plus général.
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10 CHAPITRE 17 : LIMITES, CONTINUITE

Limites et inégalités

Proposition 17.21 (Passage 2 la limite dans les inégalités) : Soit f : I — R, et
soit a € R adhérent a I, tel que lim f(x) = ¢.
xX—a

1. si pour tout x € I f(x) < M, alors £ < M.

2. si pour tout x € I, m < f(x), alors m < €.

Démonstration. 1) LA encore, la caractérisation séquentielle va nous autoriser a utiliser le
fait qu’on sait le résultat vrai pour les limites de suites.
Soit donc (x,,) € IN une suite qui tend vers a.
Alors pour tout n € N, f(x,) < M, et f(xn) — £
n—+o0o
Puisque les inégalités sont préservées par passage a la limite pour les suites, 11142 f(xn) <M,

soit encore £ < M.
2) Idem. m

Notons qu’il n’y a pas de résultat analogue avec des inégalités strictes : le passage a
la limite dans une inégalité stricte donne une inégalité large.

Corollaire 17.22 — Soient f et g deux fonctions définies sur I, soit a € R adhérent d
L. Supposons que lim f(x) et lim g(x) existent et sont réelles, et qu'au voisinage de a,
xX—a xX—a

flx) < g(x).

Alors lim f(x) < lim g(x).

Démonstration. 11 sufht d’appliquer le lemme précédenta g — f > 0. O

Les théorémes énoncés précédemment ne s’appliquaient que pour des fonctions dont on
savait déja qu’elles possédent une limite en a.
Passons a présent aux théorémes permettant de justifier I'existence de telles limites.

Utilisation d’inégalités

Proposition 17.23 (Théoréme des gendarmes) : Soient f, g et h trois fonctions

définies sur un méme ensemble I, soit a € R adhérent a I, et supposons qu'au voisinage de

a f(x) < g(x) < h(x).
Si lim f(x) = lim h(x) = £ € R, alors lim g(x) existe et vaut £.

Démonstration. En raison du caractére local de la limite, il suffit de prouver le résultat
lorsque I'encadrement f(x) < g(x) < h(x) est valable sur I tout entier.
Soit £ > 0. Alors il existe deux voisinages V¢ et V, de a tels que
VxelInVy, [f(x) -t <e¢
VxelINVy, |h(x)—¢| <e¢
Et en particulier, pour x € IN (Vy NV},),
t—¢e<f(x) <g(x) <h(x) <t+e.

Puisque Vy N V4 est un voisinage de a, on a donc bien la définition de f(x) — ¢. ]
xX—a
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Le caractére local de la no-
tion de limite permet en
fait de faire I'hypothese plus
faible que f < M unique-
ment au voisinage de a.
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Remarque. Une fois encore, la caractérisation séquentielle de la limite permettait de conclure
a Iaide du théoréme des gendarmes pour les suites.
En effet, si (x,) € IN tend vers a, alors” f(x,) — ¢, et de méme, h(x,) —> ¢.

n—+00 n—+oco

Et donc, puisque f(xn) < g(xn) < h(xy), par le théoréme des gendarmes (version suites),
9bm) 2 ¢

Et donc pour toute suite (x,) € IN de limite a, g(x,) — ¢, donc lim g(x) = ¢.
n—+oo xX—a

Une étude de la fonction f : x = In(x) — 2+/x prouve que celle-ci est dérivable, de
dérivée négative sur [1, +ool.

Elle est décroissante sur [1,+oo[, et puisque f(1) = =2 < 0, on en déduit que f est
négative sur [1,+ool.

l 2
Donc pour x > 1, 0 < In(x) < 2+/x et donc 0 < n(x) < —.
X X
. . Inx
Par le théoréme des gendarmes, lim — =0.
X400 X

Proposition 17.25 : Soient f, g définies sur I, soit a € R adhérent a1, et supposons que
Vx €I, f(x) < g(x).
Si f(x) — +o0, alors g(x) —> +o0.

xX—a x—a

De méme, si g(x) —> —oo, alors f(x) — —co.
xX—a x—a

Démonstration. Nous ne prouvons que le premier cas. Soit A € R. Alors il existe un voisinage

V, de a tel que pour x € INV,, f(x) > A. Et alors, toujours pour x € I NV, g(x) > A.

On a donc bien la définition de g(x) — +oo. i
X—a

Le théoréeme de la limite monotone

Le théoréme de la limite monotone, bien qu’analogue au théoréme de méme nom pour
les suites, est un peu plus délicat pour les fonctions.

Nous énongons ici des résultats pour une fonction définie sur un intervalle, mais on pourrait
imaginer des énoncés plus généraux.

—
Théoréme 17.26 (Théoréme de la limite monotone) : Soient (a,b) € R, avec
a < b, et soit f :]a,b[— R une fonction croissante. Alors :

1. lim f(x) existe, et vaut sup f(x) si f est majorée et +co sinon.
2= xelab[

2. lim f(x) existe, et vaut inf f(x) si f est minorée, et —co sinon.
x—a x€lab|

Démonstration. Supposons f majorée, et soit alors M = sup{f(x),x €]a, b[}.
Alors, pour tout ¢ > 0, 3A €]a, b[ tel que M — ¢ < f(A) < M.
En particulier, pour x > A,ona M — ¢ < f(A) < f(x) <M.
» Sib € R, alors posons n = b— A > 0. Alors pour tout x €]a, b[N]b—n,b+n[=]Ab[,ona
M —¢ < f(x) < M, et donc |f(x) — M| < e.
On a donc bien lin}J f(x) =M.
xX—

» Et si b = +o0, alors pour tout x €] A, +oo[, |f(x) — M| < ¢, donc lin}]f(x) =M.
x—

En revanche, si f n’est pas majorée, alors pour tout A € R, 3B €]a, b[ tel que f(B) > A.
Et par croissance de f, pour x > B, f(x) > A.

»SibeR,soitalorsp=b-B>0.

Alors pour x €]a,b[N]b—n,b+n[, f(x) = f(B) > A.

Et donc lirrllj f(x) = +oo.
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7 Clest la caractérisation
séquentielle de la limite

appliquée a f.

Notez que I’encadrement
n’était pas valable pour tout x
dans le domaine de définition
de nos fonctions. Mais il
Pétait sur un voisinage de +o0
(qui est [1,+o0[), ce qui suffit
3 passer 2 la limite.

C’est la caractérisation «epsi-
lonesque» de la borne supé-
rieure.
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» Sib =+c0 :alors pour x > B, f(x) > f(B) > A, et donc lirJrrl f(x) = +oo.

Le principe est le méme pour les limites en a. m

)
Théoreme 17.27 : Soient (a,b) € R, avec a < b, et soit f :]a,b[— R une fonction
décroissante. Alors :
1. lim f(x) existe, et vaut inf f(x) si f est minorée et —co sinon.
x—b x€lab|

>

2. lim f(x) existe, et vaut sup f(x) si f est majorée, et +oo sinon.
xma x€lab[

Corollaire 17.28 - Soit f :]a, b[— R croissante, et soit ¢ €]a, b[.
Alors lim_ f(x) et lim f(x) existent et
x—c” x—ct

lim f(x) < f(e) < lim f(x).

Omn a un résultat cmalogue pour les fon[tions décroissantes en renversant le sens des inégalités.

Démonstration. fjjqc[ est croissante, et est majorée par f(c). Donc elle posséde une limite
finie en ¢, de sorte que lim f(x) existe.
xX—c~
Et par passage 4 la limite dans les inégalités, lim f(x) < f(c).
x—c~

On procéde de méme pour les limites a droite. ]

AH se peut que les deux inégalités ci-dessus soient strictes. Par exemple avec la fonction
ci-contre.

Définitions, premiéres propriétés

Définition 17.29 — Soit f : I — Retsoit a € I. On a déja dit que f est continue
en a si elle admet une limite en a, nécessairement égale 4 f(a).
Autrement dit si

Ve>0,In>0,Vx el |x—a|l <n=|f(x)—-f(a)| <e.

On dit que f est continue sur [ si elle est continue en a pour tout a € I.
On note 6 (I, R) 'ensemble des fonctions continues sur I.

Les opérations sur les limites prouvent alors que la somme/le produit/le quotient de deux
fonctions continues en a est encore continu en a.

Et quessi f : I — J est continue en a, et que g : ] — R est continue en b = f(a), alors g o f
est continue en a.

Et par conséquent, la somme/le produit/le quotient de deux fonctions continues sur un
méme ensemble I est encore continu sur 1.
Etsi f:1— Jetg: ] — Rsont continues, alors g o f est continue.

Proposition 17.30 : Soit I une partie de R. Alors € (I, R) est un sous-anneau de RI.

Démonstration. La fonction constante égale A 1 est continue sur I, comme toute fonction
constante.

Si f, g sont continues sur I, alors f — g est continue sur I.

Si f et g sont continues sur I, alors fg est continue sur I. ]
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— Astuce
On peut aussi s’en tirer avec
ce qui précede (les limites
en la borne de droite) en
utilisant la fonction
|1-b-af — R
g: x —  f(-x

qui est croissante.

Ces deux limites 4 gauche et
3 droite sont parfois notées

fle7) et f(c*).

Couplé au fait que idy est
toujours continue, cela
prouve déja que les fonc-
tions polynémiales, et les
quotients de telles fonctions
(les fonctions rationnelles)
sont continues sur leur en-
semble de définition.
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Caractérisation séquentielle de la continuité

Proposition 17.31 : Soit f : I — R, et soit a € I. Alors il y a équivalence entre :
1. f est continue en a

2. pour toute suite (xn) d valeurs dans I et telle que lim x, = a, alors

nl_igloo f(xn) = f(a) n—+oo

Démonstration. C’est une conséquence directe de la définition de continuité et de la carac-
térisation séquentielle des limites. ]

Ce résultat est en fait fréquemment utilisé dans le sens 1) = 2), par exemple pour dire que
u, — a=e'n — e

En réalité, il se cache la-derriére un argument de continuité de I'exponentielle, qu’il faudrait
préciser.

l n
» Soit u, = (1 + —) . Alors u, = e"n(1+3) |
n

1 Notons qu’a ce stade, il n’y
Nous avons dé}é prouvé que hm xln (1 + —) =1. a aucun besoin d’une carac-
xokeo X térisation séquentielle de la

notion de limite ; si x est

T . 1
Donc en particulier, lim nln|1+—|=1. |
n—+00 n assez grand, xIn (1 + =) est
Et donc, par continuité de la fonction exponentielle en 1 (continuité toujours admise assez grand, et donc ceci vaut

i ce stade de l'année...), lim u, =e! =e. aussi pour n entier suffisam-
n—s+c0 ment grand.

» Pour bien comprendre que la continuité est indispensable, on peut considérer la
fonction partie entiere, qui n’est pas continue en 1.
Il n’est donc pas question d’affirmer que u, —» 1 = |u,] — [1].

Par exemple, la suite de terme général 1 — — est un contre-exemple.
n

Continuité 4 droite/a gauche

Définition 17.33 = Soit f : I — R et soit a € I un point au voisinage duquel f est
définie 2 droite et 3 gauche.

1. On dit que f est continue a gauche en a si fiin]-w,q] €St continue en a,
Cest-a-dire si lim f(x) = f(a).
x—a-

2. On dit que f est continue 2 droite en a si fjjn[g+e0| €St continue en a,
c’est-a-dire si lim f(x) = f(a).
x—at

Proposition 17.34 : Sous les hypothéses ci-dessus, f est continue en a si et seulement si
f est continue a droite et a gauche de a.

» La fonction x — |x] est continue sur |n,n+ 1[, n € Z puisqu’elle y est constante
égale a n.
En revanche, elle n’est que continue a droite en n € Z.
Sixe€ [nn+1[,alors [x] =n — n=|n].
x—nt

Mais si x €]n—1,n[, alors [x] =n—1 — n—1# |n], donc |-] n’est pas continue
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a gauche en n.

» La fonction x > |x| est continue en tout point a # 0, puisqu’elle est alors égale a
une fonction affine® sur un voisinage de a.

Eten 0, il est aisé de constater qu’elle est continue 2 droite et continue 3 gauche,
donc continue.

Une conséquence importante en est la suivante :si f est continue, alors |f] I'est
aussi.

Réciproque fausse, par exemple f(x) = (1)1,
Prolongement par continuité

Définition 17.36 — Soit f : I — Retsoit a € R\ I, adhérent A I.
Si f admet une limite finie ¢ lorsque x — a, on appelle prolongement par continuité
de f en a la fonction :

Iu{a} — R
f(x) sixel

t six=a

X =

Alors la fonction f est continue en a.

Démonstration. 11 faut tout de méme prouver que f est continue en a, c’est-a-dire que
lim f(x) = f(a).

Soit alors ¢ > 0. Par définition d’une limite, il existe n > 0 tel que pour x € I, |x — a| <
1= If(x) -] <. )

Mais pour x # a, f(x) et f(x) sont égaux, donc pour x € I, |x —a| < = [f(x) — £] < e.
Etsix = a,alors f(a) —£=¢-¢=0. )

Ainsi, pour tout x € IU {a}, |[x —a| <n = |f(x) — | <e.

Et donc 91613‘11 f(x) = f(a), donc f est continue en a. i

AOn ne prolongera une fonction qu’en un réel, il n’est pas question de donner une

valeur A f(+00).
Et de méme, la valeur donnée ne peut qu’étre réelle, on ne posera pas f(a) = co.

» Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = mzx .

o ... s ,
Alors f n’est pas définie en 0, mais lim = lim
x—=0 X x—0

Donc on peut prolonger f par continuité en 0 en posant

nx sinx —sin(0)

sin’(0) = 1.

1 six=0

TR by
f@) MY x#0
x

» Pour a > 0, la fonction x > x% = e&Inx peut étre prolongée par continuité en 0

puisque lim aIn(x) = —co et donc, par composition avec la limite de exp en —co,
x—0

lim x* = 0.

x—0

On prolonge donc notre fonction par continuité en posant 0% = 0.

Le théoréme des valeurs intermédiaires et ses corollaires
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8 Donc polynomiale.

A\ Attention !

Il faut que a soit un point ott
f nest pas déja définie.

N\
\/ N—
FiGURE 17.3— La fonction f
(appellée aussi sinus cardinal).

A\ Attention !

Ceci ne vaut pas pour « = 0,
on veut toujours avoir 00=1.
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Théoréme 17.38 (Théoréme des valeurs intermédiaires) : Soit f € ‘€([a, b],R),
et soit y un réel compris entre f(a) et f(b).
Alors il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = y.

Démonstration. 11 faut distinguer deux cas suivant que f(a) < f(b) ou f(b) < f(a). Les
preuves étant similaires, nous ne traitons que le premier. Le cas ot y = f(a) ou y = f(b)
est trivial®, donc nous supposons que y €] f(a), f(b)].

Soit alors M = sup{x € [a,b], f(x) < y}. Notons que ce sup existe puisque nous sommes
en présence d’une partie non vide (elle contient a) et bornée de R, car incluse dans [a, b].
Alors, la caractérisation séquentielle des bornes supérieures nous dit qu’il existe une suite
(xn) A valeurs dans [a, b], qui tend vers M et telle que pour tout n € N, f(x,) < y.

Mais f est continue en M, donc nl_i)rpoof(xn) = f(M), et donc f(M) < y.

On ne peut avoir M = b, car on aurait alors f(b) <y, ce qui contredit notre hypothése.

1
Donc pour n suffisamment grand, M + — € [q, b].
n

Or,M+1 — M, et donc lim f(M+1)=f(M)'
n—+co n

n n—o+oo

1 1
Mais par définition de M, pour toutn € N*, f (M+ —) >y, donc f(M) = lirP f (M + —) > y.
n n—+oo n

Et donc nécessairement, par double inégalité, f(M) = y. O

ALes deux hypothéses fondamentales que f est continue et que son ensemble de

définition est un intervalle ne sont pas négociables.

Corollaire 17.39 - Unefonction continue sur un intervalle I qui n’est pas de signe constant
Sannule en un point de I.

Démonstration. Soient a,b € I tels que f(a) > 0 et f(b) < 0. Si on note J le segment de
bornes a et b alors par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € J tel que

f(e) =0. O

Par contraposée, une fonction continue sur un intervalle qui ne s’annule pas sur cet intervalle
est de signe constant.

Corollaire 17.40 : L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Démonstration. Soit I un intervalle, soit £ une fonction continue sur I.

Soient alors u < v € f(I). Il existe alors deux réels a et b dans I tels que u = f(a) etv = f(b).
Soit alors z € [u,v]. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a, b] (ou [b, a]
si jamais b < a) tel que z = f(c) € f(I).

Et donc [u,0] € f(I) : f(I) est un intervalle. i

Le théoréme des valeurs intermédiaires se généralise bien avec des limites, finies ou infinies,
tant qu’on travaille avec des fonctions continues sur des intervalles. Il y aurait bien trop de
casa distinguer pour donner un énoncé et une preuve compléte, mais vous avez 'intuition
de ces résultats.

Traitons deux cas 2 titre d’exemple :

» Soit f :]a,b] — R continue, avec a € R telle que lim f(x) = ¢ € R. Alors pour

tout y € R strictement compris entre £ et f(b), il existe ¢ €]a, b] tel que f(c) = y.
Supposons par exemple que £ > f(b), de sorte que f(b) <y < ¢.
Soit alors ¢ > O tel que f(b) <y <t—-e <.
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— A\ Attention !

On serait tenté de dire

y € [f(a), f(b)], mais dans

le cas ot f(b) < f(a), il faut
en fait lire y € [f (), f(a)].

1l suffic de prendre ¢ = a ou
c=b.

Crest ici qu’on utilise le fait
que f est définie sur un
intervalle.

Donc J = [a,b]sia < b,
J =[b,a] sinon.

Une précaution 2 prendre
dans ces cas 12 est qu'une li-
mite n’est pas forcément une
valeur atteinte. Cest possible,
mais dans ce cas, le théoréme
des valeurs intermédiaires ne
suffira pas.
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Alors, par définition de limite, il existe ¢ €]a, b] tel que ¢ —¢ < f(t) < €.

Et alors, le théoréme des valeurs intermédiaires, appliqué entre ¢ et b prouve qu'’il
existe ¢ € [t,b] tel que f(c) = y.

» Soit f : [a,b[— R telle que )lcigzl;f(x) = —co. Alors pour tout y < f(a), il existe

c € [a,b][ tel que f(c) = y.

En effet, par définition de limite, il existe un voisinage V, de b tel que pour tout
x € INVp, f(x) <y— 1. Et donc en particulier, pour xo € INV, , f(x0) <y - 1.
Donc le théoréme des valeurs intermédiaires s’applique entre a et xo : il existe
¢ € [a,xo] tel que f(c) =y, et [a,b[ étant un intervalle, on a bien x € [a, b[.

1l existe bien de tels xq.

Corollaire 17.42 : Soit I un intervalle de R, et soit f : I — R. Notons alors J = f(I).
Si f est continue et strictement monotone alors J est un intervalle de R et f réalise une
bijection de I sur J.

Démonstration. Le fait que J soit un intervalle découle du théoréme des valeurs intermé-
diaires.

L’injectivité découle de la stricte monotonie. Et la surjectivité de la définition méme de J :
c’est ’ensemble des éléments qui admettent au moins un antécédent par f. m

La question qui reste ouverte est : comment déterminer J ?

Il y aurait trop de cas a distinguer pour qu’il soit intéressant de donner un énoncé complet,

mais vous connaissez déja intuitivement ces résultats, et la pratique du théoréme de la

bijection ne change pas : on lit I'intervalle image sur le tableau de variations de f.

Notons que par le théoréme de la limite monotone, f admet nécessairement des limites!" 10 Finies ou infinies.
aux bornes de I.

Donnons tout de méme quelques exemples de cas particuliers :

» sif:[ab] — Reststrictement décroissante et continue, alors f réalise une bijection
de [a,b] sur [f(b), f(a)]
» sif :]a b] — R eststrictement croissante et continue, alors f réalise une bijection

de ]a, b] sur | lim f, f(b)]
a
» si f :]a, b[— R est strictement décroissante et continue, alors f réalise une bijection

de Ja, b[ sur liiqu,limf[

> etc, etc
Avec cet inf éventuellement

Prouvons par exemple le second point, en gardant a l'esprit que la seule chose qui n’a pas égal 3 —oo, ce qui mest pas

encore été prouvée est que J = f(]a, b]) = ]lim f,f(b)]. tout  fait autorisé dans R,
a mais a un sens dans R (qui
I est évident que f(b) est le plus grand élément de J par croissance de f, et par le théoréme rappelons-le, est aussi muni
de la limite monotone, inf J = i?fb] f(x) = lim f(x) d’une relation d’ordre).
x€]a, x—a
Donc!! J =]lim f, f(b)] ou J = [11mf,f(b)] 1 Cf. 1a classification des
a a

. . .. . . . ) intervalles de R.
Si on était dans le second cas, cela signifierait qu’il existe ¢ €]a, b] tel que f(¢) =lim f, et
a

donc, par stricte croissance de f, pour x €]a, t[, f(x) < lim f.
a

Ceci contredit le fait que lim f = inf J.

Le théoréme des bornes atteintes

Dire que f atteint ses bornes

Théoré’me 17.‘43 : Soit I = [a,b] un segment de R, et soit f € €([a,b],R). Alors f est plus fort que juste dire
est bornée et atteint ses bornes. queelle est bornée. Le se-
Autrement dit, f posséde un maximum et un minimum sur [a,b] : il existe deux réels cond garantit Iexistence de
x0,x1 € [a, b] tels que pour tout x € [a,b], f(x0) < f(x) < f(x1). sup f/inf f, alors que le pre-
mier garantit leur existence
et le fait qu’ils soient dans
I'image de f, et donc que

ce sont bien des valeurs at-
teintes.

Démonstration. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, f([a, b]) est un intervalle J.
» Si J possede une borne supérieure M, alors par la caractérisation séquentielle de borne
supérieure il existe une suite (y,) d’éléments de J qui converge vers M. Notons alors x, un
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antécédent de y,, de sorte que f(x,) — M.

n—+oo

» Si J n’est pas majoré, alors il existe une suite (y,) d’éléments de J qui tend vers M = +co.

Notons alors x, un antécédent de y,, de sorte que f(x,) —> +oo.
n—+oo

Dans les deux cas, puisque (x,,) est bornée!?, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, elle
admet une suite extraite (X, (n))neN qui converge vers un réel c.
Et puisque ¥n € N, a < X, (n) < b, par passage a la limite, a < ¢ < b, soit encore ¢ € [a,b].
Mais alors, par continuité de f, f(x,m) — f(c).

n—-+0o

Or f (Xpm) = Yptm) =2 M.

Ceci élimine donc déja le cas ot J n’est pas majoré, et donc M = f(c) est le maximum de
J, puisqu’il s’agit d’'une valeur atteinte par f.

En appliquant le méme raisonnement 3 —f, on prouve que f posséde un minimum. O

ACeci ne vaut plus si on n’est pas sur un segment, comme le prouvent par exemple les

cas de tan) > Injj0.1) ou Arctan.

—_ZZz
222

Une fonction continue et périodique sur R posséde un maximum et un minimum.
En effet, soit T une période de f. Alors sur le segment [0,T], f est continue et
posséde donc un minimum m atteint en x; et un maximum M atteint en x;. Donc

pour tout x € [0,T], m < f(x) < M.
Soit alors x € R, et soit k = l%J,de sorte que k < % <k+1e kT <x< (k+1DT.

Alors f(x) = f(x — kT), avec x — kT € [0, T[cC [0, T].
Doncm < f(x —kT) < Metdoncm < f(x) < M.

Proposition 17.45 : Soit I un intervalle et soit f : I — R une fonction continue.
Alors il y a équivalence entre

1. f est strictement monotone
2. f est injective (et donc bijective de I sur f(I))

Démonstration. Le sens 1) = 2) a déja été vu, et ne nécessite aucunement la continuité de
£l

Supposons 4 présent que f soit injective, et supposons par I'absurde qu’elle n’est pas
monotone !>,

Alors f n’est pas croissante, donc il existe x1,y; € I tels que x1 < yy et f(x1) > f(y1).

Et méme, f n’est pas décroissante, donc il existe x5, y» € I tels que x2 < y2 et f(x2) < f(y2).
Pour t € [0, 1], considérons alors a(t) = (1 — t)x1 + txo.

Il est facile'* de prouver que a(t) est compris entre x; et x2, et donc dans I car I est un
intervalle.

De méme, B(t) = (1 —t)y; + tyo est dans I.

Soitalors g : t — f(a(r)) — f(B(t)). Alors g est continue sur I car somme et composée de
fonctions continues.

Onag(1) = f(a(1)) - f(B(1)) = f(x2) = f(y2) <O.

De méme, g(0) = f(x1) - f(y1) > 0.

Donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe t €]0, 1] tel que g(t) = 0, soit
encore f(a(to)) = f(B(to)).

Mais f est injective, donc a(ty) = B(t). Soit encore

(1 =to)x1 + toxz2 = (1 = to)y1 + toy2 & (1 —t0) (x1 —y1) = to(y2 — x2) .
— —
<0 >0
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12 Blle est 4 valeurs dans

[a,b].

13 Eeant injective, si elle est
monotone, elle est stricte-
ment monotone.

4 fventuellement en dis-
tinguant les cas x; < x; et
x| 2 x2.
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Puisque to # 0, x1 —y1 = 0, ce qui est absurde.
Donc f est monotone, et donc strictement monotone. m]

Proposition 17.46 : Soient I un intervalle, et soit f : I — f(I) continue et bijective.
Alors f=1: f(I) — I est continue, de méme sens de variation que f.

Démonstration. Nous avons déja prouvé que f et £~ ont méme sens de variation.
Notons J = f(I) et supposons par exemple que f est croissante (et donc f~! aussi).

Il sufhit de prouver que pour tout point a € J qui n’est pas la borne de droite!® de J,
li_)rg f'(x) = f'(a) et pour tout point a € J qui n’est pas la borne de gauche de J,
X

lim f~'(x) = f~!(a). Soit donc a € J qui n’est pas égal a sa borne de gauche.

x—a~

Par le théoréme de la limite monotone, £ = lim f~!(x) existe dans R, et méme est infé-
xXx—a~

rieure 3 f~!(a).

Puisque a n’est pas la borne de gauche de gauche de J, il existe > 0 tel que a—n € J. Et
alors pour x €]a—n,a[, f~'(a—n) < f1(x) < f~(a) si bien que par passage a la limite,
fla-n<e<fHa)

Puisque I est un intervalle et que f~'(a — 1) et f~!(a) sont dans I, alors ¢ € I.

Ainsi, f étant définie en ¢, et donc continue en ¢, lim{ f(x) = f(t), si bien que par
X—
composition de limites, on a lim f ( f ‘1(x)) = f(¢). Par ailleurs, on a évidemment,
x—a-

lim f (f‘1(x)) = a.

X—a

Donc par unicité de la limite, f(£) =a & £ = f~!(a).

On traite sur le méme principe les limites 2 droite.

Et donc f~! est continue en a, et ceci étant vrai pour touta € J, f ~1 est continue sur J. O

Le méme principe nous donne les limites de f~! aux bornes de f(I), encore une fois, sans
qu’on ait vraiment envie de donner des énoncés généraux.
Contentons-nous d’un exemple :

On sait que tan est strictement croissante sur ]—’—5 %[ et que lim . tan(x) = —co.
x—>-Z
2

Donc Arctan est continue et strictement croissante sur R.

Par le théoréme de la limite monotone, elle admet une limite £ en —oco, nécessaire-
ment finie puisque Arctan est bornée.

Mais d’autre part, par composition de limites,

T
x—-%

T
¢= lim Arctan(tanx) = lim x=-=.
x—-Z 2

b2
D t=——.
onc >

Comme pour les suites, la notion de limite finie se prolonge au cas des fonctions a valeurs
complexes.

Entendons-nous bien : nous parlons toujours de fonctions définies sur une partie I de R,
mais qui cette fois prennent des valeurs dans C.
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Si vous savez tracer le graphe
de f sans lever le crayon,
VOous saurez aussi tracer son
symétrique par rapport a

la premiére bissectrice sans
lever le crayon.

15 Sous réserve que cette
borne soit dans J, c’est-a-
dire que J soit un intervalle
majoré et fermé 4 droite.
Autrement dit, on exclut le
cas ol J posséde un maxi-
mum et oll @ = max J.
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Définition 17.48 — Soit f : I — C, ot I C R, et soit a € R adhérent 4 I. On dit que
limf(x) =teCsi
X—a

Ve > 0, 3V, voisinage de a, Vx € I, x € V, = |f(x) — €] < e.

Comme pour les fonctions 4 valeurs réelles, si une fonction posséde une limite ¢ en un
point a ou elle est définie, alors nécessairement ¢ = f(a).

On dit alors que f est continue en a.

Et on dit que f : I — C est continue sur I si pour tout a € I, f est continue en a. On note
6 (I, C) Pensemble des fonctions continues sur I et A valeurs dans C.

On retrouve alors une caractérisation par les parties réelles/imaginaires :

Proposition 17.49 : Avec les hypothéses précédentes,

lim Re(f(x)) = Re(¢)
lim f(x) = o {50
x—a }CILI}L Im(f(x)) = Im(¢)

Démonstration. Voir la preuve donnée pour le cas des suites. ]

De méme, on retrouve que si f posséde une limite (nécessairement finie) en a, alors f est La définicion de bornée n'a

bornée au voisinage de a. pas changée : f est bornée si
Tous les résultats ne faisant pas appel a la relation d’ordre sur R restent valables sur C, et la fonction réelle |£] lest.

en particulier la caractérisation séquentielle, et tout ce qui concerne les opérations sur les

limites.

Attention 4 la composition des limites, on ne pourra composer pas composer deux fonctions

a valeurs complexes!®, mais seulement f : T — Jetg: ] — R, ot J est une partie de R. 16 Ou plutét, on ne dira
Autrement dit, f (la fonction de droite) doit étre définie sur une partie de R, 2 valeurs dans R. rien des limites de telles

composées, puisque nous
n’avons défini la limite que

On dispose notamment de la proposition suivante : pour les fonctions définies sur

.. , R.
Proposition 17.50 : Soit f € 6 (I, C). Alors |f| € 6(1, C).
Démonstration. |f] = Re(f)?+Im(f)2 est composée de la fonction Re(f)? + Im(f)?,
continue sur I et 4 valeurs dans R, avec la fonction racine carrée, continue sur R,. ]
Les mémes résultats se traduisent évidemment en termes de continuité. Toutefois, puis-
qu’on perd la relation d’ordre dans C, le théoréme des valeurs intermédiaires n’y a plus de
sens, de méme que le théoréme de la bijection.
Le théoréme des bornes atteintes doit lui aussi étre reformulé, mais il permet tout de méme
de prouver qu’une fonction  valeurs complexes continues sur un segment est bornée.
Notons qu’il nous faut adapter un peu la définition de fonction bornée, puisqu’il n’est plus
question de parler de minorant/majorant sur C.
Définition 17.51 = Soit f : I — C une fonction a valeurs complexes. On dit que f
est bornée si la fonction réelle |f| est bornée.
Cest-a-dire s'il existe M € R tel que pour tout x € I, [f(x)| < M.
Proposition 17.52 : Soit f : [a,b] — C une fonction a valeurs complexes continue sur
un segment. Alors f est bornée.
Démonstration. En effet, si f est une telle fonction, |f] est une fonction continue sur le
méme segment, et A valeurs réelles. Elle est donc bornée!” m| 17 Et atteint ses bornes, mais

C’est inutile ici.
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