STRUCTURES ALGEBRIQUES

Définitions

Définition 15.1 - Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne

sur E toute application de E X E dans E.

Une telle loi est souvent notée *, %, + ou encore X. Et au lieu d’utiliser la notation Laspect application est géné-
standard (x, y) pour I'image du couple (x,y) par I'application *, on note plutét x =y ralement peu important, ce

I qu’il faut retenir c’est qu’une
(Ou alors x * y, X +y ou x X y)' loi de composition interne est

un moyen de définir, 4 partir
de deux éléments de E, un
troisieme élément de E.

A\ Attention !
» Lasomme (x,y) — x +y et le produit (x,y) — xy sont des lois de composition Ceci ne signifie pas que toute
interne sur R, mais aussi sur C, sur Z, sur Q ou sur N. loi nommée + est automati-
» La différence (x,y) — x — y est une loi de composition interne sur C,R, Q et Z quement la somme telle que

. . e . N .. vous la connaissez !
mais pas sur N puisque la différence de deux entiers naturel peut étre négative.
» Sur 'ensemble % (E) des parties de E, on a deux lois de composition qui sont
(A,B) > AN Bet (A B) — AUB.
» L’ensemble ., (K) est muni de deux lois de composition internes, qui sont la
somme et le produit.
» Sur I'ensemble ¥ (R, R) des fonctions de R dans R, la somme (f,g) — f+getla
composition (f,g) — f o g sont deux lois de composition internes.

Remarque. Un couple (E, x) formé d’'un ensemble E et d’une loi de composition interne sur
E est parfois appelé un magma. Cette appelation est un peu vieillote, mais vous pourriez la
rencontrer dans certains livres. Cela dit, elle n’apparait nulle part dans les programmes, et
je ne l'utiliserai jamais.

Définition 15.3 = Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne .
On dit que la loi * est :

1. commutative si V(x,y) € E2, x sy =y * x Une loi associative est une loi
dans laquelle il n’y a pas be-
soin de parenthéses lorsqu’on
enchaine plusieurs symboles
*,

2. associative si V(x,1,z) € E>, x * (y*2) = (x * y) * 2.

» Sur C (et donc sur R, Q, Z et N), la somme et le produit sont 2 la fois associatifs

et commutatifs.

» La différence n’est pas commutative sur Z car 2 — 3 # 3 — 2. Elle n’est pas non

plus associative car 1 — (1 -1) # (1-1) - 1.

» L’'union et I'intersection sont commutatives et associatives sur % (E).

» Sur Z(R,R) la composition est associative!, mais elle n’est pas commutative. Par ! Ceci a déja été prouvé plus
exemple,si f:x > x+1letg:x x? alors fog#gof. tot.

» La somme de matrices est associative et commutative, le produit est associatif

mais n’est pas commutatif si n > 2 car E12E»1 = E11 # Ezp = Ex1E10.
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Dans le cas d’'un ensemble E est fini, on peut représenter une loi de composition interne *
sur E par un tableau a double entrée :

| a [ b | c |
allaxa|a*xb|ax*xc
b|bxa|bxb|bxc

cka|cxb | cxc

:

O N — || —

ou

el K=l NS T \S)

[an
N — O

La commutativité est alors facile 2 lire sur le tableau : il faut> qu’il y ait une symétrie par
rapport 4 la diagonale.
L’associativité en revanche ne sy lit pas de maniére simple.

Définition 15.5 — Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes
® et . On dit que * est distributive par rapport 2 @ si

V(x,y,z)€E3,x>k(y®z)=(x*y)@(x*z)et(xeay)*zz(x*z)@(y*z).

Dans R ou dans C, le produit est distributif par rapport a la somme.
De méme dans A4, (R) ou 4 ,(C).
Dans & (E), U est distributif par rapport & N et N est distributif par rapport a U.

Une récurrence facile prouve que lorsque * est distributive par rapport a @, et que & est
associative, alors pour tout n € N*, tous yy,...,y, € E", et tout x € E,

x* (Y1 @Y @ ®yp) = (xxy) & & (x *yy).

Eléments neutres, inversibilité

Définition 15.7 — Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne .
On dit que e € E est un élément neutre pour * si

Vx €E x*e=exx=x.

Proposition 15.8 : Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne *. Si un
élément neutre existe, alors il est unique.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux éléments neutre e et e,. Alors, puisque e; est
neutre, e1 * e = ep.
Mais puisque e> est neutre, ey * ex = eq. Et donc eq = es. |

» Dans C, R, Q ou Z, 0 est 'élément neutre pour 'addition et 1 est I'élément neutre
pour la multiplication.

» Dans & (E), E est I'élément neutre pour l'intersection et @ est 'élément neutre
pour l'union.

» idg est 'élément neutre de & (R, R) pour la composition o.

» I, est I'élément neutre de 4, (R) pour la multiplication, et la matrice nulle est
Iélément neutre pour I'addition.
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2 Sous réserve qu’on ait bien
mis les éléments de E dans le
méme ordre sur les lignes et
les colonnes.

Ces deux propriétés sont ap-
pelées distributivité a gauche
et distributivité 4 droite, mais
nous n’aurons pas besoin de
les distinguer.

Bien entendu, si la loi * est
commutative, on peut se
contenter de vérifier une
seule des deux égalités e = x =
Xoux#e=x.

Cet exemple nous montre
que pour un ensemble muni
de plusieurs lois, il est im~
portant de préciser de quelle
loi on parle lorsqu’on parle
d’élément neutre.

M. VIENNEY



Cours

Définition 15.10 — Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne *
possédant un élément neutre e.
Un élément x € E est dit inversible si il existe y € E tel que x sy =y = x =e.

» Dans C, tout élément est inversible pour l'addition, car on a toujours
x+(-x)=(-x)+x=0.
Et de méme, tout élément non nul est inversible pour la multiplication car
1 1
xX—=—-Xx=1.
x x . . . . .
En revanche, 0 n’est pas inversible pour la multiplication car pour tout y € C,
Oxy=yx0=0=#1.
» Dans 7 (R,R) un élément f est inversible pour o si et seulement si c’est une
bijection.

: a1 _—_ o f=idgr
En effet, f estinversible si et seulementsi il existe g : E — E telle que fp f 4
©g =1dr
Nous savons que c’est vrai si et seulement si f est inversible, et alors g est la bijection

réciproque de f.

Proposition 15.12 : Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne associative
% possédant un élément neutre e.

Si x € E est inversible, alors il existe un unique y € E tel que x xy = y * x = e. Cet
élément y est alors appelé Vinverse de x, et on le note x™1.

Démonstration. Supposons que Y1 X =y * X =e et X *y; = x Yo = e.

Alors (y1 * x) xyo = e * yo = 1)o.

Mais d’autre part, la loi étant associative, (y1 *x) % yo = y1 * (x % y2) =y1 * e = yj.

Et donc Y1 = yYo. O

1 -1

Remarques. » Si x est inversible, alors on a x * x™! = x™1 x x = e, de sorte que x™!

est

, . . . 1y -1

inversible, et son inverse est x. Autrement dit : (x7!)” =x.

» L’élément neutre e est toujours inversible et égal a son propre inverse puisque e x e = e.
» Dans ./ ,(K) muni de la multiplication, on retrouve exactement la définition de matrice
inversible.

Proposition 15.13 : Soit E un ensemble muni d’une loi associative *, d’élément neutre e.

Si x et y sont inversibles, alors x * y est encore inversible et (x x y)~™' =y~ xx71,

Démonstration. 1l suffit de vérifier que y=! + x~! est bien l'inverse de x * y. Or on a

(ylaxDs(xxy)=y s (x xx)sy=y xery=ylry=e

Et de méme, (x *y) * (y_1 * x_l) =e. O

Proposition 15.14 : Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne associative
*, et soit x un élément inversible. Alors

V(y,z) EE> xsy=xsz2Dy=zelysXx=2%x >y=2.

On dit alors que x est régulier, ce qui signifie qu'on peut «simplifier» par x.
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Encore une fois, si la loi *
est commutative, il suffit
de prouver I'une des deux
égalités

yrxx=eouxxy=e.

Ceci reste valable dans

F (E,E), ot E est un en-
semble non vide quelconque,
muni de la composition des
applications.

Un tel ensemble E est parfois
appelé un monoide. Comme
pour les magmas, il s’agit 1a
d’une terminologie que je
n’utilise pas, ou peu.

M. VIENNEY
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Démonstration. Six xy = x = z, alors en multipliant & gauche par x~1, il vient
x_1*(x*y)=x_1*(x*z) =3 (x_1*x)*yz(x_l*x)*zc}e*yze*z@yzz.

On prouve de méme que yxx =z%x = y =z. O

Soit A € 2 (E) non vide®. Alors AU 0 et AU A sont égaux.

Puisque A # 0, la proposition précédente prouve donc que A n’est pas inversible
pour l'union (car il n’est pas régulier).

Et donc 0 est le seul élément de % (E) inversible pour la loi U.

Partie stable, itérées d’un élément

Définition 15.16 - Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne *, et
soit A C E.

On dit que A est stable par =i V(x,y) € A%, x xy € A.

Dans ce cas, on appelle restriction de la loi * 3 A la loi de composition interne définie
sur A par (x,y) — x *y.

Remarque. Si * est associative (resp. commutative), alors sa restriction A A l'est également
(mais la réciproque est fausse).

En revanche, si * posséde un élément neutre dans E, il se peut que ce ne soit pas le cas
dans A. Par exemple, dans ,(R), lensemble des matrices non inversibles est stable par la
multiplication, mais ne contient pas d’élément neutre.

Enfin, un élément de A peut avoir un inverse pour la loi %, mais si cet inverse n’est pas dans
A, x n’a pas d’inverse pour la restriction de * 4 A.

Défnition 15.17 — Soit E un ensemble muni d’une loi interne associative * et
d’élément neutre e, et soit x € E. On note alors

x=eet pour tout n € N, = ¥k

Plus simplement, pour tout n € N*, x™ = x s x % - - - % x * x.
—_———

n fois
S’il y a ambiguité sur la loi, on note parfois x*” au lieu de x™.

Dans toute la suite de cette partie, on suppose que E est muni d’une loi de composition * associative,
et possédant un élément neutre e.

Proposition 15.18 : Soit x € E. Alors pour tout (m,n) € N2, x™ % x™ = x™*",

Démonstration. Prouvons par récurrence sur n € N la proposition
P (n) :Vm e N, x™" = x™ % x".

Pour n = 0, c’est évident.
Supposons donc & (n) vraie, et soit m € N. Alors

m n+1

™% x m+n+1.

=xMxx"xx=x""xx=x

Donc par récurrence, V(m, n) € NZ, M+ = xM gy,
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Jeentends souvent cette ques-
tion : ai-je le droit de multi-
plier (3 gauche) par x~1 des
deux cotés de égalité ?

Bien entendu : dire que deux
élément sont égaux, c’est

que ce sont les mémes ! Et
donc si vous leur appliquez la
méme transformation, vous
obtenez encore les mémes
éléments !

3 Ce qui suppose bien en-
tendu E non vide.

Nous avons prouvé qu’un
produit AB de deux matrices
de M, (K) est inversible si et
seulement si A et B le sont.

La définition aurait encore
du sens pour une loi qui n’est
pas associative, mais alors la
plupart des propriétés quon
connait pour les puissances
ne seraient plus valables, par
exemple on n’aurait plus

nécessairement x * x> = x-.

M. VIENNEY
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Proposition 15.19 : Soit x € E, inversible. Alors pour tout n € N, x™ est inversible, et
1 _1\n
(x)~h = (x"H)"

On note alors x™™ au liew de (x~')"

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est évident.
Supposons x" inversible, d’inverse (x‘l)n. Alors x™! = x™ x x est inversible car produit
d’inversibles, et

(xn+1)—1 — (xn *x)—l — x—l " (xn)—l _

Proposition 15.20 : Soit x € E inversible. Alors pour tout (m,n) € Z?, x™" = x™ % x",

Démonstration. Soient (m,n) € Z>2
» si (m,n) € N2, clest déja fait.

> si m et nsont négatifs : alors

1\ 1\ 1\ .
xm*xnz(x ) *(x ) :(x ) = x™",

» sim>0etn <0.Danslecasoum+n > 0, alors m =
et —n € N, donc

= (m+n)+(—n)avecm+n e N

xm % xn — xm+n % x—n % xﬂ — xm+n.

Etsim+n <0, alors —=n=m+ (—n—m), avec m € N et —m — n € N, si bien que

1 —-n 1 m 1 —n—m 1 —n—m "
xm*x":xm*(x ) =xm*(x ) *( ) =(x ) = x",

=

» On traite de maniére similaire le cas m < 0,n > 0, ou on peut remarquer que grace
au cas précédent, mais appliqué 2 x™1, car —-m > 0, -n < O et (-m) + (-n) >
-m -n —m-n
XM X = (x—l) " (x—l) — (x—l) — xm+n.
o

Remarques. Notons que cette preuve justifie, a posteriori, la validité de ces formules pour
les composées de bijections ou pour les puissances de matrices inversibles.

» Une conséquence immédiate est que toutes les puissances* de x commutent entre elles
puisque m+n=n+m.

Proposition 15.21 : Soit E un ensemble muni d’une loi de composition associative »,
possédant un élément neutre, et soit x € E.

Alors {x", n € N*} est la plus petite (au sens de Uinclusion) partie de E stable par = et
contenant x.

Si de plus x est inversible, alors {x", n € Z} est également stable.

Cela signifie qu'une partie de E qui contient a et qui est stable par * doit contenir toutes
les puissances (positives) de x.

Démonstration. La proposition qui précede nous dit que le produit de deux puissances® de
x est encore une puissance de x, ce qui prouve la stabilité de ces deux ensembles.

Supposons que F soit une partie de E, stable par « et telle que x € F. Alors x> = x *x € F,
et une récurrence triviale prouve que pour tout n € N*, x" € F.

Et donc {x",n € N*} C F. i
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Cest la proposition précé-
dente appliquée a x~1.

Essayez de simplifier «a la
main» x> % x> pour com-

prendre ce calcul.

Et dans ce cas, simplifiez

X0 wx70,

4 Positives ou négatives (lors-
qu’elles existent).

1l s’agit d’une partie stable par
*, qui contient x, et contente
dans toute autre partie de E
stable par et contenant x.

5 Positives, ou négatives
lorsque ceci a un sens.

M. VIENNEY
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Définition

Définition 15.22 - Soit G un ensemble et * une loi de composition interne sur G.
On dit que (G, *) est un groupe si :

1. Laloi * est associative : V(x,y,z) € G, x * (y*2) = (x % y) * z
2. Il existe un élément neutre e pour laloi* : Je € G, Vx € G, xxe=e*xx=x
3. Tout élément de G est inversible pour * :Vx € G,y e G, x xy=y*x =e.

Rappelons que nous avons prouvé précédemment qu’alors 'élément neutre e et
linverse x~! de x sont nécessairement uniques.

Si de plus la loi * est commutative, on dit que G est un groupe commutatif, ou un
groupe abélien®.

> (Z,+), (Q+), (R, +) et (C,+) sont des groupes abéliens.
» (Q*, %), (R*,x) et (C*, x) sont des groupes abéliens.

> (M p(K),+) est un groupe abélien.

» (GL,(K), X) est un groupe, non abélien” dés que n > 2.

Remarque. Notons que lorsqu’on travaille dans un groupe G,six € Getsionay € G tel
que x * y = eg, alors automatiquement® y = x~1, pas besoin de vérifier que y * x = e.

Par convention, on note généralement multiplicativement la loi d’'un groupe non commu-
tatif (C’est-a-dire x - y), et on note alors 1 ou plus simplement 1 son élément neutre.
Pour les groupes abéliens, on note plutét la loi additivement : x + y. Dans ce cas, on note
0g ou 0 élément neutre, —x l'inverse de x et nx au lieu de x™.

Ces notations ne sont pas généralement source de confusion, et si un tel risque existe, le
contexte sera trés clair (notamment dans un énoncé).
L’étude systématique des groupes, qu’on abordera a peine9
morceau des mathématiques du XX®me sigcle.

Un résultat fameux est le théoréme de classification des groupes finis!® dits «simples», dont
la preuve compléte tient quelques milliers 3 quelques dizaines de milliers de pages, et surtout
est trop complexe pour qu’une seule personne puisse en comprendre I'intégralité.

en prépa, est en réalité un gros

Proposition 15.24 : Si E est un ensemble, on note S(E) (ou S(E)) l'ensemble des
bijections de E dans E.

Alors (S(E), o) est un groupe, non commutatif dés que E contient au moins trois éléments.
Ce groupe est appelé groupe symétrique sur E, et ses éléments sont nommés permutations
de E.

Pour n € N*, on note S, (ou S,) le groupe symétrique sur E = [[1,n].

Démonstration. 1l est clair que o est une loi de composition interne sur G(E), la composée
de deux bijections étant encore une bijection.

La composition des applications est toujours associative, et idg est clairement 'élément
neutre pour o.

Enfin, pour o € G(E), la bijection réciproque o~! de o est bien I'inverse de o, puisque, par
définition, s oo™ =671 0 0 = idg.

Donc (S(E), o) est bien un groupe.

Si E contient au moins trois éléments distincts x, y et z, notons f : E — E Iapplication qui
échange x et y et laisse fixe tous les autres éléments de E, et notons de méme g I'application
qui permute y et z.

Les deux applications f et g sont bijectives'!, car fo f =idg et go g = id.
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6 En référence i Niels Hen-
rik Abel, mathématicien
norvégien (1802-1829).

7 Vérifiez par exemple que
I, + E1p et I, + E>q sont in-
versibles mais ne commutent

pas.

Noter additivement un
groupe abélien n’est pas une
obligation. Mais en revanche,
on évitera de noter + une loi
de composition qui n’est pas
commutative.

9 Pas du tout en sup et guere
plus en spé.

10 Crese-a-dire de cardinal
fini.

Mais quelle est donc cette
drole de lettre ? Cest un S
majuscule dans une écriture
gothique appelée Fraktur,
trés usitée en Allemagne

au XIXéme et au début du
XX¢me, époque ot I'école
mathématique allemande s’est
montrée trés prolifique, et 3
qui nous devons un certain
nombre de notations.

Par ailleurs, vous avez certai-
nement déja rencontré cette
écriture : elle est intensive-
ment utilisée dans Astérix et
les Goths.

Bt méme égales 3 leur
propre bijection réciproque.

M. VIENNEY
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Or, (fog)(x) = f(x) =yet(go f)(x) =g(y) =z donc fog#gof.

On en déduit donc que S(E) n’est pas commutatif. O

Par abus de langage, s'il n’y a pas de confusion possible sur la loi, on dit que G est un
groupe (au lieu de «(G, %) est un groupe»).

Généralement, la loi d’'un groupe est notée multiplicativement, et on note xx” le produit
de x et x’ (plutdt que x X x7, x * x’, etc).

Pour le groupes commutatifs, on préfere généralement utiliser la notation additive : x +x’.
Et dans ce cas, pour x € G et n € Z, on note n - x (ou tout simplement nx) au lieu de x".

Notons également que tout ce qui a été dit sur I'inverse dans un ensemble muni d’une loi
de composition associative et admettant un élément neutre reste valable dans un groupe.
s G

Si (G, -) est un groupe, alors pour tout g € G, I'application f; : ¥ — gex

est bijective.

En effet, si g-x = g-y, alors aprés multiplication par g~!, il vient x = y, donc f; est injective.
Etpoury € G,onay = gg‘l.x = f; (97'x), donc f; est surjective.

De méme, x — xg est bijective.

Ceci signifie que dans la table de multiplication d’'un groupe fini, sur chaque ligne et
chaque colonne se trouve une et une seule fois chaque élément.

Groupes de cardinal 2 et 3, ou baby sudokus

Soit E = {e, a} un groupe 2 deux éléments, d’élément neutre e.
Puisque e est élément neutre, le début de sa table de multiplication est nécessaire-

e|a

ment donné par : e [[e|a

a a

Mais la seconde ligne (ou la seconde colonne) doit contenir un e, donc 7 =e.

e | a

Et donc la table de multiplicationde Eest ¢ [[e [ a

a a|e

On notera que cette table «ressemble beaucoup» (nous dirons bientdt que
ces groupes sont isomorphes) A celle de {-1,1} muni de la multiplication
1|1
1 111
1] -1] 1

De méme, si G = {e, a, b} est un groupe de cardinal 3 et d’élément neutre e, alors
[elalbd]
ellelalbd
allal
bl b| | 2,
La suite est alors un rapide jeu de sudoku : la deuxiéme colonne doit contenir
exactement un b (parce que x — x * a est bijective), et puisque la troisieme ligne
contient déja un b, ?3 # b. Donc ?| = b, et ainsi de suite.

toujours parce que e est neutre, ona :

elalb
Donc la table de multiplication de G est Z b
a e
bilble|a
Notons que nous connaissons déja cette table : c’est celle de Uz = {1, j, j°} muni
1] 2 |
- )
de la multiplication : 1 1 .12 ,31
JLJ =1
Flrlr]it=)
MP2I Lvcie CHAMPOLLION 2024-2025

Prouver qu’en revanche, si E
est de cardinal 1 ou 2, alors
S(E) est commutatif.

Nous étions partis du fait que
E était un groupe, donc nous
avions supposé I'associativité,
et sommes donc en train

de dire qu’il existe au plus
une LCI sur E qui en fait un
groupe de neutre e.

Si on veut prouver que cette
table de multiplication défini
bien une structure de groupe
sur E (ce qui est le cas), il faut
vérifier lassociativité, qui ne
se voit pas facilement sur la
table.

On note qu’alors le groupe
obtenu est commutatif, c’est-
a-dire qu’un groupe de cardi-
nal 2 est abélien.

M. VIENNEY
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Définition 15.26 - Soient (Gy, *1) et (Ga, *2) deux groupes. Alors, on définit une
loi de composition interne * sur G X G, en posant

Y(91,92) € G1 X G2, V(g1.95) € Gi X G2, (g1, 92) * (9], 95) = (g1 *1 91,92 *2 g5).

Proposition 15.27 : Muni de la loi de composition ci-dessus, Gy X Ga est un groupe,
qu'on appelle produit direct de G, et G..
De plus, (G X Go, *) est abélien si et seulement si (Gy,x1) et (Ga, %2) le sont.

Démonstration. Soit (x1,x2), (y1,y2) et (z1,22) trois éléments de Gy x G,. Alors

((x1,x2) * (Y1, y2))* (21, 22) = (31 %1 Y1, X2 %2 Y2)*(21, 22) = ((x1 *1 Y1) *1 21, (X2 *2 Y2) *2 22) .
De méme, (xl,xz) * ((y1,y2) * (Z1,Zz)) = (X1 *1 (y1 *1 21), X2 %) (yz *2 ZQ)) et alors par
associativité de x1 et %2, ces deux éléments sont égaux. Donc * est associative.

Il est évident que (eg,, eG,) est élément neutre de .
Enfin, pour (x1,x2) € G; X G2, 0on a

- - -1
(x1,x2) * (x1 1,x21) = (x1 *1 X[, X2 %2 X, ) = (e, €G,)

et de méme (x7',x;1) * (x1,x2) = (eq,. ec,)-
Et donc (x1,x) est inversible, d’inverse (x;!,x;1).
Donc Gy x G; est un groupe.

Il est aisé de constater que si %1 et %> sont commutatives, alors * lest.
Et inversement, si * est commutative, alors pour tout (x,y) € G2,

(x,e6,) * (U, €6,) = (Y, €G,) * (X, €G,) © (X *1 Y, e5,) = (Y *1 X, €G,) © X *1 Y =y *1 X.

Donc 1 est commutative, et de méme pour *;. |

Sous-groupe

Définition 15.28 - Soit (G, *) un groupe, et soit H une partie non vide de G. On
dit que H est un sous-groupe de G si H est stable par x et que (H, ) est un groupe.

Pour tout groupe G, G et {eg} sont des sous-groupes de G, appelés sous-groupes triviaux.
A I'inverse, on appelle sous-groupe propre de G tout sous-groupe non trivial de G.

A priori, pour prouver qu’une partie H de G est un sous-groupe, il faudrait de nouveau
prouver les trois axiomes définissant un groupe (et notamment l'associativité, qui est
généralement de loin le moins plaisant des trois). Les propositions qui suivent nous disent
qu’on peut faire mieux :

Proposition 15.29 : Soit (G, *) un groupe et H C G. Alors H est un sous-groupe de G
si et seulement si

1. V(b ') e H> h«W € H
2. ec €H
3. VheH hleH. On dit que H est stable par

assage a 'inverse.
g

Démonstration. Supposons que H soit un sous-groupe de G.

Alors par définition, H est stable pour le produit, donc le point 1) est évident.

De plus, H posséde un élément neutre ey. La définition ne demande pas a ce qu’il s’agisse
de I’élément neutre eg de G, mais en réalité, puisque ey € G, ey * eg = ep.

Drautre part, ey étant élément neutre de H, ey * ey = ey = e * ey. Et donc par régularité
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de ey, eg = eq.

De méme, si h € H, alors h posséde un inverse h’ € H, qui est donc nécessairement un
inverse de h dans le groupe G, puisqu’il vérifie h« h’ = b’ * h = eg.
Mais un tel inverse est unique dans G, donc h™! = h’ € H.

Réciproquement, si H satisfait aux conditions 1), 2) et 3), montrons que c’est un
sous-groupe de G.

La condition 1) traduit la stabilité de H pour la loi .

L’associativité de la loi * restreinte A H est évidente.

Si eg € H, alors on a toujours, Vh € H, eg * h = h % eg = h, et donc eg est I'élément neutre
de H.

Enfin, pour tout h € H, I'élément h~!, qui est bien dans H vérifie hx k™! = h™! x h = eg, et
donc h est inversible.

Ainsi, H satisfait bien 2 toutes les hypothése de groupe. O

Remarque. On peut remplacer la condition eg € H par «H non vide».

En effet dans ce cas, si les deux points 1) et 3) sont vérifiés, alors dés que H contient un
élément h, il contient aussi A~ et donc hh~! = e.

Sauf qu’en pratique, pour prouver qu’une partie est non vide, le plus simple est de prouver
qu’elle contient e (qui appartient donc a tous les sous-groupes de G).

On peut donner un énoncé un peu plus court, mais en pratique pas beaucoup plus facile 2
utiliser :

Corollaire 15.30 (Caractérisation des sous-groupes) : Soit G un groupe et H C G.
Alors H est un sous-groupe de G si et seulement si :

1. H est non vide

2. Y(x,y) € H?, x*y‘] € H.

Démonstration. Si H est un sous-groupe de G, alors il est non vide car eg € H et pour tout
(x,y) e H>,y' e Hetdoncx «y~! € H.

Inversement, supposons que les points 1) et 2) sont vérifiés.

Soit alors h € H. Alors en prenant (x,y) = (h,h),onah=h™! € H & e € H.

Et par conséquent, en prenant (x,y) = (eg, h), il vient eg * h™! € H & h~! € H. Ainsi, H
est stable par passage a I'inverse.

Enfin, pour h, b’ € H, en prenant (x,y) = (h h'~1), il vient h * (h"l)_1 =hxHW € H. Et
donc H est stable par produit.

Par la proposition précédente, H est un sous-groupe de G. ]

» {—1,1} est un sous-groupe de (R*,+).

» R} est un sous-groupe de (R*, X) puisque le produit de deux réels strictement
positifs est strictement positif, et que l'inverse d’un réel strictement positif est
strictement positif. En revanche, R% n’est pas un sous-groupe de (R*, X).

» U = {z € C| |z] = 1} est un sous-groupe de (C*, ).

» Pour tout n € N*, U,, = {z € C | z" = 1} est un sous-groupe de (C*, X).

» (Z,+) est un sous-groupe de (R, +).

»U = ,a€ K} est un sous-groupe de GL»(K).

1 a
0 1
En effet, le produit de deux matrices triangulaires 4 coefficients diagonaux égaux
a 1 est encore triangulaire, 4 coeflicients diagonaux égaux a 1, et de méme pour

I'inverse.

De maniére générale, si on vous demande de prouver qu’un ensemble est un groupe,
commencez par vous demander il n’aurait pas le bon gotit d’étre un sous-groupe d’'un
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En général, pour prouver que
H est non vide, le plus simple
est de prouver qu'il contient

eG, qui doit appartenir 2 tout
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groupe déja connu. Il est bien plus rapide de prouver les trois points qui caractérisent un
sous-groupe que ceux qui caractérisent un groupe.

Proposition 15.32 : Soit (H;)ser une famille’® de sous-groupes de (G, -). Alors ﬂ H;
iel
est un sous-groupe de G.

Démonstration. Puisque 'élément neutre eg de G est dans chaque sous-groupe, e € ﬂ H;.

iel
Soient alors x,y € ﬂHi. Alors pour tout i € I, x € H; ety € H;.
iel
Puisque H; est un sous-groupe, x - y € H;, et ceci étant vrai pour touti € I, x - y € ﬂ H;.
iel
De méme, chacun des H; étant stable par passage a I'inverse, x e ﬂ H;.
iel
Et donc ﬂ Hj est un sous-groupe de G. m]

iel

Définition 15.33 - Soit G un groupe, et soit g € G. Alors (g) = {g", n € Z} est un
sous-groupe de G, qu'on appelle sous-groupe engendré par g.

Démonstration. Déja, (g) est non vide puisqu’il contient g = g' et e = g°.

De plus, si n et k sont deux entiers, de sorte que g" et g* sont deux éléments de G, alors

-1 _ _
9" (g") =g" g =g"" ey
Donc (g) est bien un sous-groupe de G. o

» Dans (R, +), le groupe engendré par 3 est

(..,=9,-6,~3,0,3,6,9,...} = {3k, k € Z}.

» Dans (R, x), le groupe engendré par 3est {35, ke Z} = {...,1,1,1,3,9,... }.
» Dans (C*, X) le groupe engendré par i est {1,i,—-1,—i} = Uy.

Plus généralement, le groupe engendré par ¢, = e est

Gy ={nkeZy={{0<r<n-1}=U,

Proposition 15.35 : Soit g € G. Alors {g) est le plus petit’> sous-groupe de G qui
contient g : si H est un sous-groupe de G qui contient g, alors (g) C H.
Mieux : (g) = ﬂ H.

Hsous-groupe de G
geH

Démonstration. Soit H un sous-groupe de G contenant g. Alors g> = g - g € H, puis
g° = ¢°> - g € H, et une récurrence facile prouve que pour tout n € N, g" € H.

Et donc par passage a I'inverse, pour tout n € Z, g" € H.

Donc (g) c H, de sorte que (g) est le plus petit sous-groupe de G contenant g.

Puisque ﬂ

H sous-groupe de G

H est un sous-groupe de G, et qu’il contient g par définition, alors il

geH
contient (g).
Mais (g) est lui-méme un sous-groupe contenant g, donc est inclus dans ﬂ H
H sous-groupe de G
geH
puisqu’il s’agit de 'un des ensembles dont on prend I'union. m
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12 Binie ou infinie.

A\ Attention !

Ici la loi est notée +, donc

les puissances de 3 sont les
3+3+4---+3=23n,etnon les
3’1

Puisque ¢} = 1, alors pour
ke Zsik=ng+restla
division euclidienne de k par
n, alors

o=@ =0

13 Ay sens de Iinclusion.
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Plus généralement, pour toute partie A C G, on prouve facilement que l'intersection de
tous les sous-groupes contenant A est encore un sous-groupe contenant A, qu’on appelle
le sous-groupe engendré par A, et qu’on note (A).

En revanche, la description de ses éléments est bien plus difficile que dans le cas d’'un
singleton!?.

Par exemple, si a, b sont deux éléments de A, alors (A) contient évidemment toutes les
puissances de a et toutes les puissances de b. Et donc ab, a®b, aba, a’ba’b*, etc.

Mais il doit aussi contenir a! et b~1. Et donc leurs puissances, ainsi que a~'b~'a

a 1ba?b3a=5b2, etc.

73b72’
Morphismes de groupes

Définition 15.36 — Soient (G, %), (G2, -) deux groupes. On appelle morphisme
du groupe G; dans le groupe G, (ou plus simplement morphisme de G; dans G)
toute application ¢ : Gi — G; telle que :

V(9.9") € G}, (g xg') = 0(9) - o(g).

Autrement dit, un morphisme est une application qui préserve la structure de groupe.

» Pour tout groupe G, idg est un morphisme de G dans lui-méme.

» Si Gy et G sont deux groupes, alors application constante égale  eg, est un
morphisme de G dans G.

» Le logarithme népérien réalise un morphisme de (R}, x) vers (R, +). De méme,
exp réalise un morphisme de (R, +) dans (R, x).

» Lapplication det : GL,(K) — K* est un morphisme.

Z —

» Pour tout groupe G et pour tout g € G, ¢ : 5,1 est un morphisme de

(Z,+) dans G.

n >

Proposition 15.38 : Soient (Gy,*) et (Ga,-) deux groupes, et soit ¢ : Gy — Gy un
morphisme de groupes. Alors :

1.VneN, ¥(g1,92,- -~ .gn) € G{, 9(g1 % g2 % -+~ % gn) = @(g1) - -+ - - @(gn)
2. ¢(eg,) = e,
3.¥g€G,0(g7") =09

Démonstration. 1. Par récurrence sur n.

2. Onag(eg,) = ¢(eg, * ec,) = ¢(eq,) - ¢(ec, ).
Et donc en simplifiant!® par ¢(eg,), il vient eg, = ¢ (e, ).

3. Soit g € Gy. Alors
0(9) ¢ (9‘1) =¢ (9 *g‘l) = ¢(ec,) = ec,-

Et donc ¢ (g7!) est I'inverse de ¢(g).

Proposition 15.39 : Soient (Gi, %), (G2, %) et (Gs, ) trois groupes.
Sif:G1 — Gy et g: Gy — Gs sont deux morphismes, alors g o f est un morphisme de
Gy dans Gs.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

41e sous-groupe engendré
par g € G est donc le sous-
groupe engendré par {g}.

15 Tout élément de G, est
régulier.
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Démonstration. Soient x,y € Gj. Alors

(gofllx*y) =g(f(x*y)) =g(f(x) *x f(y) =g(f(x)) - 9(f(y)) = (go f)(x) (g0 f)y).

O

Définition 15.40 - Soit ¢ un morphisme de groupes entre (G, *) et (G, -). On
appelle alors noyau de ¢ et on note Ker ¢ la partie de G; définie par

Kerp={g€Gi| (9 =ec}=0¢" ({es}).

Notons que puisque ¢(eg,) = eg,, le noyau d’'un morphisme de groupe n’est jamais vide,
et contient toujours 'élément neutre de G;.

Proposition 15.41 : Soit ¢ un morphisme entre deux groupes (Gi, *) et (Go, -). Alors ¢
est injectif si et seulement si Ker ¢ = {eg, }.

Démonstration. Si ¢ est injectif, alors eg, posséde au plus un antécédent par ¢.

Mais eg, est un tel antécédent, donc il est le seul : Ker ¢ = {eg, }.

Inversement, supposons que Ker ¢ = {eg, }, et soient g, h € G; tels que ¢(g) = ¢(h).

Alors p(9)p(h) ™" = e, @ ¢(9)p (h7') =ec, © ¢ (gh™") = ec,.

Don gh~! € Ker ¢. Par conséquent, gh™! = eg, = g = h.

Et donc ¢ est injective. i

Remarque. Ce résultat est trés fort : il dit qu'un morphisme de groupe est injectif si et
seulement si ’élément neutre de G; posséde au plus un'® antécédent. Et donc il n’est pas
nécessaire de vérifier que tout élément posséde un unique antécédent, il sufht de le faire
pour eg,.

Proposition 15.42 : Soient G, H deux groupes et f : G — H un morphisme de groupes.
Alors :

1. pour tout sous-groupe Gi de G, f(Gy) est un sous-groupe de H.
2. pour tout sous-groupe Hy de H, f‘1 (Hy) est un sous-groupe de G.

Démonstration. Voir l'exercice 16 du TD. m]

Proposition 15.43 : Si ¢ : Gi — Gy est un morphisme de groupes bijectif, alors
¢~1: Gy > Gy est également un morphisme de groupe.

Démonstration. Soient (y1,y2) € G%, et soient x; = ¢~ (y1) et x2 = o~ (2).

Alors @ (x1 * x2) = ¢(x1) - (x2) = y1 - Yo

Donc x; * x2 = ¢~ 1(y1 - y2), de sorte que ¢~ (y1 - y2) = ¢~ (y1) * ¢~ (12).

Donc ¢! est bien un morphisme de (G, -) dans (G, *). O

Définition 15.44 - Un morphisme de groupes bijectif est appelé un isomorphisme.
Dans le cas ot les groupes de départ et d’arrivée sont les mémes, on parle
d’automorphisme.

On dit que deux groupes G et G, sont isomorphes lorsqu’il existe un isomorphisme de G;
dans G; (ou, ce qui revient au méme par la proposition précédente, un isomorphisme de
Gz dans Gl).

Nous savons déja ce que signifie la bijectivité : qu’a tout élément de G correspond un
unique élément de G, autrement dit que nous sommes face aux «mémes ensembles», une
bijection étant juste un moyen de changer le nom des éléments de G;.
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La notation Ker vient de
lallemand Kern (noyau) et
pas de l'anglais kernel (noyau
également).

16 B¢ donc un unique.
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L’aspect morphisme nous dit alors que la structure de groupe est préservée par la bijection,
Cest-a-dire que si dans la table de multiplication de G,, on «renumérote» les éléments de
G, a l'aide des éléments de Gy, alors on obtient la table de multiplication de G;.

Dans 3, soit o définie par (1) =2, 0(2) =3, 0(3) = 1.
Alors 6%(1) = 3, 62(3) = 2 et 6%(1) = 3, puis o> = id. En particulier, o~! = o°.
Alors (o) = (id, 0, 6?) est un sous-groupe de Ss.

o |[id] oo

, d[[id] o o2
Sa table est donnée par —
(e o (o2 ld

Zlle?2lid]| o

Ceest celle de Us, ot on remplace 1 par id, j par o et j* par o°.

Autrement dit, 'application f : (o) — Us défnie par f(id) = 1, f(0) = j et
f(0?) = j* est un isomorphisme de (o) sur Us. Lorsqu’on a dit qu’il n’y avait pas de
choix pour la table de multiplication d’'un groupe de cardinal 2 ou 3, nous avons en
fait prouvé!” que deux groupes de cardinal 2 (ou deux groupes de cardinal 3) sont
toujours isomorphes. Ou encore qu’« isomorphisme prés, il n’y a qu'un groupe de
cardinal 2 (ou de cardinal 3)».

Définition 15.46 — Un anneau (A, +, X) est un ensemble A muni de deux lois de
composition internes, notées + et X telles que :

1. (A +) est un groupe commutatif'®, dont 'élément neutre est noté 04
2. laloi x est associative et posséde un élément neutre noté 1,4
3. x est distributive sur +

Si de plus x est commutative, on dit que (4, +, X) est un anneau commutatif.

En pratique, il y a donc un certain nombre de propriétés a vérifier pour prouver qu'un
ensemble A muni de deux lois de composition internes + et X est un anneau :

1. V(x,1y,2) € A3, (x+y) +z = x + (y + z) (associativité de I’addition)

2. V(x,y) € A%, x +y = y + x (commutativité de I'addition)

304 € A Vx € A, x + 04 = x (existence d’'un élément neutre pour I'addition)
Vx € A, 3y € A, x +y = 04 (existence d’un inverse pour I'addition)

Y(x,y,2) € A%, x X (y - 2) = (x X y) X z (associativité de la multiplication)

SN

14 € A Vx € A, xx 14 = 14 X x = x (existence d’un élément neutre pour la
multiplication)

7. V(x,y,2z) € A%, xx (y+2) = xXy+x Xz et (x+y) Xz = x X z+y X z (distributivités)

» L’ensemble {0}, muni des seules lois qu'on peut lui mettre!” est un anneau, appelé
anneau nul.

> (Z,+ X),(Q,+ %), (R,+ %) et (C, +, x) sont des anneaux commutatifs.

» (M, (K),+ X) est un anneau, non commutatif si n > 2.

AAttention aux notations :sia € Aetn € N, na désigne I'élément a+a+---+a,

————
n fois
alors que a” désigne 'élément a-ax--- X a.
——
n fois
MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Un tel o est appelé permuta-
tion circulaire.

17 Ou presque prouvé, mais
nous n’écrirons pas les détails.

18 gy particulier, + est asso-
ciative et commutative.

Certaines conventions n’im-
posent pas lexistence d’un
neutre pour la multiplication,
et appellent anneau unitaire
ce que nous appelons anneau.
Le programme de MPSI est
clair : pour nous, un anneau
posséde un élément neutre
pour X.

Dans le cas ott X est com-
mutative, puisque + lest, il
suffit de ne vérifier que I'une
de ces deux conditions, cela
entrainera automatiquement
lautre.

1A savoir 0+ 0 = Oet
0x0=0.
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Enfin, pour n € Z \ N, na désigne 'élément —a + (—a) + - - - + (—a) et a” n’est défini que si

|n| fois
a posséde un inverse pour le produit, et dans ce cas, a" = (a7') "l ot g7 désigne l'inverse
de a pour le produit (I'inverse de a pour la somme, appelé opposé de a, étant noté —a).

Proposition 15.48 (Regles de calcul dans un anneau) : Soit (A, +,-) un anneau,
et soient a,b € A. Alors :

1. X'OAZOA'XZOA
2.a-(-b)=(-a)-b=—(a-b).
3. Plus généralement, pour tout n € Z, a - (nb) = (na) - b = n(a-b).

Démonstration. 1. Onaa-04+a-04=0a-(04+04) =a-04.
Donc en simplifiant par a- 04 il reste a- 04 = O4.

2. Onaa-(-b)+a-b=a-(-b+b)=a-04 =04, donca- (-b) est l'opposé?’ de a - b,
donc égal 2 —(a - b).
On prouve de méme l'autre égalité.

3. SineN,ona
a-(nb)y=a-(b+---+b)=(a-b)+(a-b)+---+(a-b)=n(a-b).

Et de méme, (na) -b=(a+a+---+a)-b=(a-b)+---+(a-b) =n(a-b).
Etsin < 0, alors par définition, a - (nb) = a- ((-n) (=b) = —n(a- (b)) = n(a-b).
—_—

eN
O

Remarque. Dans la définition d’anneau, rien n’empéche 14 et 04 d’étre égaux.

Cela dit, si c’est le cas, on a, pour tout a € A, a-04 = 04 comme nous venons de le montrer,
mais également a- 04 = a- 14 = a, de sorte que a = O4.

Autrement dit, un tel anneau est nécessairement I'anneau nul qui, soyons honnétes, n’est
pas tres intéressant.

Proposition 15.49 : Soit (A, +,-) un anneau, et soient a,b € A deux éléments de A tels
que ab = ba (on dit que a et b commutent). Alors, pourn € N, on a :

1. (a+b)" = Z (Z)akb"_k (formule du binéme de Newton)
k=0

n—1
2. a"-b"=(a-b)- Z akpnk-1,
k=0

Démonstration. Les preuves sont exactement les mémes que dans C. ]

Sous-anneau

Définition 15.50 — Soit (A, +, ) un anneau et soit B une partie non vide de A. On

dit que B est un sous-anneau de A si B contient 14, B est stable 2 la fois pour + et

pour -, et que (B, +,-) est un anneau?!.

Proposition 15.51 : Une partie B d’un anneau (A, +,-) est un sous-anneau de A si et
seulement si

1. 1A€B
2. VY(x,y) eBZ,x—yeB
3. VY(x,y) € B%, x-y € B.
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Cette simplification est pos-
sible car (A, +) est un groupe.
Donc il s’agit de la proposi-
tion 15.14.

20 Crese-a-dire inverse pour
laloi +.

Pour bien comprendre en
quoi la commutativité de a et
b est importante, vous pou-
vez regarder les preuves don-
nées dans le cas de i, (K)
(en cours pour le bindme, en
TD pour la seconde).

21 Ot les lois + et - désignent
les restrictions a B des lois de
A.
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Démonstration. Tres similaire 4 celle de sous-groupe. Notons dailleurs que les deux premiers
points garantissent que (B,+) est un sous-groupe de (A, +). O

» L’ensemble 2Z des nombres pairs n’est pas un sous-anneau de Z. Bien qu’il en
soit un sous-groupe et qu’il soit stable par multiplication, il ne contient pas le neutre
multiplicatif de Z, qui est 1.

>Z [\/z] = {a +bV2, (a,b) € ZZ} est un sous-anneau de R.

Eneffet, 1 =1+0-V2€e Z [\/Z], six =a+bV2ety=c+dV2sont deux éléments
de Z(«/E) (avec a,b,c,d € Z), alorsx —y = (a— ) + V2(b—d) € Z [w/i]

Et de méme, xy = (a-+bV2) (¢ +dV2) = ac + 2bd-+ (be -+ ad) V2 € Z [«/5]

—_———
eZ eZ
» Notons qu’un sous-groupe B de A qui est stable par produit peut étre un anneau,

mais ne pas contenir 14, et donc avoir un neutre multiplicatif autre que 14. Clest la
raison pour laquelle on impose 4 un sous-anneau de contenir 14, cette condition ne
découle pas des autres.

Par exemple, S1A = J%Z(R)’ et B = {(Z Z) ,a€ R}, alors il est clair que B est un

sous-groupe de (4, +).

Par ailleurs, (21 a1) (a2 a2) = (26”612 2a1 a2) € B, si bien que B est stable par
1

al ar» ap 2(,11612 2a1a2
produit.
. (172 1)2 a a\, . (a a\ [a a
Et310nnotel—(1/2 1/2),pourt0utaeR,0na(a a)I—I(a a)_(a a)’

si bien que (B, +, X) est un anneau, de neutre multiplicatif égal a I.
Ce n’est pas pour autant un sous-anneau de A.

Un exemple fondamental

Soit (A, +,+) un anneau et soit E un ensemble.
Alors, sur 'ensemble & (E, A) = AF des fonctions de E dans A, on définit deux lois de
composition internes, encore notées + et -, de la maniére suivante :

> Vx €E (f+9g)(x) = f(x) +g(x)
> Vx €E, (f-g9)(x) = f(x)g(x).

Proposition 15.53 : Muni des deux opérations + et -, F (E, A) est un anneau, commutatif
si et seulement si A Dest.

Démonstration. » L’associativité des deux lois découle assez facilement de P’associativité des
lois de A.
Ainsi, pour f,g,h dans & (E, A), on a, pour tout x € E,

((f +9) +h) (x) = (f+9) (x)+h(x) = (f(x)+9(x))+h(x) = f(x)+(g(x)+h(x)) = (f+(g+h)) (x).

Ceci étant vrai pour tout x € E, f+ (g+h) = (f +9g) + h.

De méme, I'addition dans F (E, A) est commutative car I'addition de A I'est.

» La fonction nulle 0, définie par : Vx € E, 0(x) = 04 est élément neutre pour I'addition
car pour f € ¥ (E, A), et pour tout x € E,

(f +0)(x) = f(x) +0(x) = f(x) + 04 = f(x)

etdonc f+0 = f.
On prouve de méme que la fonction constante égale 4 14, notée 1 est 'élément neutre
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pour la multiplication.
» L’inverse de f pour I'addition est la fonction —f : x > —(f(x)) puisque Vx € E,

(f + (=) = F(x) + (=f(x)) = f(x) = f(x) = 04 = O(x)

et donc f + (—f) = 0.
» Enfin, pour f,g,h € F (E, A), et pour x € E,on a

(f-(g+h) (x) = f(x) - (g(x) + h(x)) = f(x) - g(x) + f(x) - h(x) = (f - g+ f - 1) (x)

de sorte que f - (g+h) =f-g+f-h.
On prouve de méme que (f+g)-h=f-h+g-h. m

Notons que ce résultat ne suppose aucune hypothése sur I'ensemble de départ E, seul

’ensemble d’arrivée doit étre muni d’une structure d’anneau®2. 22 En général, on l'utilisera
En particulier, les ensembles F (I, R), F (1, C), ot I est un intervalle, ainsi que les ensembles avecA=RouA=C.

de suites RN et CN.

L’intérét de ce résultat est qu’il évite bien souvent de prouver qu’un ensemble de suites ou

de fonctions est un anneau en vérifiant tous les points de la définition. En effet, on peut

se contenter de prouver qu’il s’agit d’'un sous-anneau d’un anneau de référence, ce qui

demande bien moins d’efforts que de prouver de nouveau toutes les propriétés définissant

un anneau.

L’ensemble des suites convergentes est un sous-anneau de RN.

En effet, la suite constante égale a 1 est convergente, la différence de deux suites
convergentes est convergente, et le produit de deux suites convergentes est conver-
gente.

Remarque. La preuve montre en fait que si (G, -) est un groupe, alors pour tout ensemble
E, F (E, G) est un groupe.

Diviseurs de zéro

Définition 15.55 - Soit A un anneau et a € A différent de 04. On dit que a est un
diviseur de zéro il existe b € A différent de 04 tel que a-b =04 0ub-a=04.

Remarque. Un diviseur de zéro est un élément qui viole la sacro-sainte régle apprise a la
maternelle : «un produit est nul si et seulement si 'un de des facteurs est nul».

Bien entendu, cette régle reste valable dans I'anneau (R, +,x), ainsi que dans I'anneau
(C, +,x) (autrement dit dans le cadre ot vous I’avez apprise), mais ne découle pas directe-
ment des axiomes définissant un anneau.

» Dans % ,(K), toute matrice nilpotente M non nulle® est un diviseur de zéro > Et il en existe, prendre par
puisque si on note p son indice de nilpotence, M MP~! = 0,. exemple E; j avec i # j.
——
#0,

» Plus généralement, si A € 4, (K) est non inversible, avec A # 0, alors il existe
X € My (K) non nul tel que AX =0,,1.

Et alors si B est la matrice dont toutes les colonnes sont égales 2 X, alors toutes les
colonnes de AB sont égales 2 AX et donc sont nulles. Par conséquent, AB = 0,,, donc
A est un diviseur de zéro.

» Plagons nous dans Panneau RN des suites réelles.

Soit alors (up)nen la suite définie par Vn € N, u,, = n, et soit (v,) la suite définie par

1 sin=0

Op = .
0 sinon
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Alors (up) et (vy,) ne sont pas nulles, mais pourtant, on a ugog = 0 X 1 = 0 et pour
tout n € N*, u,0, = n x 0 = 0, de sorte que (u,v,,), est la suite nulle.
Et donc (u,), et (v,), sont deux diviseurs de zéro.

Définition 15.57 — Un anneau commutatif A est dit intégre si il est non nul et ne
posséde pas de diviseurs de zéro.
Autrement dit si A # {04} et si

V(a,b) € A%, a-b=04= (a=040ub=0,).

(C, +, X) et tous ses sous-anneaux (donc en particulier R,Qet Z) sont integres.

Eléments inversibles

Définition 15.59 — Soit (A, +,-) un anneau. On dit que a € A est inversible s’il
posséde un inverse pour la loi -, c’est-a-dire s’il existe b € Atel que a-b=b-a = 14.
L’ensemble des éléments inversibles de A se note A, ou encore U(A) (on parle
parfois d’unités au lieu d’inversibles).

» 14 est toujours inversible, de sorte que {14} c A*.

» En revanche, si A n’est pas 'anneau nul, alors 04 n’est pas inversible (car a-04 = 04
ne peut jamais étre égal a 1,), et donc A* c A\ {0}.

» Dans (Z, +, x), les seuls inversibles sont 1 et —1.

» Dans (M, (K), +, X), les éléments inversibles sont bien les matrices que nous avons
appelé inversibles. Et nous avons alors noté GL, (K) au lieu de U (/i ,(K)).

Proposition 15.61 : Si a € A est inversible, alors a w'est pas un diviseur de zéro.

Démonstration. Sib € Aest tel que a- b = 04, alors en multipliant 2 gauche par a1, il vient
ala-b=a'-04b=0,4.

Et de méme, si b - a =04, alors b = 04. ]

Proposition 15.62 : Soit (A, +,X) un anneau. L'ensemble A* des éléments inversibles
de A est un groupe pour la loi X, appelé groupe des inversibles (ou groupe des unités) de A.
Cegroupe est commutatifsi A est un anneau commutatif

Démonstration. Par définition d’un anneau, la loi X est associative sur A, et donc I’est aussi
sur A%,

Puisque 14 est inversible, il est bien dans A* et donc est I'élément neutre de A*.
Enfin, par définition de A* tout élément posséde un inverse. ]

Morphismes d’anneaux
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Définition 15.63 — Si (A, +4, X4) et (B, +p, Xg) sont deux anneaux dont les élé-
ments neutres multiplicatifs respectifs sont notés 14 et 15, on appelle morphisme
d’anneaux toute application f : A — B telle que :

1. V(x,y) € A% f(x+ay) = f(x) +5 f(y)
2. V(x,y) € A%, f(x Xxay) = f(x) x5 f(y)
3. f(lA) = 1B-

Remarques. » Le premier point nous dit notamment que f est un morphisme de groupe
entre les groupes abéliens (4, +4) et (B, +5).

Et donc f(04) = 0p, ¥x € A, f(—x) = —f(x) et comme tous les morphismes de groupes f
est injectif si et seulement si son noyau®* est réduit a {04}.

» En revanche, contrairement 4 ce que I'on pourrait croire au premier abord, f(14) = 15
ne découle pas directement du second point.

Et par exemple, si B n’est pas 'anneau nul, I'application nulle vérifie les deux premiers
points, mais pas le troisiéme et n’est donc pas un morphisme d’anneaux.

» Si f : A — Best un morphisme d’anneaux, et si a € A est inversible, alors

f@f (@) = f(aa!) = F(1) = 15

et de méme f (a™!) f(a) = 1, si bien que f(a) est un élément inversible de B et f (a7!) =

fla)~".

Et alors f : A* — B* est un morphisme de groupes multiplicatifs.

» L’identité est toujours un morphisme d’anneaux de A dans lui-méme.

En revanche, si A et B sont deux anneaux, il n’existe pas toujours de morphisme
d’anneaux de A dans B.

» L’application z + Z est un morphisme d’anneaux de C dans lui-méme.

» Soit f : Z[V2] — Z[V2] l'application qui a a + bV2 € Z[V2] associe a — bV2.
Alors f(1) = fF(1+0V2) =1 -0V2 = 1.

Pour (a,b,c,d) € Z*. Alors

24 L’image réciproque de
{0B}.

Cette application est bien
définie puisque tout élé-
ment de Z[V2] s’écrit de
maniere unique a + bV2 avec
(ab) € Z2.

F(a+bV2) f(c+dV2) = (a=bV2)(c—dV2) = ac+2bd—(ad+bc)V2 = f((ac+2bd+(ad+bc)V2)) = f((a+bV2)(c+dV2)).

Et de méme,
fla+bV2) + f(c+dV2) = (a+¢c) — (b+d)V2 = f((a+bV2) + (c +dV2).
Donc f est un morphisme d’anneaux.

On prouve sans difficultés que la composée de deux morphismes d’anneaux est encore un
morphisme d’anneaux, et que la bijection réciproque d’un morphisme d’anneaux bijectif
(on parle alors d’isomorphisme d’anneaux) est encore un morphisme d’anneaux.

Définition 15.65 — On appelle corps tout anneau commutatif non nul dans lequel
tout élément non nul® est inversible.

» QR et C, munis de leurs opérations habituelles sont des corps.
» (M2 (R),+ X) n’est pas un corps, car (B 8) n’est pas inversible, bien que non

nulle.
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+Jof1] x][[o]1]
» {0, 1}, muni des lois suivantes est aussiun corps : 0 [[0[1]et 0[[0]0
11110 11011
» Q(V2) est un corps. On prouve comme pour Z[V2] qu'il s’agit d’un sous-anneau
de R. Reste a prouver que tout élément non nul de Q(V2) posséde un inverse dans

Q(V2).
Mais dans R, Iinverse de a + bV2 # 0 est

1 a-bV2 \/5(

b2
_ _ P e
a+bV2 a?-2b? a2—2b2+ )GQ( )

a2 - 2p2

Notons en particulier que dans un corps, tout élément non nul étant inversible, il n’y a pas

de diviseurs de zéro® : un corps est intégre. Attention, la réciproque est fausse : Z est un 20 Car un inversible nest
anneau intégre qui n’est pas un corps. jamais un diviseur de zéro.
Les corps seront le bon cadre pour faire de I'algebre linéaire, et par exemple, tout ce que

nous avons dit sur les matrices 4 coefficients dans K = R ou K = C reste valable dans un

corps quelconque.
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