ELEMENTS DE LOGIQUE

Observons un instant la suite de symboles suivante :

(YmpeN, n>p=u, >up))A(GM e R VneN,u, <M)) = (3t € R, Ve > 0,3Ing e N,Vn € N,n > ng = |u,—£] < ¢).

Si elle doit vous sembler bien mystérieuse au premier abord, il s’agit en fait d’'un résultat
que vous connaissez bien, 4 savoir le théoréme de la limite monotone qui afhrme qu’une
suite croissante et majorée converge.

Généralement, nous préférerons continuer a ’énoncer avec une phrase (<une suite crois-
sante et majorée ..»). Mais il est important de donner un sens précis, sans ambiguité a cette
phrase, et c’est précisément ce que fait la premiére formulation. C’est par exemple sous
cette forme qu’il faudrait le dire pour le faire comprendre 4 un ordinateur.

Il s’agit dans ce premier chapitre d’adopter un vocabulaire rigoureux qui nous servira
toute 'année, ainsi que de commencer 4 mettre en place de bons réflexes pour rédiger
efficacement.

Nous détaillerons également les principaux modes de raisonnements! que nous utiliserons
tout au long de I'année.

Nous utiliserons tout au long de I'année les notations usuelles pour les ensembles de
nombres : N pour 'ensemble des entiers naturels, Z pour I'ensemble des entiers relatifs,
Q pour I'ensemble des rationnels, R pour I'ensemble des réels et enfin C pour I'ensemble
des complexes.

Nous supposons que ces ensembles de nombres et leurs propriétés élémentaires sont connus
et nous ne les définirons rigoureusement (ce qui n’est pas chose facile...) 2 aucun moment.

On a donc des inclusions N c Z c Q c R c C.
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Ficure 1.1 — Les inclusions entre les ensembles usuels. Notons que toutes ces inclusions
sont strictes : il n’y a pas égalité entre deux de ces ensembles.

Nous donnerons dans quelques temps une définition précise de ce que sont les suites et les
fonctions, mais en attendant nous nous contenterons de I'idée intuitive que vous en avez
déa.

Pour désigner une fonction nommée f, définie sur R, on notera souvent f : R - R, le R 2

L par absurde, par récur-
rence, etc.

Ces notations ont été popu-
larisées dans les années 1930
par Nicolas Bourbaki, pseu-
donyme derriére lequel se
cache un groupe de mathé-
maticiens frangais.

L’emploi de la lettre Z pour
les entiers vient de ’allemand
Zahlen (nombres) et le Q
pour les rationnels de «quo-
tient» (puisqu’un rationnel est
un quotient d’entiers).
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droite de la fleche signifiant que f est & valeurs dans R. Autrement dit, qu’a un réel x, elle
associe un autre réel f(x).

Et si notre fonction f n’est définie que sur une partie de R, par exemple sur R} (comme
Cest le cas de la fonction logarithme népérien), on note alors f : R7 — R. Encore une
fois, le R a droite de la fleche signifiant que f est 4 valeurs réelles. Nous parlerons plus tard
de fonctions a valeurs dans d’autres ensembles que R, mais n’en avons pas l'utilité pour
I'instant.

Une proposition logique (ou assertion) P est une phrase dont on peut dire qu’elle est
soit vraie soit fausse?.

Par exemple, la proposition «2 est positif» est vraie, et la proposition «—1 > 2» est fausse.
La valeur de vérité d’une proposition est donc soit «vrai» (noté généralement V), soit
«faux» (noté F).

Une phrase en francais n’est pas forcément une proposition logique :
» «S’il n’y a pas de nuages, alors il ne pleut pas» est bien vraie, donc est une assertion
logique.
» «Federer est le meilleur tennisman de tous les temps» ne fait pas I'unanimité, donc ne
peut étre considérée comme une proposition logique.

Remarquons qu’une proposition peut dépendre d’un ou plusieurs paramétres, comme par
exemple la proposition «|x?] > 9» qui dépend d’un réel x, ou encore «n est divisible par 6»,
qui dépend d’un entier n. On parle alors de prédicat.

On fera alors attention 4 nommer correctement ces propositions, en faisant apparaitre la
ou les variables dans le nom. Par exemple P(x) et Q(n) et pas seulement P ou Q.

Ceci évite les confusions car par exemple, Q(2) est fausse alors que Q(6) est vraie. Si on
Iavait nommée uniquement Q, quelle valeur de vérité donner a Q ?

A partir de plusieurs propositions logiques, il est possible d’en créer d’autres, par exemple
la proposition «2 est positif et —1 > 2». Cette derniére proposition est fausse, puisque —1
n’est toujours pas supérieur a 2.

On peut aussi par exemple considérer la proposition «si il neige, alors il fait froid».

La table de vérité d’une formule R construite a base d’autres propositions® est un tableau
donnant la valeur de vérité de R en fonction des valeurs de vérité des propositions utilisées
pour la construire.

[P]Q[PetQ]
VIV Vv
Par exemple, la table de vérité de la proposition «P et Q» est la suivante :[ V | F F
F |V F
F | F F

Autrement dit, la proposition «P et Q» est vraie si et seulement si P et Q sont toutes les
deux vraies.

Deux formules qui ont la méme table de vérité sont dites équivalentes. Autrement dit,
quelle que soit la valeur de vérité des variables propositionnelles qui les composent, elles
ont la méme valeur de vérité.

Si deux formules P et Q sont équivalentes, on note alors P = Q.

Nous présentons dans la suite les principaux connecteurs logiques qui permettent de
construire de nouvelles propositions a partir de propositions existantes.

Négation

Définition 1.1 - Si P est une proposition logique, alors sa négation notée —P (ou
non P) est la proposition qui est vraie si et seulement si P est fausse.

Elle a donc la table de vérité suivante :[ V
F

F
\Y
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2 Mais pas les deux 2 la fois !

Cette notation ne doit pas
vous surprendre, c’est celle
que vous avez utilisé pour les
récurrences en terminale !

3 Qu’on appellera des va-
riables propositionnelles.

M. VIENNEY
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Lanégationde P: x < 4 est =P : x > 4.

La négation de «il fait chaud tous les jours» est «certains jours, il ne fait pas chaud.
Et stirement pas «tous les jours, il ne fait pas chaud» !

La négation de P : x2=3et—P:x2+3.

LanégationdeP:—l <x<2est-P:x<-1loux>2.

Proposition 1.3 (Loi de la double négation) : Si P est une proposition logique, alors
ﬁ(—|P) =P.

Démonstration. 11 suffit de montrer que P et =(=P) ont la méme table de vérité :

[P ~P|~(P ]
VI F ]| V 0
FI V| F

Conjonction («et») et disjonction («ou»)

Définition 1.4 - Soient P et Q deux propositions logiques.

1. La conjonction de P et Q, notée P A Q (ou «P et Q») est la proposition qui
est vraie si et seulement si P et Q sont simultanément vraies, et qui est fausse
sinon.

2. La disjonction de P et Q, notée P v Q (ou «P ou Q») est la proposition qui
est fausse si et seulement si P et Q sont simultanément fausses, et qui est vraie
sinon.

Autrement dit, les tables de vérité de ces deux propositions sont données par

[P]OQ[PAQ[PVQ]
Y

| | <| <
| <| | <
| < <| <

F
F
F

Si n est un entier naturel, alors si P(n) est la proposition «n est pair», si Q(n) est la
proposition «n est divisible par 3», alors P(n) A Q(n) est la proposition «n est divisible
par 6».

En revanche, P(n) v Q(n) est la proposition «n est divisible par 2 ou par 3», qui est
vraie pour tous les entiers qui ne sont pas de la forme 6k + 1 ou 6k +5, k € N.

AEn francais, le ou est souvent (mais pas toujours) exclusif, comme dans «fromage ou

dessert». Autrement dit, on considére qu’il est vrai si une et une seule des propositions qui
le composent est vraie.
En logique, le ou que I'on manipule, et dont on vient de donner la table de vérité est
inclusif : (P ou Q) est vraie dés que l'une des deux propositions P ou Q est vraie, y compris
si les deux sont vraies.
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P ou Q est vraie dés que
I'une (ou les deux !) des deux
propositions P et Q est vraie.

L’ordre n’a bien évidemment
aucune importance : P A Q
et Q A P sont équivalentes, de
méme que PV Qet QVP.

M. VIENNEY
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Proposition 1.6 : Pour toute proposition P, on a :
1. P A (=P) est fausse
2. PV (=P) est vraie (principe du tiers-exclus).

Démonstration. Dresser les tables de vérité de P A (=P) et P V (=P). i

Proposition 1.7 (Négation d’une conjonction/disjonction) : Soient P et Q deux
propositions logiques. On a alors

1. =(PAQ) = (=P) vV (=Q).

Autrement dit non(P et Q) = (non P) ou (non Q).

2. =2(PV Q) = (=P) A (=Q).

Autrement dit non(P ou Q) = (non P) et (non Q).

Démonstration. Une fois encore, dressons des tables de vérité.

[PIQ[-P[-Q[PAQ|~(PAQ)| (=P)V(=Q) [PVQ [ =(PVQ) | (=P) A (=Q) |

V|V]| F F \Y% F F \'% F F
V|IF| F \'% F \Y% \'% \Y F F
F| V]V F F \Y% \Y% \'% F F
F|F| V \Y% F A% \Y% F \Y% A%
Nous constatons donc que les tables de vérité de =(P A Q) et (=P) V (=Q) (resp. =(P V Q)
et (=P) A (=Q)) sont les mémes. O

Si P est la proposition : «je fais du ski» et Q la proposition «e fais de I'escalade»,
alors P A Q est la proposition e fais du ski et de 'escalade».

Sa négation est (=P) V (=Q) : ¢je ne fais pas de ski ou ne fais pas d’escalade».

Et pas : e ne fais ni ski ni escalade» !

En effet, si vous ne pratiquez que 'un des deux sports, alors P A Q est fausse, donc
—(P A Q) est vraie, alors que (=P) A (=Q) est fausse.

En revanche, la négation de P v Q («e fais du ski ou de l’escalade) est bien
(=P) A (=Q) : «je ne pratique pas le ski et ne pratique pas I'escalade» (ou encore «je
ne pratique ni le ski ni l'escalade»).

Le résultat qui suit est plutdt intuitif, mais il est bon de le mentionner :

Proposition 1.9 (Associativité de A et V) : Soient P, Q, R trois assertions logiques.
Alors

1. PAQ)AR=PA(QAR)
2. (PVQ)VR=PV(QVR)

Démonstration. Dresser des tables de vérité. ]

La proposition précédente signifie que lorsqu’on utilise plusieurs fois de suite le méme
symbole V ou A, il n’est pas utile de mettre des parenthéses. Attention, ceci n’est plus vrai
si 'on mélange conjonction (A) et disjonction (V).

Mais on dispose alors du résultat suivant :
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Ces deux propositions tra-
duisent le fait que P est tou-
jours soit vraie soit fausse (il
n’y a pas de troisiéme option),
et ne peut étre les deux 2 la
fois.

M. VIENNEY
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Proposition 1.10 (Distributivités) : Soient P, Q, R trois propositions logiques. Alors
1. PVQ)AR=(PAR)V(QAR).
Soit encore (P ou Q) et R = (P et R) ou (Q et R).
2.(PANQ)VR=(PVR)A(QVR).
Soit encore (P et Q) ou R= (P ouR) et (Q ou R).

Démonstration. Prouvons uniquement le premier point, comme toujours a 'aide d’une table
[PIO[R[PVQO| (PVQOAR[(PAR [(QAR [ (PAR) V(QAR) |

de vérité.

o T < < < <
o <| < < <
| < | < | < | <
o <) < < < <<
| | | < | < | <
| | | | | < | <
M| | | <) | | | <
| | | < | < | <

Implication, équivalence

Définition 1.11 (Implication) - Si P et Q sont deux propositions, on note P = Q,
et on lit «P implique Q» la proposition dont la table de vérité est la suivante :

[PlO[P=0]
V[V] V
V| F| F
F{V] V
F{F| V

Dire que la proposition P = Q est vraie signifie que dés que P est vraie, alors Q lest aussi.
Par exemple, si x est un nombre réel, alors «<x > 4 = x > 0» est vraie, puisqu’un réel plus
grand que 4 est positif. En revanche, si x n’est pas plus grand que 4 (donc si x > 4 est
fausse), alors x > 0 peut étre vraie (par exemple si x = 1) ou fausse (si x = —1).

Proposition 1.12 : Si P et Q sont deux propositions logiques, alors P = Q = =P V Q.

[P][Q|P=Q[-P][-PVQ]
V|V \Y% F \Y%
Démonstration. | V | F F F F o
F|V \Y% A\ \Y%
F | F

\'% \Y \Y

Remarques. » Puisqu’on a toujours une des deux propositions P et =P qui est vraie, on
a donc une méthode simple pour prouver une implication P = Q : il faut prouver que
quand P est vraie, alors Q I'est aussi. Autrement dit, supposer P pour montrer Q.

En revanche, il n’y a absolument pas besoin de se préoccuper du cas ol P n’est pas vraie.
» La proposition précédente nous permet aussi de donner la négationde P = Q :

-(P=Q)=-(-PVQ)=PA(=0Q).

Rédaction : En vertu de la remarque ci-dessus, pour prouver une implication P = Q,
on commencera donc par «Supposons P», pour arrive 2 la conclusion que Q est vraie.

Dans une copie, un symbole = ne remplace pas un «donc».
En particulier, si vous écrivez P = Q, cela ne signifie en aucun cas que Q est vraie.

Par exemple, I'implication x > 1 = x2 > 1 est vraie, mais si x = 3, il n’est pas vrai que
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P = Q est fausse si et seule-
ment si P est vraie et que Q
est fausse.

Le résultat n’est pas trés
surprenant : I'implication
sera fausse si P peut-étre
vraie sans que Q ne le soit.

M. VIENNEY
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x> 1.

La signification de P = Q est «si P est vraie, alors Q est vraie».

Si votre but est de prouver que Q est vraie, vous pouvez donc prouver que P = Q, et que
P est vraie.

En termes plus formels, la proposition suivante* : (P A (P = Q)) = Q est vraie.

Si 'implication P = Q est évidente, ou qu’elle a été prouvée précédemment, on se conten-
tera d’un «P est vraie, donc Q est vraie».

1
Soient a et b deux réels. Prouvons que [a—b| > 1 = ab < > (a®>+b*—1).

Soient donc a, b des réels tels que |[a — b| > 1.
Alors (a—b)>=|a—b]*> > 12 =1.

Donc a® —2ab +b? > 1, et donc ab < = (a®> +b% - 1).

N —

Définition 1.14 (Contraposée d’une implication) — On appelle contraposée de
la proposition P = Q la proposition (=Q) = (=P).

Proposition 1.15 : La proposition P = Q est équivalente a sa contraposée.

Démonstration. Nous pourrions le prouver a I'aide d’une table de vérité®, mais notons plutot
que (P = Q) = (nonP) ou Q.

Et donc (non Q) = (non P) est équivalente 2 (non(non Q)) ou (non P), soit encore 2
Q ou (nonP). O

Un exemple simple de la vie de tous les jours est le suivant : la proposition «’il neige alors
il fait froid» a pour contraposée «’il ne fait pas froid, alors il ne neige pas».

Cette proposition d’apparence anodine est en réalité trés importante : pour montrer qu’une
implication est vraie, on peut en fait montrer que sa contraposée est vraie

Par exemple, si n est un entier, prouvons la proposition «si n? est pair, alors n est pair». Soit
encore «n’ pair = n pair».

Sa contraposée est alors «n impair = n” impair».

Or, sin = 2k + 1 est impair, alors n? = (2k+1)% = 4k> + 4k +1 = 2(2k> + 2k) + 1 est impair.
Ainsi, «n impair = n? impair» est vraie, et donc sa contraposée «n? pair = n pair» est
également vraie.

2

Définition 1.16 — Soient P et Q deux assertions.
1. Sila proposition P = Q est vraie, alors on dit que

— P est une condition suffisante de Q, ce qui traduit que dés que P est
vraie, alors Q Dest aussi.

— Q est une condition nécessaire de P, ce qui traduit que P ne peut pas
étre vraie si Q n’est pas vraie.

2. La proposition Q = P est appelée réciproque de la proposition P = Q.

All ne faut pas confondre réciproque et contraposée.

Comme dit précédemment, une implication et sa contraposée ont méme valeur de vérité.
En revanche, il n’y a pas de lien entre une implication et sa réciproque, I'une peut étre
vraie et pas lautre, les deux peuvent étre vraies, etc.

Par exemple, si ABC est un triangle de c6tés a, b, ¢, alors vous savez depuis toujours que
(ABC est rectangle en C) = (a® + b2 = ¢?) (C’est le théoréme de Pythagore).
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4 Pafois appelée modus ponens.

> Encore une...

On parle alors de raisonne-
ment par contraposition.

Pour que Q soit vraie, il
suffit que P le soit.

Pour que P soit vraie, il est
nécessaire que Q le soit aussi.

M. VIENNEY
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Sa contraposée est (a® +b*> # ¢*) = (ABC n’est pas rectangle en C) est donc également
vraie, et peut-étre utilisée pour prouver qu’un triangle n’est pas rectangle.

Et la réciproque est (a* + b*> = ¢?) = (ABC est rectangle en C) est également vraie, mais
C’est un résultat 3 part entiére, et pas une conséquence immédiate du théoréme de Pytha-
gore.

En revanche, si f est une fonction de R dans R, alors la proposition
f est dérivable et sa dérivée est positive = f est croissante

R — R

est vraie, mais sa réciproque ne l’est pas. En effet, la fonction f : 0 six<O
x .
1 six>0

est une® fonction croissante sur R qui n’est pas dérivable sur R.

De méme, 'implication f dérivable = f continue est vraie, mais sa réciproque est fausse,
avec la fonction valeur absolue comme contre-exemple.

Définition 1.17 (Equivalence) - Si P et Q sont deux propositions logiques, on
note P & Q la proposition qui est vraie si et seulement si P et Q ont les mémes

[P[Q[Pe=Q]
VIV \Y%
valeurs de vérité : V| F F
F |V F
F | F \Y4

ASij’écris P < Q, je ne me prononce ni sur la valeur de P, ni sur celle de Q.

Par exemple, si x est un réel, alors x + 2 =x © 2 =0.

L’équivalence ainsi écrite est vraie, mais ne signifie pas que 'une ou I'autre des deux as-
sertions qui la composent le soient. Elle dit juste que si 'une des deux assertions est vraie,
alors lautre Pest aussi.

Si on prouve P & Q, et qu’on veut en déduire que Q est vraie, il ne faudra pas oublier de
prouver que P est vraie (ou au moins de le mentionner si ceci est trivial).

Soient a et b deux réels. Alors

@ + b 2, 72 2, 32 2
ab<T<:>2ab<a +b" e a"+b"—2ab >0 (a-b)° > 0.

. . , . . N 2,12
Sila suite d’équivalences ci-dessus est correcte, elle ne sufht pas a prouver ab < %.

Drailleurs, la suite d’équivalences suivante est également correcte :

@+ b 2,32 2, 2 2
ab>T<:>2ab>a +b° S a"+b°-2ab <0 (a—b)° <0.

En revanche si on suppose de plus que a # b, alors a — b # 0, et donc (a — b)? > 0.
2, 12

. q. a‘+b

Et donc en vertu de la premiére équivalence, il vient ab < ——

Proposition 1.19 (Equivalence et double implication) : Si P et Q sont deux pro-
positions logiques, alors les propositions P < Q et (P = Q) A (Q = P) sont équivalentes.
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6 Parmi bien d’autres !

Cette table de vérité nous
convainc facilement que
P & Q est équivalente 2

(PAQ)V (=P A=Q).

M. VIENNEY
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|P]|Q|PeQ [ P=Q[0=P[ (P20 A(Q=P) |
V|V A% \Y% \'% \Y%
Démonstration. | V | F F F Vv F a
F |V F A% F F
F | F A\ Vv A\ A\

Remarque. Ceci justifie le raisonnement par double implication : pour prouver une équi-

valence, il est possible de prouver séparément les deux implications.

Quantificateur universel, quantificateur existentiel

Nous avons vu plus haut des exemples de propositions dépendant d’un ou plusieurs pa-
ramétres, qui peuvent étre vraies pour certaines valeurs du paramétre et fausses pour

d’autres.

Définition 1.20 (Quantificateur universel) — Soit P un prédicat dépendant d’une
variable x.

On note Vx € E, P(x), et on lit «pour tout x appartenant i E, P(x)», la proposition
qui est vraie si quel que soit 'élément x dans I'ensemble E, la proposition P(x) est
vraie.

Le symbole V est appelé quantificateur universel.

» La proposition Vx € R, x2 > 0 est vraie, puisqu’un carré est toujours positif.

» La proposition Vx € R, x2 +2x > 0 est fausse, puisque pour x = —1, on a
24+2x=-1<0.

» La proposition Vn € Z, n? € N est vraie puisque le carré d’un entier relatif est
toujours un entier naturel.

» La proposition Yn € N, n -1 € N est fausse puisque pour n = 0, on a
n—1=-1¢N.

» La proposition Vx € R, x > 2 = x > 3 est fausse. En effet, pour x =2, onax > 2
qui est vraie, et x > 3 qui est fausse, de sorte que x > 2 = x > 3 est fausse.

» En revanche, Vx € R, x > 2 = x > 0 est vraie.

En effet, si x est un réel, deux cas de figure sont possibles :

— soit x > 2, et alors on a bien x > 0, de sorte que x > 2 = x > 0 est vraie;
— soitx < 2, auquel cas x > 2 est fausse et donc x > 2 = x > 0 est vraie.

» Soit (u,) une suite. Alors la proposition Vn € N, u,, = ug signifie que la suite est
constante.

&>  Rédaction : pour prouver une proposition du type Vx € E, P(x), on commencera
systématiquement par «Soit x € E», pour arriver 4 la conclusion que P(x) est vraie.
Ceci signifie que I'on prend un x dont on sait qu’il est dans E, mais qui peut étre n’importe
quel élément de E (autrement dit, x est un élément quelconque de E).
Si on arrive alors 4 prouver P(x), en n’utilisant que les propriétés communes 2 tous les
éléments de E, alors on a bien prouvé Vx € E, P(x).
Si on part de «Soit n € N» et que pour prouver % (n) on utilise que n est pair, alors il y a
un probléme : certains élément de N sont bien pairs, mais ce n’est pas un point commun
a tous les entiers. Donc nous sommes en train de prouver Vn € {2k, k € N}, P(n) et non
Vn € N, P(n).

Définition 1.22 (Quantificateur existentiel) — On note 3x € E, P(x), et on lit
«l existe x appartenant a E tel que P(x)», la proposition qui est vraie si il existe au
moins un’ élément xy de E pour lequel P(xo) soit vraie.

Le symbole 3 est appelé quantificateur existentiel.
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Notons que n = 0 est le

seul entier de N pour lequel
n — 1 ¢ N. Par conséquent, la
proposition

Vvne N, n-1eN

est vraie.

L’ensemble noté
(2k,k € N}

est I'ensemble des multiples
de 2, donc I'ensemble des
entiers pairs.

1 peut y en avoir plusieurs !

M. VIENNEY
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» La proposition 3x € R, x > 0 est vraie, puisqu’il existe bien un réel positif, par

exemple x = 4.

» La proposition 3z € C, Z22 +1 = 0 est vraie, puisque z = i convient®. 8 Notons quez = —i
» En revanche, la proposition 3x € R, x* + 1 = 0 est fausse. On prendra donc bien convient également.
garde i Pensemble auquel appartient la variable quantifiée.

» Si f : R — R est une fonction, alors la proposition 3x € R, f(x) = 0 signifie que

f s’annule au moins une fois.

Par exemple, elle est vraie si f est la fonction x +— x? — 1, puisque f(1) = 0.

£> Rédaction :1lest beaucoup plus difficile de prouver des propositions du type 3x € E, P(x)
puisqu’il faut pour cela exhiber un x € E vérifiant P(x). Et que pour trouver un tel x, il
faut en général un peu d’intuition.

Mais une fois qu'on a trouvé un tel x, la rédaction est simplissime, il faut se contenter de
«Notons x = ...» (ot 'on remplace ... par la valeur de x qu’on a «devinée»), et on prouve
qu’alors P(x) est vraie.

Il reste enfin une derniére notation, qui n’est quune variation du précédent : on note
3lx € E, P(x) pour signifier qu’il existe un unique x € E vérifiant la propriété P.
Autrement dit, on note 3lx € E, P(x) pour

Jx € E, (P(x) et (Vy € E, (P(y) = y =x)))

qui signifie qu’il existe un x € E qui satisfait P(x), et que tout autre y € E satisfaisant la
propriété P doit étre égal 4 x, ce qui est bien I'idée qu’on se fait de l'unicité.
On a donc notamment (3!x € E, P(x)) = (Ix € E, P(x))).

La proposition Jlx € R, x? = 4 est fausse, puisque x = 2 et x = —2 vérifient tous les
deux x? = 4.

En revanche, 3lx € Ry, x? = 4 est vraie, puisque x = 2 est 'unique réel positif dont
le carré vaut 4.

Négation des propositions quantifiées

Faute de définition formelle et rigoureuse des quantificateurs, nous ne pouvons qu’admettre

les résultats suivants, qui sont trés intuitifs.
— & Danger !

. La négation de
Proposition 1.25 :

1. La négation de Vx € E, P(x) est 3x € E, non P(x). 4
2. La négation de 3x € E, P(x) est Vx € E, non P(x).

Vx € E, P(x)

n’est surtout pas

Vx € E, non P(x).

» Lanégationde Vx e R, x* +1 > Oest Ix e R, x* + 1 < 0.
Puisque la proposition de départ est vraie, sa négation est fausse.

» La négation de 3n € N, g € NestVneN, g ¢ N.
Puisque la proposition de départ est vraie (par exemple pour n = 3), sa négation est

fausse.
» Soit f : R — R. Alors la négation de «f est la fonction nulle» est 3x € R, f(x) # 0.

A ne pas confondre avec ¥x € R, f(x) # 0 qui signifie que la fonction f ne sannule
jamais !
» Si f : R — R, alors la proposition «f est croissante» s’écrit

Vxe R Vye R x <y= f(x) < f(y).

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Donc sa négation9 est
Jx e R, Ay € R,non(x < y = f(x) < f(y)).

Mais nous avons déja mentionné que la négation de P = Q est P et (non Q).
Donc la négation de «f est croissante» est

IJxeRIyeR x<yet f(x) > f(y).
» L’assertion suivante signifie qu’une fonction f : R, — R est constante :
Jda e R,Vx € Ry, f(x) =a.

Sa négation est
Va € R, 3x e Ry, f(x) # a.

Nous utiliserons parfois une quantification du type Ye > 0, ou 3x < 1, qui sont des
raccourcis pour Ve € R} et 3x €] — oo, 1[.

L'usage de ce type de quantifications ne pose généralement pas de probléme, mais on sera
tout de méme vigilant au moment d’écrire leur négation : la négation de Vx > 0, P(x) est
Jx > 0, =P(x), et surtout pas Ix < 0, =P(x).

Soit (u,), une suite. La négation de
Ve>0,AN e N,Vne N, (n > N = |u,| < ¢)

est
e > 0,YN eN,dne N, (n > N et |u,| > ¢).

En effet, rappelons que la négation de P = Q est P et (non Q).

Succession de quantificateurs

Une proposition logique peut contenir plusieurs quantificateurs successifs.

Par exemple, Vn e N, 3me Z, n=m+1.

Déterminons la valeur de vérité de cette proposition, en la découpant en morceaux plus
simples.

Notons P(n) la proposition Im € Z, n=m + 1.

Alors P(0) est vraie, puisque m = —1 convient, P(1) est vraie puisque m = 0 convient, etc.
Plus généralement, si n € Z, alors P(n) est vraie, puisqu’on peut prendre m = n — 1, qui est
encore un élément de Z.

Et donc notre proposition de départ, qui n’est autre que (Vn € Z, P(n)) est vraie.

Cet exemple prouve que, lorsqu’on a deux quantificateurs a la suite, et que le second est un
quantificateur existentiel, alors la seconde variable (ici m) peut dépendre de la premiére
(ici n) : pour tout n, il existe un m dépendant du n choisi tel que n = m+ 1.

Dans une expression possédant plusieurs quantificateurs, changer lordre des quanti-

ficateurs peut changer la valeur de vérité de la proposition !

Par exemple, la proposition 3m € Z, Vn € N, n = m + 1 est fausse. En effet, elle signifierait
qu’il existe un entier m tel que m = n — 1, et ce pour tous les entiers naturels n (avec le
méme m).

Plus rigoureusement, supposons par I'absurde qu’un tel m existe. Alors pour tout n € N,
n=m+ 1. Et donc en particulier, 0 = m + 1, donc m = -1.

Et de méme, pour n=1,1=m+1, donc 1 =0, ce qui est évidemment absurde.

Plus généralement, on peut permuter I'ordre de deux quantificateurs universels, on peut
permuter 'ordre de deux quantificateurs existentiels, mais on ne peut pas toujours permuter
I'ordre de deux quantificateurs différents.
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° Qui n’est pas «f est décrois-
sante» !

1l existe deux réels dont les
images sont dans 'ordre
inverse.

Ce qui est différent de la
décroissance de f.

Dans quelques temps, cette
assertion sera la définition de

u, — O.
n—+oo
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e Les propositions Vx € R, Vy € Ry, x2 > -yetVy € Ry, Vx € R, x2 > —y sont
équivalentes!®.

eDeméme,dne N, IpeN,n=2petIpeN,IneN,n=2p signiﬁent toutes
deux qu’il existe un entier pair.

On s’autorisera a écrire Vx,y € E, P(x,y) au lieu de Vx € E,Vy € E, P(x, y).
Par exemple :Vx,y e R x<ye© Iz>0,y=x+z.
Et de méme, on pourra écrire 3x,y € E, ou encore 3x,y,z € E.

Par disjonction de cas

Il est possible de prouver une proposition du type Vx € E, P(x) en écrivant E sous la forme
E{ UE, U ---UE,, et en prouvant séparément les assertions

Vx € Eq, P(x), Vx € Ep, P(x) ...,¥x € E,, P(x).

Pour tout entier n € N, n® — n est divisible par 3.
Pour cela, notons que n* —n=n(n*>—1) =n(n-1)(n+1).
Distinguons alors trois cas, suivant la valeur du reste de la division de n par 3 :
» sin est de la forme 3k, avec k € N. Alors n® — n = (3k — 1)3k(3k + 1) est
divisible par 3.
» sin est de la forme 3k + 1, avec k € N. Alors n® — n = 3k(3k + 1) (3k + 2) est
divisible par 3.

» sin est de la forme 3k + 2, avec k € N. Alors
n® —n=3k+2)(3k+3)(3k+4) = 3(3k +2)(k+1)(3k +4) est divisible par 3.

Par contraposition

Nous avons mentionné précédemment qu’une implication P = Q est toujours équivalente
a sa contraposée (-Q = —P).

Et donc pour prouver qu’une implication est vraie, on peut se contenter de prouver sa
contraposée.

Prouvons que si n> — 1 n’est pas divisible par 8, alors n est pair.
Si on souhaite vraiment tout quantifier, cette proposition est

VneN,(VkeN,n2—1¢8k):>(3peN,n=2p).

Cela dit, nous n’avons pas besoin de tout écrire avec des quantificateurs.

La contraposée est «n impair = n% — 1 est divisible par 8», et nous allons prouver
que cette contraposée est vraie.

Soit donc n un entier impair. Il existe donc p € Z tel que n =2p + 1, et alors

n?—1=Qp+1)2—1=4p>+4p=4p(p+1).

Or, I'un des deux entiers p et p + 1 est pair!!, donc p(p + 1) est pair, de sorte qu’il
existe k € N tel que p(p + 1) = 2k.

Et donc n® — 1 = 4 - 2k = 8k est divisible par 8.

Ainsi, la contraposée de notre proposition initiale est vraie, et donc la proposition
de départ I'est aussi.
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10 ¢ elles sont les deux
vraies.

Les E; peuvent étre deux &
deux disjoints, ou avoir des
éléments en commun (dans
ce cas, pour les x se trouvant
dans plusieurs des E;, on aura
prouvé plusieurs fois que
P(x) est vraie).

Ici on aurait
N=EyUE; UE,

otl E; est 'ensemble des
entiers congrus 2 i modulo 3.

L’idée qui se cache ici est
assez simple : si P était vraie,
puisque P = Q, alors Q serait
vraie également.

Mais Q et sa négation ne
peuvent étre vraies en méme
temps !

M De deux entiers consé-
cutifs, 'un (et un seul) est
toujours pair.

M. VIENNEY



12 CHAPITRE 1

: ELEMENTS DE LOGIQUE

Par I’absurde

Le raisonnement par I'absurde consiste a4 prouver que =P = Faux, c’est-3-dire 4 supposer
que P est fausse, pour arriver a Faux, c’est-a-dire 4 une contradiction (qui est généralement
le fait qu’une assertion Q et sa négation sont simultanément vraies : Q A =Q = Faux).
Mais on a toujours ~P = Faux = P V Faux = P.

Et donc si =P = Faux est vrai, alors P est également vraie.

Irrationalité de V2

Prouvons par I'absurde que V2 ¢ Q.

A cet effet, supposons que V2 est un rationnel, et soit alors P \ine fraction irréductible
égale 3 V2.

2’
Alors 2 = = et donc 2¢* = p*.

q

Donc p? est pair, et donc p lui-méme est pair.

Et donc il existe k € N tel que p = 2k, et donc p? = (2k)? = 4k

Donc 2¢? = 4k?, et alors ¢* = 2k? est pair. Donc q est pair.

Mais p et q étant tous deux divisibles par 2, ceci vient contredire Iirréductibilité de

la fraction 2.

Et donc notre hypothése initiale est fausse : V2 ¢ Q.

Principe des tiroirs de Dirichlet

Si vous rangez n + 1 paires de chaussettes dans une commode 2 n tiroirs, alors il
existe un tiroir qui contient au moins deux paires de chaussettes.

En effet, supposons par I'absurde que chaque tiroir contienne au plus une seule
paire de chaussettes.

Alors la commode contient au plus 1 + 1 + - - - + 1 paires de chaussettes, ce qui est

n fois
absurde.

Par conséquent, un tiroir contient au moins deux paires de chaussettes.
Ce résultat est loin d’étre anodin et sert plus souvent qu’il n’y parait!?.

Le raisonnement par analyse-syntheése

Expliquons le raisonnement par analyse-synthése sur un exemple : prouvons que toute
fonction définie sur R s’écrit de maniére unique comme somme d’une fonction paire et
d’une fonction impaire.

Soit donc f : R — R une fonction.

» Analyse :supposons qu’il existe deux fonctions fi paire et f> impaire telles que f = fi + f5.
Alors pour tout x € R, f(x) = fi(x) + f2(x).

Donc pour tout x € R, f(=x) = fi(=x) + /o (-x) = fi(x) = fo(x).

En sommant ces deux égalités, il vient f(x)+f(-x) = 2fi (x) et donc fi(x) =

Et de méme, f(x) — f(—x) = 2f>(x) donc f(x) = f(x) —2f(—x)‘

Donc si deux telles fonctions existent, ce sont nécessairement celles définies par : pour
tout x € R

fG)+f(=x)
5 .

fix) = et fo(x) =

» Syntheése : nous cherchons désormais a prouver que deux telles fonctions f; et f> existent.

fG)+f(=x) f&) - f(=x)
2 2 '

Or le raisonnement tenu dans la phase d’analyse nous dit ce que doivent étre ces fonctions,
il n’y a pas le choix.
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Puisque Faux est toujours
faux, Faux ou P a méme
valeur de vérité que P.

Nous avons déj prouvé un
peu plus tot que p? pair = p
pair.

A\ Attention | ———

La négation de «au moins 2»
est bien «au plus une, et pas
«une seule».

Un tiroir peut tout a fait ne
contenir aucune paire de
chaussettes.

12 Mame si nous nous en ser-
virons plutdt pour ranger des
nombres dans des ensembles
que des chaussettes dans des
tiroirs...

Une fonction g : R — Reest
dite paire si

Vx € R, g(-x) = g(x)
et elle est dite impaire si

Vx € R, g(—x) = —g(x).

Nous venons donc de prou-
ver 'unicité : seules les fonc-
tions écrites ici sont suscep-
tibles de convenir. Mais nous
n’avons pas encore prouvé
Pexistence de deux telles
fonctions (nous l'avions sup-
posée dans le raisonnement
que nous venons de tenir).
La synthése a pour but de
prouver Pexistence.

M. VIENNEY
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Reste 2 vérifier que les formules obtenues précédemment pour f; et f> définissent bien une
fonction paire et une fonction impaire dont la somme vaut f.
f(x) - f(=x)
5 .

Posons donc, pour tout x € R, fi(x) = w et fo(x) =
fEO+ (%) _ f(=0) + f(x)
2 2

Alors pour tout x € R, fi(—x) = = fi(x), de sorte que

fi est paire.

f0) 2 fEE0) _ fED 2SO gy done f est impaire.

2
f)+f(=x) f&x)-f(=x) _2f(x) _
> 2 T2 ™

Drautre part, £(—x) =

Enfin, pour tout x € R, ona fi (x)+f2(x) =

Donc f = fi + f.
Donc nous venons de prouver qu’il existe bien deux telles fonctions f; et f>.

» Conclusion : il existe un unique couple formé d’une fonction paire et d’'une fonction
impaire dont la somme vaut f.

Si on oublie la synthése, on prouve seulement qu’il existe au plus un tel couple, mais
pas qu’il en existe au moins un !

En résumé, la phase d’analyse revient a dire «s'il existe une solution au probleme posé, alors la/les
voild». La synthése n'est alors rien d’autre qu’une vérification.

Un tel raisonnement peut aussi servir a résoudre une équation/inéquation.

x doit nécessairement étre
Résolvons ’équation Vx + 2 = x, d’inconnue x € [-2, +oo]. supérieur ou égal a -2 faute
Analyse : supposons qu’un réel x soit une solution de I’équation. de quoi l'égalité n’a pas de

2 sens.
Alors Vx + 2 = x, et donc (\/x + 2) = x2, s0it encore x + 2 = x2.

Les solutions de cette équation sont —1 et 2, si bien que 'ensemble des solutions de
Vx + 2 = x est inclus dans {1, 2}. Autrement dit, si I'équation admet des solutions,
celles-ci ne peuvent étre égales qu'a —1 ou 4 2.

Soyons clairs, il n’y a aucune raison d’affirmer que I'ensemble des solutions est égal

a{-1,2}.

L’analyse nous donne une
liste de candidats possibles
pour étre des solutions. Reste

Alors six = —1, Vx + 2 =1 # —1, si bien que —1 n’est pas solution. A voir si ce sont vraiment des

En revanche, si x = 2, alors Vx + 2 = 2, et donc 2 est solution. solutions.
Ainsi, Péquation Vx + 2 = x posséde une unique solution, qui est 2.

C’est dailleurs 4 ceci que sert la phase de synthese : soit x € {-1,2}.

Le raisonnement par récurrence, que vous avez déja manipulé en terminale, connait
plusieurs variantes, dont le but est 2 chaque fois de montrer qu’un prédicat 2 (n), dépendant
de n, est valable pour tout n dans une certaine partie de N.

Récurrence simple

C’est la récurrence étudiée en terminale : on initialise la récurrence 4 ny € N, et on prouve
que Z?(n) = P(n+1).
Ceci prouve alors que Vn € N, n > np = % (n).

Plus rigoureusement :

Théoréme 1.34 : Soit ng € N tel que
1. 9 (ng) est vraie
2. ¥n = ng, 2 (n) = P (ng).
Alors pour tout n > ny, 2 (n).
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La preuve de ce principe ne sera pas donnée, elle fait partie des axiomes définissant N, et
donc nous ne pourrons que 'admettre.

Montrons que pour tout n > 4, 2" < n!

Soit donc % (n) la propriété 2" < n!

Initialisation : 9 (4) est vérifiée car 2* = 16 < 24 = 4!
Hérédité : soit n > 4 tel que P (n) soit vraie.

Alors 2" =2x2" < 2xnl < (n+1) xn! < (n+ 1D

Donc & (n + 1) est vraie.

Par le principe de récurrence, pour tout n > 4, % (n) est vraie.

Récurrence multiple 2 pas fixé

Commengons par la récurrence double : il s’agit d’une légére variation de la précédente,
ot pour prouver % (n + 1), vous n’avez pas seulement besoin de savoir que % (n) est vraie,
mais aussi que 22 (n — 1) est vraie.

Le principe est donc le suivant : on initialise la récurrence en prouvant que pour un certain
no € N, 2 (no) et 2 (ng + 1) sont toutes deux vraies.

Puis on prouve que (?(n) et (n+1)) = 2 (n+2).

Alors pour tout n € N, n > ng = P (n).

. 3+V5 3 1
Soit x = T\/_ Montrons par récurrence double sur n € N que x" + —eZ
x
1
Soit donc 2 (n) : x" + — € Z.
x
1
Initialisation : % (0) est vraie car x’ + - =1+1=2¢€ Z.
x

9P (1) est vraie car

1_3+¥5 2 3+4V5 203-V5) _6+2V5+46-2V5
X2 3445 2 9-5 4 o

X+

Hérédité : soit n € N tel que 2 (n) et 2 (n + 1) soient vraies. Alors

1 1 1 1
x4 x+—|=x"P x4 —+
5+l x xn 2

1 1 1 1
x"+2+ = (x"+1+—) (x+—)—(xn+—) e”Z.
xn+2 xn+1 x xn

————— e e
€Z car P (n+1) =3 €Z car 2 (n)

et donc

Donc & (n + 2) est vraie.
Par le principe de récurrence double, pour tout n € N, 2 (n) est vraie.

Ce principe se généralise a des récurrences triples, quadruples, etc.

Enongons directement un «principe de récurrence d’ordre k» (qui pour k = 2 correspond
donc a ce que l'on vient de faire dans 'exemple) :

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Q
dit initialisation double.

A\ Attention !

ui dit récurrence double
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Proposition 1.37 : Soit & (n) un prédicat dépendant d’un entier n € N, et soit k € N
ﬁxé. On suppose qu’il existe ng € N tel que

1. 9 (ng), 2 (ng+ 1), -9 (ng + k) soient vraies
2. pour toutn > no, (P(n) etP(n+1)et...etP(n+k)) =P(n+k+1).

Alors, pour tout n > no, P (n) est vraie.

Démonstration. Pour n € N, notons Q(n) la proposition 2 (n) AP (n+1) A--- AP (n+k).
Par hypotheése, Q(no) est vraie.

Soit n > ng tel que Q(n) soit vraie.

Alors @ (n),...,% (n + k) sont vraies.

Donc 2 (n+k + 1) est vraie.

Ainsi, 2 (n+1),2 (n+2),...,2(n+k),? (n+ 1 + k) sont vraies.

Donc Q(n + 1) est vraie.

Par le principe de récurrence simple appliqué 4 la proposition Q(n), pour tout n > ny,
Q(n) est vraie.

Et en particulier, pour tout n > ngy, % (n) est vraie. O

Récurrence forte

Cette fois, il s’agit d'une récurrence ot pour prouver % (n + 1), on a non seulement besoin
de savoir que % (n) est vraie, mais aussi que 2 (n — 1), % (n — 2),...,% (0) sont vraies.

Soit (u,)neN une suite vérifiant uy > 0 et pour tout n € N, upyq < ug +uq+- - +up.
Prouvons que pour tout n € N, u, < 2"uo.

Notons donc & (n) le prédicat u, < 2"u.

Alors 9 (0) est trivialement vérifié.

Soit n € N tel que pour tout k € [0, n]], 2 (k) soit vrai. Alors

Uns1 < Uo (20+21+~--+2”)

1_2n+1
1-2

<u (2"“ - 1) <up2™.

N

Uuo

Par le principe de récurrence forte, pour tout n € N, u, < u2".

Proposition 1.39 : Soit P (n) un prédicat dépendant d’un entier n tel qu'il existe ng € N
vérifiant :

1. 9 (nop) est vrai.

2. pour tout n > ng, (Vk € [no,n], 2 (k)) = P (n+1).

Alors pour tout n > no, % (n) est vrai.

Démonstration. Notons Q(n) la proposition «¥k € [no, n], 2 (k) est vraie».

Alors Q(no) n’est rien d’autre que 2 (ng), donc est vraie par hypothése.

Supposons que Q(n) soit vraie. Alors 2 (ng),? (ng + 1),...,% (n) sont vraies.

Par hypothése, cela implique que & (n + 1) soit vraie.

Donc 2 (ng),...,2(n),? (n+ 1) sont vraies : Q(n+ 1) est vraie.

Par le principe de récurrence (simple), pour tout n > ng, 2 (n) est vraie. m

Récurrence finie

Citons enfin une derniére variante du principe de récurrence : la récurrence finie, qui
consiste non plus a supposer que % (n) = % (n + 1) est vraie pour tout n > ng, mais
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On a utilisé 2 la fois
% (0),9(1),..., 9 (n).

Somme des termes consécu-
tifs d’'une suite géométrique
de raison 2.
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seulement pour n € [ng,ny — 1].
Alors dans ce cas, 2 (n) est vraie pour tout n € [ng, nq .

1\ 2
Soit n € N* fixé. Prouvons que pour tout p € [1,n+ 1], (1 + —) <1+24 (‘l—)) .
n n \n

1 1 ; 1.,
Pourp=1,onal+—<1l+—-+—, donc la récurrence est initialisée.
n

n n
1\? 2

Soitp<ntelque(1+—) <1+£+1)—2.Alors
n n n

2 2
p+l p~ p P
1+ +=+5+=
- n n? n? nd
2
< 1+1i1 +P_ + P + P Nous avons ici utilisé le fait
n n2 n?2 n? quep <net donc; <1
+1 p?+2
craptl P
n n
+1 +1)2
< 1+p_+%.
n n

Par le principe de récurrence, on en déduit que pour tout p € [1,n+ 1],

P 2
(1+1) <1+£+p_

n n n?

1 n
En particulier, pour p =n, alors (1 + —) < 3.
n

n n—+oo

prouve13 que e < 3. 13 Sans aucun calcul de va-
leur approchée.

n
Or nous prouverons plus tard dans I'année que (1 + —) — e, et donc ceci

La récurrence fausse !

Juste pour la culture, citons une petite curiosité.

Prouvons par récurrence sur n que pour tout n > 1, n crayons sont toujours de la méme
couleur.

On note donc % (n) la proposition : quels que soient les n crayons Cy, ..., Gy, alors ils ont
tous la méme couleur.

9 (1) est vrai si je n’ai qu’un crayon, alors tous mes crayons sont de la méme couleur.
Soit n € N* tel que 2 (n) soit vraie, et soient Cy, ..., Cpy1, n+ 1 crayons.

Alors par hypothése de récurrence, Cy, ..., C, sont de méme couleur, de la couleur de C».
De méme, C, ..., Cust sont de méme couleur, de la couleur de C;.

Et donc Cy, ..., C,, Cpy1 ont tous la couleur de Cs.

Ainsi, & (n + 1) est vraie, et donc par le principe de récurrence, pour tout n € N, 2 (n) est
vraie.

Pourtant j’ai dans ma trousse un crayon bleu et trois crayons rouges, qui ne sont clairement
pas de la méme couleur ! Ou se cache le probléeme ?
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