
MP2I : COLLE 30 (15/06/26 AU 19/06/26)

Reprise de tout le programme précédent : espaces préhilbertiens

GROUPES SYMÉTRIQUES ET DÉTERMINANTS
▶ Groupe symétrique : définition, notation d’une permutation sous forme de tableau. Support d’une permutation.

𝑝-cycles, transpositions.
▶ Toute permutation de 𝔖𝑛 s’écrit de manière unique (à l’ordre des facteurs près) comme produit de cycles à supports

disjoints. Démonstration non exigible. Toute permutation est produit de transpositions.
▶ Signature d’une transposition : c’est l’unique morphisme de groupes non trivial de 𝔖𝑛 dans {−1, 1}, il vaut −1 sur

les transpositions. La démonstration de l’existence est hors programme, seule l’unicité est exigible. Signature d’un 𝑝-cycle.
▶ Formes 𝑛-linéaires, 𝑛-linéaires alternées. Une forme 𝑛-linéaire est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Si 𝜑 est une forme 𝑛-linéaire alternée d’un espace 𝐸 de dimension 𝑛, de base (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛), alors pour toute famille

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐸𝑛, si MatB (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = (𝑎𝑖, 𝑗 )1⩽𝑖, 𝑗⩽𝑛, alors 𝜑 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
∑︁
𝜎∈𝔖𝑛

𝜀 (𝜎)
𝑛∏
𝑖=1

𝑎𝜎 (𝑖 ),𝑖 .

▶ Déterminant d’une famille de 𝑛 vecteurs dans une base B : c’est l’unique forme 𝑛-linéaire alternée telle que
𝜑 (B) = 1.
Si B = (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) est une base de 𝐸 et que 𝜑 est une forme 𝑛-linéaire alternée sur 𝐸, alors 𝜑 = 𝜑 (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) detB.
Toute forme 𝑛-linéaire alternée 𝜑 est proportionnelle à detB avec un coefficient de proportionnalité égal à 𝜑 (B).
Formule de changement de base. Une famille de 𝑛 vecteurs est une base si et seulement si son déterminant dans la
base B est non nul.

▶ Déterminant d’une matrice carrée.
Effet des opérations élémentaires sur les colonnes sur un déterminant. det(𝐴𝐵) = det(𝐴) det(𝐵).
Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.
Deux matrices semblables ont même déterminant. 𝐴 et 𝐴⊤ ont même déterminant.

▶ Calcul de déterminants par opérations sur les lignes et les colonnes. Déterminant d’une matrice triangulaire.
▶ Mineurs, cofacteurs. Développement par rapport à une ligne ou une colonne.

Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs.
▶ Comatrice. 𝐴⊤Com(𝐴) = 𝐴⊤Com(𝐴) = det(𝐴)𝐼𝑛.
▶ Déterminant de Vandermonde.
▶ Déterminant d’un endomorphisme (défini comme étant le déterminant de sa matrice dans n’importe quelle base).

det(𝑔 ◦ 𝑓 ) = det(𝑔) det(𝑓 ). detB (𝑓 (𝑥1), . . . , 𝑓 (𝑥𝑛)) = det(𝑓 ) detB (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).
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