
MP2I : COLLE 29 (09/06/25 AU 13/06/25)

Reprise du programme précédent : espaces préhilbertiens.

INTÉGRATION
▶ Fonctions uniformément continues. Théorème de Heine.
▶ Fonctions en escalier sur un segment (notation : E( [𝑎, 𝑏],R)). Intégrale des fonctions en escalier.
▶ Fonctions continues par morceaux sur un segment. L’ensemble C𝑚 ( [𝑎, 𝑏],R) est un sous-espace vectoriel et un

sous-anneau de F( [𝑎, 𝑏],R). Approximation uniforme d’une fonction continue par morceaux par une fonction en

escaliers. Définition de l’intégrale d’une fonction 𝑓 continue par morceaux comme étant la limite de
∫ 𝑏

𝑎

𝜑𝑛 (𝑡) 𝑑𝑡

où (𝜑𝑛) est n’importe quelle suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers 𝑓 sur [𝑎, 𝑏].
Les détails de la construction ne sont pas exigibles.
Propriétés de l’intégrale : linéarité, Chasles, positivité, inégalité triangulaire.

▶ Si 𝑓 est continue sur [𝑎, 𝑏] et de signe constant, alors
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 = 0 ⇔ 𝑓 = 0.

▶ Théorème fondamental de l’analyse : si 𝑓 est continue sur 𝐼 , alors 𝑥 ↦→
∫ 𝑥

𝑎

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 est l’unique primitive de 𝑓 sur 𝐼

qui s’annule en 𝑎.
▶ Intégrale des fonctions paires, impaires, périodiques.
▶ Formule de Taylor avec reste intégral, inégalité de Taylor-Lagrange. Application : calcul de la somme des séries

exponentielles.

▶ Sommes de Riemann : si 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → K est continue par morceaux, alors
𝑏 − 𝑎

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑓

(
𝑎 + 𝑘𝑏 − 𝑎

𝑛

)
−→

𝑛→+∞

∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 .

La preuve n’a été donnée que dans le cas d’une fonction continue.
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