TD 9 : CALCULS DE PRIMITIVES ET D’ INTEGRALES

» Théoréme fondamental de I’analyse

N X dt
Exercice 9.1 A Tlaide d’un calcul de dérivée, montrer que Vx € R, / =In (x +Vx2 + 1).
0 V1+1¢2

Exercice 9.2 (Centrale PSI 2009)
cos? x
Arcsin Vt dt + / Arccos Vi dt.
0

sin® x

Etudier la fonction x +— /
0

» Calcul direct

ExErcICE 9.3 Donner sans calculs des primitives des fonctions suivantes sur I'intervalle I (qui est égal 2 R lorsqu’il
n’est pas mentionné) :

1.t 2te™ 5 i L R 11, +oo[ 10. ¢ Vet

: th(t)’ - 1
> ¥ sm(2;c) (2) 8. i . ’ I ;

3 - T2 cos? tytan t .

cos*(x) 6. tr> S I=R; [=]-zx Vi+s2

3. x> Vxt+x2 1 =R; S o ,
T 7. - I = 9. t—» —— =R t
4. t|—>tan2(t),1=]—§,5[ x x(lnx)f, Shz(t) + 12. t— T+
Exercice 9.4 Donner des primitives des fonctions suivantes :

1. x = cos®(2x) 2. x > sin’(x) 3. x > cos(2x) sin?(3x)

2
Exercice 9.5 Pour (p,q) € Z2, calculer I, 4 = / sin(pt) sin(qt) dt.
0

ExErcice 9.6 En utilisant les nombres complexes, déterminer une primitive de ¢ > e™* sint.

ExercICE 9.7 Fractions rationnelles 1 : les éléments simples
Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

1 1 1 3x+1
1l.x+— ——— 2.0 x> ——— 30X — 4, x> ——
x2—2x+2 (3x — 2)3 2x2+4x+3 2x2 —4x+3
ExXERCICE 9.8 Fractions rationnelles 2 : la totale m
Calculer les intégrales suivantes :
0 4 3 2 3.3 .2
d dt 4 -
1./ = 2./ 2 3./ T ax 4./ Y
_1x3—1 3 2t2 — 8 2 x*t -1 2 x2-2x+1

> Intégration par parties

Exercice 9.9 Calculer les intégrales suivantes a 'aide d’'une ou plusieurs intégrations par parties. m
2 1 T4
1. / (> —t+1)e ' dt 4. / In(t? + p?) dt, ot p > 0 7. / >
1 -1 0 cos?x
e ) 1/2 e’
2. / t(lnt)=dt 5. V1 -t2dt 8. / sin(In t) dt
1 -1/V2 1
V3 /3
3. / x? Arctan(x) dx 6. / e 2t sin(3t) dt
0 -
Exercice 9.10 Déterminer des primitives des fonctions suivantes : m
1. x > xsin’ x 2. x — Arcsin(x) 3. x — xsh(x) 4 x i In(In(x))

X

Exercice 9.11  En utilisant les nombres complexes, déterminer une primitive de ¢ > te’ cost.
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» Changement de variable

Exercice 9.12 Calculer les intégrales suivantes en utilisant les changements de variable indiqués.

In2 2t ¢ Int 5 d
L. /  _dt,x=ce. 2. / LI P | / X _
o e+l G241 t \
5 do ¥z 1/2
4. / , X =sin@ 5. / sin(20)Vcos 0d0, t = cos O 6. / dt
o cosf o

Exercice 9.13 Déterminer des primitives des fonctions suivantes en utilisant le changement de Varlab e indiqué :

ol

1. x> ;, U= 1 sur |1, +oo]. 4, x — _ sur R, avec 'un des ou lautre des
xVx? =1 x x2V1 + x2

2 xrs X u=Vitx changements x = %,xztan(u) et x = sh(v).
V1+x

3.x|—>;surR* avec x = t2 T+x
\/§+\/F + 5. x> _x,x:cosu

ExEercICE 9.14 Encore des fractions rationnelles
Dans cet exercice, nous allons voir, sur des exemples, comment intégrer des éléments simples de seconde espece du type
Ax +
2—'”, n>2.
(ax? + bx +c)"

Lo
1. Calculer I, = / — dt,n>2.
0 (tz + 1)"
1

1
2. En utilisant le changement de variable ¢ = tany, calculer ), = / —dt.
0 (t2 + 1)2

dt
3. Avec le méme changement de variable, calculer J5 = / S —
0 (t2 + 1)3

3
N 2x+1
4. A l'aide d’'un changement de variable bien choisi, exprimer / 2 al dx en fonction de I, et J», et en
1 X

2 —4x +10)2
déduire sa valeur.

T . T
2 sint 2 cost
Exercice 9.15 On pose S = / ———dtetC= / —dt.
o sint+cost o Ssint+cost

1. Montrer que ces intégrales sont bien définies.

2. Déterminer la valeur de S + C.

3. Alaide d’un changement de variable, montrer que S = C. En déduire leur valeur commune.
dx

1—x2

ExErCICE 9.16 Fractions rationnelles trigonométriques
Calculer les intégrales suivantes 4 I'aide des changements de variables indiqués :

1
4. Déduire de ce qui préceéde la valeur de I = /
0

U th(x) T odr /2 sin(20)
[ gk e=ch 2./ ,x = tant, 3./ do,
/o T+ ch(o 1= W o coste T 0 (sin0—-2)(2+sin0— cos?0)

x =sinf

» Et sans indications ?
Exercice 9.17 Déterminer, par les moyens de votre choix les primitives (ou intégrales) des fonctions suivantes

1. t — Arctan(t)/t>
2. t > sin(Int)

1
3. x>

- 5 ‘/‘/E dx
e2x + eX ‘ Y
4. x — x Arcsin(x) U 1 =1n(x)

Exercice 9.18 (Oral Mines Ponts 2010)

1 2 1
5. x 1
T andx 7. (%) /1/2 (1 + t2) Arctan(t) dt.

3
Déterminer une primitive de x — (x + Vx2 - 1) .
Exercice 9.19 (Oral Polytechnique)
Calculer I = / ' In(1 + tan x) dx. En déduire la valeur de J = /
0 0

T Arctant
1+t
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CORRECTION 1

CORRECTION DES EXERCICES DU ID 9

SOLUTION DE L’];CXEI;CICE 9.1
t

0o Vi2+l

Notons F : x

L . .o 1
Alors, par le théoréme fondamental de I'analyse, F est 'unique primitive de x —
x2+1
ui s’annule en 0.
q 1l n’est pas trop difficile de
Drautre part, la fonction G : x +— In (x +Vx2 + 1) est dérivable sur R, car composée de constater que G est définie
. , . L., , sur R car pour tout x € R,
fonctions dérivables, et sa dérivée est donnée par :
—x < Vx2+1.
1+ 2x x+Vx2+1 1
Vo2 >
VXER,G,(X)Z 2Vx=+1 — x+1 — )
Xx+Vx2+1 x+Vx2+1 Vx2+1
Donc G est une primitive de f : x — — Puisque G(0) = 0, c’est donc 'unique
x°+1

primitive de f qui sannule en O : c’est F.

x dt On pourrait prouver que F

_ Va2
Et donc pour tout x € R, /0 " In (x +Vx2 + 1). est la bijection réciproque de
sh.
SOLUTION DE L’EXERCICE 9.2
sin? x cosZ x
Notons f : x — / Arcsin Vt dt +/ Arccos Vt dt.
0 0

Remarquons que f est 7-périodique, car cos? et sin? le sont. Donc il suffit de déterminer
fsur [0, x].
De plus, pour tout x € R, sin*(7 — x) = sin®x et cos’(r — x) = cos?(x), de sorte que
flr=x) = f(x).
Donc il sufht de déterminer f sur [O, %]
Par le théoréme fondamental de 'analyse!, f est dérivable sur [O, %] , et pour tout x € [0, %], ! £ est une composée de

fonctions dérivables.
f’(x) = 2sin(x) cos(x) Arcsin (\/sinz(x)) — 2sin(x) cos(x) Arccos (\/cos2 (x))
= 2sin(x) cos(x) Arcsin(sin x) — 2 sin(x) cos(x) Arccos(cos(x)) = 2x sin(x) cos(x) — 2x sin(x) cos(x) = 0.
Donc f est constante sur [0, |, égale a £(0).

1
Mais f(0) = / Arccos Vt dt.

0
Un changement de variable u = vt nous donne alors f(0) =2 / 1 u Arccos(u) du.
Et alors par intégration par parties, ’
f(0) = [u2 Arccos u]1 + /] w
O o Vi—aZ

1.2 1
uw—-1+1
= —du:—/ \ll—uzdu+[Arcsinu]1

‘/0 V1 —-u? 0 0

/2 .
- / cos’ (x)dx + > On a procédé au change-
0

ment de variable u = cos x.

du

2x +sin(2x) |*/?

4

b2
x==- -
2 0 4

k3 _/‘”/2 1+ cos(2x) d
2 0 2

Et donc pour tout x € R, f(x) = %.

Alternative : plus simplement, on peut réaliser que
x 1/2 1/2 1/2 2. .
f (—) = / Arcsin \/?dt+/ Arccos Vtdt = / (Arccos Vt + Arcsin \/?) dt = / —=—.
4 0 0 0 0o 2 4
Et donc f est constante égale a 7.
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10.
11.

12.

2

TD 9

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.3
A une constante prés, on reconnait une expression de la forme u’e¥ ot u(t) = -3t> : une
t

-3¢2

L. 2 1
primitive de t > 2te 3t est donc ¢ — -3¢

Notons que sin(2x) = 2sin(x) cos(x) est la dérivée de cos?(x).
sin(2x)

3 — cos?(x)

Ona Vx*+x2 = x2(x2+1) = xVx2 + 1.

Mais la dérivée de x — x% + 1 est 2x, de sorte que xVx2+1 = %u’(x) (u(x)'?, ot

u(x) =x>+1.

Et donc une primitive de x est x — In(3 — cos? x).

(x>+1)Vx2+1
—

21
Donc une primitive en est x — gi(u(x))y2 =
On a tan?(t) = tan?(¢) + 1 — 1, et nous connaissons une primitive de 1+ tan?(t), donc une
primitive de tan?(¢) est t > tan(t) — t.
1 ch(x) sh'(x)
th(x)  sh(x)  sh(x)

Mais sur I = R, sh(x) < 0, et donc une primitive de x

Puisque , une primitive de x - est x — In(|sh(x)]).

1
th(x)

est x — In(—sh(x)).

1
th(x)

2
e 2/t

Cest de la forme u’e* : une primitive de ¢ —
u'(x)
u(x)?

-1
- - =3+ _ -
rna)? SEX 7 ™ 2(In(x))?

2
estt > —e 2.
t3 4

= (x) (u(x)) .

Si u(x) = In(x), alors 1 =

x(In(x))3
1

Donc une primitive de x —

1 Y ,
Nous savons que — est la dérivée de tan. Et donc nous sommes en présence d’une
cos

4

. u -
expression de la forme v w2,
u

est t — 2v/tant.

1
Par conséquent, une primitive de t > ——
q P cos? t\tant
On a, pour tout t € R*,
1 4 B 4 R
sh’(r) (e —e)? (et (1—e2))? (1—e2)*

Et donc? une primitive de t > estt— —

1 —e=2t"

sh?(t)

1
Une autre méthode est la suivante :sh?(¢) = th?(¢) ch?(¢), donc

1
ch?(t) th(t)
1

Mais — est la dérivée de th, de sorte qu’une primitive est t > —

ch? th(t)’

Enfin, plus astucieux :

1 ch? —sh? _ ch’sh—chsh’

sh? sh? sh?
. o . ch L
Et donc on reconnait (chose rare !) la dérivée du quotient AN dont une primitive est
s
ch 1
sh th’
1l suffit de remarquer que Vel = e*/2, et donc une primitive de t > Vel est t > 2¢!/2.
t 2t . N P
Ona = , et nous reconnaissons 12 la dérivée de t — V1 + 2.
Vi+2 2V1+¢2
2 2 ’
t t 1 u
Ona = , qui est de la forme = .
1+t0 1+ (£3)2 d 31+u?
2

o 1
Donc une primitive de t estti < Arctan (£%).

+ 10
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Notons qu’il n’est pas néces-
saire ici de mettre une valeur
absolue dans le In puisque

3 — cos?(x) > 0, quel que soit
x € R.

Une primitive de u/u® est
1 o+l
ati¥ :

— Astuce

Plutdt que d’apprendre des
formules pour les primitives
’

u . .
qde —, utilisez les puissances
u

négatives et la formule pour
une primitive de w’'u” (qui
reste valable pour n < 0.)

2
On a reconnu une expres-—

. u
sion de la forme —.
2

Cette primitive n’est pas la
méme que la précédente,
mais on peut vérifier qu’elle
en differe par une constante
(bien entendu !).

M. VIENNEY



CORRECTION 3

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.4 Astuce
Il s’agit 4 chaque fois de penser a linéariser I'expression considérée. Clest la formule
1+ cos(4x) x . sin(4x) cos(2x) = 2cos® x — 1.

On a cos?(2x) = et donc une primitive de x > cos®(2x) est x > >+

8

On a, en utilisant les formules d’Euler,

ix _ ,—ix 3 -1 . : i i 1 3
e .e ) _ (e31x — 3eiX 4 37X _ 6’3”() = ——sin(3x) + — sin(x).
2i 4 !

sin®(x) = ( =35

— . 1 3
Et donc une primitive de x sin®(x) est x — B cos(3x) — 7 cos(x).

Toujours a Iaide des formules d’Euler,

2ix —2ix 3ix —3ix\ 2

+ - -1, . . .

cos(2x) sin®(3x) ¢ 28 (e 2_e ) =T (ez”‘ + e_2”‘) (e's”‘ -2+ e_6’x)
i

% (262ix + 26—2ix _ eSix _ e—Six _ e4ix _ e—4ix)

1 1 1
5 cos(2x) — 1 cos(4x) — 7 cos(8x).

Et donc une primitive de x +— cos(2x) sin?(3x) est

1 1 1
x = 7 sin(2x) — 16 sin(4x) — % sin(8x).

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.5
Notons tout de suite que si p = 0 ou g = 0, alors I, g = 0.

27 o
Sip=g,alorsl,, = / sin’(pt) dt = % (1 —cos(2pt)) dt = % [t
0 0

sin(2pt) |*"
_ 0

2p 0
De méme, si p = —q, alors Lyg=—lpp=-m.
Si p # +q, alors
1 [ 1 [sin((p—q)t) s £ > inasinb =
Ipg = E/ (cos((p — q)t) — cos((p + q)t)) dt = s [sm((P_ Qt) _ Sln((P++ q) )] -0. 1 sinasinb =
’ P=q P+ 0 3 (cos(a—b) —cos(a+Db)).

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.6 . .

1- 2t - - 2t
Onasin®t = 1= cos(2) et donc e~*sin®t = % - &ZS()'
Mais e cos(2t) = e~* Re (e%!) = Re (e(?~11).

; 1 . 1 . 1
Une primitive de t > e®=D? est t ﬁe(m‘l)t = —§(1+2i)e(2"1)t =-3 (1 +2i) (cos(2t) +isin(2t)) e~ .
i —
Sa partie réelle, qui est une primitive de ¢ — e~* cos(2t) est donc

- %e‘t (25in(2t) — cos(2t)) .

Et ainsi, une primitive de ¢ > e~* sin?(t) est

1 1 :
3 + ) (cos(2t) — 2sin(2t)) ] .

t et -

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.7
1 1

2 2x+2 (x-12+1

est x — Arctan(x — 1).

Pourx e R,onax?-2x+2=(x—-1)?+1, et donc

1
x2 = 2x +
La fonction étant définie sur R \ {2}, cherchons une primitive sur I'un ou l'autre des
intervalles ] — o0, 2[ ou ]2, +oo[.

Donc une primitive de x —

Pour x # 2,0na m =(3x-2)"°.
Donc une primitive de x — W sur Pun ou lautre des deux intervalles est
—
X = (Bx—-2)* = 1
3341 6(3x—2)2
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4 TD 9

2
Ona2x2+4x+3=2(x2+2x+%)=2((x+1)2+%) =(\/§(x+1)) +1.

o L 1
Et donc a3 >, si bien qu’une primitive de x — T3
XT A (\/§(x+1)) +1 e
est NG Méthode
x > — Arctan (\/E(x + ])) . 1l s’agit de s’occupper d’abord
2 du terme en x au numéra—
o teur, et pour cela, on fait
na 3x + 1 3 4x _ 4 4 apparaitre une eXPreSSiOn de
= - + . la forme %
2x2 —4x+3  42x2—4x+3 2x2—4x+3 u
P - 4x — 4 ,
On a déja facilement une primitive de x —» ——————, c’est
2x2 —4x +3

En général, une primitive de

o .
x'—)ln(2x2—4x+3). “- estIn |u/. Ici on peut se
passer de la valeur absolue

car 2x2 — 4x + 3 est de signe

, . . ) )
D’autre part, une mise sous forme canonique du dénominateur nous donne constant sur R.

2x2—4x+3=2(x2—2x+%)=2((x—1)2+%)=(‘/E(X—l))z"'l-

1

—  est
2x2 —4x +3

Et donc une primitive de x

X = %Arcran (\/E(x - 1)) .

3x+1

— est
2x2 —4x +3

On en déduit donc qu’une primitive de x —

X % In(2x? — 4x + 3) + 2V2 Arctan (\5 (x - 1)) )

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.8

Notons que O-1=(x-1D>+x+1).

a bx +c
b1 est de la forme m+m (*)

Et donc la décomposition en éléments simples de

En multipliant cette relation par x — 1 et en évaluant en x = 1, il vient a = 3

De méme, en multipliant (%) par x et en passant a la limite en +co, il vient b+ a = 0 et

doncb = —=.
onc 3

1 2
Enfin, en évaluant (%) en x = 0, on obtient —1 = -3 + %, de sorte que ¢ = -3

1 1 1 x+2
Et donc —— = = - .
R 3(x—1 x2+x+1)
. O dx 0
On a aisément —- [In|x-1]]_, =-In2.
-1 X -

Drautre part, on a

O x42 91 2x+1 03 1
= dx= - dx+ - dx
g x2+x+1 1 2x2+x+1 4 2x2+x+1
3 [0 1
[1n(x2+x+1)](il+§/ —dx

2
1 1 3
(X+§) +Z

1
2

=0
0
=2 / dx On a factorisé le dénomina-
-1 (2x+1)2+1 teur par 3.
V3
2x+1 ’
=2 X Arce ( s )
V3
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CORRECTION

Et donc pour conclure,

o111 1
2. O - . .
M 8 224 20-2)(+2)

Et donc la décomposition en éléments simples de

! t de la forme ——+
e —— T —_— .
(t—2)(t+2)es e et—2 t+2

Il est facile® de constater que a = 7 b= - de sorte que

4

Yo 1({[* dt *odt 1 t—2 1, (5
— = — - ——|==|ln[—=]|| ==In|=
3 2t2-8 8\J; t-2 J; t+2] 8 t+2)]; 8 \3
4x2 2 1 1
3. Ladécomposition en éléments simples de est - + .
X4 -1 X2+1 X+1 X-1
-1
Donc une primitive est x — 2 Arctan(x) +In x? .
3 442 3
Et donc au final / dx =2Arctan3 — 2 Arctan2 +In =.
2 x4 -1 2

1
Un peu de trigo nous donnerait en plus Arctan(2) — Arctan(3) = Arctan 2

4. Attention : la fraction rationnelle n’est pas de degré négatif, il faut donc commencer par
faire la division euclidienne du numérateur par le dénominateur.
On obtient alors X> = X% = (X + 1)(X? - 2X +1) + X — 1.

X3 - x? X-1 X-1
Ecdonc ——————— =X +1l+———— =X+1l+ — =X +1+—
X2_2X+1 X2_2X +1 (X—-1)2 X-1
3 x2 3 7
On a d’une part/ (x+1)dx=|=—+x| ==.
2 2 5 2

Drautre part,

3 41 3 ox-1 3 dx 3
I e LR
3 2

3
x’ —x 7

Etd ——— dx==+In(2).

t onc:/2 7 on a1 x 2+n()

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.9

1. Procédons 2 une intégration par parties, en posant u(t) = > —t+1eto(t) =—et, de sorte
que u/(t) =2t — 1 et v’(t) = e, qui sont deux fonctions de classe 6! sur [1,2].
Il vient alors

2 2
/ (2 —t+1)etdt = [—(t2—t+1)e*f]f+/ (2t — 1) dt
1 1
2
=3¢ +e! +/ (2t —1e tdt
1

2
=3¢ 2+e !+ [—(2t - 1)e"]f +/ 2e " dt
1

_ _ _ _ _412
=-3¢2+e ' =3¢ % +e 1+2[—e t]l

= e 242 —2e 242 = —8e 24 de! = 4o (1 - 2e*1) .

t2 2
2. Enposantu(t) = (Int)’eto(t) = > qui sont deux fonctions de classe 6!, avec v’ (t) = < In(t)
eto’(t) =t,ona

e € e 2 e
/ t(nt)%dt = —/ tin(t)dt = & —/ tIn(t) dt.
1 1 2 1

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

t?(Int)?
2

o

3 Nous sommes en présence
de deux poles simples.

Les racines du dénomina-
teur sont les racines 4¢mes de
l'unité, donc 1,i, -1 et —i.
Ceci doit permettre de fac-
toriser trés rapidement ce
dénominateur.

— Méthode

Dans ce genre de situation,
on sait aussi bien intégrer
que dériver les deux termes.
On remarque que dériver
ou intégrer I'exponentielle
revient au méme, alors que
dériver le polynéme fera
baisser son degré quand I'in-
tégrer augmentera son degré,
ce qui nous conduirait A une
expression probablement
plus compliquée que celle de
départ. On choisit donc de
dériver le polynome.

Nouvelle intégration par
parties en dérivant toujours le
polynome.

M. VIENNEY




6 TD 9

Une nouvelle intégration par parties* donne alors * Toujours en dérivant le In.

R e A e )

Etdonc/ t(nt)%dt =
1

e

e’

4
3

Posons u(x) = 5 et v(x) = Arctan(x), de sorte que u et v sont 6! sur [0, V3], avec

W (x) =x%etov’(x) = —-
. . 1+x
Par intégration par parties, on a alors

V3 x?) V3 1 V3 x3
‘/o x% Arctan(x) dx = 5 Arctam(x)]O - 3‘/0 o x
. e . 1. 3 2 . x3 X
Mais une division euclidienne de x” par 1 + x* nous informe que =x- .
1+ x2 1+ x2
Et donc
Vi3 V3 2 V3
x x x< 1 5
/0 1+x2dx_‘/0 (x—1+x2)dx—[3—§1n(l+x)0 == -In(2)
Et donc au final,
V3 3V3 1 In(2 1 In(2
/0 x? Arctan(x) dx = T\/_ Arctan (\/3) -3 + % = % -3 + %

Sur [—1, 1], posons u(t) = In(t? + p?) et v(t) = t. Ce sont alors deux fonctions de classe 6
2t
avecu’(t) = ——= etd'(t) = 1.
t2 + p

Une 1ntegrat10n par partles donne alors :

1
/ In(t? + p?) dt = [tln(t +p )] 2/ Ldt

1 2+ p?
1 (42 2 2
2+ p?) -
= In(12 + p?) +In((=1)2 + p?) — 2/ % dt
-1 t“+p
) 1 p2
=2ln(1+ - / 1-—=—=|dt
(1+p7) ( 2 +p2)
=2In(1+p°) - / dt+2/
(1+p%) peppe
—21n(1+p )—4+2/1 ﬁdt
1+ (1_3)
¢ 1
=2In(1+ p?) — 4+ | 2pArctan (—)]
P11
1 Astuce
— 2y _ -
- 211‘1(1 +p7) — 4+ dpArctan (p) ’ On sait toujours intégrer 1 !
Ce qui ne veut pas dire que
2 cette astuce marche 2 tous les
Posons u(t) =t eto(t) = V1 — 12, de sorte que v/ (¢) = 1 et v’ (t) = T coups...
2V1 -t

1/2 1/2 2 g2 3 1 2 2141
/ \/1—t2dt=[t\/1—t2] +/ —dt=£+—+/ L

YN SN2 JoyE VT =2 4 2 Jor V1=

NI O S 2
=—+= dt + dt
;2T ~1/V2 V1 - ¢2 ~1/V2 V1 = ¢2

_V3, Lo
Pz Vi-p
1 2 -/1/\f 1-¢2dt+ [Arcsm(t)] 1/{

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



CORRECTION

1/2 1
V1 —t2dt + Arcsin (E) — Arcsin

V2
2
Vi-z2 T
tdt+6+

-1/V2 4

Et donc il vient

172 5 1 1/2 5 3 1
Vl—tZdt——” % = Vl—tZdt_—ﬂ %+—.

Une autre méthode, un peu plus astucieuse est la suivante :

1/2 1/2
/ 1—t2dt—/ 1/—2—1dt
-2 N2 Vi

Une intégration par parties donne alors

1/2 1/2 12 2_5 1
SR = e = SR
1/( t RV /%2_1

—1/\2
1 1/2 1 1/2
= [—t\ll—tz] +—/ dt
2 iy 2Jave V=22
11
=%+Z E[Arcsm(t)]l/Z
V3 LL, o7
T8 4 24

Notons I notre intégrale, et procédons a une premiere intégration par parties :

/3 1
I= / e 2t sin(3t) dt = [—Ee_ZtsinGt)

T

/4 4

=0

Puisque nous ne savons pas davantage calculer cette seconde intégrale, procédons a une
autre intégration par parties :

/3 3 /3 3 /3
+§/ e % cos(3t) dt = 3 / e~ cos(3t) dt.

A\ Attention !

Ne pas intégrer le cos, car
cela nous ferait revenir A
lintégrale de départ. Il faut
donc le redériver.

/3 1 T3 3 a3 1 22 1 3
/ e 2! cos(3t) dt = [—Ee% cos(3t)} - = / e 2t sin(3t) = 58727 - 56271 - EI.

4 - 2 T

Au final, on a donc

soit encore

I s’agit de reconnaitre que x — est la dérivée de la fonction tangente. Et donc, en

2
cos? x
posant u(x) = x et v(x) = tan(x), qui sont deux fonctions de classe 6! avec v’ (x) = 1 et

1 g
0’(x) = m, il vient

/4 /4
/ P dx =[x tan(x)]O / tan(x) dx
0 cos 0

= % + [In(cos x)]g/4

T V2 T 1
ln (7) = Z - EIH(Z)

4

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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TD 9

Posons u(t) = t et o(t) = sin(Int), de sorte que u et v sont deux fonctions de classe 6! sur
[1,€"], avec v/ (t) = 1 et 0’ (t) = % cos(Int). Alors par intégration par parties,

T T T

/e sin(Int) dt = [tsin(lnt)]‘;” _/e cos(In t) dtz—/e cos(In t) dt.
1 1 1

Mais une nouvelle intégration par parties donne

T T T

/e cos(Int) dt = [t cos(In t)]i” + /e sin(Int)dt = — (e +1) + /e sin(In ) dt.
1 1 1

Au final, on a

T T T

/ sin(lnt)dt =1+e" — / sin(In t) dt et donc / sin(Int) dt =
1 1 1

1+e™

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.10

Commengons par linéariser le sinus :

_e—ix 3 1
i - —8i

ix A A A A 1 3
sin’(x) = e—, =— (e3’x — 3™ +3e7 — 6_3”‘) = ——sin(3x) + - sin(x).
2 4 4
Par le théoréme fondamental de I'analyse, une primitive de x — x sin® x est

X
xl—>/ tsin® ¢ dt.
0

Soit x fixé. Calculons I'intégrale précédente par intégration par parties :
/x tsin(3t) dt [ ! cos(3t)]x + L /xcos(?)t) dt X cos(3x) + ! sin(3x)
i =|-= - =-Z —si .
0 3 0" 3 3 ORI T g STX
Et de méme,
/ tsin(t) dt = [t cos(t)]] +/ cos(t) dt = —x cos(x) +sin(x).
0 0

Et par conséquent,

* 1 1 3 3
/0 tsin’(t) dt = I cos(3x) — 36 sin(3x) — Zx cos(x) + 1 sin(x).
Procédons 4 une intégration par parties en notant que Arcsin(x) = 1 x Arcsin(x). Alors

X X
t
Arcsin(t) dt = [t Arcsin(t)]} —/
‘/o o VT2
= x Arcsin(x) — [—\/1 - t2]: = x Arcsin(x) + V1 —x2 — 1.

dt

Et donc une primitive de x > Arcsin(x) est x — x Arcsin(x) + V1 — x2.

Dérivons x et intégrons le sh, en posant u(x) = x et v(x) = ch(x), de sorte que

/txsh(x) dx = [x ch(x)]{ - /t ch(x) dx = t ch(t) —sh(2).

0 0

Donc une primitive de x — xsh(x) est x — x ch(x) — sh(x).

On a, en posant u(t) =Int et o(t) =In(Int), avec v’ () = % eto’(t) = ﬁ,
*In(Int) » x 1 B * dt
/1 ; dt = [In(t) In(In(2))]7 —/1 1n(l‘)m dt = In(x) In(In(x)) —/1 -

=In(x) In(In(x)) - In(x).

In(In(x))
X

Et donc une primitive de x — est x — In(x) In(In(x)) - In(x).

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Puisqu’on peut toujours
ajouter une constante a une
primitive, autant se débarras-
ser du 1 obtenu ci-dessus.

11 faut que la borne du bas
soit bien dans I'intervalle sur
lequel on travaille. La plupart
du temps on peut prendre

0, mais ici 'intervalle de
définition de la fonction étant
égal AR}, on ne pouvait
choisir 0.

M. VIENNEY
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CORRECTION

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.11

Nous savons que tef cost = Re (te'e’?) = Re (te!1*1)?).

I s’agit donc de déterminer une primitive de t > te(1*)!,

. ., . . 1 .
Pour cela, nous pouvons proceder par intégration par parties, en posant u(t) = t,v(t) = Fe““)t,
i

et donc o’/ (t) = 1 et o/ (¢) = e""*D?. 1l vient alors

F (i Easne|” 1o X 1 1+i
/ pe(HDE gy — [_.e( +1)t] _/ (Dt g — | el+ix,
1+i 1+i (1+1) (1+10)?

1 1-1i od 1 —i

= —— etdonc —— = —.

1+i 2 (Q+i2 2

Et par conséquent, une primitive de t > tef cost est

Mais

x(1 _Zi) + ie(1+i)x)

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.12

x — Re( = % Re ((x + (1 —x)i) (cosx +isinx)) = %(x cos x+(x—1) sin x).

Posons x = e’. Lorsque t = 0, alors x = 1, et lorsque t =In2, x = 2.
On a alors dx = e’ dt et donc

In2 _2¢ In(2) t 2 2
/ ¢ dt=/ ¢ e'dtz/ dez/ al dx
0 el +1 0 et +1 1 x+1 1 x+1

2x+1-1 2 1 2 3
_/1 ﬁdx—‘/1 (1—m) dx—[x—ln(x+1)]1—1—ln(§).

, X = e et vice-versa.

Lorsque t = ¢!

1 d
De plus, t = —, donc dt = ——;C. Ainsi,
x x

¢ Int ' Ini 1 ¢ _ln
/2 dt:/ 1*(2)61—/ % .
12+ 1 e ;7"'1 X el X7+ 1
Autrement dit, si I désigne I'intégrale de départ, nous venons de prouver que I = -1, et
donc I =0.

En posantt = Vx—1,onadt =

dx.Deplus,onat?’=x-1ex=1t>+1.
2Vx =1
Il vient donc

/2 /2 2Vx -1 dx bt i
x+Vx—1 x+Vx—12Vx—1 Jo t2+1+t
1 1
2t+1 1
:/ —+dt—/ ——dt
0 t2+t+1 0o 2+t+1

1
= [ln(t2+t+1)](1)—/ —dt
0

zlnm_g[ﬁdt

2041
V3
1
=1In(3) - 4 ﬁ Arctan 2041
312 0

=In(3) - % (Afctan (¥3) - Aretan (%))

T

1
Lorsque 6 = 0, alors x = 0, et lorsque 0 = %, alors x = 5
De plus, dx = cos 6 d6. Et donc

/’é do 5 cos0db /1/2 1
= _— = —dx.
o cosf Jo 1-sin’0 Jo 1-x2

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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10 TD 9
Mai ! et une décomposition en éléments simples nous donne
ais = , iti
SRR p P
o _1 11 . Et par conséquent,
1—x2_2x+1 2x—1 P d
/1/2 dx _1/1/2 dx 1/1/2 dx__[1, (x+1 1/2_1ln3
o 1-x2"2J)y x+1 2Jy x-1 |2 \1-xJ], 2 7

. 5 . . . .
Notons que sur lintervalle® [? 27|, la fonction cos est bien positive, et donc la racine

carrée est bien définie.
Posons alors t = cos 0, de sorte que dt = —sin 0 d6, et donc

5r/3

J.

5m/3

sin(260)Vcos 68 d6 = 2 cosBVcosOsin 0 do

21

1
=/ 2eVt dt
1/2
4 1
=[57v]
5 1/2
42

5 107

Notons que la fonction ¢ — est bien 6! sur [ ) ] ce qui ne serait pas le cas sur

[0,1] (car la racine carrée n’est pas der1vable en 0).

1—t 1-u?
Procédons au changement de variable indiqué : on a alors u? = —— = Y et
s du 1+t 1+u?
donc dt = (—u—z)z’ de sorte que
12 - 1 42
/ it - / M

0 1+t 1/V3 (1+u2)2
Procédons alors 4 une intégration par parties, en posant f(u) = u et g(u) = T qui
sont deux fonctions de classe 6! sur [0, 1], avec f'(u) = 1 et ¢’(u) = ﬁ, de sorte

u
que
1 2 1 1
-2 2 3 3
/ L“du = _uz +/ ——du= £—1+[2Arctan(u)] Nl ”+£—
1/\5(1+u) 1+u 1/v3 1/\51+u 2 N3 6 2
SOLUTION DE L’EXERCICE 9.13
t dx
Une primitive de f : x est t r——
P xVx2 - 2 xVx2 -1
1 1 du
Posons u = — de sorte que x = — et donc dx = —=.. Alors
u?
1/t
/ xVx2 // u21 12 _
12 12
/ / = [Arcsin(u)] 1;?
1/t u 12

1 1
= Arcsin (—) — Arcsin (—) .
2 t

1
Donc les primitives de x sont les t — — Arcsin (;) +C,CeR.

1
xVx2 -1

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

1.

o

3 Les bornes sont effective-
ment «a l'envers», et si vous
ne 'aviez pas remarqué, ¢ane
change rien !

— A Attention !

Pour la borne «du bas» de
I'intégrale, on peut prendre
n’importe quel nombre,

du moment qu’il est dans
I’ensemble de définition de
notre fonction. Et donc ici
on ne prendra ni 0, ni 1, ni
n’importe quel nombre hors
de 1, +oo.

M. VIENNEY



CORRECTION 11

Rédaction alternative avec des intégrales «sans bornes du bas»

1/t d 1
o — Arcsin (?) .

1/t u 1/t
[ =1 e Ay e =

t

X
estt — dx.

X
V1+x . 0 1+x
Sionposeu=V1+x,onadu=

Une primitive de x —

dxetx=u?-1.

2V1 +x
Et donc

oy Vitx
/ dx = 2w — 1) du
0

2Vl +x 1
2 Vi+t
3
=|zu’-2u
[3 ]1

2
=5(1+t)\/1+ -2 1+t+§.

sontlest0—>—(1+t)\/1+ -2V1+t+C, CeR. On a «caché» le 4 dansla

1+x constante d’i 1ntegrat10n

Et donc les primitives de x

Rédaction alternative, avec des intégrales «sans bornes du bas».

e M onza= 2D oy v ()

Notons que ¢t > t2 réalise une bijection de R} sur lui-méme, et que sa bijection réciproque

est x — /x.

Posons donc x = t, avec t > 0, de sorte que dx = 2t dt. Alors

u dx Vu 2t Vu 2t Vu 2
v ) vEvedt dt = —2A :
/ Vi +\3 / 2 + Vio ./ t+ 13 / 1+ 2 retan(vVu)

. . . 1 dt
» Si on utilise le changement de variable x = - alors dx = 2z et donc

v o d Vu dt Vu oy 1/u 1
[t [ ) [ e
e A SR I Ny FEET O 1 1+1¢2 1 u

t t
» Si on utilise le changement de variable x = tan(u), alors dx = (1 + tan? u) du et donc

/t /Arctant 1+ tan u " Arctant ,/1 +tan2u p
——, —— 4du.

2

2V1 +x2 tan?uV1 + tan? u /4 tan®u

Mais 1 +tanu =

et donc puisque le cosinus reste positif sur I'intervalle d’intégration,
cos?u

Arctan(t) 1+tan2u Arctan(t) 1
[l e 1,
/4 tan?u cosutanu
Arctan(t) Cos u 1 Arctan t 1
B B TPRR R o
/4 sin®u sinu |, sin Arctan(t)
Or,pour § € |-%Z, Z sm@-tan@cos@-tan&—.
P ] 22 [ Vi+tan® 0 C’est encore la formule
1 _W1+tan?Arctan(t)  VI+£2 N 1
Donc — = =—4/1+ . =1+tan®6.
sin Arctan(t) tan Arctan(t) t 4 cos2 @

» Enfin, si on utilise le changement de variable x = sh(v), en remarquant que sh réalise
une bijection de R dans R

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Alors dx = ch(v)do = /1 + sh?(v)do.

Et donc

/t '/:h (1) Cl’l(l)) /sh 4/5h1(t) 1 p
= — — dv
VL2 Jal g2 [ g2y o sh v sh' (1) (2 —e7?)?

sh™'(¢) 20 5
= 4/ e— do = e D +C
sty (1+e729)2 1 —e=2sh™' (1)

Maisx =sh(v) @ 2x=e’ —e? @ (e9)? +2xe - 1=0 e % = —x + V1 +x2.
Puisque e > 0, on a donc e7? = x — V1 + x2.

Astuce
20 _ v _ 2 2
Etalorse ™ =1—-2xe % =1+ 2x% — 2xV1 + x2. Vous aurez bien entendu
11 vient alors reconnu la multiplication par

la quantité conjuguée afin de

2 1 _ 1 x+ V1+x2 _ X+ V1+x2 - V1+x2 nepasgarderderacinesau

e—20 1 = 22— V12 T X2 (1+x2) - x - x dénominateur.
“ 4 T
Et donc / X - Y.
(1) x2V1 + x2 u

Remarque : notons au passage que nous avons quasiment calculé la bijection réciproque de sh,
puisque nous avons (presque) résolu Péquation sh(v) = x.

1+
Commengons par noter que la fonction x — 4/ 1_x n’est définie que sur ] — 1,1]. Or

la fonction u > cos(u) réalise une bijection de classe €' de ]0,z[ sur ] — 1,1[, dont la
bijection réciproque est la fonction Arccos.
Procédons donc au changement de variable indiqué : x = cosu, de sorte que dx = —sinu du.

1 Arccost 1
Onaalors/ w[ +xdx— / w/ +cosu31 udu.
1-x 1—cosu

Il va nous falloir faire un peu de trigonométrie pour aller plus lom
L’idée est d'utiliser les formules cos(2t) = 2cos?t — 1 = 1 — 2sin’ ¢, qui, en remplagant ¢

t
par 5, nous donnent

=1+costet2sin® = =1-cost.

N~
N~

t
cost=2cos2§—1<:>2cos2

Et donc

Arccos t 1+ cosu p Arccos t C032 p Arccos t cos f J Pouru €]0,7[,ona
sinudu = — sinudu = — smu u. u T ou
N'1-cosu sin 5 0<% < %,etdoncsin g

et cos § sont positifs.

I: ST

[3S]

Encore un peu de trigo : sinu = sin (22) 2sin E cos = > et donc

Arccost g % Arccos t u Arccos t
—/ - usinudu:—/ 2c052—du=—/ (1+cosu)du.
72 sin 5 72 2 72

Et donc enfin,

Arccost
/1
X dx = — Arccos(t) —sin(Arccos t) + Ti1= — Arccos(t) - V1 — t2+ +1.

Notons que le changement de variable était en fait superflu :

t t 2
/ N, L+x dx = / A/ (c+1) dx On multiplie numérateur et
0 1-x 0 1—x2 dénominateur par V1 + x.
t

=1-V1-1t2+Arcsin(t).

L ox+1 x 4 1
dx = dx + dx
0 V1-—x2 0 V1-x2 0 V1-x2
SOLUTION DE L’EXERCICE 9.14

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



13

CORRECTION
. .3 . 2t 1 1
Le calcul est immédiat : une primitive de t » ————estt > —— ————.
(1 +¢2)n 1—n2+1)n-1
1
1 1 1 1

Et donc I, = = 1- .

I-n@+1)r 1|, n-1 2n-1
Procédons au changement de variable indiqué, en notant que

dt
o dy. Alors
1 z .4
1 dt 4 1 4
= - . dy= 2ydy.
= ./o 1+21+¢2 /o 1+tan’y v _/0 cos vy
1+ 2
Mais alors cos® y = %s(y) et donc
1[5 1[5 1 z 71
== dy+ = 2 d——+— 2] ==+ -
r=s [ a 2/0 cos(2g)dy =% + 7 [sin(2y)1 = 7+ 1.

Le méme changement de variable qu’a la question précédente nous méne 2

/q — / ‘(o) d
b= A (1+tan2y)2 y= o cos (y) ay.

Mais en utilisant les formules d’Euler, il vient

4o (€Y +e 4_ L sy 2y iy | iy _ 1 1 3
cos'y=|—5— —g(e +4eY +6+4e +e )—gcos(4y)+§cos(2y)+§.
Et donc on obtient

3n 1 . z ] z 37 1
Jy= 50+ 55 lsinGy)] +7 siny) ] = 22+ 2.
| ——
=0

Commengons par noter que 2x? —4x+10=2(x> - 2x +5) =2 ((x 1%+ 4).
Si nous voulons faire apparaitre I et J», il nous faut un changement de variable faisant

. , . x -
apparaitre (u® + 1) au dénominateur. Posons donc u = — de sorte que

2x+1

l 2x+1 1 2x+1
(2x2 - 4x+10)> 4 ((x-1)2+4)> o4 ((x_1)2 .\ 1)

2

2

et donc avec u = XT_l,

2x +1 i 1/1 but3 o1 /1 2u 3/1 du
L (22 —4x+10)2 64 Jo @+1)> 16Jo @+1)? 3200 (u2+1)°
T 1

L, 3]_1+3 .
6272”2 2 325 :

3 7
—+ —.
256 128

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.15
Le seul éventuel soucis qui pourrait apparaitre serait que les dénominateurs s’annulent sur

/4 .
[O, —]. Mais nous savons que

cos(t) +sin(t) = V2 g cos(t) + g sin(t)) = cos (t - %) .

T ., . 2
Et sur [0, 5]’ cette quantité reste comprise entre > et 1.

Donc les deux intégrales sont bien définies, car intégrales de fonctions continues sur [O, 5]

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

C’est exactement le change-
ment de variable que nous
aurions fait pour calculer

/;dx
2x2 — 4x + 10
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Il est clair que
/2 t+sint /2
s+c=/ Mdtz/ ldt="2.
0 cost+sint 0 2

, . s
Procédons au changement de variable x = 5 t, de sorte que dx = —dt :

[ sin (% - x) ~ 7 cos(x) B
5= ‘/z sin (4 —x) +cos (% —x) (~dx) = ./o cos(x) + sin(x) dx=C.

2 2

EtdoncS+C=%@25:%@S=

IS

Procédons au changement de variable x = sin ¢.
On a alors dx = cost dt et donc

z T
2 cost 2 cost
0 sint+V1—sin’t 0 sint+ Vcos?t

. s
Mais sur [O, 5], cost > 0, de sorte que cost = Vcos? t, et donc

/2 :
sin t T
I:/ —_— dt=S=—.
0 sint + cos t 4

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.16

Procédons au changement de variable indiqué : t = ch(x), de sorte que dt = sh(x) dx.

Alors

1 th(x) B 1 1 B Ch(1) 1 B Ch(l) 1 1
/0 T+ cho) X = /O ch(x)(1+ ch(x)) sh(x) dx = /1 e T /1 (? - t-l-_l) dt.

Et donc

b th(x) B x b ch(1)
/0 1+ ch(x) dx = [lnmL _ln(1+ch(l))+ln(2)‘

dt
cos?t’

La aussi, procédons au changement de variable indiqué, x = tan ¢, de sorte que dx =

Et alors

/4 1 /4 1 dt /4 dt 1
2 2
= = tan“t+ 1 = +1)dx.
,/0 cos* tdt ,/0 cos?t cos? t /0 (ca )cos2 t /0 (x ) dx

Ne reste alors qu’a calculer I'intégrale d’un polynome, ce qui est trivial :

/4 dt
/0 costt

Commengons par remarquer que sin(26) = 2 cos(8) sin(6) et que

1
t3+t
3

0

4
-

2+sinf —cos’f=2+sinf — 1 +sin®>0 =sin® O +sin0 + 1.

Procédons alors au changement de variable indiqué, en notant que dx = cos 6 d6. Et donc

/2 : /2 1
/ . s1n(2?) 40 = / 2sin 6 cos0.d0
o (sinf—2)(2+sin 6 — cos? ) 0 (sin@—2)(sin® 0 +sin 0 + 1)

1 2x
=/o (x—2) (2 +x+1) dx.

Procédons alors 4 une décomposition en éléments simples : il existe a, b, ¢ tels que

2x _a N bx +c
(x=2)(x2+x+1) x-2 x2+x+1

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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4
Apres multiplication par (x — 2) et évaluation en x = 2, il vient a = 2
2
Aprés multiplication par x et passage 2 la limite x — +co, il vient 0 =a+b & b = -
2

, . 2
Enfin, en évaluant en x = 0, on obtient 0 = - +cec= =

Et donc

! 2x 4 Y odx 2 ' 2x-1
dx=- | — -2 22— _gx
0 (x=2)(x2+x+1) 7Jo x=2 7Jp x2+x+1

=_ [In(x - 2]} - /0 Gx+)=2,

x2+x+1
2 1 2x+1 4 v d
=__1n<2)__/ e .
7 7Jo x2+x+1 7Jo x2+x+1

1
Mais / _ZxAl dx = [ln(x2 +x+ 1)](1) = In(3). Et d’autre part,
0

2+x+1
L | ! 1
0 X“+x+ 0 (x " %) " ?_‘
1
1
B
3Jo (2"—”) +1
V3
1
= f ﬁArctan(zx+ 1)
312 V3 o
1
— Arctan(\/_) Arctan (—))
R 7| B
/s
25
-
3V3
Et donc® % Pousser un gros «Ouf b de
)2 (20 ) 5 ) soulagement...
/ : sin(26) —df=--In(2) - S In(3) + ——.
0 (sinf — 2)(2 +sin 6 — cos? 0) 7 7 213

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.17
Commengons par une intégration par parties afin de nous débarrasser de I'arctangente :

x x 1
+ — dt
1 /1 t(2+1)

Nous pouvons alors procéder 3 une décomposition en éléments simples, qui sera de la
forme

/ * Arctant | Arctant
1 t2

1 a bt+c
==+ )
t(t2+1) t 2+1
En multipliant par ¢ et en évaluanten t = 0, il vient a = 1.

Puis en multipliant par ¢ et en passant a la limite t — +co, il vient 0 =a+b & b =-1.
-1+c

Enfin, en évaluant en ¢t = 1, on obtient 5= 1+ s ce=0.
1 t

t(t2+1) TRt
Et par conséquent,[ t(tZdt 5 In(]x]) - n(x + 1)+ In(2).

Arctant
£2

Et donc

Donc une primitive de t est

t > In(|t]) - %1n(x2+1) -

Arctant £2 Arctant
=In - .
241 t
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1
Essayons d’utiliser le changement de variable x = In(#). On a alors dx = - dt, et donc

u u 1 Inu
/ sin(Int) dt = / sin(In t)el“t; dt = / sin(x)e* dx.
1 1 0

Notons alors que sin(x)e* = Im(e¥e¥) = Im(e(1*)¥).
Une primitive de x > e(1#)% est
Toawx_ 1=

Lex( i sinx)
Xk ——e —e (COsSX +1S1nX).
1+ 2

o . cosx sinx
Et donc une primitive de x - sin(x)e* est x (— ) e*

+
2 2
u

Enfin, on a donc / sin(Int) dt = g (sin(Inu) — cos(Inw)) + %
1

Procédons au changement de variable ¢ = ¥, de sorte que dt = e* dx. Alors

/" dx _/“ e¥dx _/f“ 1 dt_/e“ dt
0 eX4ex o ex((e¥)2+eX) Ji t(2+1r) Ji 2(t+1)

Procédons alors 4 une décomposition en éléments simples : il existe trois réels a, b, c tels
que
1 _a b c

P+l 12 i+l
En multipliant (%) par ¢ + 1 et en évaluant en t = -1, on obtient ¢ = 1.
En multipliant (%) par t* et en évaluant en t = 0, on obtient b = 1.
Enfin, en multipliant () par ¢ en en faisant tendre ¢ vers +oo, on obtient 0 = a+c, de sorte
que a = —1 et donc

(%).

1 1 1

1
—— =+ S+ —.
2(t+1) tot2 t+1

Et ainsi,
/u _dar —In(jul) - 1 +In(Ju+1)) +1-1In(2)
o 2(t+1) Wl “ '
Et donc/ > dx = —1n(|e”|)—i+ln(|e“+1|)+1—ln(2) = —u—e “+In(1+e*)+1-In(2).
0o eX+e el

Notons que la fonction intégrée n’est définie que sur [—1,1].
Commengons par une intégration par parties :

¢
1 t 2
——/ X dx.
o 2Jo 1—x2

Calculons cette seconde intégrale 4 I'aide du changement de variable x = sin 6, qui réalise

t $2
/ x Arcsin(x) dx = [? Arcsin(x)
0

une bijection de [—g, g] sur [-1,1] :

t X2 Arcsin(t) sin2 0 Arcsin(t) sin2 0 Arcsin(t)
— dx= —cosGdGz/ cos€d9=/ 1 - cos?0) do
/o V1 - x2 0 V1 —sin20 0 0 0 ( )

cos
Arcsin(t) 4 20) . Arcsin(t) 1 1
= Arcsin(t) — / +cos(20) o _ Aresin(®) 1o 2 Arcsin(r)) +
: 2 2 4 2
Arcsin(t 1 1
- %n() - 5 cos (Arcsin(1)) sin (Aresin(1) + 5
1 1 1
= = Arcsin(t) — =tV1 —t2 + =.
2 2 2
Et donc une primitive de x — Arcsin(x) est x — % Arcsin(t) — % Arcsin(t) + %t V1 -2,
. 1 1+tan®(x) —tan?(x) 1+tan?(x) cos(x)
a = = - — .
tan3(x) tan>(x) tan>(x) sin(x)
Lo 1 + tan?(x) . COs X
Or une primitive de x = ————— est x —> —————— et une primitive de x > —
tan3 x 2 tan2(x) sin x

est x — In | sin(x)].

1 1
Et donc les primitives de ¢ sont les t = —————— —In|sint|+ C,C € R.
an3(t) 2 tan?(t)
MP2I Lycte CHAMPOLLION 2024-2025
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d
Procédons au changement de variable t = In(x), de sorte que dt = %X Alors
x

= [Arcsin(x)] /% = %.

‘/"/E dx ‘/']/2 dx
! xJ1 - In*(x) 0 1-x2
, . 1 dx
Procédons au changement de variable x = — avec dt=-—.0Ona donc
x
1/2 1 dx 2 1 T
I= 1+x%) A -1 1-=1= 1+=](5-A .
/2 ( +x ) rctan(x) ( x2) /1/2( + x2) (2 rctan(x)) dx

2 2
1 1

EtdoncI:E/ (1+—2)dx—1(:>21=£‘/ (1+—2)dx.
2 1/2 X 2 1/2 X

2 1 11?
Mais/ (1+—2) dx = x——] =3,
1/2 x

X112
. 3
Et donc on en déduit que I = e

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.18
Peut-étre I'avez-vous remarqué, mais pour les fonctions faisant apparaitre V1 — x2, le chan-
gement de variable x = cos @ est potentiellement intéressant, puisqu’il permet de faire

apparaitre V1 — cos? 0 = Vsin 0 en utilisant la relation cos® 6 +sin? 6 = 1.
., . o 2 2 . N
Puisqu’on a de la méme maniére ch” t—sh” t = 1, si on pose x = ch t, alors Vx2 — 1 = Vsh” t.

3
Essayons donc de calculer une primitive de f : x (x +Vx2 — 1) a I'aide du changement

de variable x = + cht.
Notons que f n’est définie que sur J—oo0, 1] U [1, +oo].

On a alors
3
/(x+\/x2—1) dx=/(cht+|sht|)3shtdt.

‘1. e _1
» Sur [1,+oco[. Notons que ch réalise une bijection de R, sur [1,+oo[. Notons ch™ sa
bijection réciproque.
On a alors, pour u > 1, avec le changement de variable x = cht.

-1
ch™ u

/ <x+\/x2—1)3 dt=/ (cht+]|sht])’shedt
ch'u
=/ e sh(t) dt = %‘/ (64'f —eZt) dt

-1
L L]
8 4 '
B} 4 4

Mais e*ch” ) = (ch(ch_l(u)) + sh(ch_l(u))) = (u +Vu? - 1) . Et donc une primitive
1 1 - 4 > 2

e f sur [1,+oo[estx|—>§(x+ x —1) —Z<x+ x —1) .
» Sur ] — o0, —1], la principale différence viendra du fait que V ch®t—1=sht|=-shz

On utilise alors le fait que ¢ > —ch(t) réalise une bijection de R, sur ] — co,—1], et le
méme type de calculs” nous méne 2 une primitive de f de la forme

e g (e V1) - g (e 1)

SOLUTION DE L’EXERCICE 9.19
o A 1 . /s e
Notons I I'intégrale a calculer, et réalisons le changement de variable t = 7~ % qui laisse

invariantes les bornes de I'intégrale.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Nous saurions déterminer

-1 . 4 .
ch™", mais nous allons réussir
a nous en passer.

7 Avec le changement de
variable x = — ch .
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tan%—tant 1-tant

On a alors tan(x) = ¢ (” t)
naalors tan(x) =tan|{— — = = .
4 1+tan%tant 1+tant

Et par conséquent,

T 1—tant T 2 7 7 In2
I:/4ln 140t dt:/4ln _— dt:/4ln(2)dt—/41n(1+tant)dt:7rn -1
0 1+tant 0 1+tant 0 0 4

zln2

EtdoncI =

Pour le calcul de J, procédons par intégration par parties :

1 1
Arctan t 1 In(1+1)
J= A T+1 dt = [ln(l + t) Arctan(t)]o - A W dt

Un changement de variable u = Arctan t dans cette intégrale nous donne alors

dt
t=tanu @ dt=(1+tan’u)du © du = . Et donc
1412
Uln(1+1¢ /4
/&dm/ In(1 + tanu) du = I.
0 1412 0
In2
Ilvientclonc]:ﬂn —I:%lnz.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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