TD 7 : NOMBRES COMPLEXES

» Forme algébrique, forme exponentielle

Exercice 7.1 Identité du parallélogramme
Montrer que pour tous (z,z’) € C?, [z+2'|> + |z — 2'|> = 2(|z]* + |2'|?). Interpréter géométriquement.

34
ExErcIcE 7.2 Soitz = # Donner la forme exponentielle, puis la forme algébrique de z21°.

Exercice 7.3 Déterminer le module et un argument de z = V2+V2+iV2 - 2.

i€_1
- ,1+i0.
elf +1

Exercice 7.4 Pour 0 € |-r, ], déterminer le module et un argument de 1 + ef 1 —ef

, . 1
ExErcice 7.5 Déterminer tous les complexes z tels que |z| = ‘—‘ =|z+1]|.
z

ExErCICE 7.6 Soient a, b, ¢ trois nombres complexes de module 1. Montrer que |a+ b+ c| = |ab + ac + bc|.

ExEercice 7.7 Résoudre les équations e* + 1 = 0 et e* + e~* = 1, d’inconnue z € C.
Exercice 7.8 Soitz € C\ R_, de forme algébrique z = a + ib, (a,b) € R%.

Montrer que I'argument principal de z est § = 2 Arctan —)
a+ Va2 +b?

Exercice 7.9 Soit z € C tel que |z| < 1.
1. Montrer que |23 + 2iz| < 3.

2. Quels sont les z pour lesquels cette inégalité est en fait une égalité ?

L3) L]
: * _ k(T _ K[ 7
ExEercice 7.10 Soit n € N*. Calculer S; = k:EO(—l) (Zk) etSy = k:EO (1) (2k+ 1).

Indication : calculer (1 + )" de deux maniéres différentes.

1
Exercice 7.11 Déterminer {1 ,ze U\ {1}}.

-z
Exercice 7.12 Soitz € U\ {1}. Montrer qu’il existe n € N* tel que |2" — 1] > V3.

Exercice 7.13 (Oral ENS 2024)
Un ensemble X c C est dit intégrable si pour tous x,y € X, [x —y| € N.

Montrer que pour tout n € N*, il existe un ensemble intégrable formé de n points distincts tous situés sur un méme cercle.

> Applications ala trigonométrie

Exercice 7.14 Linéarisation
1. Linéariser sin®(x). En déduire la valeur de / sin’(x) dx.
0

2. Linéariser cos?(2x) sin®(3x).

n n

ExErcICE 7.15 Soit € R\ 27Z et soit n € N*. Calculer C, = Z cos(kf) et S, = Z sin(k0).
k=1 k=1

n n

ExErcicE 7.16 Pour 6 € R et n € N*, calculer C, = Z (Z) cos(kf) et S, = Z (Z) sin(k0).

k=0 k=0
Exercice 7.17 Polyndémes de Tchebychev
Soit n € N*.
1. Prouver qu’il existe des entiers ag, a, . . ., ap tels que pour tout 8 € R, cos(nf) = Z ai cosk(G).

k=0
2. Montrer que a, = 2",
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. 3-4i _, . . NPT . .
3. Soitw = — Vérifier que w € U, mais que w ¢ U U, cest-a-dire que w n’est pas une racine de l'unité.
neN*

ExErcice 7.18 Irrationalité de L Arccos 1 (Oral ENS)

Arccos %

Notons « = . Le but de cet exercice est de prouver que « est irrationnel, c’est-a-dire que a ¢ Q.

1. Donner la forme algébrique de e™*.
2. Montrer que « € Q si et seulement si il existe n € N* tel que (1 +2iV2)" = 3.

3. Montrer que pour tout n € N, il existe des entiers a, et b, tels que (1 + 2iV2)" = a, + ib, V2, et tels que a, — b, ne
soit pas divisible par 3. Conclure.

» Racines nemes

, . . . N 2V2
Exercice 7.19 Déterminer les racines cinquiémes de j et de - T
i —

Exercice 7.20 Soit n € N* et a € R. Résoudre 'équation (1 +z)" = cos(2na) + isin(2na).

ExErcice 7.21 Soit n € N*. Calculer l_[ w.

weUy,

ExEercice 7.22 (Banque CCINP 84)
Soit n € N*. Montrer que I’équation (z +i)" = (z — i)", d’inconnue z € C posséde exactement n — 1 solutions, qui sont
toutes réelles.
EXERCICE 7.23
1. Résoudre I'équation 2> + 22 +Z+1=0,Z € C.

N\ 3 N2 .
2. Endéduirelessolutionsde(Z-H,) +(Z+l) +(Z+l,)+1=0.

z—1i z—1 z—1i

Exercice 7.24 (Banque CCINP 89)

Soit n € N, avec n > 2 et soit { = e?n,

1. On suppose que k € [1,n — 1]. Déterminer le module et un argument du complexe ¢* — 1.

n-1
2. Onpose S = ) |¢* - 1]. Mont §=——0.
pose ; 4 ontrer que anZ

» Equations dans C

Exercice 7.25 Résoudre les équations suivantes, d’'inconnue z € C :

1. 22-3z+3-i=0 2. 22+ (1-2i)z-2i=0 3.2 -22+(1-i)=0
EXERcCICE 7.26
+y=4 +y=3-2i
Y et { Ty ! , dinconnues (x,y) € C2.
xy=>5

2. Pour quelles valeurs de 1 > 0 existe-t-il des rectangles pour lesquels l'aire a et le périmétre p sont reliés par la
relation p = A/a ?

1. Résoudre les systémes { .
xy=5-—1i

ExEercice 7.27 Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € C :

1.22=2 2. 22=-7° 3. 22=2z 4, 22 =

L=

Exercice 7.28 Résoudre I'équation 22 + 2|z| - 3 = 0, d’inconnue z € C.

» Application des complexes a la géométrie

‘o . , . z+2
Exercice 7.29  Caractériser géométriquement I'ensemble des complexes z de C \ {i} tels que 75 © R
iz
Exercice 7.30 Soient My, M, ..., M,_1 les sommets d’un polygone convexe régulier direct 4 n cotés, et pour tout

k € [[0,n — 1], soit zx I'affixe de My. Donner 'expression des zj en fonction de zj et z;.
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Exercice 7.31 Que peut-on dire de la composée de deux rotations ? De la composée de deux homothéties ?

Exercice 7.32 Similitudes directes

1. Caractériser géométriquement la similitude associée 3 z (1 + 1\6) z— iV3.

. . - . . s
2. Soit t la translation de vecteur ii(—1, 0) et soit r la rotation de centre O et d’angle 5
Caractériser géométriquement torotetrotor.

3. Montrer qu’une similitude directe f réalise une bijection de C sur C, c’est-a-dire que tout complexe posseéde un
unique antécédent par f. Prouver que f ~1 est encore une similitude directe, et déterminer sa nature et ses éléments
caractéristiques en fonction de ceux de f.

EXERCICE 7.33 Soitze C. A quelle condition nécessaire et suffisante sur z :
1. les points d’affixes 1, z et z° sont-il alignés ?

2. les points d’affixes z, z% et z° sont-ils les sommets d’un triangle rectangle en le point d’affixe 2% ?

) L ) . o
ExEercice 7.34 Soient A, B, C trois points d’affixes respectives a, b et c. On note j = €' .

1. Calculer j* et en déduire une expression de e’

z
3

en fonction de j.

Y A . s < 1. - - T, . 2
2. Montrer que ABC est équilatéral direct (c’est-a-dire avec (AB, AC) =gsiet seulement a + bj + ¢j* = 0.
3. Montrer que ABC est équilatéral si et seulement si a® + b* + ¢* = ab + ac + bc.

ExERrRcICE 7.35 Soit a € U, soit n € N* et soient zo, z1, . . ., Zn—1 les n racines nt™es de a.
Montrer que les points d’afhixes (1 + z¢)", 0 < k < n— 1 sont alignés.

MP2I Lycie CHAMPOLLION 2024-2025



CORRECTION

CORRECTION DES EXERCICES DU TD 7

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.1
Soient z,z’ deux complexes. Alors

|z+z'|2+|z—

=2 (I +12P).

ZP=(z+7) (E+7) +(z-2) (E—?)

=zP + 2P +22 +22 +|z)? + |2

— 27 — 77
zz’ —zz

Cette formule traduit le fait que dans un parallélogramme, la somme des carrés des lon-
gueurs de quatre cotés est égale 4 la somme des carrés des longueurs des diagonales.

z+7

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.2

Onal|V3+i|=V3+1=2 Etdonc V3+i=2 (

De méme, ona|l —i| = V2etdonc1-i=v2

On en déduit que

Et par conséquent,

i 33657
e 4

22019 _ (\/E

)2019

- 5%2019
ez =<\/§

)2019

- 100957
e =(\/§

)2019

Soit encore

2019 5
22019 = (\/5) (cos Tﬂ +isin

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.3
Onalz?=2+V2+2-V2=4,donc|z| =

— Mdéthode

Pour travailler avec un quo-
tient, mieux vaut travailler
dés le départ avec les formes
exponentielles du numérateur
et du dénominateur plutot
que d’essayer d’obtenir la
forme algébrique du quotient.
En effet, la forme exponen-
tielle est bien plus adaptée 2
la manipulation de quotients
que la forme algébrique.

o

2019 s

(\/—)2019 i( 32 +840x2) _ (@) e

54) 21009\/-( V2 g)z_zlm(ln).

Notons ¢ I'argument principal de z, qui est donc dans [0, Z[, puisque Im(z) et Re(z) sont

positifs.

2442

> et donc

On a alors cos() =

2cos?0-1=

cos(20) =

Et donc 26 = %, si bien que 6 = §.

MP2I

Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Notons au passage qu’on en
déduit facilement les valeurs
desin § et cos §.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 7.4
Ona

. o . 0\ .
1460 = o0 4 o0 = i0/2 (e i0/2 +610/2) — 2 cos (E 072
. 0 T . . 0 A
Puisque > € ]_5 5]’ son cosinus est positif, et donc 2 cos 3= ’1 + e’9|.
Autrement dit, nous avons déja sous les yeux la forme exponentielle de 1 + ¢, de sorte
0
qu’un argument en est >

Sur le méme principe, on a
1 — 0 = ¢i0/2 (e—i9/2 _ eiG/Z) — 2isin gei9/2_

. —iZ
En notant que —i = e”'2, on a donc

S

: . s 0—m
1—e? =2sin—el 2.

[\

Si 6 € [0, 7], alors sin = > 0, et donc |1 — €] =

.0
2sin > et un argument en est

NSRS

0
— 1, 0], alors sin > < 0, et donc

[

En revanche, pour 6 €

)

i9%ST i _ 0 joux

1—ef = —2sin—el 2 ¢ = 25in§e’2.

\9)

—_——
€R,

. .0
Et donc |1 - €?] = —2sin 3 et un argument en est

Pour le quotient, le principe est le méme, et on peut méme utiliser les calculs déja effectués.

Notons tout de méme que ce quotient n’est défini que pour 6 # 7. Dans ce cas il vient

eie—l 2ising ) 0

—_— = —— =] tan —.

T+e®  2cos§ 2
e — 1

0
Si 6 €]0, x[, alors tan = > 0, et donc |———
2 eif +1

T
' = tan z et un argument en est E (car C’est

un argument de 7).

i0
e’ —1
el? +1

.. . 0
Et si jamais 0 €] — x, 0[, alors tan > < 0, de sorte que = —tan 5 et un argument

T ;
en est —— (qui est un argument de —i).

Enfin, le module de 1 +i6 est V1 + §2.

1 0
Onaalorsl+i9=‘\/1+92( +i
\/1+029 V1 + 62

) = V1 +602% =V1+62(cosa +isina).

etsina =

1
V1462 V1462

. . L . y T
Puisque 1+ if a une partie réelle positive, son argument principal , est dans >3]

Ainsi, cosa = , de sorte que tana = 0.

On en déduit que o = Arctan 6.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.5
. 1 1] . .
Puisque |—| = ﬁ, on a |z| = || si et seulement si |z| = 1.
z z z
Ainsi, lensemble des solutions est inclus dans U.

Et pour z € U, on a alors

1
lz+l=1e (z+1)Z+1) =1 |z +z+Z+1=1 2Re(z) = -1 © Re(z) = —=.
N—— 2

=1

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Notons qu’un tel raisonne-
ment ne serait plus valable
pour 8 € [, 2x], puisque le
module serait alors —2 cos g
(un module est toujours posi-

tif).

1+l
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CORRECTION

. 1 . V3 -

Et donc les deux seules solutions sont z = Sy tig =jetz=—5—im =]

Solution plus géométrique : les complexes vérifiant |z| = |z + 1| sont les affixes des points
équidistants des points O et A, d’affixes respectives 0 et —1.

Autrement dit, ce sont ceux sur la médiatrice du segment [OA], qui est la droite d’équation
x=-1

Si de plus on sait que |z|] = 1, et donc que z est I'afhxe d’un point du cercle unité, le
probléme se raméne 2 la détermination de lintersection du cercle unité avec la droite

s : __1
d’équation x = 3.

A
0]
SOLUTION DE L’EXERCICE 7.6 .
Puisque a est de module 1,onaa= - etdonca = -.
a
1 1
Etde méme b=—etc==.
C
Et donc . .
1 1 1 bec+ac+ab ab+ac+bc
a+b+c==+=-+=-= — = — .
a p ¢ abc abc
On en déduit que
b+ac+b b+ac+b
latbcl = bractbel labractbel b

labe| lal - 15| - c|

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.7

Pour la premiére équation, notons que e* + 1 = 0 si et seulement si e* = —1 = ¢'”.
Donc si on écrit z sous forme algébrique : z = a+ib, |e*| = e? et arg(e®) = b [27].
Et donc!

—

et =1 a

o
b=n [2r] b=n [2r]

Donc I'ensemble des solutions de 'équation e* + 1 = 0 est {i(x + 2kn), k € Z}.
1 )2 +1

Onaez+e‘2=1<:>ez+—z=1<:>@=1@ (e#)?—e+1=0.

e e

Résolvons donc I’équation Z2 — Z + 1 = 0. Son discriminant vaut A = 1 — 4 = -3.

1+iV3 B

Et donc les deux racines complexes de cette équation sont Z; = 5 el et
Zy = Z_1 =153,
Et donc z est solution de I’équation de départ si et seulement si
e“ =e'T oue? =e i3
Et donc comme précédemment, pour z = a+ib € C,
o = O - = O
ef=¢e3 o a . etef=e’'3 & a .
b = 3 [27T] b = -3 [27’[]
Et donc 'ensemble des solutions de e + e™# = 1 est
{i% 4 2ikm, k € Z} U {—i% + 2ikm k € z} .

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Connaissant la partie réelle et
le module, il y a au plus deux
choix pour la partie imagi-
naire. D’ailleurs, saurez-vous
dire a quelle(s) condition(s)
sur (r,a) € Ry x Rl nexiste
qu’un complexe z vérifiant
|z| =retRe(z) =a?

Un complexe et son conju-
gué ont méme module.

I Deux complexes non nuls
sont égaux si et seulement si
ils ont méme module et des
arguments congrus modulo
2.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 7.8
Commengons par noter que z n’étant pas un réel négatif, on n’a pasalafoisb =0 eta < 0.

Sib # 0, alors Va? + b% > Va? = |a| > —a, si bien que a + Va? + b2 # 0.

Et dans le cas o1 b = 0, alors a > 0, et donc a + Va2 + b2 > 0, et donc est non nul.
Donc déja, 6 est bien défini.

1l s’agit donc de prouver 6 est un argument de z, c’est-a-dire que z = |ze’, soit encore
que z = Va2 + b2e'.

Autrement dit que Va? + b% cos 0 = a et Va® + bsin 0 = b.

Utilisons pour cela les formules de I'angle moitié :si t = tan(6/2), alors

1—¢2 2t
cos(0) = et sin(f) = —.
©) 1412 ©) 1412
.. b
Or ici, tan(6/2) = tan [ Arctan = .
a+Va% + b2 a+ Va2 +b2
Et donc
1 - L 1= b2
COS(G) _ (a+ ‘a2+b2)2 _ a2+2aVa?+b2+a2+b?
- S CE
(a+Va?+b?)? a?+2aVa?+b%+a+b?
242 + 2aVa? + b2 a+ Va2 +b2
= =a
2a% +2b2% + 2aVa? + b2 a2 +b%+aVa? + b2
a a+Va?+b> a

Ne+Ra+ Va2 + 2 N2+ b2

Et donc on a bien Va2 + b2 cos 8 = a.

Et de méme,
2 b
. a+Va2+b2 2b
sin(6) = y =
+ b 2a2+2b%+2aVa’+b?
(a+Va2+b?)? atVa2+b?
a+ Va2 + b2 b a+Va?+b2 b

a2 + b2 + aVa2 + b2 - Va2 + b2 Va2 + b2 +a - Va2 102

Et donc on a bien Va2 + b%sin§ = b.

Et donc enfin, Va2 + b2e'? = a +ib = z.

Ainsi, 0, est bien un argument de z, et une arctangente étant toujours dans ]—% z [,
0 €] - m, x[, et donc 0 = arg(z).

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.9

Puisque 2° + 2iz = z (z° + 2i), on a
123+ 2iz| = |||z + 2i] < || (|22| + |2i|) <lz| (1+2) < 3.

On a égalité ci-dessus si et seulement si chacune des inégalités employées est en réalité
une égalité.
lz| =1
Soit si et seulement si < |z|> = 1
122 + 2] = |22] + |2i]
Notons que ces deux premiéres conditions sont équivalentes.

Drautre part, nous savons qu’il y a égalité dans I'inégalité triangulaire si et seulement si il
existe A € Ry tel que 2% = A2i.

2_;

Mais ceci n’est compatible avec |z| = 1 que si A = =, soit si et seulement si z% = i.
2

. . i 7T i L
Et donc si et seulement si z = '+ ou z = —e'%.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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CORRECTION

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.10

D’apreés la formule du bindme de Newton, on a (1 +i)" = Z ik (Z)
k=0
Mais i* ne peut prendre que 4 valeurs :i,—1,-iet 1.

=1 sip est impair

Plus précisément : si k = 2p est pair, alors i¥ = { = (=1)? = (-1)k/2,

1 sip estpair

i sipestpair

Et dans le cas ol k = 2p + 1 est impair, alors i¥ = { = (-1)?i.

—i sip est impair
Et dong, il vient

(1+)"= > (—1)k/2(Z)+i > (—1)“““/2(2)

0<k<n 0<k<n

T
=N <1y i (-1

> M > (0 )
=51 +iS

. . i L
Mais d’autre part, nous savons que 1 +i = V2ei% .
Et par conséquent,

(1+i)" = (\/E)n e = (\5)” (cos (%) +isin (%)) .
On en déduit donc que
S1 = (\/E)ncos (%) et Sp = (\/E)nsin (%) .

Quelques commentaires : » nous pourrions aller plus loin, et distinguer différents cas suivant les
valeurs de n, par exemple en remarquant que lorsque n est multiple de 4, alors sin (%) = 0, et
donc S, =0. 11 y aurait alors probablcmem au moins 4 cas a a’istinguer.

» Un des inconvénients de cette formule est qu'on n’y voit pas directement que Sy et Sy sont des
entiers”.

Toutefois, notons que si n est pair, alors (N2)™ est une puissance de 2 (et donc un entier), et cos (n%)

et sin (n%) sont entiers’.

Et si n est impair, alors (\/E)" est de laforme 252 et cos (n%) = i\g, de sorte que Sy est bien
un entier.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.11
Souvenons-nous que U = {e/?, 0 € R}.
Or, pour 6 € R\ 27Z,
1 0 1
e—i0/2 _ 4if]2
0o i 1 1 . cos(68/2)
2 = 4
25ng 2 25in(6/2)

Donc déja, tous les ,z € U sont de partie réelle égale a 3.
-z

Ainsi, on a l'inclusion

{L zeU\{l}}c{%Hb,beR}.

1-2

Prouvons qu’il sagit en fait d'une égalité en prouvant I'inclusion réciproque.

cos §
La fonction f : 6 +— — ; est dérivable sur ]0, 27|, avec
Sin 5
I 1 —sin? g — cos® g 1
10> —— =- )
2 sin® g 2sin? g

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Un nombre pair k = 2p est
inférieur ou égal A nsi et

seulement si 2p < n soit ssi
n

p< i
Mais p étant entier, ceci
équivauta p < | 2.

On raisonne de méme pour
les bornes de la seconde
somme.

2 Ce sont des sommes d’en-
tiers.

31ls valent 0,1 0u —1.

M. VIENNEY
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Donc pour tout 6 €]0,2x[, f'(6) < 0, si bien que f est strictement décroissante.
Par ailleurs, alin()1+ £(0) = +o0 et elirzni f(0) = —oo, si bien que par le théoréme de la bijec-

tion, f réalise une bijection de ]0, 27 [ sur R.

Et donc en particulier, si z = % +iy est un complexe de partie réelle %, il existe 6 €]0, 27 [
tel que f(6) =y
. 1
Et donc par les calculs précédents, =7 = 5 +if (0) = 5 + iy = z.
Ainsi, z € {1, z € U\ {1}}.
Et donc* on a bien Iégalité {1,z € U\ {1}} = {§ +ib,b € R}.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.12
Soit 6 €] — 7, 7] \ {0} tel que z = %, Alors pour tout n € N*, z" = ei"? et donc

2]

Sm(z) g T

= sin g
Commengons par traiter le cas ot 6 €]0, x]. Alors ¢ Se [O, %]

.0 T : : 71'_‘/_3
»Si§ e (% %] alorssing >sin =%,

Et donc on peut prendre n = 1.
» Si g € |0, Z[. Soit alors n € N* le plus grand entier tel que ng <Z.

2" = 1] =

e"9/22i sin (%0)‘ 2

I s’agit donc de prouver qu’il existe n € N* tel que

>

Alors (n + 1)% > %, et en méme temps,

(+1)0< 9+9<ﬂ T 2m
e T T T
Et puisque sur l'intervalle [E 2—”] la fonction sinus posséde un minimum® égal 3 3 alors

sin ((n + 1)%) > ‘/73

Et donc il vient |z"*! — 1| > V3.
Dans le cas oi1 6 €] — 7, 0[, alors Z = 7%, avec -0 €]0, z[. Donc comme expliqué ci-dessus,
il existe n € N* tel que [z — 1] > V3.

Mais |z" — 1] = 2" - 1].

Remarque : on notera que I'inégalité est optimale, au sens oil on ne pourrait pas remplacer
V3 par & > V3, un contre exemple étant fourni par z = €3 = j.
En effet, les z” valent alors soit 1, soit j, soit j, et |j — 1| = |[j — 1| = V3.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.13

Il s’agit de construire un ensemble de n points du cercle unité tels que les distances entre
deux points soient toujours rationnelles. En effet, en les multipliant alors par le ppcm r des
dénominateurs de ces distances, on obtiendra alors n points sur le cercle de centre (0,0) et
de rayon r, et tels que les distances entre deux points soient toujours entiéres.

Rappelons que si z; = e et z, = ¢’® sont deux points de U, alors

2zsm(61 _92)
2

. . . - .
Admettons temporairement Pexistence de 6 € 10, £ tel que cos6 € Qetsinf € Q.
Pour tout k € [[0,n — 1], notons alors z; = ¢'2<%,

Alors zp, ..., z,—1 sont deux 2 deux distincts, puisque 0 < 20 <40 < --- <2(n—1)0 < 2.

01 -6

|z1 — 22| =

=2 'sin

Et alors pour k, £ € [0,n — 1], avec k > ¢, |z — z¢| = 2 |sin((k — £)6)].
Mais sin ((k — £)0) est la partie imaginaire de e!(x=0% = (ei(’)k—[.

Or
k-t

(ea)k_[ = (cos 0 + isin Q)kff = Z

(k B [) cos? (0)iF¢7 sinf~t-7 ()
=N
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FiGure 7.1- La fonction f.

4 Par double inclusion.

Un tel n existe, c’est

[

5 Atteint 4 la fois en Z eten

27
.
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CORRECTION

posséde une partie réelle et une partie imaginaire rationnelles puisque cos 8 et sin 6 le sont.
Et donc |zx — z| € Q.

Reste donc 4 justifier de I'existence d’un 6 comme ci-dessus.
Mais souvenons nous que si on note ¢ = tan g, alors

1-1¢2 . 2t
cosf = et sinf = ——.
+ 12 1+12
Considérons donc ¢ un rationnel tel que 0 < ¢ < sin (£5), et posons 6 = Arcsin (%), alors

2t 42 14202 +t4 =412 1-1¢2
sinf = +t2eQetcosez‘\/l—sinzﬁz\/l— :\/ =

1 (1 +12)2 (1+12)2 142

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.14

En utilisant les formules d’Euler, on a pour tout x € R,

e —e ™™ ° 1 ix —ix\>
( 2i )_E(e —e )

ein _ Sei3x + 1Oeix _ 1Oe—ix + Sei3x _ e—5ix
i25

1

T3 (sin(5x) — 5sin(3x) + 10sin(x)) .

sin’ (x)

On en déduit qu'une primitive de x > sin®(x) est
X = L cos(5x) + > cos(3x) — 10 cos(x)
16 \ 5 3 ’
Et donc que

” 1 {2 10 1256 16
-5

dx=—[2-2420)= =222

/Osm(x)x 16(5 37 ) 615 15

Toujours 4 I'aide des formules d’Euler, on a

2

2ix + —2ix \ 2 3ix _ ,-3ix 3
cos?(2x) sin’ (3x) = (e ¢ ) (e 2,6 )
i

€ Q.

1 . L . . o
— = (e4lx +2+e 4lx) (eQIx _ 3e3lx +3e 3ix _ e 91x)
—2°i
1 . . . Ty . Y . _0; . . e 4
— 25.(el3lx_3el7x+3elx_e 31x+2691x_6e 31x+6e31x_2e 91x+651x_36 ix 4 3, 7lx_e 131x)
—z1
-1 el3ix _ e—13ix e9ix _ e—9ix ei7x _ e—7ix eSix _ e—Six eSix _ e—3ix eix _ e—ix
= — - +2 - -3 - + +6 - +3
24 2i 2i 2i 2 2i 2

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.15
n

n

Calculons directement C,, + iS,, = Z (cos(k®) +isin(k0)) = Z e'k0.
k=1 k=1

En effet, on a alors

Nk
CotisSn=y ()
k=1
B i91 _ einG
S 1l

. no . no . no
el's (e”"T —e’nT)

€i0 2] ) o
e'2 (e"i - e’?)

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

11_6 (=sin(13x) — 2sin(9x) + 3 sin(7x) — sin(5x) + 6 sin(3x) — 3sin(x)) .

L’hypothese faite sur 6 est

importante ici, car elle ga-
rantit que ei® + 1, et donc
que P'on peut appliquer une
formule bien connue.

M. VIENNEY



—2isin (ﬁ)

2
. (0
=2isin (5)

. (n+1)6
= el 2

in (28
() ()

T (e 2 2
Sin (E)

Il ne reste alors plus qu’a remarquer que puisque C,, et S, sont réels,

i nd
sin | = 1
Cn = Re(cn+isn) — ( 2 ) cos ((n + )9

sin (%) 2

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.16
D’aprés la formule du bindme de Newton, on a

) et S, = Im(C,+iS,) =

n n

Co+iSp= (Z) (cos(ko) +isin(k6)) = » (Z) (e,-e)k _ ( - eie)n.

k=0 k=0
Or 1+ ¢! = ¢10/2 (¢719/2 4 ¢19/2) = 2 cos geie/z.
. . 0 .
On en déduit que (1 + e’g)n =2 cos —eind/2,

. 0 0 . 0 0
EtdoncC, = Re ((1 + e’g)n) = 2" cos” 5 cos (nz) etde méme, S, = Im ((1 + e’g)") =2"cos" S sin (ni)

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.17
On a, pour tout 8 € R,

cos(nf) = Re (ei"(’)

=Re ((cos @ +isinh)")
n
=Re Z (Z) (isin 0)F cos"k 0) Bin6me de Newton.
k=0
" n
= Z Re ((k) ik sin* 0 cos" ¢ 0)
k=0
n
= " sin® 0 cos” k9 Re(ik) Multiplier un complexe par
py k un réel A multiplie sa partie
B réelle par 1.
= " cos™ ¥ 0sink 9i% i* est réel si k est pair, imagi-
k=0 k naire pur sinon.
k pair
Ln/2]

On pourrait probablement
s’arréter ici en notant que

2]
>np ( 2’;))("-21’(1—)(2)1’
p=0

Ln/2] |n/2] n
= Z (_1)p+k( ) (P) cos"2+2k g est un polyndme a coeffi-
2P k cients entiers. C’est ce que
nous allons prouver rigoureu-
sement dans la suite.

Plutdt que de nous lancer dans d’interminables changements d’indice, notons

I= {(p,k) e[o {g”‘z Ik < p}.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Pour (p,k) e ,onan—-2p+2k=n-2(p—k) € [[0,n].

n
Et donc en notant pour tout j € [0,n],I; = {(p.k) e I |[n-2(p—-k) = j},onal= UIj
Jj=0
et les I; sont deux 2 deux disjoints.
Et donc le théoréme de sommation par paquets afhrme que

cos(nf) = i Z (—1)P+k (Zr;) (i) cos’ 6.

J=0 (p.q)€l;

Donc en notant pour j € [0,n], a; = Z (-1)P*k (2’;) (2) qui est bien un entier, on a
(p.k)€El;

n

cos(nb) = Z aj cos’ 6.

=0
On a donc
o Zer S -6
" _p—k:O 2p)\k] — P 2p - 4\ '
Cette somme a déja été calculée dans un TD précédent, et elle vaut 2771,
On a bien |w|? = 32;242 =1, doncw e U.

Supposons par 'absurde qu’il existe n € N* tel que w € U,,.

3
Si on note § un argument de w, on a donc cos(6) = o et donc cos(nd) = 1.

n n-1 k
SO

Soit encore

k=0
n-1 n
Donc 2"13" = 57 — Z ap3k5nk = 5 [5n-1 Z ap3ksn-1-k
k=1 k=1

Or le membre de droite est un entier multiple de 5, alors que celui de gauche ne ’est pas,
d’ot1 une contradiction.
Ainsi, w n’est pas une racine de 'unité.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.18
Notons que Iirrationnalité de a signifie qu’il n’existe pas d’angle multiple rationnel de 7

dont le cosinus vaut %

Cest un cas particulier d’'un théoréme du a Ivan Niven, qui a prouvé que les seuls angles
multiples rationnels de 7 dont le cosinus est rationnel sont ceux que vous connaissez déja,
c’est-a-dire ceux dont le cosinus vaut 0, J_r% ou +1.

) 1 1 1 / 2 1+2iV2
Onae”":cosa+isina=3+isin(Arccosg)=§+i 1—(%) =+Tn/_.

n R n
On (1+2033)" = 3 e ey = 1.
Autrement dit, il s’agit de prouver que a € Q si et seulement si e
l'unité.
D’une part, si a = 157 € Q, alors

imoa

est une racine de

. 2 .
(em'%) 9 — elerr =1.

@ est une racine n®™ de I'unité, alors il existe k € N tel que e = e’ .

[27] ©® a = S [1].

Et par conséquent, « est rationnel®.
Bref, nous avons bien prouvé que a € Q si et seulementsi e

soit si et seulement si il existe n € N* tel que (1 +2iV2)" = 3".

Et inversement, si e

k
Et donc 7a = %

i@ a5t une racine de l'unité,

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Notons que les angles mul-
tiples rationnels de 7 sont
ceux dont la mesure en de-
grés est rationnelle.

Ce critére n’est pas spéciﬁque
au nombre o que ’on consi-
dére ici, et reste valable pour
tout « € R.

% Nous avons méme prouvé
un peu mieux : « est ra-
tionnel et peut s’écrire sous
forme d’une fraction dont le
dénominateur est vaut n.

M. VIENNEY
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Montrons par récurrence qu’il existe deux entiers a, et b, tels que (1 +2iV2)" = a, +iby, V2,
avec a, — b, non divisible par 3.

Pour n =1, cest évident : on prend a, = 1 et b, = 2, de sorte que a, — b, = —1 n’est pas
divisible par 3.

Supposons donc acquise I'existence de a, et b, vérifiant ces conditions. Alors

(1+2iV2)™! = (1 +2iV2)" (1 +2iV2) = (an + b, V2) (1 +2iV2)
= (an — 4b,) + (2a, + by)iV2.

Posons alors ap41 = a, — 4by et byt = 2a, + by, qui sont bien des entiers.
Et alors ay41 — bpet = —an — 5b, = —6b, + (b, — ap).
Si ans1 — buer était divisible par 3, il existerait alors un entier k tel que

nit = bps1 = 3k © —6bp + by — an = 3k © an — by = 3(=k — 2b,,)

contredisant le fait que a, — b, n’est pas divisible par 3.
Par le principe de récurrence, pour tout n € N*, il existe donc deux entiers aj, et by, tels

que (1+ 2iV2)" = a, + ib, V2 avec a, — b, non divisible par 3.

Supposons donc a présent que a soit rationnel. 1l existe alors n tel que (1 +2iV2)" = 3.
Mais alors a,, + b,iV2 = 3" est réel, et donc by, = 0, et a, = 3". Ceci vient contredire le fait
que a, — b, n’est pas divisible par 3.

Et donc a ne peut pas étre rationnel.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.19

Onaj= ei% . Donc les racines 5¢mes de j sont les el(F+E) ke [[0,4].
i-1_ V2 V2 _
5 - -5 tig =

2v2 =2 i
i-1

Drautre part, on a

. 3 (=37 2kn
de sorte que ses racines 5™ sont les V2e~ (=F+%F) | ¢ [[0,4].
SOLUTION DE L’EXERCICE 7.20
Il s’agit donc de trouver les solutions a (1+2)" = e
Un complexe z est solution de cette équation si et seulement si 1 + z est une racine n®™ de
%4, soit si et seulement si il existe k € [0,n — 1] tel que

2ina

i(2a+

n

i(20+2k”) —1.

l+z=e n ) soit encore z = e

Soit si et seulement si il existe k € [0,n — 1] tel que
2= 0 (o0 100 = 2004 in a4 7).
n

Remarquons que ces n solutions sont bien deux a deux distinctes, puisque les racines némes
de e%@ |e sont.

SOLUTION DE L’EXERCIEE 7.21
Nous savons que U, = {eﬂTﬂ, ke[0,n- 1]]}

n-1
ko
Et donc P = 1—[ W= l_[ e?w . Soit encore
k=0

welU,

|
—_

n—1 n

P= (eZ"%)k = exp (21‘% k) .

0 i

o
Il
Il
o

= n(n-1)
Or, Z k= — Et donc
k=0

P EmD  in(ne1) _ (~1)n-1 = 1 s? n est 1m.pa1r
—1 sinestpair

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

£i0/2.

Méthode —————
{71 + €9 se factorise bien par

Le produit des exponen-
tielles est 'exponentielle de la
somme.

M. VIENNEY
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SOLUTION DE L’EXERCICE 7.22
I est clair que z = i n’est pas solution, et pour z # i, on peut réécrire cette équation sous la

forme .
z+1i
Gl B
z—1i
i j 2k

. o . z+
Par conséquent, z est solution si et seulement si il existe k € [0,n— 1] tel que =e'n.

=1

Résolvons donc séparément les n équations ci-dessus. Soit k € [0,n — 1].
. , . ., .zt .
» Si k =0, alors cette équation se réécrit —— = 1, et n’a donc pas de solution.
—_— i

» Pour k # 0, alors

z+i  jokx A +etn
— = " ZE .
z—1 eitn —1
- 2k,
fox 1oz . , N . . A4l
Donc déja, I'équation de départ posséde au plus n— 1 solutions, qui sont les i——— pour
eltn —
kelt,n-1].
D’autre part, on a, pour k € [1,n—1],
jk ko = 2 cos &z
enoetn +etn ) n krx
i—— =i = cotan | — | .
cknx - kx n

oy
el eln —e7w 2isin(k—”)
n
Donc toutes nos solutions sont réelles. Puisque cotan est strictement décroissante sur ]0; [,
intervalle auquel appartiennent les kT”, ces nombres sont tous différents deux 3 deux.
Donc I’équation posséde bien n — 1 solutions, qui sont toutes réelles.

) 1
Commentaire : pour x ¢ {2% + kn, k € Z} U {kn,,k € Z}, on a cotanx = —
an x
. , n kr . , o L
Mais si n est pair, pour k= 5, tan 7 = 0 et son inverse n’est pas deﬁm, ce qm]ustgﬁe le recours
a la cotangente.
Si on souhaite l’emter, on peut dire que s n est impair, les solutions sont les —k_n’ k e [[1, n— 1]],

n

ke[1,n=1]\{n/2} et O (qui correspond d k = g)

et si n est pair, les solutions sont les ,
nkz
n

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.23

Remarquons que 1 n’est pas solution de I’équation, et que pour Z € C\ {1}, on a
5o 1-z*

Z°+7Z°+7Z+1= 17"

Et donc, toujours pour Z # 1,22+7%+7Z+1=01-2*=0o Zc U,.

Mais Uy = {1, -1,i, i}, et donc, 1 n’étant pas solution, 'ensemble des solutions de I'équa-

tion est {—1, i, —i}.

. C . . . Z+1i .
D’aprés ce qui précede, z est solution si et seulement si — € {-1,i, —i}.
z—1i

4
»Ona::—1®z+i:i—z®z:o.
z—1
N
»Ona L cio(l-iz=1-ioz=1
z—1
Ay
>Enﬁn,Z—{:—i@(lﬂ')z:—l—i@z:—l.

Ainsi, Pensemble des solutions de I'équation est {0, 1, -1}

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.24

Déterminer module et argument de ¢ k _1, c’est déterminer sa forme exponentielle. Et
pour cela, notre meilleur allié est la factorisation par I'angle moitié.
2ikm ikm ko K . kmr ikm
Onalk-1=e™" —1=en (elT —e"E”) = 2ism(—) en .
n

Soit encore
Fo1= 2sin(k—”) el (5F+3)
n

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

A\ Attention | ———

Pour l'instant, il n’est pas
clair que ces solutions soient
toutes distinctes !

M. VIENNEY
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k
Par ailleurs, 0 < k < n, et donc 0 < an < 7, si bien que 2sin (7”) > 0. C’est donc bien le
k k
module de ¥ -1 :|¢¥ - 1| = 2sin (—”) et un argument de ¢* — 1 est 7z %
n n

Notons que pour k = 0, *~1=1-1=0,etdonc

n-1 n-1 k n-—1 k
S=Z‘§k—1‘=225in(—ﬂ)=2 sin(—”).
k=1 k=1 n n

k=0
Ainsi,
n—1 . n-1 . n-1 k
ik ik P
S:221m(e’n)=21m ¢ | = 2Im (e'n) .
k=0 k=0 k=0
Mais
n-1 ( il)k 1= ein% 1-— ein 2
e = — = — = -
= 1-e'n 1—¢ln  1-—¢in
2 1 1
= =2e 0 ———— =ie i ——
o (e iz _el%) —2isin 2= sin 3%
( T . 71') 1
=ilcos— —isinh — | —
2n 2n/ sin -
J Ly 1, 1
- I T
2 sin 3 2 tan 5
L. 2
Et ainsi, S = —.
tanz—
n

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.25
A Iexception de la derniére équation, il n’y a pas grand chose a dire : il sufhit d’appliquer
la méthode...

Le discriminant vaut A = =3 + 4i.

Soit donc z = a + ib une racine carrée de A. Alors z2 = a® — b2 + 2iab = —3 + 4i, et donc
a? —b? = -3 et 2ab = 4.

Par ailleurs, a® + b% = |z|* = |z]? = | - 3 + 4i| = 5.

On en déduit que 24 = 2 et 2b° = 8, et puisque ab = 2, a et b sont de méme signe.
Donc (a,b) = (1,2) ou (a,b) = (—1,-2).

On vérifie qu'on a bien (1 +2i)? = =3 + 4i, et donc § = 1 + 2i est une racine carrée de A, si

bien que les solutions de I’équation initiale sont % =2+iet % =1-1i.

A = =3 +4i. On a alors (a + ib)? = A si et seulement si

a?+b>=|AP=5 a?=1
2ab =4 b =4
a®-b%=-3 ab=2

Les deux racines carrées de A sont donc 1 + 2i et —1 — 2i, de sorte que les solutions de
I’équation sont 2i et —1.

Commengons par résoudre Z? — Z + (1 — i) = 0. Les deux solutions de cette équation sont
Zi=—-ietZr =1 +i=\/§ei%.

Les solutions de I’équation de départ sont donc les racines carrées de Z; et de Z», qui sont
au nombre de 4 et sont

iz _iZ i3 4 iz 4 i1z
eT1F, —e7T = T V2e!T et V2eIF

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.26
Rappelons un résultat traité dans un exemple du cours : les couples de solutions du systéme
x+y=s

sont les couples formés des deux racines de XZ — sX + p.
xXy=p

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

1 est important de s’assurer
de la positivité du sinus, car si

zZ=re

avec r < 0, alors |z| = —ret
un argument de z est 0 + 77 !

Rappelons que

Astuce
Sil'on remarquait que —1
est racine «évidente», et en
notant que —2i doit étre le
produit des racines, on arrive
directement 2 2i comme
seconde racine.

Sauf en cas de racine double,
il y a deux tels couples, ob-
tenus en échangeant les
racines.

M. VIENNEY
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Donc i, il s’agit de déterminer les racines de X2 - 4X +5.
Le discriminant de ce polynéme vaut —4 = (2i)?, et donc les deux racines sont 2 + i, de

+y=

Xy =

sorte que les deux couples de solutions du systéme sont (2+i, 2—i) et (2—i, 2+i).
De méme, pour le second systeme, il s’agit de déterminer les racines de X*— (3 -2i)X +5—i.
Le discriminant de ce polynoéme est A = (3 — 2i)> — 4(5 — i) = —=15 - 8i.

Cherchons alors § = a + ib tel que 6% = A.

On a alors
a®> —b> =Re(A) a> -b>=-15 a>=1
8% = A & {2ab =Im(A) & {ab=—4 o3 b2=16
a® + b2 = /|A| a® +b? =289 =17 ab = —4

On adonc a = +1, b = +4, et puisque a et b sont de signes opposés, les deux racines carrées
complexes de Asont § =1 —4iet = -6 = -1 +4i.

o . ) ,  3-2i+1-di _
On en déduit que les racines de X* — (3 — 2i)X + 5 — i sont — = 2-3iet
3-2i—-1+4i .
e e L B
Et donc les couples solutions au systéme initial sont (1 + 1,2 — 3i) et (2 - 3i,1 + ).
Notons que si x et y sont les deux c6tés d’un rectangle, alors son aire est a = xy et son

périmetre est p = 2(x +y) © x+y = P

5
A
Etdonconap:/h/a(:)x+y:¥.

Silaire a > 0 est fixée, il s’agit donc de trouver les valeurs de A pour lesquelles le systéme
xXy=a
Aa

x+y=T

C’est-a-dire les valeurs pour lesquelles I'équation x?

A
- %x +a = 0 posséde des solutions

réelles.
o , %q a, .,
Or le discriminant de cette équation vaut - 4q = 1 (A% - 16).
Il est donc positif ou nul si et seulement si A > 4.
Quelques commentaires : nous venons de prouver que le rapport entre le périmétre d’un rectangle

. \ R 7

et son aire” ne peut pas elre aussi pelit que Pon veut. Notons que ces grandeurs
P2 sont homogenes, comme

Autrement dit, a périmétre p fixé, Laire d’un rectangle ne peut pas dépasser 6 Clest assez intuitif : disent les physiciens.

on ne peut avoir une aire trés grande pour un rectangle de petit périmeétre (mais on peut avoir une
aire trés petite pour un rectangle de grand périmétre.)

On pourrait d’ailleurs prouver que cette borne % est atteinte uniquement pour les carrés.

De maniére générale, a périmétre fixé, la «figure»® avec la plus grande aire est le disque, pour Le terme est vague, mais
» donner une définition précise
Zaquelle onaa= o nous emmenerait trop loin.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.27
Il est clair que O est solution. Cherchons donc les solutions non nulles sous forme exponen-

tielle : z =re'?, avecr > 0 et 0 €] — x, x].
Alors 22 = r2e29 etz = re 19,
2
_ re=r r=1
Onadoncz’=ze{ ., o3 ..
e’V =e etV =1

Or, €39 = 1 si et seulement si z = ¢
size {1,j,7%}.
Et donc I'ensemble des solutions de I'équation de départ est {0, 1, j, j*}.

est une racine cubique de 'unité, donc si et seulement

De nouveau, remarquons que 0 est solution, et cherchons les solutions non nulles sous la
forme z = re'?, avec r > 0.

Alors 22 = r2e%0 et —z2 = —p2¢72i0 = y24i(1-20)

Et donc z2 = =77 si et seulement si €219 = ¢i(7=20) ot si et seulement si
T
0=7-20 [2rle0=2 (3]

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Donc l'ensemble des solutions est 'ensemble des complexes qui ont pour argument £ ou

3
+.

4
Une fois de plus, 0 est solution, et nous cherchons les solutions non nulles sous forme
exponentielle z = re’. Alors 22 = 2z & r?e?% = 2re~19.
Donc z est solution de z2 = 27 si et seulement si
—ig

rP=2reor=2etedl=¢ <=>63ig=1<:>ei9€{1,j,j2}.

Et donc les solutions de I'équation sont 0, 2, 2, 22.

Un complexe z est solution si et seulement si 22z° = 1 & |z|* = 1.
Et donc si et seulementsi |z] =1 & z € U.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.28
Cherchons z sous forme trigonométrique : z = re’
On a alors

O avecr>0et0 €] —m, x].

2242z -3=0 r?e?? +2r -3 =0.

En particulier, si z est solution, alors r2e?if =3 — 2p,
Ces deux complexes, doivent donc avoir le méme module.
Le module de r2¢%? est r2. En revanche, le module de 3 — 2r est |3 — 2r/|.

3
>Si3—2r>0<:>r<§ :alors |3 - 2r| =3 - 2r.

Etdonconar?=3-2re r2+2r-3=0.

Les solutions de cette équation sont 1 et —3. Et donc la seule solution positive” est r = 1.
Reste donc alors e%? =3 —2 =1, de sorte que 20 =0 [27] etdonc 6 =0 [x].

Ainsi, 0 = 0 ou 0 = 7, de sorte que z =€’ = 1 ou z = ¢" = —1.

3
»Si3—2r<0(:>r>§ :alors |3 — 2r| = 2r - 3.

Onaalorsr2=2r-3 o r2=2r+3=0.
Mais ce polynome de degré 2 posséde un discriminant égal 3 —8 < 0, et donc ne posséde
pas de solution réelle.

Ainsi, les seules solutions possibles de 'équation sont 1 et —1.

Il est aisé de vérifier que ce sont bien des solutions, et donc que I'ensemble des solutions de
I’équation est {1, 1}.

Quelques commentaires : il est assezfacile de voir que —1 et 1 sont solutions. Une erreur d ne
pas commettre serait de dire qu'on a la deux solutions, et qu’il s'agit d’'une équation de degré deux
qui ne posséde donc au plus que deux solutions, ce qui prouverait donc sans calculs qu’on a toutes
les solutions.

En effet, notre équation de départ w'est pas une équation polynomiale de degré 2 en raison de la
présence du module de z. Une équation polynomiale serait de laforme az®? +bz+c¢=0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.29
Ecrivons z = a + ib sous forme algébrique. Alors

z+2  (z+2)(1—-iz) z+2—i|z|]> - 2iz
11 +iz]2 11+ iz|?

1+iz

Et donc

2 1 1
(2} e oo o20) e L (pea 2.
1+iz |1+ iz|? |1 +iz|?

€ Rsietseulementsib—a?2-b>-2a=0< a®>+b%>+2a—-b=0.

1\> 5
Maisa2+2a+b2—b=(a+1)2—1+b2—b=(a+1)2+(b—5) —Z,desorteque

2
On en déduit que 12 *

z+2

1+iz

1\ 5
D2+|b-=| ==.
R(:)(a+)+( 2) 2
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Les solutions sont les com-
plexes dont I'image est sur

I'une des deux bissectrices

d’équations y = +x.

7z = |z|2.

9 Rappelons qu’on a supposé
r> 0.

Notons que nous n’avons pas
procédé par équivalences,
mais par implications.
Autrement dit, nous avons
effectué un raisonnement par
analyse-synthése, I'analyse
nous disant que si z est solu-
tion alors z = +1.

La synthése consiste donc 2
vérifier que ce sont bien des
solutions.

M. VIENNEY
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NETEY . 1
On reconnait 1a ’équation d’un cercle de centre (—1, 5/ et de rayon ER

Notons que ceci se retrouve directement a I'aide des complexes, en notant que la condition
obtenue n’est autre que
1
P (e
2

. . : 1
Et donc I'ensemble cherché est le cercle centré en le point d’affixe —1 + i5 et de rayon

V5o
7,pr1vedez.

2

5
1

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.30
Nous ne donnons pas de définition de polygone convexe régulier, mais il s’agit bien de

ceux auxquels Vvous pensez

Il existe tout de méme des polygones réguliers!® qui ne sont pas convexes (on parle alors
de polygones étoilés). Par exemple ceux qui se trouvent ci-dessous :

X 0P %

Enfin, direct signifie que les sommets sont parcourus dans le sens trigonométrique.

Si Q est le centre!! du polygone, alors pour tout k € [0, n — 2], M4 est I'image de My par

. , s
la rotation de centre Q et d’angle —.
n

Mk+2
My

Figure 7.2 — Chaque sommet se déduit du précédent par une rotation de centre Q et

’ i
d’angle —

Soit encore, en notant w l’affixe de Q,
Zhrt — @ = €7 (2 — ).
Notons alors { = el , de sorte que la relation précédente nous donne
Zks1 — © = {(zk — ).
Une récurrence rapide!? prouve qu’alors
2k — 0 = (20 - w).
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1l est facile de vérifier que i
appartient a ce cercle.

10 Done tous les corés sone de
méme longueur.

1 rintersection des média-
trices des segments joignant
deux sommets distincts.

20y plus simplement le fait
que My, est I'image de M,
par la rotation de centre Q et
d’angle ZkT”

M. VIENNEY
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Ceci est en particulier vrai pour k = 1, ce qui nous donne une relation entre w, z( et z;

z1—w:{(zo—w)@w(gv—l):{zo—m@wz%
Et donc pour tout k € [1,n— 1],

{z0— 21 N k(21 - z0)

-1 ¢-1

zk=w+§k(zo—w)=

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.31
Considérons deux rotations ry et r» de centres respectifs (1) et (Q2) et d’angles 0; et 6,.
Alors la fonction complexe associée a ry o r; est

101402) 7 _ o1(014602) () 4 6101 () — 1) + 1.

z o +e'? (e“gz(z —wy) +wy — wl) =e
Etant de la forme z — az +b, avec a = ¢/(?1%92) | ’est une similitude, de rapport 1 et d’angle
01 + 65, cest donc une rotation d’angle 6; + 6,.

Sauf dans le cas ol 6; + 6, = 0 [27], auquel cas a = 1, et nous sommes en présence d’'une

translation!?.

On prouve de méme que la composée de deux homothéties de rapports 1; et A, est une
homothétie de rapport 1142, sauf'si 111, = 1, auquel cas nous sommes en présence d’'une
translation.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.32

Puisque nous avons reconnu une fonction affine de z, il s’agit bien d’une similitude directe.

. . P 7 T
Puisque 1+ iv3 = 2¢i3, son rapport vaut 2 et son angle vaut 3

Enfin, son centre est son unique point fixe. Mais (1 + 1\/?) z-iV3=zez=1.

Et donc la similitude en question posséde pour centre (1,0) (le point d’affixe 1).
Travaillons plutdt avec les fonctions complexes associées 2 ces transformations, que nous
appellerons encore r et t pour alléger les notations.
Onat:zrz+(=1)etr:ze3(z=0)+0=iz.

Et donc pour z € C,

(torot)(z)=i(z—1)—1=iz— (1+i).

Puisque i = ¢’

Es
2

, il s’agit d’une similitude de rapport 1 (donc d’une rotation !) et d’angle %
1+i .
— =
Donc t or ot est la rotation de centre (0,-1) et d’angle g

Deplus,onaiz—(1+i)=ze z=

De méme, pour z € C, on a

(rotor)(z) =i(iz—=1)=-z—1i.
Puisque —1 = €', il s’agit d’une rotation d’angle = (qui est une symétrie centrale).

. i < 1
Son centre est alors le point d’affixe -3 c’est-a-dire |0, -5
Soit f : z + az + b une similitude directe.
Soit y € C fixé. Prouvons que y posséde un unique antécédent par f.
-b

Pourze C,onaf(z) =y az+b=yoz= =7

Et donc non seulement y posséde un unique antécédent, mais en plus nous connaissons cet
z—b

antécédent. Donc f réalise une bijection de Csur Cet f~!:z —

Si f est une translation (si @ = 1), alors f~! est encore une translation, de vecteur opposé 2
celui de f.

Si f posséde un point fixe w, alors f(w) = 0 © f1(w) = w.

Donc  est également le centre de f~!. Le rapport de f~! est|1| = 1‘ , qui est donc l'inverse

Tal
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Si on souhaite I'affixe du
centre de rotation, il s’agit de
l'unique point fixe de ry o ry.

13 Mais une translation est
une similitude directe, qui
posséde 1 comme rapport et
0 comme angle.

— Méthode

L’angle 6 et le rapport r

de la similitude associée a

z + az + b sont donnés par
la forme exponentielle de
a=re?.

Et son centre en est l’unique
point fixe.

M. VIENNEY
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de celui de f, et son angle est arg (%) = —arg(a), qui est donc 'opposé de I'angle de f.

Ainsi, si f est la similitude directe de centre Q, de rapport A et d’angle 6, alors =1 est la
similitude directe de centre Q, de rapport % et d’angle —0.

Notons en particulier que la bijection réciproque d’une rotation est une rotation de méme
centre, et de méme la bijection réciproque d’'une homothétie est une homothétie de méme
centre.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.33

I est évident que z = 1 convient. Nous supposons dans la suite que z # 1.
Notons A, B, C les points d’affixes respectives 1, z, z2.
Alors A, B et C sont alignés si et seulement si il existe un réel A tel que
AB=JAC & (z—1) = A(22 = 1).

2

e R.

Soit si et seulementsiz+1 e R & ze R.
Et donc la condition nécessaire et suffisante cherchée est z € R.

. . .2
Soit encore si et seulement S1

Laissons de coté les cas ol z = 0 ou z = 1, puisqu’alors les trois sommets du triangle sont
confondus.
Notons alors A, B, C les points d’affixes respectives z, 22, z>. Alors ABC est rectangle en B si

et seulement si (EZ\ B_C)) = g [7].
3 7 2 2
- 1
Donc si et seulement si ——— ¢ iR & M ceiRe —zeciRezeik.
z—z2 z(1 -2)

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.34
Az s o T
Ona j2=e3 =547 = ¢35, Et donc !5 = —j2.
Le triangle ABC est équilatéral direct si et seulementsi< — — 7
(ABAC) = <
.o . ye . ) T
Soit si et seulement si C est 'image de B par la rotation de centre A et d’angle 3

Traduisons ceci en termes d’affixes : ABC est équilatéral direct si et seulement si
c—a=¢é3(b-a)oc—a=—j*(b—a) ©c+bj>—a(l+j%) =0.

Or, nous savons que 1+ j + j%> = 0 et donc 1 + j* = —j.

Donc ABC est équilatéral direct si et seulement si c+bj%+aj = 0, ce qui, aprés multiplication
par j2 est équivalent 3 a + bj + cj? = 0.

Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si il est équilatéral direct, ou si il est équilatéral
indirect!*.

Mais il est équilatéral indirect si et seulement si ACB est équilatéral direct, soit si et seulement
sia+cj+bj>=0.

Et donc ABC est équilatéral si et seulement si

a+bj+ci?=0oua+cj+bj>=0o (a+bj+cj’)(a+cj+bj?) =0.
Mais on a
(a+bj+cj2) (a+cj+bj2)=a2+bj3+cj3+ab(j+j2)+ac(j+j2)+bc(j+j2).
Or j* =1, et comme précédemment, 1 + j+j° =0 & j+j> = -1.

Et donc on a toujours' (a +bj +¢j?) (a+cj+bj?) = a® + b+ c> — ab — ac — be.
Et par conséquent, ABC est équilatéral si et seulement si

C+b’+cc—ab—ac—bc=0o a®+b>+c>=ab+ac+ be.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.35
0

Notons 6 un argument de a, de sorte que a = €.
- O+2k
On peut alors supposer16 que pour k € [O,n— 1], zx =€’ .

Si My désigne le point d’affixe (1 + z;)", il s’agit donc de prouver que quels que soient
(k,£,p) € [0,n— 1] deux a deux distincts!” alors M M; et MM, sont colinéaires.
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Le résultat est assez peu
surprenant : pour «inverser
f» une similitude, il sufht
de tourner, par rapport au
méme centre, d’'un angle
opposé si f multipliait les
longueurs par 4, il faut les
diviser par A.

C

FIGURE 7.3— ABC est direct.
DEF est indirect (donc DFE
est direct).

4 0n die parfois aussi rétro-

grade.
Astuce

Un produit de deux nombres
est nul si et seulement si 'un
de ces deux nombres est nul !

15 Crest-a-dire quels que
soient les complexes a,betec.

16 Quitte A renuméroter les
zk, ce qui ne change rien
pour la suite.

17 Cette hypothése n’est pas
indispensable, mais montrer
que trois points, dont deux
confondus sont alignés n’a
pas grand intérét : C’est
toujours vrai !M. VIENNEY
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Ou encore que (MkM[, MkMp) =0 [x].
(T+z)" = (1 +2z)"
(T+2z )" = (1 +2,)"

Mais plus simplement, en termes d’afhixes, cela revient 4 prouver que

est réel.
Ce qui signifie que les arguments de (1+2z;)" — (1+2,)" et (1+2x)" — (1 +2,)" sont égaux
ou opposés'® modulo 27. Donc égaux modulo 7. 18 Deux vecteurs colinéaires
1 + Z[ n Peuvent Q.VOir deS sens OPPO—
Essayons donc de calculer un argument de (1+2z5)" = (1+2,)" = (1+2z)" (1 - (1 " ) ) sés |
Zk

Commengons par un argument de (1 + z¢)"™.

; Ok 02k [ 0s2kr _j0x2kn 0+2km\ ;012
l+zp=14e"n =e" "2 |em +e " 2n |=2co0s —n e,
n

. . . 0+ 2km 0+ 2kr
Et donc, suivant le signe du cosinus, un argument de 1 + zj est ou +7

n 2n
0 0
Donc un argument de (1 +z)" est 5 + k ou 5 + (k+n)r.
Ces deux nombres sont congrus a > modulo 7.
Poursuivons donc notre calcul, .... warr A MiNuTE ! Nous venons de prouver que les
(1 + z¢)" ont tous méme argument modulo 7.
. 1+ Zl n
Autrement dit que (+z0" eR.
(1 + Z[)n
(1 + zk)” -0

Soit encore e R.

(1 + Z[)n -0
Ainsi, les points O, My et M, sont alignés.
De méme, O, My et M, sont alignés, et donc My, M, et M, sont alignés. Ainsi, les M sont

alignés, et sont situés sur la droite passant par O et le point d’affixe >

Quelques commentaires : en réalité, tout le début de cette correction est inutile, le seul calcul

important étant celui de largument de (1 + z;)".

Toutefois, au vu de la formulation de la question, rien ne laissait présager que la droite passant par

tous les My passait aussi par lorigine, et donc il est assez peu probable!® de penser directement a 19 En tous cas je ne vois pas
chercher Uargument de (1 + zj)". de raison «évidente» de le
Aussi, j’ai tenu a laisser le début de cette correction, certes inutile, mais qui montre une des faire.

i« , , , . 20 0. - , ..
nombreuses’® maniéres de démarrer la résolution d’un tel exercice. Et je ne prétends d’ailleurs
pas que ce soit la plus intelli-

gente qui soit !
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