TD 6 : ENSEMBLES

EXERCICE 6.1
1. Montrer que les ensembles A = {(x,y) € R? | 4x —y = 1} et B = {(t + 1,4t + 3), t € R} sont égaux.
2. Méme question pour A = {(A,2p — 4,2+ p), (A, p) € R?} et B = {(2x,2y, 5x +y), (x,y) € R?}.
EXERCICE 6.2 Soient A et B deux ensembles.
1. Si A c B, déterminer AU B et A N B. (On attend une preuve, et pas juste une affirmation).
2. Montrer queACB& AUB=B&® ANB=A.

ExErcicE 6.3 Soit E un ensemble. Est-il vrai que
VA B,Ce % (E),Cc (AUB) = (Cc A) ou (C CB).

ExErcICE 6.4 Soit E un ensemble et soit (A, B,C) € 2 (E)>.

1. Montrer que ANB=AUB & A=B.

2. Montrer que (ANB=ANCetAUB=AUC) & (B=0).
ExERCICE 6.5 Soient A et B deux ensembles. Est-il vrai que 2 (AU B) = 2 (A) U (B) ?
Que P (AN B) = P (A) NP (B) ?
EXERCICE 6.6 Soient E et F deux ensembles. Montrer que % (E) ¢ % (F) si et seulement si E C F.
ExerciCE 6.7 Soient A, B,C trois parties d’'un méme ensemble E. Montrer que les trois assertions suivantes sont
équivalentes :

1. A\BcC

2. A\CcCB

3. ACBUC.

ExERCICE 6.8 Que valent les ensembles suivants : 9 ({1}),%2 (2 ({1})),9 ({1,2,3,4}),% (P (P (P (0)))) (%) ?

ExEercice 6.9 Soient A, B, C trois parties d’'un ensemble E. Montrer que

1. AUB=BNC&o (ACBcC() 4. A\B=AB\A=Bo ANB=0
2. A=A 5. A\B=B\A.
3. (A\B)U(A\C)=A\(BNC) 6. A\B= (4",

Exercice 6.10 Soit E un ensemble, et soient A et B deux parties de E.

1. Montrer 'équivalence : AC B & VX € P(E), ANX c BNX.

2. Méme question avec ANB=0 & X € P (E), Ac X et (X\A)=B.

3. Montrer I’équivalence : AUB=E & VX € P (E), (XNA=0= X C B).
Exercice 6.11 Montrer que ‘6 = {(x,y) € R? : x* + y* < 1} n’est pas le produit cartésien de deux ensembles de R.
Exercice 6.12 On considére A et B deux parties d’'un ensemble E. Résoudre 'équation A N X = B, d’inconnue
X € P (E).
ExERCICE 6.13 Soit E un ensemble et soient Ey, ..., E, (n > 2) des parties deux 2 deux distinctes de E. Montrer que
I’'un au moins de ces ensembles n’en contient aucun autre.

N2 — N

(p,q) +— 2P(2g+1)
Quelle intuition en tirez-vous ?

Exercice 6.14 Soit f : . Prouver que Vn € N*¥, 3!(p,q) € N2, n = f(p,q).
q p.q

ExEercICE 6.15 Soient E, F, G trois ensembles, et soient f : F — E et g : G — E deux applications. Donner une
condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe h : G — F telle que g = f o h.

A quelle condition un tel h est-il unique ?

ExXERCICE 6.16 Axiomes de Peano et construction des entiers de Von Neumann

Dans le cadre de la théorie axiomatique des ensembles (assez différente de la théorie «naive» des ensembles que nous
manipulerons en prépa) on considére que tout objet mathématique est un ensemble, et les régles de manipulation de ces
ensembles sont constituée de 8 axiomes qu’il est hors de question d’énoncer ici.

L’un des axiomes les plus difficiles 2 appréhender, 'axiome de fondation, stipule que si x est un ensemble non vide, alors il
existe y € x tel que y N x = 0.
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1. Montrer qu’il n’existe pas deux ensembles a et b tels que a € bet b € a.
Considérer x = {a, b} et utiliser laxiome de fondation.

Pour tout ensemble g, on notera s(a) = a U {a}, ensemble que 'on appelera le successeur de a.

Un ensemble A est dit clos par successeur si Ya € A, s(a) € A.

L’axiome de I'infini, qui comme son nom I'indique, a pour but de garantir I'existence d’un ensemble infini, s’énonce
comme suit : il existe un ensemble X tel que 0 € X et Vx € X, s(x) € X.

Autrement dit, il existe un ensemble X contenant le vide et clos par successeur.

On souhaite alors mettre en évidence I'existence d’un ensemble qui serait «une copie de N», c’est-3-dire vérifiant I'intuition
qu’on se fait des entiers.

ans la sui €, notons un ensemble contenan €t ClOS par successeur ons exis ence es aran ie ar axiome (]
Dans | t tons X bl t t 0 et cl dont lexist tg t I d

P'infini), notons Y l'ensemble des parties de X qui contiennent 0 et sont closes par successeur, et enfin notons N = ﬂ A.
AeY
Dans la suite, on note 0 I'ensemble vide.

2. Montrer que N posseéde les propriétés suivantes :
() 0eNetVneN, s(n)eN
(b) Vn € N, s(n) # 0 (0 n’est successeur d’aucun élément de N)
(c) Vm,ne N, s(m)=s(n) > m=n
(d) VAe P (N),(0cAetVneAs(n)eA) = A=N

Ces propriétés réunies (appelées les axiomes de Peano) nous semblent caractéristiques de N (ou d’une copie de N),
dans lequel application successeur serait s : n+— n+ 1.
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CORRECTION

CORRECTION DES EXERCICES DU ID 6

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.1

Nous allons procéder par double inclusion.

Soit (x,y) € A. Alors 4x —y = 1.

Posons alorst =x — 1, de sorte que x =t + 1. Alorsy =4x — 1 =4(t + 1) - 1 = 4t + 3.
Et donc (x,y) = (¢ + 1,4t + 3), si bien que (x,y) € B.

Ainsi,ona A C B.

Inversement, supposons que (x,y) € B, et soit t € R tel que (x,y) = (t+1,4t +3). Alors
dx—y=4(t+1)-(4t+3)=4-3=1

si bien que (x,y) € A. Et donc B C A.

Par double inclusion, on a donc A = B.

Soit (a,b,c) € A, et soient A, i € R tels que (a,b,¢) = (4, 2p — 4,24 + p).
Posons alors x = £ et y = £ de sorte que a = 2x et b = 2y.

A=2x
2u—-A=2y
Etalorsc =21+ pu=5x+v.
Ainsi, (a,b,c) = (2x,2y,5x +y) € B. Et donc A C B.

Onaalors{ sibien que p=x+yetA=2u—2y=2x.

Inversement, soit (a, b, c) € B. Soient alors x,y € R tels que (a,b,¢) = (2x, 2y, 5x +y).
Alors x = £ ety = % si bien que ¢ = 3a + 1b.

Soit alors A = a et yy = %42, de sorte que 2u—A=a+b—a="b.

Alors 21+ = %a+ %b =c, et donc (a,b,¢) = (1,21 — 4,21 + ) € A.

Ainsi, B C A, et par double inclusion, A = B.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.2

Il semble plutét intuitif! que AU B = B, mais il faut le prouver, ce qui peut se faire par
double inclusion.
On a toujours BC AU B.

Inversement, soit x € AU B. Alors, par définition d’une union, x € Aou x € B. Or,si x € A,

puisque A C B, alors x € B.

Donc nous avons prouvé que dans tous les cas, si x € AU B, alors x € B, c’est-a-dire que
AUBCB.

Et donc on a bien I’égalité annoncée : AU B = B.

De méme, il semble plutét clair que AN B = A.

On a toujours AN B C A.

Soit x € A. Alors, puisque A C B, x € B.

Et donc x est 4 la fois dans A et dans B : il est dans A N B.

Nous venons donc de prouver que Vx € A, x € AN B, Cest-3-dire que A € AN B, et donc
par double inclusion A = An B.

Nous savons déja que siA c BalorsAUB=Betque ACB= ANB=A.
Supposons a présent que AU B = B. Puisque A C AU B, alors A C B.
Et donc AUB =B = A C B, si bien que par double implication, Ac B& AUB=B.

De méme, si ANB=A,alors Ac AnBetdonc A C B.
Ainsi, AN B =A = A C Bet donc par double implication, A c B ANB = A.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.3

Il est clair que 'implication n’est pas vraie quel que soit 'ensemble E, puisque si E = {1, 2},

alors C = {1,2}, A = {1} et B = {2} vérifient C C AU B, mais pasC C Aou C C B.

Plus généralement, si E contient au moins deux éléments distincts a et b, alors en posant
C ={a, b}, A= {a} et B = {b}, l'implication est fausse.
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— Méthode

4 Pour prouver que A C, il

nous faut prouver que tout
élément de A est dans B.
On commencera donc sys-
tématiquement par «Soit

X € A, puis on trouvera un
argument pour arriver i 13
conclusion que x € B.

! Faire des dessins pour s’en
convaincre !

M. VIENNEY
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En revanche, si E = 0, pour toutes parties A,B,C de E,ona A = B = C = 0, et donc
C Cc AUB, C c AetC C Bsont toutes vraies.

Et si E = {x} est un singleton, soient A, B, C trois parties de E telles que C ¢ AU B.

» SiC=0,alors C c AouC C B est évidemment vraie.

» Si C = {x}, alors {x} ¢ AU B, si bien que x € AUB.

Donc soit x € A, et alors C C A, soit x € B, et alors C c B.

Donc dans tous les cas, C ¢ A ou C C B.

Ainsi, I'implication VA, B,C € 2 (E),C Cc AUB = C C A ou C C Best vraie si et seulement
si E est vide ou est un singleton.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.4

Procédons par double implication.
»SiA=B,ilestévident quu AUB=AUA=AetANB=ANA=A.
Donc ceci prouve I'implication A=B= AUB=ANB.

» Supposons donc a 'inverse que ANB=AUB.

Nous souhaitons prouver que A = B, et pour cela, nous pouvons procéder par double
inclusion.

Soit x € A. Alors x € AUB (car A c AUB), et donc x € AN B (car AUB = AN B).

On en déduit que x € B (puisque AN B C B).

Ainsi, nous avons prouvé que pour tout x € A, x € B, donc que A C B.

En échangeant les roles de A et B, on prouve exactement de la méme maniére que B C A.
Et donc par double inclusion, A = B, si bien que AUB=ANB = A=B.

Par double implication, nous avons donc prouvé que AUB=ANB & A=B.

Alternative : pour I'implication AN B =AU B = A = B, proposons une autre solution.
Supposons donc que AN B =AUB.

Onaalors ANB C A Cc AU B, ce qui s’crit encore, au vu des hypothéses faites,
ANBCACANB.

Par double inclusion, on a donc AN B = A.

Et sur le méme principe, AN B = B, si bien que A = B.

I est évident que si B=C, alorsANB=ANCet AUB=AUC.

Supposons donc ANB=ANCet AUB=AUC.

Prouvons alors que B C C. Soit x € B.

»Six € A alorsx € AnBet donc x € ANC, de sorte que x € C.

»Six ¢ A alorsx e AUBetdoncx e AUC.

Mais puisque x ¢ A, s’il est dans AU C, c’est qu’il est dans C.

Ainsi, nous venons de prouver que Vx € B,x € C, de sorte que B C C.

En échangeant les roles de B et C on prouve que C C B, et donc par double inclusion,
B=C.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.5

On n’a pas en général 2 (AU B) = P (A) UP (B).
Eneflet,siA = {1} et B= {2}, alors AUB = {1,2} € 2 (AUB), mais pourtant AUB ¢ % (A)
et AUB ¢ % (B).

On a bien % (A 1 B) = % (4) N P (B).
En effet, si E est un ensemble, alors on a
Ee?P(ANB)© ECANB
o (EcA)et (ECB)
o EeP(A) et E e P (B)
S EeP(A) NP (B).

Et donc ceci prouve bien que 2 (A N B) = 2 (A) N %P (B).

Détaillons tout de méme I’équivalence ((E c A) et (E € B)) & EC ANB.
Supposons que (E C A) et que (E C B).
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Dans ’hypothése, A et B
jouent des roles totalement
symétriques, et donc si on les
échange, le méme raisonne-
ment reste valable mot pour
mot afin de prouver B C A.
Lorsque deux raisonnements
sont identiques, vous pouvez
le dire ainsi pour ne pas tout
réécrire, mais n’en abusez
pas, si les arguments sont
différents, vous devez bien
tenir deux raisonnements.

A quelle(s) condition(s) a-t-
on

P (A) UD (B) =P (AU B)?

Si cette équivalence vous
semble douteuse, elle est
détaillée ci-dessous !

M. VIENNEY



CORRECTION 3

Alors pour x € E,onax € Aetx € B, et donc x € AN B. Ceci prouve donc que E C ANB.

Inversement, si E C AN B, puisque AN B C A, alors E ¢ A. Et on prouve de méme que
E C B, de sorte qu'on a bien (E C A) et (E C B).

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.6

Procédons par double implication.

Si & (E) c 2 (F), alors toute partie de E est une partie de F. Mais E lui méme est une

partie de E, et donc E C F.

Si vous préférez une rédaction plus formelle : E € 2 (E), et donc E € % (F). Et par consé- L’équivalence

quent, E C F. Ee?P(F)oECF

Inversement, supposons que E C F, et soit A € 2 (E). estla définition de & ().

Alors A C E, et donc A C F si bien que A € 2 (F).
Nous venons donc de prouver que tout élément de % (E) est un élément de & (F), donc
P (E) c P (F).

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.7

Utilisons un raisonnement circulaire, en prouvant que 1) = 2) = 3) = 1).

» Supposons que A\ B C C, et prouvons que A\ C C B.

Soit donc x € A\ C. Alors x ¢ C, et donc en particulier x ¢ A\ B.

Ce qui signifie que x ¢ A ou x € B. Mais puisque x est dans A4, il est donc dans B.
Donc A\ C c B.

» Supposons a présent que A\ C C B, et soit x € A. Ou bien x € C, et alors x € BUC.
Ou bien x ¢ A, et donc x € A\ C, et donc x € B. Et donc x e BUC.
On a donc bien A c BUC.

» Enfin, supposons que A C BUC, etsoit x € A\ B.
Alors x € A, donc x € BUC. Mais x ¢ B, et donc x € C.
On en déduit que A\ B c C.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.8

Puisque {1} est un singleton, on a & ({1}) = {0, {1}}.

On en déduit que 2 (2 ({1})) = {0,{0}, {1}, {0, {1}}}.

De méme, en se rappelant qu’une partie de {1,2,3,4} peut contenir 0, 1,2, 3 ou 4 éléments,
et en listant toutes les parties 2 un élément, puis celles 2 deux éléments, etc, on obtient

P({1,2,3,4}) = {0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2,4}, {3,4}, {1, 2,3}, {1, 2,4}, {2, 3,4}, {1, 3,4}, {1,2,3,4} } .

On a2 (0) ={0}. — & Danger | ——
Et donc & (0) est un singleton, de sorte que 2 (% (0)) = {0,{0}}. 0 est I'ensemble vide.
Une étape supplémentaire donne {0} est un ensemble qui
ne contient qu’un élément
P (% (% (0))) = {0,{0,{0}}, {0}, {{0}}}. { (lui méme un ensemble) :

I’ensemble vide.

Cetensemble a donc quatre éléments, de sorte qu’on est dans un cas similaire 2% ({1,2,3,4}) : {{0}} estun e,nselfﬁ,’le’ qu
ne contient qu’un élément :

il sufht de remplacer 1 par 0, 2 par {0}, 3 par {{0}} et 4 par {{{0}}}. Pensemble {0}

11 vient donc

P (2(2(2(0)))) = {0.{0}, {{0}}, {{O}}}. {{{{0}}}}. {0, {0}}. {0. {{0}}}, {0. {{0}}}},
{03, {{03}}, {{0}, {{0}}}}. {{0}}, {{0}}}}. {0, {0}, {{0} }}. {0, {0}, {{{0}}}},
{0}, {0}, {{{0}}1}}. {0, {{0}}, {{{0}}}}, {0. {0}, {{0} ), {{{0}} }}}.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.9
Pour chaque question, je donne plusieurs méthodes afin de vous montrer qu’il existe souvent plusieurs
moyens de répondre a la question posée, a vous de voir laquelle est la plus simple (en général, le

plus simple est de travailler directement sur les ensembles® si cest possible, en utilisant les propriétés 2 Sans travailler sur des élé-
vues en cours), ments de ces ensembles.

Puisqu’il s’agit de prouver une équivalence, procédons par double implication.
Supposons que AUB=BNC.AlorsBC AUBC BNC c C,donc B cC.
Et de méme, Ac AUBc BNC c B, donc A c B.
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Ainsi Ac BcC.

Inversement, supposons que A C B C C. Il s’agit donc de prouver que AUB =BNC.
Puisque A C B, on a®> AU B = B. Et dautre part, puisque BC C,ona BNC = B.
EtdoncAUB=B=BnC.

Ainsi, on a bien prouvé I’équivalence

AUB=BNC&s ACBCC.
C’est assez évident :pour x € E,on a
x€A o x¢Aenon(x € A) © non(non(x € A)) & x € A.

Plusieurs options sont possibles*.
Premiére méthode : en travaillant sur les ensembles : on a

A\(BNC)=AN(BNC)=AN(BUC)=(ANB)U(ANC)=(A\B)U(A\C).

Seconde méthode : par équivalences : pour x € E, on a

x€(A\BJU(A\C)o (xeAetx¢B)ou(xcAetx¢(C)
S (xeAet(x¢Boux¢l)
& (xeA) et (x e BUC)
& (xeAetxeBNC
S (xeA)etxgBNC
oxeA\(BNCO).

Troisiéme méthode : par double inclusion.

Soit x € (A\ B) U (A \ C). Alors ou bien x € A\ B, ou bien x € A\ C.

Dans le premier cas, x € A, et x ¢ B, donc x ¢ BN C, de sorte que x € A\ (BN C).
Et dans le second cas, x € Aet x ¢ C,doncx ¢ BNC,etdoncx € A\ (BNC).
On a donc prouvé que Vx € (A\ B) U (A\C),x € A\ (BN C), de sorte que

(A\B)U(A\C) c A\ (BNC).

Inversement, soit x € A\ (BNC). Alorsx € Aetx ¢ BNC.
Donc soit x ¢ B, auquel casx € A\ Bc (A\ B)n (A\C).
Soit x ¢ C, auquel casx € A\ C c (A\B)U (A\C).
Nous avons donc bien A\ (BN C) c (A\B) U (A\ O).
Prouvons directement que A\ B = A & AN B = 0, lautre équivalence en découlera
directement en échangeant les roles de A et B.
Supposons donc que A\ B = A.
Alors ANB=A,etdonc ANB=(ANB)NB=AN(BNB) =0.

———

=0

DoncA\B=A=ANB=0.

Alternative : supposons par 'absurde que AN B # 0.

Alors il existe un élément x dans A N B.

Mais un tel x est alors dans A et dans B, donc n’est pas dans A \ B. Et puisque A\ B= A4, x
n’est donc pas dans A, ce qui est absurde.

On en déduit que AN B =0, ce qui prouve que A\B=A= ANB=0.

Inversement, supposons que A N B = 0, et prouvons que A\ B = A.
L’inclusion A\ B C A est vraie, par définition de A \ B.
Etsix € A, alors x ¢ B, faute de quoi on aurait x € A N B, contredisant la vacuité de AN B.
Par conséquent, x € A\ B, etdonc A C A\ B.
Par double inclusion, A = A\ B, ce qui achéve de prouver la seconde implication, et donc
I’équivalence

A\B=AeANB=0.

Alternative : on a toujours® A = (A \ B) U (AN B).
EtdoncsiANB=0,A=(A\B)UO=ANB.
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3 Voir lexercice 2.

4B je vous laisse choisir
votre préférée...

Clest la distributivité de et
par rapport a ou rencontrée
dans le cours de logique.

Méthode

Pour prouver qu’un en-
semble est vide, on raisonne
par Pabsurde en supposant
qu’il contient au moins un
élément pour arriver 4 une
contradiction.

5 Un élément de A est soit
dans B (et donc dans A N B),
soit dans B et donc dans

ANB=A\B.
M. VIENNEY




CORRECTION

La aussi nous pourrions procéder par double inclusion, mais il est tout aussi simple de
procéder par équivalence.
Soit donc x € E. Alors

x€A\B& (xe€A) et (x ¢B)
S (x¢Aet(xeB)
S x € B\ A

Etdonc A\ B=B\A.
Encore plus simple : A\B=ANB=ANB=B\A.

11 serait possible de raisonner par double inclusion, essayons d’y aller directement par
équivalence : soit x € E. Alors

xe (4" o (xe A) A=(x € AN B)
S (xeA)A-(x€e AANXxEB)
S (xeA)A(x¢AVx¢B)
S ((xeA)AN(xgA)V ((x €A A(x¢B))
S (xeA)A(x¢ A
< xe€eA\B.

Alternative :
CA = A\(ANB)=AN(ANB)
=An(Zu§)
= (AnZ)U(AmE)
=ANB=A\B.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.10

Supposons que A C B, et soit X € & (E).

On souhaite alors prouver que ANX c BN X.

Mais ANX CACBetANX C X, sibienque ANX c BNX.

Ainsi, on a prouvé que Yx e AN X, x € BNX,si bien que ANX C BN X. Et ceci est vrai
pour toute partie X de E.

Nous avons donc prouvé I'implication A ¢ B= VX € ?(E), ANX C BN X.

Inversement, supposons que ¥X € (E),ANX c BNX.
Alors en particulier, pour X = E, ona AN E C BN E soit encore A C B.
Etdonc VX € ?(E), ANX c BNX = A CB.

Supposons que AN B = 0.

Soit alors X = AU B. Alors il est clair que A C X.
EtX\A=XNA=(AUB)NA=(ANAYU(BNA) =0UB=B.
Ainsi, ANB=0 = 3X € P(E),AC X et (X \ A) = B.

Inversement, supposons I'existence d’une partie X de E telle que A ¢ X et X \ A = B, et
notons X une telle partie. Alors

AmB:Aﬂ(XL@:An(XﬂZ)=Xm(AnZ):Xﬂ®=0

Supposons que AU B = E, et soit X € P (E) vérifiant X N A = 0.
Alors X=XNE=XN(AUB)=(XNA)UXNB)=XNBCB.
N—
=0
Et donc on a bien prouvé que VX € # (E),XNA=0= X C B.

Inversement, supposons que VX € (E), XNA=0 = X C B.
Prenons alors en particulier, X = A.Onaalors ANA =0, et donc A C B.
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Loi de De Morgan.

Puisque AN B = 0, alors
B=BNE
=BN(AUA)
=(BNA)U(BNA)
=BnAcaA.
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Etalors E= AUA C AUB.

Puisque A et B sont deux parties de E, on a évidemment A U B C E, et donc par double
inclusion, E = AU B.

Nous avons donc prouvé que (VX € ?(E), XNA=0=X CB) = AUB=E.

Donc par double implication,
AUB=Eo VX eP(E),XNA=0=XCB).

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.11

Commengons par dire deux mots de l'intuition géométrique qui se cache la-derriére :

vous savez que x2 + y* = 1 est une équation du cercle de centre (0,0) et de rayon 1.

Et donc € est ensemble des points qui se trouvent  I'intérieur de ce cercle : € est le Il sagit de Fensemble des

disque centré en l'origine et de rayon 1. points dont la distance 3
Porigine est inférieure a 1.

Raisonnons par I'absurde, et supposons qu’il existe deux parties A et B de R telles que

% =AXB.

Puisque (0,1) € 6, nécessairement 1 € B.

De méme, puisque (1,0) € €, alors 1 € A.

Etdonc (1,1) € Ax B =6, ce qui est absurde car 12 + 12 > 1.

On en déduit donc que notre hypothése de départ est fausse : € n’est pas le produit

cartésien de deux parties de R.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.12

Notons que pour tout X € 2 (E), ANX C A. Méthode

Et donc si B ¢ A, alors I'équation ne posséde pas de solution. Nous sommes en train de
faire un raisonnement par

En revanche, si B C A, considérons une solution X de I’équation. Alors on a analyse synthése, et nous

commengons par I'analyse :
si X est solution, que peut-on
dire 4 son sujet ?

X=XNE=XN(AUA) = (XNA)UXNA)=BU (X NA).
——

=B

Et donc en particulier, B ¢ X. De plus X N AcCA.
Donc X est de la forme BU C, avec C C A. Méthode
. _ Il s’agit ici de la synthése : si
Inversement, si X = BU C, avec C C A, alors X est de la forme B U C, est-il
bien solution de ’équation ?

ANX=AN(BUC)=(ANB)U (ANC) =ANB=B.

———
=0 car CCA
Et donc I'ensemble des solutions de 'équation est ,
Un ensemble X vérifie
— — AN X = Bsi et seulement
S = {B UC, Ce @(A)} = {X €ePE)|BcXcCB UA} . si X contient B tout entier,
ainsi que des éléments qui ne
SOLUTION DE L’EXERCICE 6.13 sont pas dans A.
Juste pour le plaisir, et bien que ceci ne nous soit pas vraiment utile dans la suite, reformulons
I’énoncé : il s’agit de prouver que
di e [[1,71]], Vje [[1,71]] \ {l}, E] ¢ E;.
Nous allons prouver le résultat par récurrence sur n, le nombre d’ensembles.
Autrement dit, nous prouvons la propriété % (n) suivante : «quelles que soient Ey, ..., E,
des parties deux a deux distinctes de E, il en existe une qui ne contienne aucune des autres.»
Notons que 12 encore, il peut étre instructif® d’essayer d’écrire & (n) a l'aide de quantifica- ® Oserais-je dire camusant» ?
teurs :

P (n) :V(Ey,...Ep) € P(E)", (Y(ij) € [Ln]% i # j = E # E;) = (3i € [Ln], Vj € [La]\{i}, E; ¢ E).

Pour n = 2, donnons nous deux parties Ej, E» de E distinctes.

Alors on ne peut avoir 2 la fois E; C E; et E; C Ey, car alors on aurait Ey = E», contredisant

le fait que E; # Es.

Donc on a toujours soit’ Eq qui ne contient pas Ej, soit E» qui ne contient pas Ej. 7Ft fpfzuf—étre méme les deux
a la 1o1s !
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CORRECTION

Soit n > 2 tel que 2 (n) soit vraie, et considérons E, .. ., E,41 des parties distinctes de E.
Par hypothése de récurrence, I'un des Ey, .. ., E,, appelons-le E;, ne contient aucun des
autres.

Il y a alors deux cas possibles :
e SiE,.1 ¢ E;, alorsaucun des Ey, ..., Ei_1, Ei+1, . . ., En+1 n'est contenu dans E;.

e SiE,y C Ej, alors Enqq ne contient aucun des Ey, k € [1,n].
En effet, pour k # i, si on avait Ex C Epyq, comme E,.q C E;, on aurait également
Ei C E;, ce qui contredit la définition de i.
Et pour k = i, on ne peut avoir E; C Epyq car on a déja E,..q C E;, et par hypothese
E; # Epq car Eyq, ..., Epyq sont deux 2 deux distincts..
Et donc E,;1 ne contient aucun des ensembles Ey, . .., E,.

Ainsi, dans tous les cas, 2 (n + 1) est vraie.

Par le principe de récurrence, % (n) est vraie pour tout n > 2.

Et donc, pour toute famille finie de parties deux a deux distinctes de E, 'une® de ces parties
n’en contient aucune autre.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.14

Procédons par récurrence forte sur n pour prouver lexistence.

Pour n =1, il est clair que 2°(2g+1) =1 & p=g=0.

Soit n € N*, et supposons que pour tout k € [1,n], 3(p,q) € N2, n=2P(2g+1).

. . n+
Sin+1 est pair, notons k = —— € N*.

Alors par hypothése de récurrence, il existe (p,q) € N? tel que k = 27(2q + 1), et donc
n+1=2*1(2q+1).

Etsin+ 1 est impair, alors il existe k € N* tel que n+1 =2k + 1 =22k + 1).

Dans tous les cas, il existe (p, q) € N? tels que n+1=2P(2q + 1).

Par le principe de récurrence forte, pour tout n € N* il existe (p,q) € N? tels que
n=2P(2q+1).

8 Au moins.

Pour l'unicité, supposons que (p1, q1), (p2, g2) soient deux couples d’entiers tels que 271 (2g; + 1) = 2P2(2¢, + 1).

Quitte a les échanger, supposons que p; < ps.

Alors (2q; + 1) = 2P27P1(2g, + 1).

Sip1 # po, alors p1 < po donc po — p1 > 1. Or 2q; + 1 est impair, alors que 2> + 1 =
2P27P1(2g5 + 1) est pair, ce qui est absurde.

Donc p; = p», si bien que g1 = go.

Et donc (p1,q1) = (p2, ¢2)-

Ainsi, nous venons de prouver qu’a tout élément de N* correspond un et un seul couple
(p.q) € N°.

Autrement dit, on peut «<numéroter» les éléments de N2 a l'aide de ceux de N* : il ya
autant d’éléments dans N? que dans N*.

Cela peut paraitre paradoxal puisque pour tout p € N, {(p, q), g € N*} est une «copie» de
N* qui est incluse dans N2, et donc que celui-ci contient une infinité de copies de N*,
donc devrait contenir «plus» d’éléments que N*.

On peut aussi se dire que cela n’a rien de surprenant puisque ces deux ensembles sont
infinis, mais tout de méme, il semblerait que des infinis soient bien plus gros que d’autres,
par exemple il y a beaucoup plus de réels que d’entiers.

Ces notions seront précisées plus tard dans I'année, et surtout en seconde année.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.15
Supposons qu’il existe h : G — F telle que g = f o h.
Alors pour tout x € G, g(x) = f(h(x)), donc g(x) € Im f.

En particulier, si y € Im g, alors il existe x € G tel que y = g(x) = f(h(x)) € Im f.

Donc déja Img c Im f.

Inversement, si Img C Im f, alors pour tout x € G, g(x) € Im f. Donc il existe ¢ € F tel
que g(x) = f(t). Considérons alors un tel ¢ et posons h(x) = t.

On a alors g(x) = f(h(x)), et ceci étant vrai pour tout x € G, on a bien g = f o h.

Supposons a présent qu’un tel h existe, et prouvons qu’il est unique si et seulement si tout
élément de Im g posséde un unique antécédent par f.
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On peut en fait prouver
qu’on ne peut pas «numé-
roter» les réels A Iaide des
entiers.

1l existe peut-étre plusieurs
tels £, ce que nous disons c’est
que nous en choisissons un.
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TD 6

» Si tout élément de Im g posséde un unique antécédent par f, et que h: G — F est une
application telle que g = f o h, alors pour tout x € G, on a g(x) = f(h(x)), si bien que h(x)
est un antécédent de g(x) par f. Et donc nécessairement, h(x) est 'unique antécédent de
g(x) par f, si bien que h est nécessairement 'application qui 4 x associe 'unique antécédent

de g(x) par f.

» Inversement, supposons qu’il existe un élément y, € Im g qui posséde deux antécédents
distincts par f.
Soit alors hy : G — F telle que g = f o hy.
Soit xo € E un antécédent de yy par g, de sorte que yo = g(xo).
Alors t; = hy(xp) est un antécédent de g(xo) par f, mais par hypothése, il existe également
tr € G, avec tp # 1 tel que f(t2) = f(t1) = g(x0).

G — F
Soit alors A : {hl(x) six #xp .

x ,

i S1 X = X

Alors pour tout x € G, on a

g(x).

f(hi(x) six #xo g(x) six#xp
f()  siz=xo B

(f o h2)(x) = f(ha(x)) = { = .
g(xp) six=xp

Donc on a g = f o hy, mais puisque h2(xo) # hi(x0), h1 # ha.

Et donc il n’y a pas unicité d’'une application h telle que g = f o h.

Nous venons donc de prouver? que $il y a unicité d’un tel h, alors tout élément de Img
posséde un unique antécédent par f.

Par double implication, il existe un unique h € ¥ (G, F) tel que g = f o h si et seulement si
tout élément de Im g posséde un unique antécédent par f.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.16

Supposons donc par P'absurde que deux tels ensembles a et b existent, et considérons
x = {a,b}.

Maissiy =a,alorsbe xNa=xNy,etdoncx Ny # 0.

Et de méme, siy = b, alorsa € xNb=xnNy,sibien quex Ny # 0.

Autrement dit, nous venons de prouver que Yy € x,y N x # 0, contredisant 'axiome de
fondation.

Donc il n’existe pas d’ensembles a, b tels que a e bet b € a.

» Puisque 0 = 0 appartient par définition a tousles A € Y, 0 € N.
10

Et par ailleurs, si n € N, alors pour tout A € Y n € A. Et puisque A est clos par successeur'”,

s(n) € A. Bt donc s(n) € U A = N. Ceci prouve donc a).
AeY

» Pour tout n € N, s(n) = n U {n}. Mais puisque n € {n}, n € s(n), si bien que s(n) # 0.
Et donc pour tout n € N, s(n) # 0.

» Soient m,n € N tels que s(m) = s(n). Alors nU {n} = m U {m}.

Puisque n € s(n), on a donc n € s(m), et donc soit n € {m} (auquel cas m = n), soit n € m.
Par le méme argument m € {n} oum € n.

Si on suppose de plus que m # n, on a donc m € n et n € m, ce qui n’est pas possible par la
question 1).

Donc nécessairement m = n, si bien que s(m) = s(n) = m = n.

» Soit A une partie de N telle que 0 € N et pour tout n € A, s(n) € A. Alors, A est une
partie de N (et donc une partie de X) contenant 0 et close par successeur, si bien que A € Y.
Et donc N C A. Puisque par définition A € N, on a donc N = A.
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9 Par contraposée.

Ceci ne signifie pas que f ne
peut pas prendre deux fois

la méme valeur, seulement
quelle ne peut pas prendre
deux fois une valeur dans
Img.

10py; définition de Y.
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