TD 5 : FONCTIONS USUELLES

» Logarithme, exponentielle, fonction circulaires hyperboliques

EXERCICE 5.1

1. Soit a € R%. Etudier les variations de x +— a*. 2. Résoudre I’équation 2* + 3* = 5, d’inconnue x € R.

ExEercice 5.2 Résoudre les équations suivantes, d’'inconnue x € R :
1. = (V) 2. 3 = 11¥ 3. (%) ) = cos(rx)

Exercice 5.3 Soient x,y € R. Montrer que

1. ch(x +1y) = ch(x) ch(y) +sh(x) sh(y) 3. ch(x) = ch(2x) +1
' -V 2

4 ) i) = —3)

. (%) sh(x) = ——=—.

2. sh(x +y) = sh(x) ch(y) + ch(x) sh(y) 1-th? (%)

Exercice 5.4 Soit x,y € R et n € N. Simplifier les sommes C, = Z ch(x+ky)etS, = Z sh(x + ky).
0 k=0

k=
1
ExErCICE 5.5 Montrer que pour tout x €]0, 1[, x* (1 —x)'™ > 5

ExERCICE 5.6 Nombre de chiffres de ’écriture décimale d’un entier
Soit n € N*. Montrer que le nombre de chiffres nécessaires pour écrire n en base 10 est égal A |log,,(n) | + 1.

ExEercice 5.7 Soient a, b, c trois réels strictement positifs.

Discuter, suivant les valeurs de a et b, le nombre de solutions de 'équation a ch(x) +b sh(x) = ¢, et déterminer ces solutions.

» Fonctions circulaires

EXERCICE 5.8

1. En notant T_Z_ 7T el T sin = et tan —
. otant que 15 = > — 7, calculer cos 15, sin 1 et tan .

2. Calculer cos % sin % et tan %

EXERCICE 5.9

1. Ecrire sin(5x) sous forme d’un polynéme en sin(x).

5-v5
2. En déduire que sin (g) = 8‘/_

Exercice 5.10 Etudier le signe sur [0, 27r] de la fonction x — cos(2x) — cos(3x).

Exercice 5.11 Montrer que pour tout x € [-1,1], x> < x?, et déterminer les valeurs de x pour lesquelles cette

inégalité est une égalité. En déduire 'ensemble des solutions de cos® x + sin® x = 1.

Exercice 5.12 Equations et inéquations
Résoudre les équations et inéquations suivantes. Autant que possible, on s'aidera d’un cercle trigonométrique.

1 1
1. cosx > E 2. |tan(x)| <1 3. cos?(x) > 7 4. 2sin?(x) +sin®(2x) = 2 5. V3 cos(x) —sin(x) > 1.

Exercice 5.13 Soit x € R. Exprimer cos(3x) en fonction de cos(x), puis sin(4x) en fonction de cos(x) et sin(x).
Retrouver alors les valeurs de cos Z et cos .

Exercice 5.14 Résoudre les équations suivantes :
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1. tan(2x) = 3 tan(x) 2. cos(2x) — cos(3x) =0 3. 1+cos(x)+cos(2x)+cos(3x) =0

ExEercice 5.15 Résoudre I'inéquation /1 + 2 cos(x) < sinx.

Exercice 5.16 Résoudre l'inéquation cos?(x) — cos(x) sin(x) > 1. On pourra commencer, lorsque cest possible, par se
ramener d une inéquation en tanx.

Exercice 5.17 Montrer que pour n > 2, on a 2 cos 2£” =2+V2+---+V2 (otril y an— 1 racines carrées).

EXERCICE 5.18

1. Démontrer que pour tout « dans un ensemble 2 préciser, on a tan? a tan(2a) = tan(2a) — 2tan a.

n
2. En déduire la valeur de S,, = kZ:; 2k tan? Zx—k tan % ol x € ]—g, g[ etn € N*,

3. Donner la limite de S, lorsque n — +oo.

Exercice 5.19 Un produit infini

n

x sin x
1. Montrer que pour x € R\ 27Z et n € N*, 1_[ COS — = ———.
2k 2nsin &
k=1 2
, . . sint
2. Déterminer lim —.
t—0*

n

L1 . x  sinx
3. En déduire que lim | | Cos — = .
n—+00 it 2k x

Exercice 5.20 Pour x € R, comparer cos(sin(x)) et sin(cos(x)).

» Fonctions circulaires réciproques

x
Exercice 5.21 Montrer que pour tout x € Ry, e < Arctan(x) < x.
x2 +

ExErcICE 5.22 Calculer les nombres suivants :

1. Arccos | cos 5—” 2. Arcsin [sin L 3. Arcsin [sin 5—”
13 8 6
4. Arccos (cos (227”)) 5. Arccos (sin (197”)) 6. Arctan (tan (%))

ExErcICE 5.23 Calculer Arctan(2) + Arctan(3).

Exercice 5.24  Simplifier les expressions suivantes, en précisant les valeurs de x pour lesquelles elles ont un sens :

1. sin(2 Arcsin x) 3 cos 1 Arccos x 4. tan(Arccos x)
2. (%) sin(Arctan x) 5. cos(3 Arccos x)

ExErcice 5.25 Tracer le graphe de la fonction f : x — Arccos(cos(x)) — %Arccos(cos(Zx)).

EXERCICE 5.26 Montrer les identités suivantes :

5 2 3 1 .3 7
1. Arccos 'El =2 Arctan 3 2. 2 Arccos 1 = Arccos 3 3. 2 Arcsin 3 = Arccos o

EXERCICE 5.27
1. Pour k € N, simplifier Arctan(k + 1) — Arctan(k).

¢ 1
2. En déduire l’existence et la valeur de lim Arctan ——.
x v n—-+eo kzz(:) kK2+k+1

ExERCICE 5.28 A laide de calculs de dérivées, prouver les formules suivantes :

)
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1. Vx €] = 1, 1], Arcsin(x) = Arctan(



1
2. Vx € [0,1], Arcsin (V&) = % + 5 Arcsin(2x - 1)

1—
Exercice 5.29 Pour x > 0, on pose f(x) = Arccos( +)1C)
x

1. Vérifier que f est bien définie.

2. Justifier que tout réel positif x peut s’écrire de maniére unique sous la forme x = tan>(6/2), avec 0 < 0 < 7.

3. Montrer alors que pour tout x > 0, f(x) = 2 Arctan(v/x).

Exercice 5.30 Soit f: x — Arcsin(x) + Arcsin(2x).

1. Déterminer I'ensemble de définition & de f.

2. Calculer la valeur de f (%)

’ . T N . .
3. Montrer que I’équation f(x) = > posséde une unique solution.

4, Déterminer cette solution.

Exercice 5.31 Résoudre I'équation Arctan (x — 1) + Arctan(x) + Arctan(x + 1) = %

EXERCICE 5.32
1. Simplifier Arctan(sh(x)) + Arccos(th(x)) pour x € R.

5
2. Résoudre I’équation th(x) = G

(1 5 5 &
3. En déduire que Arctan 15 T Arccos = = 5.
ExEerciCE 5.33 (Oral Polytechnique)

Soit (uy) la suite définie par ug =x > 0 et Vn € N, upyq = \/1 +(uo+- - +un)’

n

Déterminer lim =—. On pourra noter 0, = Arcsin —.
n—+o0 Y, Up
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CORRECTION

CORRECTION DES EXERCICES DU ID 5

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.1

Notons f; : x > a*. Alors f; est dérivable sur R et
fa(x) = ln(a)eXIn” =In(a)a*.

En particulier, f est du signe de In(a).
Donc sia = 1, f; est constante, si a > 1, f, est strictement croissante et si a < 1, alors f; est
strictement décroissante.

Il est évident que x = 1 est une solution de I’équation.

La fonction f : x + 2% + 3% est strictement croissante car somme de deux fonctions
strictement croissantes.

Etdoncsix > 1, f(x) > f(1) =5, et donc x n’est pas solution de 'équation de départ.
De méme, si x < 1, alors f(x) < 5, et donc x n’est pas solution.

On en déduit que I’équation 2 + 3* = 5 posséde une unique solution, qui vaut 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.2

Notons que I’équation n’a de sens que pour x > 0, et que 0 et 1 sont clairement solutions.
Pour x #0,etx # 1,0ona

= Ve V) = (VX)) o \XIn(x) = xIn (xl/z)

& Vxln(x) = gln(x) o Vr= g

2

Sdx=x"ox=4.

Donc 0, 1 et 4 sont les seules solutions de I'équation.

, . , . 2 5
Léquation s’écrit encore ¥ ") = ¢’ In(1D) o x21n(3) = x5 In(11).
Il est clair que 0 est solution, et pour x # 0, cette équation équivaut a

B In(3) _ In(3)
In(11) In(11)
, . s . 5[ In(3)
Donc I'ensemble des solutions de 'équation est < 0, 4
In(11)
Ona ﬂsinz(x) — esinz(x) In(x) > 0 =1.
Drautre part, cos(zx) < 1.
= 1 = 1
Donc I’équation est satisfaite si et seulement si COS.(JTZX) C(.)S(Zﬂx)
asin®(x) =1 sin“(x) =0

Or cos(7x) = 1 si et seulement si il existe k € Z tel que 7x = 2kn & x = 2k.
Mais d’autre part, sin(x) = 0 si et seulement si il existe ¢ € Z tel que x = 7.

. . . . 2k
I est clair que 0 est solution, et si x # 0 est une solution, avec x = 2k = ¢, alorst = — € Q.

Puisque 7 est irrationnel , ceci est impossible, et donc 0 est 'unique solution de 'équation.
Jeen profite pour signaler un fait amusant, pour lequel je n’ai pas d’explication : en observant
le graphique de f : x — 757" ®) — cos(x), on a de prime abord I'impression qu'il s'agit
d’une fonction 22-périodique.

Et de fait, si 'on essaie de superposer le graphique de f a celui de x — f(x +22), ils ont
Iair de se superposer... jusqu’a ce qu’on zoome un peu.

Nous avons tracé ci-dessous le graphique de la fonction! g : x — f(x +22) — f(x), et s’il
est clair que celle-ci n’est pas nulle (et donc que f n’est pas 22-périodique), il est quand
méme troublant de constater que son amplitude ne dépasse pas le centieme de celle de f.
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Une fonction strictement
monotone ne peut prendre
deux fois la méme valeur. Or
f prend la valeur 5 en 1, elle
ne peut donc la prendre nulle
part ailleurs.

00 =1.

A\ Attention !
Bien que I’équation ait un
sens pour x = 0, l’expression
avec des In n’est valable que
pour x > 0.

L’irrationalité de 7 a été
mentionnée pour linstant,
mais n’a pas été prouvée (ce
qui sera peut-étre fait en
devoir en cours d’année).
Une «bonne» raison pour
que 7 soit irrationnel est tout
simplement que si 7 était
égal 2 une fraction, on vous
aurait déja fait apprendre
cette fraction !

1 Qui elle-méme a presque
Iair d’étre 3-périodique...

M. VIENNEY



TD 5

22 44

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.3

Partons plutdt du membre de droite :

ch(x) ch(y) +sh(x) Sh(y) (ex +e‘x) (ey +e_y) .\ (ex _ e—x) (ey - e_y)

2 2 2 2

1 _ _ e _ _ —x—
=Z(ex+y+ex Ype ™Y e Y 4 MY — oY — 7Y 4 e7XTY)

= 1 (2ex+y + 26_(x+y))
1

= ch(x +y).

De méme, on a

sh(x) ch(y) + ch(x) sh(y) (ex _2e—x) (ey +2e‘y) . (ex +26—x) (ey —2e‘y)

1 _ _ e _ . x—
:_(ex+y+ex y_ex+y_exy+ex+y_ex y+ex+y_exy)

= 41—1 (2e°1Y — 2¢7*7Y)
=sh(x +y).

Alternative : soit y € R fixé. Alors la dérivée de x — ch(x +y) est x — sh(x +1).

Mais par la question précédente, pour tout x € R, ch(x +y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y),
et donc la dérivée de x — ch(x +y) est aussi x — sh(x) ch(y) + ch(x) sh(y).

Et donc pour tout x € R, sh(x + y) = sh(x) ch(y) + ch(x) sh(y).

Par la question 1,

ch(2x) = ch®(x) + sh’(x) = ch®(x) + ch’(x) - 1 = 2ch®(x) - 1.

[ch(2x)+1 /2ch2(x)_ | h2(x) =
> - > = ch”(x) = ch(x).

2th (%) ~
- (3)

Et donc

On a, pour x € R,

2th (%)
_sh’(3)
ch’(3)
2 (3)
(5) ()
ch’(3)
~ 2th (%)

_1
20 x
ch’(3)

24 (D)

=sh (2%) = sh(x).
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—9

A\ Attention !

On dérive par rapport 2 x, et
donc ch(y), sh(y) sont des
constantes.

Remarque ———
4F,a derniére égalité ne vaut

que parce que ch(x) > 0.

Cest la formule de la ques-
tion 2, dans le cas particulier
oux =y.

M. VIENNEY



CORRECTION

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.4
Il est clair que si y = 0, alors

n

Cp = Z ch(x) = (n+ 1) ch(x) et S, = Z sh(x) = (n+ 1) sh(x).

k=0 k=0
En revanche, siy # 0, on a

n_ x+ky + e—x—ky

C,,:Zn:ch(x+ky)=ze 3

— % (ex+ky+e x—ky)
k=0
&~ n _x n
=5 2@ 5 ) e
k=0 k=0
e 1- (e)™ e 1 — (e y)mt!
T2 1-e¥ 2 1-ev
X

1-— e(n+1)y e X1 — e—(n+1)y
+ —_—
1—e¥ 2 1—e"Y
n+l n+l n+l n+l n+l

e
2
e e Ve B _ ™Y ex oY MY _ By
2 2 e _ouZ T 2 U2 vz _eu2

exp (x + 4y) Sh (le) , &P (x—5y) sh (719)

2 sh () 2 sh (3)

n+l

1) L2
IR ART)

De la méme maniére, il vient
n n_ x+ky _ ,—-x—ky
Sp = Z sh(x +ky) = ¢ 26

k=0 =

I
(S
~~
o
N
N—
.
|
o
[\)
(e
M=
~
o
|
N
N—
.

k=0 k=0
_exp(x+3y)sh (%y) exp (~x - 4y) Sh (71?/)
- 2 sh(3) 2 sh ()
sh (24Ly)

sh (x+ gy) W

Alternative : une méthode légérement différente consiste 4 noter que pour tout x € R,

ch(x) +sh(x) = e* et ch(x) = sh(x) = e™.

On a donc
1 _ e(n+1)y

cn+s,,—z kY = Z(ey) T

Et de méme,

n n —
1= (n+l)y
Cp—=8S, = E e X kY = X E (e_y)k L

—e Y
k=0 k=0 1-e

Et donc en sommant ces deux relations,

1 (X — ex+(n+1)y e X — e—x—(n+1)y
Cp== +
"2 ( 1—ex 1—e v )

Et de méme, en soustrayant les deux égalités précédemment établies,

1 (X — ex+(n+1)y e ¥ — e—x—(n+1)y
S == —
"2 ( 1-e* 1—evy )
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11 était ici important d’avoir
eY # lete Y # 1afn
d’appliquer une formule bien
connue sur la somme des
termes consécutifs d’une suite
géométrique.

Astuce

. a b atb
On factorise e? —e” pare 2 .
En particulier lorsque a = 0,

1-eb peut se factoriser par
ob/2

Les deux sommes ci-dessus
ont déja été calculées et
simplifiées ci-dessus, aucun
besoin de refaire le calcul !

M. VIENNEY




4 TD5

La suite du calcul est inchanggée.
sh( 2
( 2 y) , on
sh(%)
peut, comme dans I'exercice précédent, fixer y et dériver par rapport a x, ce qui nous
donne immédiatement

Alternative plus astucieuse : une fois établie la formule C, = ch (x + 5y)

Sn = i sh(x + ky) = sh (x N gy) ShS}(ln(TZ;/)
2

k=0

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.5
L’inégalité proposée est équivalente, en appliquant le logarithme des deux cotés, 2

xIn(x) + (1 =x)In(1 —=x) > - In(2).

Notons donc f la fonction définie sur 10, 1[ par f(x) = xIn(x) + (1 — x) In(1 — x). Alors f
est dérivable sur ]0, 1[ car somme de produit de fonctions dérivables, et

1
1-x

L Lo B o =ln (X
VxE]O,l[,f(X)—ln(X)'i'x; (I-x) In(1 )_ln(1—x)'

Signes
La seconde équivalence
n’en est une que parce que
r: 1-x>0.

Onadonc f'(x) >0 &

Par conséquent, le tableau de variations de f est donné p

2lexz2l-xox2

o N =

X 0 % 1

f'(x) - 0 +

f() S Ly ——

1 1
Donc la fonction f admet un minimum en 5 etce minimum vaut In (5) =-1n(2).

Ainsi, pour tout x €]0, 1[, on a bien xIn(x) + (1 - x) In(1 - x) > —In(2) et donc

1
xX(1 = 1—x>_‘
x*(1 - x) >

) s, . 1 . , ) ,
De plus, il y a égalité si et seulement si x = 3> car le minimum de f n’est atteint qu’en
x=—.
2

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.6
Notons k le nombre de chiffres nécessaires pour écrire n en base 10. Alors

1051 < n < 10,

Par stricte croissance de la fonction log,,, on a donc

log,, (1Ok_1) <log,,(n) <log,, (10")

soit encore k — 1 < log,,(n) < k.
Et donc |log,,(n)| = k — 1 si bien que k = |log,,(n) | + 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.7
Ona

ach(x)+bsh(x)=co a(e*+e™ ) +b(e—e™™) =2c

S (a+b)e+(a—b)e™™ =2¢ o )
On a multiplié 'égalité par
& (a+b)e® —2ce* +(a—b) =0. e* #0.

Posons donc X = e*, de sorte que (a+b)X> —2cX + (a—b) = 0.
Il s’agit d’'un polyndme de degré 2 en X, dont le discriminant est

A=4c2—4(a+b)(a—b)=4(c2—(a2—b2)).

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



CORRECTION

2

»SiA <0 & c? < a? - b?% alors I'équation ne posséde pas de solution.

»SiA=0 c=d%-b?% alorsle polynéme posséde une unique racine X = 5
a
c c c
Or, X = o X = c)x:ln( )
a+b a+b a+b

, . , . c
Donc I’équation de départ posséde In "
a

»SiA>0e > a? - b2,
Alors le polyndéme posséde deux racines, qui sont

2c+ VA  c++/c2—(a®-D?) c— 2 —(a®-b?)
= = et Xp = .

T 2(a+b) a+b a+b

b) comme unique solution.

Xi

Il est évident que X est strictement positif, et que e* = X; © x = In(X)).
En revanche le signe de X, est moins évident.

Plus précisément, X est du signe de ¢ — v/c? — (a® — b?). Mais
c—vVc2—(a2-b%) >0 c>+c? - (a%-b?)
o> - (d®-b?)

od > sa>b.

Donc si a > b, Péquation de départ possede deux solutions qui sont In(X;) et In(X>), et si
a < b (et que ¢® > a® — b?), alors I'équation ne posséde qu’une solution, qui est In(X).

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.8

Ona
cosl—cos(z—E)—coszcosz+sinzsin£—M
12 3 4) 773774 374 47
Et de méme,
sini—sin(z—z)—sinzcosz—coszsin——M
12 7\3 4] 73774 374 47
Ona - - -
cos (Z) = cos (25) =2 cos’ i 1.
1+cosZ 2442
Etd 22 e :
tonccos}é 27[ y
Puisque 0 < 3 <1,cos§>Oet donc on en déduit que
cosZ = feos2 Z = 2+\/§— 2+V2
sV 8 4 2 7
2-v2
On en déduit donc que sinzgzl—coszgz 4‘/_.
2-v2
Et de méme, puisque sin%>0, il vient donc sin%:T\/_.
Enfin, on a
sin 2-12 2 —\2)2
tanzz i:J \/_: ( ‘/_) = 3—2\/5
8 cosg 2+4V2 N (2-V2)(2+V2)

Notons qu’on pourrait aussi utiliser

)T PR 1_2—«/5
8 cos2 % 2+42 2+42

ce qui, en notant que tan Z > 0 conduit au méme résultat, a savoir V3 —2V2=v2 - 1.
2
En effet, on a (\/5—1) =2-2V2+1 =3—2\/§,sibienque V2 -1=+/3-2V2.
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2 Car a, b et ¢ le sont.

Le passage au carré est bien
une équivalence puisque c est

positif.

— /A Attention !

Si on ne prend pas garde de
vérifier la positivité de cos £,
on peut seulement affirmer

4 que
¢m£|_,/2+ﬁ
81 2

On aurait aussi pu utiliser la
formule

=1+tan’x

cos? x

et utiliser la valeur de cos? z
calculée plus tot, en justifiant
1a encore que tan § > 0.

M. VIENNEY
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TD 5

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.9

On asin(5x) = sin(4x + x) = sin(x) cos(4x) + cos(x) sin(4x).
Mais

cos(4x) = 1-2s5in?(2x) = 1-2(2 cos(x) sin(x))? = 1-8 cos?(x) sin®(x) = 1-8(1—sin’(x)) sin®(x) = 1-8 sin?(x)+8 sin*(x).

Et de méme, sin(4x) = 2 cos(2x) sin(2x) = 2(1 — 2sin?(x))2 cos(x) sin(x).
Et donc
sin(5x) = sin(x) — 8 sin’(x) + 8 sin®(x) + 4(1 — sin?(x)) cos?(x) sin(x)
= sin(x) — 8sin®(x) + 8 sin®(x) + 4(1 — 2sin?(x)) cos?(x) sin(x)
= sin(x) — 8sin’(x) + 8 sin®(x) + 4((sin(x) — 2sin’(x)) (1 - sin?(x))
= sin(x) — 8sin’(x) + 8 sin®(x) + 8 sin(x) — 12sin>(x) + 4sin(x)
= 16sin’(x) — 20sin>(x) + 5sin(x).

Notons s = sin (%) Puisque sin (5%) = sin(xr) = 0, d’apreés la question précédente, il vient

165' =208 +55 = 0 & s (1654 ~ 2082 + 5) - 0.

1l est clair® que s ;& 0, et donc 16s* — 2052 +5 = 0.
Posons alors S = 52, de sorte que S est racine de 1652 — 208 + 5.
Le discriminant de ce polynéme est A = 80, de sorte que les deux racines en sont

20-v80 5-15 5+v5
S| = = etSy = .
32 8 8

Ces deux racines sont positives, et donc s = VS; ou S = VS,.

V2

PuisqueO<%<%,0naO<s<7.

1 1 2
OrS, > E,sibienque\/g>\/;:§.

5-5
T

Et donc nécessairement, s = VS; =

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.10

Notons f : x + cos(2x) — cos(3x).

Puisque la fonction f est continue, sur un intervalle ot elle ne s’annule pas, elle est de signe
constant. C’est en effet une conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires :si I est
un intervalle sur lequel f change de signe, alors il existe a € I tel que f(a) > 0 et f €1 tel
que f(B) < 0.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe 6, compris entre a et 8, et donc dans I,
tel que f(6) =0

Et donc par contraposée, si f ne s'annule pas sur I, alors elle y est de signe constant.

Commengons par chercher les points en lesquels f s'annule : pour x € [0,27], on a

f(x) =0 & cos(2x) = cos(3x) & 2x =3x [2x] ou2x = -3x [27]
2
©x=0 [2r]oubx=0 [2r] ©x=0 [2x]oux=0 [?”]

Donc sur lintervalle [0, 2], f annule en 0, en 2, en 4%, en %%, en 22 et en 2.
Et alors sur chacun des intervalles, |0, Z [, | &, 4”[ |, 6”[ ]6” 8”[ |82, 2x[, f est de
signe constant.
On peut alors calculer une valeur 4 'intérieur de chacun de ces intervalles.
Par exemple, en £, 5, 7, 37” et ?T”.
Et alors on obtient le tableau suivant :

T T T T
sin f(x) 0 + 0 - 0 + 0 - 0 + 0

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

3
Car0< % < 7.

Il ne coftite pas beaucoup plus
cher de prouver que

sin(27/5) = \/ > +8‘/§

puisqu’il s’agit aussi

d’une racine positive de
16X° — 20X3 +5X, et quelle
est strictement plus grande
que sin(r/5).

A\ Attention !

I n’y a pas de raison que f
change de signe en chaque
point ol elle s’annule. 11 est
tout 2 fait possible qu’elle
soit positive sur deux ou trois
intervalles consécutifs.
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CORRECTION

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.11

Pour —1 < x < 0, c’est évident car x> < 0 et x? > 0. Et on ne peut alors pas avoir égalité.

Pour x € [0,1], on a x* — x* = x? (x — 1) qui est négatif, et sannule uniquement pour
x=0oux=1.

Donc x° < x?, avec égalité si et seulement si x € {0, 1}.

Puisque pour tout réel x, cosx € [—1,1] et sin(x) € [—1, 1], alors ce qui précede sapplique,
et donc cos’ x +sin® x < cos? x +sin® < 1.

Et on a égalité si et seulement si on a simultanément cosx € {0, 1} et sinx € {0,1}.

Soit si et seulement si x € {2k, k € Z} U {% +2km, k € Z}.

1
T

(SIE]

B
[N
B

.
S

-1+

Ficure 5.1 — La fonction x — cos(x)> + sin(x)>.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.12

Raopel 1 V2
appelons que — = —.
PP q B2
Et don € ], on ()>1<:>”< <z

onc pour x € [-m,7],onacos(x) > — & —= <x < =.

P N R 4
Par 27-périodicité du cosinus, I'ensemble des solutions de I'inéquation est donc U [—% + 2k, % + 2k7r].
keZ
. ) T T

Nous savons que tan est strictement croissante sur ]—5, > [, avec tan (_Z) = —1et
tan (”) 1
an(=|=1.

4

Et donc pour x € ]—E, z %

. 2[,|tan(x)|<1(:>—1<tan(x)<l(:)—%<x<

T ) ., . T P
Par r-périodicité de tan, 'ensemble des solutions de 'inéquation est donc U [—Z +km, = +kr|.

keZ 4

1 1
On a cos?(x) > I S cosx > 5 ou cos(x) < —5

2r 4
Sur [0, 27], lensemble des solutions est donc [?ﬂ, ?ﬂ] U [0, %] U

5
?ﬂ, 27[}.

s A (14 . 3
Une maniére peut-étre un peu plus élégante de le dire est que dans [—g 771], I’ensemble
2 in
373
Et donc ’ensemble des solutions dans R est

U(Zﬂ'

— + 2k, 4?” + 2k
keZ

des solutions est [—z, E] U
33

3

U [—g + 2k, ;—[ +2k7z]) .

Nous savons que sin(2x) = 2 cos(x) sin(x) et donc
2sin x + sin2(2x) = 2sin%(x) + 4 cos?(x) sin?(x) = 2sin(x) (1 +2 Cos2(x))
= 25in%(x) (1 +2 (1 - sinz(x)))
= 25in%(x) (3 - 25in2(x)) .

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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Posons alors X = sin?(x), de sorte que I'équation de départ s’écrit encore

(ST}

X(3-2X)=1e2X?>-3X+1=0. 3n

i
NN

. 1
Les solutions en sont alors X1 = 1 et X, = 5

SIS

Donc x est solution de 'équation de départ si et seulement si sin(x) = +1 ou sin(x) = +

Et donc 'ensemble des solutions est {% + k%, ke Z} U {g +km, ke Z}.

Pour x e R,ona

Méthode

Pour simplifier une expres-
sion de la forme

@cos(x)—sin(x) =2 (? cos(x) — % sin(x)) =2 (cos g cos x — sin(x) sin g) =2cos (x + %) .

Et donc on a Acosx + Bsinx

@Cos(x) —sin(x) > 1 & cos (x + ) > factoriser par VAZ + B2,

N =

WIN oy

T . . N T T
Pour x + 3 € [-m, 7], ceci est equlvalent ax+ 3 € [—3 ]
Ainsi, lensemble des solutions est
U ]—£+2k7'[— E,£+2kﬂ— E[ = U ]—£+2kﬂ,%+2kﬂ .

keZ 3 63 6 keZ 2

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.13
Ona
cos(3x) = cos(x + 2x) = cos(x) cos(2x) — sin(x) sin(2x)

= cos(x) (2 cos?(x) — 1) — 25in?(x) cos(x)

=2cos’ (x) — cos(x) — 2(1 — cos?(x)) cos(x)

= 4 cos’(x) — 3 cos(x).
Notons qu’en particulier, pour x = %, on obtient —1 = cos () = 4 cos® % —3cos %
Et donc cos g est racine du polynéme P(X) = 4X° - 3X + 1.
Or, —1 est racine évidente de P, qui se factorise donc en P(X) = (X + 1)(4X? - 4X + 1),

. 1 -1
dont les racines sont —1, > et >
1
Puisque cos % + —1 et cos % > 0, on en déduit que cos% =5
2
1 3
De lﬁl, il vient* sin% =4/1- (z) = g 4Carsin% > 0.

Pui tant r_r_z btient r_ V3 t sin =
uis en notan ue — = —- — —,onobtient Cos — = — etsin — =
Meg=273 6 2 6

De méme, on a
sin(4x) = sin(2 X 2x) = 2sin(2x) cos(2x)
= 4sin(x) cos(x) (2 cos?(x) — 1)
= 8 cos® (x) sin(x) — 4 sin(x) cos(x).

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.14

, . . N N
Notons que I’équation n’a de sens que si x et 2x ne sont pas congrus 2 > modulo 7 c’est-a-

dire si et seulementx 2 £ [r]etx 2 Z  [%].

Pour un x satisfaisant ces conditions, on a

2 tan
tan(2x) = tan(x +x) = _chnx
1-tan%x

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



CORRECTION 9

et donc

2tanx

tan(2x) = 3tan(x) © — =3tan(x) & 2tan(x) = 3an(x) (1-an’(x) © an(x) (3an’() - 1) =0.
1—-tan“x

Et donc si et seulement si tanx = 0 ou tan(x) = +

%~

C’est le cas si et seulementsix =0 [x] ou x =

ol N

Donc l’ensemble des solutions est

7 7 /s /s
{xeR|x=0 [floux=2 [rlou -2 [n]}—{kn,keZ}U{g+k7r,keZ}U{—gﬂm,keZ}.
On a cos(2x) — cos(3x) = 0 & cos(2x) = cos(3x), ce qui est le cas si et seulement si

2x=3x [2r]ou2x=-3x [2x] ©x=0 [27x]oubx=0 [2x] ©x=0 [2x]oux=0 z

27!}
Notons que six =0 [27], alorsx =0 [ZT”] , et donc ’ensemble des solutions est

feeniemo 2]} ke,

On a cos(2x) = 2 cos?(x) — 1 et cos(3x) = 4 cos’(x) — 3 cos(x). Donc

1+ cos(x) + cos(2x) + cos(3x) = 4 cos® (x) + 2 cos>(x) — 2 cos(x)
= cos(x) (4 cos?(x) + 2 cos(x) — 2) Méthode

—1 est une racine évidente de
= cos(x) (cos(x) + 1) (4 cos(x) - 2). 4x2 +2x —2, donc on factorise

ar x + 1.
1 P

Et donc 1 + cos(x) + cos(2x) + cos(3x) = 0 & cos(x) = 0 ou cos(x) = —1 ou cos(x) = 5
C’est donc le cas si et seulement si

T

x=- [floux=x [27] oux=

P P
— [2r]oux=-—= [2x].

3 [27] 3 [27]

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.15

Les fonctions sin et cos étant 2z-périodiques, il sufht de chercher les solutions dans | -, 7],
les autres s’obtiendront par translation de 2k, k € Z.

Nous supposons donc dans la suite que x €] - x, 7].
Commengons par noter que le membre de gauche n’a de sens que si

1
1+2cos(x) > 0 & cos(x) > —5

. . .2 2
Soit encore si et seulement si —? <X < ?

Puisqu’une racine est toujours positive, pour x €

2r .

——,0[, onasin(x) < 0, et donc x n’est
3

évidemment pas solution de I’équation.

2
Enfin, pour x € [O, ?ﬂ], alors

V1 +2cos(x) < sin(x) & 142 cos(x) < sin?(x) & cos?(x)+2 cos(x) < 0 & cos(x)(2+cos(x)) < 0.

Puisque 2 + cos(x) est évidemment positif, cette derniére inégalité n’est vérifiée que pour

xe [f ]
2,71.

2
Et donc 'ensemble des solutions de I'équation de départ dans | — , 7] est [g, ?ﬂ]
2
Par conséquent, I'ensemble des solutions de I’équation est U g + 2k, ?ﬂ + Zkﬂ] .

keZ
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SOLUTION DE L’EXERCICE 5.16

Notons que par 2z-périodicité de sin et cos, il suffit de chercher les solutions dans [-, 7].
Mieux : cos® et x — cos(x) sin(x) sont r-périodiques, et il sufhit donc de chercher les
solutions dans [0, ].

On suppose donc dans la suite que x € [0, 7].

Constatons que 4§ n’est pas solution, et que pour n # 5 (c’est—él—dire lorsque tan x existe),

2

onacos’x = ———— et
1+tan2x
) 5 tan(x)
cos(x) sin(x) = cos*(x) tan(x) = ——=-—.
(x) sin(x) (x) tan(x) 1+ an?(x)
Et donc il s’agit de résoudre I'inéquation :
1 —tan(x)
1+tan2(x)
Posons alors X = tanx. On a
1-X 1-X -X?-X
—sle 1306 2 2 50eX(X+1)<0
1+X2 1+X2 1+X2

. . . . . . b2
Ce qui est le cas si et seulement si X € [—1,0]. Soit encore si et seulement si x € [_Z’ O].
. . . . ’ . ’ 7[
Ainsi, 'ensemble des solutions de I'inéquation de départ est U [_Z + ko, kn].
keZ

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.17
Prouvons le résultat par récurrence sur n > 2.

Vs Vs , e e e 1.,
Pour n =2, on a 2 cos %= 2 cos ik V2, donc la récurrence est initialisée.

z
Soit n > 2 tel que la formule soit vraie. Alors 2 cos 2 —2cos (2—n) )
2n+1 2

Or, pour tout x € R, on a cos(x) = cos (2%) = 2 cos® g -1.

x 1 + Ccos x ..
2 ————. En particulier, pour x = %, 2 cos?

2

/1
Soit encore cos =1+ cos E et

T
2n+1

22:;1 =2+2c052—i=2+\/2+\/2+-~+\/§.

(n—1) racines

donc

. V4 T . ..
Pulsque —— € |0, =, son cosinus est posmf, et donc
2n+1 2

2cos \/2+\/2+

n racines

Donc par le principe de récurrence, la formule est valable pour tout n > 2.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.18

. . 7 s s
Pour que tan a et tan(2a) aient un sens, il faut que a # > [r] et2a # 5 [r] © a # 7 [5].
2tana
Pour un tel &, on a tan(2a) = ———— et donc
1—-tan*
2tana —2tan (1 — tan’ a 2tan’ 2tana
tan(2a)—-2tan @ = g ) = 5= = tan® a——— = tan® a tan(2a).
1-tan‘«a 1-tan“«a 1-tan“«a
En utilisant la formule de la question précédente?, il vient 3 Qui est valable car pour
k>1,
n n x
k-1 k-1 T_Xx 7
— tan —— = — — - <<=
ZZ tan” o tanzk : 22 (tanzk N 2tan2k) TS% <7
k=1 k=1
< x < x
:ZZk‘ltan— —ZZktan—
k-1 2k
k=1 k=1

X
=tanx — 2" tan —.
2n
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, . o x
Il nous faut donc déterminer la limite de 2" tan > lorsque n — +co.

Or,
x tan 5 — tan(0)
2Mtan — = x—2————

’ _ 2 _
o =X 0 T, Xtan (0) =x(1 +tan“(0)) = x.

Et donc lim S, =tan(x) — x.
n—+co

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.19

Notons que si x west pas un multiple entier de 27, aucun des 55, k > 1 n'est multiple de , et
X

5% sont tous non nuls.

donc les sin

La formule étant donnée dans ’énoncé, prouvons le résultat par récurrence sur n € N*.

x sin x X . x .
Pour n =1, on a cos - = — car 2cos 7 sin 5 = sin(x).
2sin = 2 2
Supposons donc la formule vraie au rang n.
Alors
n+1 n
x x x
HCOSZ—k = l_[COSZ—kCOSW
k=1 k=1
sin x
T 2nsing O om
sin x x
= €08 S
2nsin (223;1 )
sin x
= cos —
b X X
272 sin ZneT COs ZnAT 2n+l
sin x
2m+lsin 2

Et donc la formule est encore vraie au rang n+ 1, de sorte que par le principe de récurrence,
elle est vraie pour tout n > 1.

Alternative sans récurrence : on peut faire le méme calcul sans récurrence, en notant
X X

. x . x X x x SIN =7

que pour tout k € N*, sin — = sin (2—) = 2sin — cos — et donc cos — = —Zx
2k-1 2k 2k 2k 2k cos 3¢

Et donc

3 X
ﬁ x oy sinsi
COS — = A x
k 2sin %
k=1 2 k=1 2k
n
. X
l_[ sin F
k=1
L X
an ]_[ sin —-
2k
k=1
__snx . Produit télescopique.
27 sin 55

1l s’agit de remarquer que

int int —sin0
P _smrzsmy - sin”(0) = cos(0) = 1.
t—

t t-0
x ) o sin 2’;
Lorsque n — +00, =2 — Oet donc par la question précédente, —— — 1
n—+oo . Bm ot
L. .X sin 57
On en déduit que 2" sin — = x—2- — «x.
n 2= n—o+o

2

n

x sin x
Et donc 1_[ cos — — ——.
Kol 2k noto  x
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SOLUTION DE L’EXERCICE 5.20
Posons f(x) = sin(cos(x)) — cos(sin(x)). Il sagit donc de déterminer le signe de f(x).
On a alors

f(x) =sin(cos(x)) — sin (g - sin(x))

o cos(x) +sin(x) =« - cos(x) — sin(x) Onasin(p) —sin(q)
- esm 2 4 cos 4 2 :ZCOSmsinu.
2 2
Mais nous savons également que
2 2
sin(x)+cos(x) = V2 (% sin(x) + g cos(x)) =V2 (cos % sin(x) + sin % cos(x)) =V2sin (x + %) .
Et de méme,
cos(x) —sin(x) = V2 cos (x + %) .
Donc
V2 < sin(x) + cos(x) < V2
2 - 2 )
et de méme,
V2 < cos(x) — sin(x) < V2
2 2 S 27
Par conséquent
V2 x < sin(x) + cos(x) 7« < V2 @
2 4 2 472 4
et de méme,
5 .
V2 x_cos() —sin) oz N2 1
2 4 2 4 2 4
2 2 2
Mais puisque® g < %, alors 0 < % + % < et % - g > 0. % Le plus simple pour s’en
. i babl
On en déduit donc que pour tout x € R, el o f;;g; . ;222;
. en téte que 2 > 9.
- sinx +cosx 7w _ 0
2 4
et .
o< COsX—sinx
2 4=
i o
Donc les deux fonctions x > sin M - %) et X > Cos (% + cos(x)z—sm(x)
ne s’annulent pas sur R. 7 Sinon, par le théoréme des
Il en est donc de méme de f. Etant continue, elle de signe constant’. :zfsiieﬁiﬁfilﬁesOfrlllfou
Or, f(0) =sin(1) - cos(0) =sin(1) -1 < 0. elle positive et un poiI;t ol
On en déduit que pour tout x € R, f(x) < 0 & cos(sin(x)) > sin(cos(x)). elle est négative.
-2 \ /4 s 2
——sin(cos(x)))
cos(sin(x))

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.21
Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = Arctan(x) — x. Alors f est dérivable et

—x2

1= <
1+ x2 1+ x2

Vx € Ry, f/(x) =

MP2] Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



CORRECTION 13

Et donc f est décroissante sur R,. Puisqu'on a f(0) = Arctan(0) = 0, on en déduit que

Vx € Ry, f(x) < 0etdonc Arctan(x) < x.

De méme, soit g la fonction définie sur R, par g(x) = Arctan(x) — 1:6—2
X
Alors g est dérivable et —— Arctan(x)
Z x
1 1+x2-2x2 2x2 g
Vx € Ry, ¢'(x) = - X al al > 0. — o

T+x2 (14202 (1+x2)2
Donc g est croissante sur R,. Puisque g(0) = 0, on en déduit que

X

Vx € Ry, g(x) > 0 et donc Arctan(x) > )
14x2

0.5 1 1.5
SOLUTION DE L’EXERCICE 5.22

& Danger !
. 5m 57 5m L
Puisque — € [0, ], Arccoscos — = —. Légalité Arccos cosx = x ne
13 13 13 vaut que pour x € [0, x].

On ne peut s’en tirer comme 2 la question précédente puisque —7” ¢ [—E E]
peu qu p puisq g 221
Méthode

1l s’agit de déterminer

'unique nombre de [— Z, %]

7

T T T T {amé ;
. . . . . : a meme sinus e <
Arcsin sin 3 = Arcsinsin |7 — 3 = Arcsin (sm g) = —. qura me 1nus que g

] T
1n — = §1 - = 1 z _Z X
En revanche, sin 8 sin (7‘[ 3 ), et ClOIlC puisque 3 € [ 2572 ] B

8 Nous savons que ces nombres

sont nécessairement congrus
7

57 57 e é%ouén—7m0dulo2n.
Exactement sur le méme principe, Arcsinsin 3 = Arcsinsin (;r - F) = r
22 227 or or
On cos — cos|— —4x| =cos|—— | = cos —.
7 7 7 7
. T L, T Or
Et puisque — € [0, 7], on en déduit que Arccoscos — = -
On asin 197 ,nir (7‘[ ﬂ) T
asin—— =sin— =cos|{= - =) =cos—.
3 3 2 3 6
. ” . 1971 7T
Et puisque 0 < Z<m, Arccos sin = = Arccoscos — = 5
e 1 51 T
Par r-périodicité de la tangente, tan T tan T
51 T 7 T T T
Et donc Arctan tan — = Arctantan — = — car — € ]——, — [
4 4 4 4 2°2
SOLUTION DE L’EXERCICE 5.23
Notons 6 = Arctan(2) + Arctan(3).
. /4 ~
Puisque 2 > 1, Arctan(2) > Arctan(1) = T Et de méme pour Arctan(3).
Et doncg, on a 8 Une arctangente est tou-
T T T T : : inféri 5
el 4+l <fh<c =g jours strictement inférieure a
2 4 4 2 2 g
Ainsi, 8 # 5 [n], et donc tan(6) est bien défini. On a alors
tan (0) = tan (Arctan(2)) + tan (Arctan(3)) _ 5 — /\ Attention !
1 —tan (Arctan(2)) tan (Arctan(3)) 1-6 Deux nombres de méme
. . . . _ tangente ne sont PHS nécessai—
Ainsi, tan(6) = tan (_%)’ si bien que 0= _% [r]. rement égaux, on peut juste
Or nous savons déja que 6 € [ %, x|, et le seul nombre de cet intervalle  étre congru a —% affirmer qu'ils sont congrus
modulo 7 est égal & %”, si bien que 6 = %. modulo 7.

Alternative : on a tan(6 — z) = tan(0) = tan (-%).

Or -Z < 0 —x < %, et sur lintervalle |-%, Z[, la tangente ne prend qu’une seule fois
chaque valeur, si bien que

3
9—n=—%etd0nc8:7”.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 5.24
On a, pour x € [-1,1],

sin(2 Arcsin x) = 2sin(Arcsin x) cos(Arcsin x).

Mais cos?(Arcsin(x)) + sin®(Arcsin(x)) = 1 et donc cos?(Arcsin(x)) = 1 — x2.

) . 4 .. ion |
Puisque Arcsin(x) € [—% ’—Zf], son cosinus est posmf, et donc A\ Attention |

Sans 'argument de signe, on

cos(Arcsin(x)) = vcos?(Arcsin(x)) = V1 — x2. peut juste affirmer que
cos(Arcsin(x)) = £V1 — x2.

Ainsi, sin(2 Arcsin(x)) = 2xV1 — x2.

L’expression donnée 4 un sens pour tout x € R.

PO;JI' x € R, puisque Arctan(x) € ]—% z [, cos(Arctan(x)) > 0, et en particulier est non
nul.

1 Pour tout x # 7 [r],

Et donc —————— =1 +tan?(Arctan(x)) = 1 +x?, si bien que

cos?(Arctan(x)) 2

=1+ tan” x.

cos2 x

2
Arct = .
cos”(Arctan(x)) 1.2
1 2
On a alors sin?(Arctan(x)) = 1 — cos?(Arctan(x)) = 1 — - _*
1+x2  1+x2

x> I

1+x2 ‘/1+x2‘
Reste 4 remarquer que si x > 0, alors Arctan(x) € [O, %[ et donc sin(Arctan(x)) > 0, si
bien que

Et donc |sin(Arctan(x))| =

X

Viex?

Etsi x < 0, alors Arctan(x) € |-%,0], et donc sin(Arctan(x)) < 0, de sorte que
—Ixl_ x

V1 4 x2 - Vit 2

Utilisons une formule de linéarisation : pour tout x € [-1,1],

sin(Arctan(x)) =

sin(Arctan(x)) =

cos? lArccosx _ cos(Arccosx) + 1 _x+ 1'
2 2 2

Notons que pour x = 0, Arccos(x) = 5, et donc tan(Arccos(x)) n’est pas défini.

Pour x € [-1,0[U]0, 1], on a° sin(Arccos x) = V1 — x2 et cos(Arccos x) = x. ? Cest le méme raisonne-
sin(Arccos x) V1= «2 ment que celui de la question

Et donc tan(Arccos x) = 1, basé sur le fait que

cos(Arccos x) x .
On a, pour u € R, cos” +sin” = 1.

cos(3u) = cos(u + 2u) = cos(u) cos(2u) — sin(u) sin(2u) = cos(u) (2 cos?(u) — 1) — 25sin®(u) cos(u)

=2cos(u) — cos(u) — 2 (1 - cosz(u)) cos(u) = 4 cos’ (u) — 3 cos(u).

On peut prouver que

Et donc pour x € [-1,1], pourtoutn € N,
cos(n Arccos(x)) est une
cos (3 Arccos x) = 4 cos® (Arccos x) — 3 cos(Arccos x) = 4x° — 3x. fonction polynomiale de de-
gré n.
SOLUTION DE L’EXERCICE 5.25 Les polyndmes en question

sont appelés polyndomes de

Il est clair que f est 27-périodique, donc il suffit de tracer son graphe sur [z, 7], puis Tehebyeher.

d’effectuer des translations de vecteur 2kxi, k € Z.
De plus, f est paire, car la fonction cos I'est, et donc il suffit de tracer son graphe sur [0, z],

puis d’effectuer une symétrie par rapport 4 'axe des ordonnées.
Cette formule n’est rien

Pour x € [0, 7], on a Arccos(cos(x)) = x. d'autre que la définition de
T Iarc cosinus, qui est la bijec-
Six e [O, 5], alors 2x € [0, ], et donc Arccos(cos(2x)) = 2x, et donc f(x) = x— §2x =0. tion réciproque de cos|(g,r]-

En revanche, si x € ]g JT], alors 7 < 2x < 27, et donc cos(2x) = cos(=2x) = cos(2m — 2x)

avec 2 — 2x € [0, x].
Et donc Arccos(cos 2x) = Arccos(cos(2r — 2x)) = 2 — 2x.

Et donc f(x) = x — %(27r—2x) =2x— .

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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FIGURE 5.2 — f : x — Arccos(cos(x)) — %Arccos(cos(Zx))

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.26

Notons 8 = 2 Arctan %
Puisque Arccos % est 'unique nombre de [0, 7] dont le cosinus vaut %, il s’agit de prouver
que 6 € [0, ] et que cos(0) = %

Puisque % >0,0< Arctan% <Zetdonc0 <0<

De plus,

2 2 2 18 5
cos(@):ZcosZ(Arctan—)—lz ——1= T l=0F-1==
3 1+ tan?(Arctan 5) 1+3 13 13

0 € [0, ]

s sibien que 6 = Arccos %
cos(0) = 35

Et donc on a 2 la fois {

Posons 6 = 2 Arccos %.
Puisque 0 < % < 1, par décroissance de Arccos, on a 0 = Arccos(1) < Arccos% <

3
Arccos(0) = § et donc 2 Arccos 7 € [0, ].

2
3 3 3 1
Mais cos (2Arccos Z) = 2 cos? (Arccos Z) -1=2 (4_1) -1==-1= 3"

0<éb<nr 3

9
8
1
et donc 2 Arccos 7 = Arccos 3

Et donc on a bien )
cosf = 3

Posons 0 = 2 Arcsin %

Puisque 0 < Arcsin% < %, alors 0 < 0 < 7. De plus,

3 3 9 7
cos (0) = cos (2Arcsin g) =1 —25sin? (Arcsin g) =1- Zg =5

7
tdoncf=A —.
e onc rCCos 25

0<0<
Et donc on a ”7
cos(0) = 5=

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.27

Soit k € N. Alors par stricte croissance de l'arctangente,
0 < Arctan(k) < Arctan(k +1) < %

Et donc 0 < Arctan(k + 1) — Arctan(k) < 5.

En particulier, Arctan(k + 1) — Arctan(k) # % [x], et donc sa tangente est bien définie.

Alors

tan(Arctan(k + 1)) — tan(Arctan(k))
1 + tan(Arctan(k + 1)) tan(Arctan(k))
o k+1-k 1
T l+k(k+1)  K2+k+1

tan (Arctan(k + 1) — Arctan(k))

MP2] Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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1
Ainsi, Arctan(k + 1) — Arctan(k) est un réel de [O, E[ dont la tangente vaut ——— :
2 kK2+k+1

1
K2+k+1
D’aprés la question précédente, on a, pour n € N,

Z Arctan

il est égal 3 Arctan

Z (Arctan(k + 1) — Arctan(k))

= Arctan(n + 1) — Arctan(0) = Arctan(n + 1).

Et donc en passant 2 la limite, il vient

= lim Arctan(n+1) =

n—+0o

lim Z Arctan
n—+oo

SE

k+1

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.28

Soit f la fonction définie sur | — 1, 1[ par f(x) = Arcsin(x) — Arctan ( - ) Alors f
1-x
est dérivable car somme de composées de fonctions dérivables, et
X2
V1 -x2+ Vi 1
Vx €] - L1[, f'(x) = - 1_ 52 P
1- x2 - X 1+ )
1 1
e )
1-x2  (1-x%)V1-x2
=0.
Donc f est constante.
Oron a f(0) = Arcsin(0) — Arctan(0) =0 -0 = 0.

Et donc pour tout x €] — 1, 1[, f(x) = 0 si bien que Arcsin(x) = Arctan (

x
V1 - x2 )
= Arcsin (Vx) — %Arcsin(2x -1).

Justifions soigneusement que g est dérivable sur 0, 1[.

Considérons la fonction g définie sur [0, 1] par g(x)

Sur 0, 1[, x — +/x est dérivable, a valeurs dans ]0, 1[. Or Arcsin est dérivable sur 0, 1, si
bien que par composition, x — Arcsin(yx) est dérivable sur ]0, 1[.

De méme, x > 2x — 1 est dérivable sur ]0, 1[, 2 valeurs dans ] — 1, 1[. Puisque Arcsin est
dérivable sur ] — 1, 1[, par composition, x + Arcsin(2x — 1) est dérivable sur ] — 1, 1[.
Et donc par somme de fonctions dérivables, g est dérivable sur ] — 1, 1[.

Et alors pour tout x €]0, 1[,

1 1

Vx €10, 1], ¢/ (x) = ——

2vx 41 —(VRP V1= (x- 1)
1
2\/x(1 - x) \/4x — 4x2
= 1 —_ 1 =
2¢yx(1-x) 2yx(1-x)

. . 1 .
Ainsi la fonction g est constante sur ]0, 1[. De plus, pour x = 3-on obtient

¥

1
% et donc Arcsin (vx) = % +5 Arcsin (2x — 1).

T
) .

1 1 2
g (E) = Arcsin -3 Arcsin(0) = Arcsin (%) =

Et donc pour tout x €]0, 1[, g(x) =

Notons que pour x = 0, ce résultat est encore valable car Arcsin(0) = O et Arcsin(—1) = —

1
= g =T, 5 Arcsin(2 - 1).

Et de méme pour x = 1, car Arcsin(1) 1

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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On aura reconnu une somme
télescopique.

Méthode

Puisque f est constante, il
sufhit de trouver sa valeur en
un point pour connaitre sa
valeur sur R tout entier.

— A\ Attention !

La fonction racine n’est pas
dérivable en 0 et la fonction
Arcsin n’est pas dérivable en
1, donc on prendra bien soin
d’exclure ces deux nombres
du domaine de dérivabilité
de g.

— & Danger !

1l nest pas question de faire

le calcul sans prendre de
précaution, de constater que
Iexpression n’a pas de sens
pour x = 0 ou pour x = 1,
puis d’en déduire que g n’est
pas dérivable en ces points.
La formule que nous avons
utilisée pour la dérivée d’une
composée ne vaut que lors-
qu’on sait qu’on est en pré-
sence de fonctions dérivables.

M. VIENNEY



CORRECTION

17

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.29

La fonction Arccos n’étant définie que sur [—1,1], il s’agit de s’assurer que pour tout x > 0,

1-—x
e [-1,1].
+1 [ ]
Or pour x > 0, 0on a
1-—x
-1< Kle-1-x<1-x<1+x.
1+x

Puisque ces inégalités sont clairement vraies, on a bien 1= € [-1,1].
Et donc f(x) est bien défini.

0
La fonction g :  + tan® (5) est continue sur [0, z[, strictement croissante!’, et on a
g(0)=0et gim g(0) = +oo.
Par le théoréme de la bijection g réalise une bijection de [0, z[ sur R, et donc tout réel
positif posséde un unique antécédent par g.
Soit x € R, et soit § comme dans la question précédente.
Alors
1-x 1-tan?(6/2)
x+1 1+tan2(0/2)

Et par conséquent,

X

f(x) = Arccos (i:_ 1

) = Arccos (cos(6)) .

Puisque 0 € [0, ], f(x) = 0.
Reste 4 donner I'expression de 6 en fonction de x : pour x > 0 et § € [0, 7], on a

x = tan’(0/2) & x = tan(0/2) < Arctan (\/E) = g & 6 =2 Arctan (w/f) .

Et donc on a bien f(x) = 2 Arctan (vx).

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.30
Puisque Arcsin n’est définie que sur [—1, 1], pour que f(x) soit défini, il faut que x et 2x
1
soient dans [—1, 1], ce qui est le cas si et seulement si -3 <x< 5>
11

Donc @ = |-=, = .

weo-|-11]

1 1 2

Onaf (E) = Arcsin (5) + Arcsin(1) = % + % = ?ﬂ

La fonction f est strictement croissante sur % car somme de deux fonctions strictement
croissantes.

oY)l erl)-

Puisque f est continue!l, par le théoréme de la bijection, elle réalise une bijection de %

sur |22, 2%
373
7 A . . . 7 2m 2m
Et donc f(x) = 5 posséde une unique solution puisque 5€l75 3|

Soit a 'unique solution de I’équation.

Alors Arcsin(2a) = g — Arcsin(a).

Et donc sin(Arcsin(2a)) = sin (% — Arcsin(a) | = cos(Arcsin(a)) = V1 — a2.
Soit encore 2a = V1 — a2,

On en déduit que 40> =1 - a” et donc a = +

5
Mais a > 0, et donc a = %

~—

o5

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

10 car composée de deux
fonctions qui le sont.

cos2(6/2) (1 - tan2(6/2)) = c0s2(8/2)—sin?(0/2) = cos(20/2) = cos(6).

Il aurait aussi été pos-

sible de constater que f

et x — 2 Arctan(4/x) ont
méme dérivée, et coincident
en un point (par exemples en
1), et donc sont égales.

1+tan2’

"1 On pourra admettre pour
Iinstant que Arcsin est conti-
nue sur son ensemble de
définition, i savoir [-1, 1],
bien qu’elle ne soit dérivable
quesur | —1,1][.

M. VIENNEY
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Remarque : une question se pose : puisque nous avons procédé par implications (notam-
ment en élevant au carré), est-il nécessaire de procéder a une vérification ?

En effet, nous venons de prouver que si « est une solution de ’équation, alors a = %
Ceci pourrait encore signifier que 'équation ne posséde pas de solution.

Mais puisque I'existence d’une telle solution a été garantie 2 la question précédente, nous

avons la certitude que l'unique solution est celle que nous venons d’obtenir.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.31
Notons que la fonction f : x +— Arctan(x — 1) + Arctan(x) + Arctan(x + 1) est strictement
croissante sur R car somme de fonctions strictement croissantes.

3
Puisqu’elle est continue (car dérivable), et que lim f(x) = _771 et lirP f(x) = 7”, elle
37 3
réalise une bijection de R sur ]—g, 77[ .

Et donc il existe une et une seule solution a a I'équation de I’énoncé.
Puisque de plus f(0) = 0, nous pouvons d’ores et déja affirmer que cette solution est
positive strictement.

De méme, puisque g(1) = Arctan(1) + Arctan(2) > 2 Arctan(1) = g, alors a < 1.

On a alors Arctan(a — 1) + Arctan(a + 1) = 5 — Arctan(a) = Arctan %

Et donc en particulier, Arctan(a — 1) + Arctan(a + 1) n’est pas congru a § modulo 7, et
donc il est légitime de s’intéresser a la tangente des deux membres de 'égalité ci-dessus. 11
vient alors

tan Arctan(a — 1) + tan Arctan(a + 1)
1 —tan (Arctan(a — 1)) tan (Arctan(a + 1))

tan (Arctan(a — 1) + Arctan(a + 1)) =

_a—-l+a+1 2«
T l-(a-D(a+1) 2-a?
. . 1 1 . 2(1 1 .
Puisque par ailleurs tan (Arctan 5) = _, il vient donc AT Mais

2 1 2
i =—C>20(2=2—052¢>30{2=2c>a=\/;.
a

Et donc \/g est 'unique solution de I’équation.

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.32

Posons f : x — Arctan(sh(x)) + Arccos(th(x)).

Puisque th est & valeurs dans | — 1, 1[, et que Arccos est dérivable sur ] — 1, 1[, par somme
et composition de fonctions dérivables, f est dérivable sur R.

Sa dérivée est alors donnée par

, 3 ch(x) 1- thz(x) _ ch(x) 5 1 1 ~ Pour tout x réel,
Vx € R, f'(x) = - (x)—\ll —th™(x) = oo /—chz(x) =0. IETTN

2 - 2
1+ Sh (X) 1 - thz(x) Ch Chz(x)

Et par conséquent, f est constante sur R. Mais f(0) = Arctan(0) + Arccos(0) = g

Et donc Vx € R, Arctan(sh(x)) = g — Arccos(th(x)).

Remarque :sans passer par les dérivées, une option était de calculer directement cos (Arctan(sh(x)) + Arccos(th(x)))

3 laide des formules d’addition. )

1 + tan2(Arctan(u))
miner les valeurs de cos(Arctan(u)) et sin(Arctan(u)).

Et de méme, on sait calculer cos(Arccosu) = u et sin(Arccos(u)) = V1 — u2.
Ici, on trouve que pour tout x € R, cos (Arctan(sh(x)) + Arccos(th(x))) = 0.

En effet, on sait calculer cos?(Arctan(u)) = et s’en servir pour déter-

3
Puisque par ailleurs, Arctan(sh(x)) + Arccos(th(x)) € —g, il , et que sur cet intervalle,

2
cos ne s’annule qu’en 5 on en déduit que Arctan(sh(x)) + Arccos(th(x)) = g

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Soit x € R. Alors

-1 5

ex+1 13

& 13¢* —13=5¢*+5

th(x) = % =

@8e2x=18@32x:§@x:1n(§).

2
3 1(3 2 5
Onash(ln(z))—z(é—g)—ﬁ.

Et donc on en déduit, en appliquant la question 1 2 In que

NSNS
S —

5 T
Arctan - + Arccos B3

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.33
I est aisé de constater que (uy,) est strictement croissante, et donc en particulier 4 valeurs

positives.
T 1 T
Comme 1nd1que, soit 6,, = Arcsin — € |0, = |.
Up 2
Alors
1 1-sin’@ 20 1
(up +uqg + +u)2—u2 1= 1= TS Onet _ COS Pnil
0 et Up)  =up gl ——— -1 = — = = .
n sin® Op1 sin® 0,41 sin? 0,41 tan? Oni
. 1 .
Soit encore!? tan 0ps1 = —— . Alors 12 Ces deux quantités sont
up+---t+tuy positives, donc on peut enle-
. ver les carrés.
1 1 1 sin 0,
tan 0,41 = = 1 = T = 7 T
o+t un tan 0, T Un tan 6, +sin€,, COS U +
Mais, pour t # 5 [x],ona
sin(2t) 2sintcost sint
= 3 = =tant.
cos(2t)+1 2cos?t—1+1 cost
L. sin 6 0
Et en particulier, ———— =tan —.
cosf, +1 2
[N £ en 61
Et alors, en passant 4 'arctangente, 6,,.1 = = et donc 6, = —.
2 2n71
1 2" .o
On en déduit que — = 2"sin -
Up 2n=
. . ., , . ., . sint
Mais la fonction sin étant dérivable en 0, avec sin”(0) = cos(0) = 1, on a lim - = 1.
t—0
Et par conséquent,
01
on . sin T 6
— = 204.
U, 04 on-1 psico
2n—1
. 1 . .
Mais 6 = Arcsin — = Arcsin . On peut méme aller un peu
uq V1 +x2 plus loin, et prouver que ceci
n 1 est égal A w — 2 Arctan(x)

2
On en déduit que — — 2 Arcsin

. je vous laisse vous inspirer
Uy n—+ ﬂl + X2 (] P

par exemple des exercices
précédents si vous souhaitez
prouver cette formule).
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