
TD 35 : FAMILLES SOMMABLES

Dans tout le TD, si 𝛼 > 1, on note 𝜁 (𝛼) =
+∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛𝛼

. On pourra admettre si besoin que 𝜁 (2) = 𝜋2

6
et que 𝜁 (4) = 𝜋4

90
.

▶ Étude de sommabilité et calcul de sommes

EXERCICE 35.1 FSoit 𝑞 ∈ [0, 1[. Pour 𝑛 ∈ Z, on pose 𝑢𝑛 = 𝑞 |𝑛 | .

Montrer que la famille (𝑢𝑛)𝑛∈Z est sommable, avec
∑︁
𝑛∈Z

𝑢𝑛 =
1 + 𝑞
1 − 𝑞 .

EXERCICE 35.2 FSoit 𝑟 ∈ [0, 1[ et 𝜃 ∈ R. Montrer la sommabilité et calculer la somme de
(
𝑟 |𝑛 |𝑒𝑖𝑛𝜃

)
𝑛∈Z.

EXERCICE 35.3 PDLa famille (𝑥)𝑥∈Q∩[0,1] est-elle sommable ? Même question pour
(
1
𝑥2

)
𝑥∈Q∩[1,+∞[

.

EXERCICE 35.4 ADSi 𝑞 ∈ Q, on note 𝑑𝑞 le dénominateur de la forme irréductible de 𝑞.

Étudier la sommabilité de la famille

(
1
𝑑3𝑞

)
𝑞∈Q∩[0,1]

.

EXERCICE 35.5 ADSoit 𝐼 = (N∗)2. Pour (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼 , on pose 𝑢𝑖, 𝑗 =
1

max(𝑖, 𝑗)3
.

À l’aide du théorème de sommation par paquets, prouver que
∑︁

(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐼
𝑢𝑖, 𝑗 = 2𝜁 (2) − 𝜁 (3).

EXERCICE 35.6 ADCalculer
+∞∑︁
𝑛=2

(−1)𝑛 (𝜁 (𝑛) − 1) et
+∞∑︁
𝑝=1

𝜁 (2𝑝)
22𝑝

.

EXERCICE 35.7 PDDéterminer les valeurs de 𝛼 ∈ R pour lesquelles
(

1
(𝑝 + 𝑞)𝛼

)
(𝑝,𝑞) ∈N∗×N∗

est sommable.

EXERCICE 35.8 ADÉtudier la sommabilité de la famille
(

1
𝑎𝑏 (𝑎 + 𝑏)

)
(𝑎,𝑏 ) ∈N∗×N∗

.

▶ Interversion de sommes

EXERCICE 35.9 ADAprès avoir justifié son existence, calculer
+∞∑︁
𝑝=1

+∞∑︁
𝑞=𝑝

(−1)𝑝
𝑞3

en fonction de 𝜁 (3).

EXERCICE 35.10 ADPour (𝑛, 𝑝) ∈ (N∗)2, on pose 𝑢𝑛,𝑝 =


0 si 𝑛 = 𝑝

1
𝑛2 − 𝑝2

sinon

1. Montrer que pour tout 𝑝 ∈ N∗,
+∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛,𝑝 =
3
4𝑝2

.

2. Après avoir justifié leur existence, vérifier que
+∞∑︁
𝑛=1

+∞∑︁
𝑝=1

𝑢𝑛,𝑝 ≠

+∞∑︁
𝑝=1

+∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛,𝑝 .

3. Quelle conclusion en tirez-vous ?

▶ Divers

EXERCICE 35.11 ADSoit 𝜎 : N∗ → N∗ une permutation de N∗.

1. Déterminer la nature de la série de terme général
1

𝜎 (𝑛)2
, et le cas échéant, calculer sa somme.
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2. Même question pour la série de terme général
1

𝜎 (𝑛) .

EXERCICE 35.12 ADSoit 𝑧 ∈ C tel que |𝑧 | < 1. Montrer que
+∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛

1 − 𝑧𝑛 =

+∞∑︁
𝑛=1

𝑑 (𝑛)𝑧𝑛, où 𝑑 (𝑛) est le nombre de diviseurs

positifs de 𝑛.

De même, écrire
+∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑧𝑛

1 − 𝑧𝑛 sous la forme
+∞∑︁
𝑛=1

𝑠 (𝑛)𝑧𝑛 , où 𝑠 (𝑛) est une suite à préciser dont on donnera une interprétation

arithmétique.

EXERCICE 35.13 D(Oral Mines-Ponts)

1. Pour 𝑛 ∈ Z, calculer
∫ 2𝜋

0
𝑡𝑒−𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑡 .

2. Soit 𝐼 une partie finie de N∗, et soient (𝑎𝑛)𝑛∈𝐼 et (𝑏𝑛)𝑛∈𝐼 deux suites finies de réels positifs.
Montrer que ∑︁

(𝑚,𝑛) ∈𝐼 2

𝑎𝑛𝑏𝑚
𝑚 + 𝑛 ⩽ 𝜋

√︄∑︁
𝑖∈𝐼

𝑎2𝑖

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑏2𝑖 .

3. Soient (𝑎𝑛)𝑛∈N∗ et (𝑏𝑛)𝑛∈N∗ deux suites réelles telles que les familles (𝑎2𝑛)𝑛∈N∗ et (𝑏2𝑛)𝑛∈N∗ soient sommables.

Montrer que
(
𝑎𝑛𝑏𝑚
𝑚 + 𝑛

)
(𝑚,𝑛) ∈ (N∗ )2

est sommable et que

∑︁
(𝑚,𝑛) ∈N∗×N∗

𝑎𝑛𝑏𝑚
𝑚 + 𝑛 ⩽ 𝜋

√︄ ∑︁
𝑛∈N∗

𝑎2𝑛
∑︁
𝑚∈N∗

𝑏2𝑚 .

EXERCICE 35.14 D(Oral Centrale MP 2024)
Pour 𝑛 ∈ N∗, on note Ω(𝑛) le nombre de facteurs premiers de 𝑛 comptés avec multiplicité.
Autrement dit, Ω(𝑛) =

∑︁
𝑝 premier

𝑣𝑝 (𝑛). On pose également 𝜆(𝑛) = (−1)Ω (𝑛) et Λ(𝑛) =
∑︁
𝑑 |𝑛

𝜆(𝑑).

1. Montrer que si𝑚 et 𝑛 sont deux entiers premiers entre eux, alors 𝜆(𝑚𝑛) = 𝜆(𝑚)𝜆(𝑛), puis que Λ(𝑚𝑛) = Λ(𝑚)Λ(𝑛).
2. Pour 𝑛 ∈ N∗, donner une expression simple de Λ(𝑛).

3. Prouver que pour tout 𝑧 ∈ C, |𝑧 | < 1,
+∞∑︁
𝑛=1

𝜆(𝑛)𝑧𝑛
1 − 𝑧𝑛 =

+∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛
2
.

EXERCICE 35.15 D(Oral X)
Montrer, pour tout 𝑥 ∈ R tel que |𝑥 | < 1, les identités

+∞∑︁
𝑛=1

𝑥2𝑛−1

1 − 𝑥2𝑛−1
=

+∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛

1 − 𝑥2𝑛
,
+∞∑︁
𝑛=0

𝑥2
𝑛

1 − 𝑥2𝑛+1
=

𝑥

1 − 𝑥 .

On veillera à bien justifier les convergences de toutes les séries en jeu.

EXERCICE 35.16 Étudier l’existence et le cas échéant, calculer la somme
∑︁
𝑝,𝑞⩾1
𝑝∧𝑞=1

1
𝑝2𝑞2

.

▶ Produit de Cauchy

EXERCICE 35.17 PDSoit 𝑥 ∈] − 1, 1[. Déterminer une suite (𝑎𝑛)𝑛 telle que
𝑒𝑥

1 − 𝑥 =

+∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛.

EXERCICE 35.18 ADFormule du binôme négatif.
Soit 𝑧 ∈ C tel que |𝑧 | < 1, et soit 𝑝 ∈ N. Montrer que

1
(1 − 𝑧)𝑝+1

=

+∞∑︁
𝑛=0

(
𝑝 + 𝑛
𝑝

)
𝑧𝑛 .

EXERCICE 35.19 ADPour 𝑛 ∈ N∗, on note 𝐻𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

1
𝑘

la 𝑛ème somme partielle de la série harmonique.

Montrer que 𝑒
+∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1
𝑛 · 𝑛! =

+∞∑︁
𝑛=1

𝐻𝑛
𝑛!

.
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CORRECTION 1

CORRECTION DES EXERCICES DU TD 35

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.1
On a Z = N

∐ {−𝑛, 𝑛 ∈ N∗}︸           ︷︷           ︸
=𝐴

.

On a
+∞∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛 =

+∞∑︁
𝑛=0

𝑞𝑛 =
1

1 − 𝑞 .

Donc (𝑢𝑛)𝑛∈N est sommable et
∑︁
𝑛∈N

𝑢𝑛 =
1

1 − 𝑞 .

Puisque 𝜑 : N∗ −→ 𝐴
𝑛 ↦−→ −𝑛 est une bijection, la famille (𝑢𝑛)𝑛∈𝐴 est sommable si et seule-

ment si la famille (𝑢𝜑 (𝑛) )𝑛∈N∗ l’est.
Soit encore si et seulement si la série1 1 À termes positifs.

∑︁
𝑛⩾1

𝑢𝜑 (𝑛) =
∑︁
𝑛⩾1

𝑞𝑛 converge.

C’est bien le cas, et sa somme vaut
+∞∑︁
𝑛=1

𝑞𝑛 =
𝑞

1 − 𝑞 .

Donc
∑︁
𝑛∈𝐴

𝑢𝑛 =
𝑞

1 − 𝑞 .

On en déduit donc que (𝑢𝑛)𝑛∈Z est sommable et que∑︁
𝑛∈Z

𝑢𝑛 =
∑︁
𝑛∈N

𝑢𝑛 +
∑︁
𝑛∈𝐴

𝑢𝑛 =
1

1 − 𝑞 + 𝑞

1 − 𝑞 =
1 + 𝑞
1 − 𝑞 .

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.2
On a

��𝑟 |𝑛 |𝑒𝑖𝑛𝜃 �� = 𝑟 |𝑛 | .
Puisque Z = N

∐(−N∗), il s’agit donc d’étudier les sommabilités de (𝑟𝑛)𝑛∈N et (𝑟−𝑛)𝑛∈−N∗ .
Mais

∑︁
𝑛⩾0

𝑟𝑛 et
∑︁
𝑛⩾1

𝑟𝑛 sont convergentes, donc ces deux familles sont sommables.

Et ainsi, la famille
(
𝑟 |𝑛 |𝑒

𝑖𝑛𝜃
)
𝑛∈Z

est sommable.

On a alors∑︁
𝑛∈Z

𝑟 |𝑛 |𝑒𝑖𝑛𝜃 =

+∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃+
+∞∑︁
𝑛=1

𝑟𝑛𝑒−𝑖𝑛𝜃 =
1

1 − 𝑟𝑒𝑖𝜃
+𝑟𝑒−𝑖𝜃 1

1 − 𝑟𝑒−𝑖𝜃
=
1 − 𝑟𝑒−𝑖𝜃 + 𝑟𝑒−𝑖𝜃 − 𝑟2

(1 − 𝑟𝑒𝑖𝜃 ) (1 − 𝑟𝑒−𝑖𝜃 )
=

1 − 𝑟2
1 − 2𝑟 cos𝜃 + 𝑟2

.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.3
Si on note 𝐼 =

{
1 − 1

𝑛
, 𝑛 ∈ N∗

}
⊂ Q ∩ [0, 1], alors la famille (𝑥)𝑥∈𝐼 n’est pas sommable,

puisque
∑︁
𝑛⩾1

(
1 − 1

𝑛

)
diverge.

Donc la «grosse» famille (𝑥)𝑥∈Q∩[0,1] n’est pas sommable.
Si (𝑢𝑖 )𝑖∈𝐼 est sommable, alors
pour tout 𝐽 ⊂ 𝐼 , (𝑢𝑖 )𝑖∈ 𝐽 est
sommable.

Rappel

De même, si 𝐼 =
{
1 + 1

𝑛
, 𝑛 ∈ N∗

}
⊂ Q ∩ [1, +∞[ alors

∑︁
𝑥∈𝐼

1
𝑥2

= +∞ car la série de terme

général
1(

1 + 1
𝑛

)2 diverge, et donc
(
1
𝑥2

)
𝑥∈Q∩[1,+∞[

n’est pas sommable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.4
Notons qu’à 𝑛 ∈ N∗ fixé, il n’existe qu’un nombre fini de rationnels 𝑞 ∈ Q ∩ [0, 1] tels que
𝑢𝑞 = 𝑛.

En effet, il s’agit des
𝑘

𝑛
, avec 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 et 𝑘 ∧ 𝑛 = 1.

En particulier, 𝐼𝑛 = {𝑞 ∈ Q ∩ [0, 1] | 𝑢𝑞 = 𝑛} a un cardinal majoré par 𝑛 + 1.
Et donc en notant que Q ∩ [0, 1] =

∐
𝑛∈N∗

{𝑞 ∈ Q ∩ [0, 1] | 𝑢𝑞 = 𝑛}, alors on a :
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2 TD 35

▶ pour tout 𝑛 ∈ N∗, 0 ⩽
∑︁
𝑞∈𝐼𝑛

1
𝑢3𝑞
⩽
𝑛 + 1
𝑛3

.

▶ la série de terme général
𝑛 + 1
𝑛3

∼
𝑛→+∞

1
𝑛2

converge, si bien que
∑︁
𝑛⩾1

∑︁
𝑞∈𝐼𝑞

1
𝑢3𝑞

converge.

Par le théorème de sommation par paquets,

(
1
𝑢3𝑞

)
𝑞∈Q∩[0,1]

est sommable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.5
Pour 𝑛 ∈ N∗, posons 𝐼𝑛 = {(𝑖, 𝑗) ∈ N∗ × N∗ | max(𝑖, 𝑗) = 𝑛}.
Autrement dit, on utilise les «paquets» ci-dessous.

𝑗

𝑖

On a alors N∗ × N∗ =
+∞∐
𝑛=1

𝐼𝑛, et il est facile de constater2 2 Un dessin aide bien, mais
on peut formaliser sans
grande difficulté en dres-
sant la liste des éléments de
𝐼𝑛 .

que Card(𝐼𝑛) = 2𝑛 − 1.

On a donc
∑︁

(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐼𝑛

1
max(𝑖, 𝑗)3

=
∑︁

(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐼𝑛

1
𝑛3

=
Card(𝐼𝑛)

𝑛3
=
2𝑛 − 1
𝑛3

= 2
1
𝑛2

− 1
𝑛3

.

Il s’agit là du terme général d’une série convergente, donc la famille est bien sommable et∑︁
𝑖, 𝑗⩾1

1
max(𝑖, 𝑗)3

=

+∞∑︁
𝑛=1

∑︁
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐼𝑛

1
max(𝑖, 𝑗)3

=

+∞∑︁
𝑛=1

(
2
𝑛2

− 1
𝑛3

)
= 2𝜁 (2) − 𝜁 (3).

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.6
Pour la première, notons que pour 𝑛 ⩾ 2, 𝜁 (𝑛) − 1 =

+∞∑︁
𝑝=2

1
𝑝𝑛

> 0.

Commençons par étudier la sommabilité de la famille
(
(−1)𝑛
𝑝𝑛

)
𝑛,𝑝⩾2

.

Il s’agit donc d’étudier celle de la famille
(
1
𝑝𝑛

)
𝑛,𝑝⩾2

.

Or on a, à 𝑝 ⩾ 2 fixé,
+∞∑︁
𝑛=2

1
𝑝𝑛

=
1
𝑝2

+∞∑︁
𝑛=0

1
𝑝𝑛

=
1
𝑝2

1
1 − 1

𝑝

=
1
𝑝2

𝑝

𝑝 − 1
=

1
𝑝 (𝑝 − 1) , qui est le

terme général d’une série convergente, puisqu’équivalent à
1
𝑝2

.

Donc le théorème de Fubini positif prouve la sommabilité de la famille, et donc Fubini
s’applique :

+∞∑︁
𝑛=2

(−1)𝑛 (𝜁 (𝑛) − 1) =
+∞∑︁
𝑛=2

+∞∑︁
𝑝=2

(−1)𝑛
𝑝𝑛

=

+∞∑︁
𝑝=2

+∞∑︁
𝑛=2

(−1)𝑛
𝑝𝑛

=

+∞∑︁
𝑝=2

+∞∑︁
𝑛=2

(−𝑝−1))𝑛

=

+∞∑︁
𝑝=2

1
𝑝2

1
1 + 1

𝑝

Série géométrique de raison
−𝑝−1.
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CORRECTION 3

=

+∞∑︁
𝑝=2

1
𝑝 (𝑝 + 1)

=

+∞∑︁
𝑝=2

(
1
𝑝
− 1
𝑝 + 1

)
=
1
2

Série télescopique..

Sur le même principe, on a clairement, pour 𝑝 ⩾ 1, 𝜁 (2𝑝) ⩽ 𝜁 (2), si bien que
𝜁 (2𝑝)
22𝑝

⩽
𝜁 (2)
22𝑝

,
qui est le terme général d’une série convergente.

Puisque par ailleurs,
𝜁 (2𝑝)
22𝑝

=

+∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛2𝑝22𝑝

, le théorème Fubini positif nous garantit la

sommabilité de
(

1
𝑛2𝑝22𝑝

)
𝑛,𝑝⩾1

.

Et alors on peut intervertir les sommes :
+∞∑︁
𝑝=1

𝜁 (2𝑝)
22𝑝

=

+∞∑︁
𝑝=1

+∞∑︁
𝑛=1

1
(2𝑛)2𝑝

=

+∞∑︁
𝑛=1

+∞∑︁
𝑝=1

1
(4𝑛2)𝑝

=

+∞∑︁
𝑛=1

1
4𝑛2

1
1 − 1

4𝑛2

=

+∞∑︁
𝑛=1

1
4𝑛2 − 1

=

+∞∑︁
𝑛=1

1
(2𝑛 − 1) (2𝑛 + 1)

=

+∞∑︁
𝑛=1

1
2

(
1

2𝑛 − 1
− 1
2𝑛 + 1

)
Décomposition en élment
simples.

=
1
2
. Série télescopique.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.7
Notons, pour 𝑛 ⩾ 2, 𝐼𝑛 = {(𝑝, 𝑞) ∈ N∗ × N∗ | 𝑝 + 𝑞 = 𝑛}.

Alors 𝐼𝑛 est un ensemble fini, de cardinal 𝑛 − 1, et N∗ × N∗ =
+∞∐
𝑛=2

𝐼𝑛.

On a alors
∑︁

(𝑝,𝑞) ∈𝐼𝑛

1
(𝑝 + 𝑞)𝛼 =

∑︁
(𝑝,𝑞) ∈𝐼𝑛

1
𝑛𝛼

=
𝑛 − 1
𝑛𝛼

∼
𝑛→+∞

1
𝑛𝛼−1

.

Par critère des équivalents pour les séries à termes positifs, on a donc
∑︁
𝑛⩾2

∑︁
(𝑝,𝑞) ∈𝐼𝑛

1
(𝑝 + 𝑞)𝛼

qui converge si et seulement si 𝛼 − 1 > 1 ⇔ 𝛼 > 2.

Et donc par le théorème de sommation par paquets, la famille
(

1
(𝑝 + 𝑞)𝛼

)
𝑝,𝑞⩾1

est sommable

si et seulement si 𝛼 > 2.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.8
Par sommation par paquets, et puisqu’il s’agit d’une famille de réels positifs, on a∑︁

(𝑎,𝑏 ) ∈N∗×N∗

1
𝑎𝑏 (𝑎 + 𝑏) =

∑︁
𝑛⩾2

𝑛−1∑︁
𝑎=1

1
𝑎(𝑛 − 𝑎)𝑛 =

∑︁
𝑛⩾2

1
𝑛

𝑛−1∑︁
𝑎=1

1
𝑎(𝑛 − 𝑎) .

On a utilisé les paquets

𝐼𝑛 = { (𝑎,𝑏 ) | 𝑎 + 𝑏 = 𝑛} .

Détails

Une décomposition en éléments simples nous donne

1
𝑎(𝑛 − 𝑎) =

1
𝑛

(
1
𝑎
+ 1
𝑛 − 𝑎

)
.
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Et donc
𝑛−1∑︁
𝑎=1

1
𝑎(𝑛 − 𝑎) =

2
𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=1

1
𝑘

.

Il est classique3 3 Par comparaison série/inté-
grale.

que
𝑛∑︁
𝑘=1

1
𝑘

∼
𝑛→+∞

ln𝑛, si bien que

𝑛−1∑︁
𝑎=1

1
𝑎𝑛(𝑛 − 𝑎) ∼

𝑛→+∞
2 ln(𝑛 − 1)

𝑛2
∼

𝑛→+∞
2 ln𝑛
𝑛2

.

Puisque
ln𝑛
𝑛2

=
𝑛→+∞

𝑜
(
𝑛3/2

)
, la série de terme général

𝑛−1∑︁
𝑎=1

1
𝑎(𝑛 − 𝑎) converge, si bien que

∑︁
(𝑎,𝑏 ) ∈N∗×N∗

1
𝑎𝑏 (𝑎 + 𝑏) < +∞.

Autrement dit, la famille étudiée est sommable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.9
Commençons par noter que la famille des

(
(−1)𝑝
𝑞3

)
𝑝,𝑞∈N∗
𝑝⩽𝑞

est bien sommable.

En effet, par comparaison série intégrale, pour tout 𝑝 ∈ N∗,

𝑁∑︁
𝑘=𝑝

1
𝑘3
⩽

∫ 𝑁+1

𝑝

𝑑𝑡

𝑡3
⇔

𝑁∑︁
𝑘=𝑝

1
𝑘3
⩽

[
− 2
𝑡2

]𝑁+1

𝑝

⩽
2
𝑝2

− 2
(𝑁 + 1)2

.

Et donc 0 ⩽
+∞∑︁
𝑞=𝑝

1
𝑞3
⩽

2
𝑝2

, si bien que par critère de comparaison pour les séries à termes

positifs,
∑︁
𝑝⩾1

( +∞∑︁
𝑞=𝑝

1
𝑞3

)
converge.

Ainsi, la famille
(
(−1)𝑝
𝑞3

)
𝑝,𝑞∈N∗
𝑝⩽𝑞

est sommable.

Par Fubini, on a alors

Si on veut vraiment se rame-
ner à une famille définie sur
N∗ × N∗, on peut prendre la
famille définie par

𝑢𝑝,𝑞 =

{
0 si 𝑞 < 𝑝
(−1)𝑝
𝑞3

si 𝑝 ⩾ 𝑞

Détails

+∞∑︁
𝑝=1

+∞∑︁
𝑞=𝑝

(−1)𝑝
𝑞3

=

+∞∑︁
𝑞=1

𝑞∑︁
𝑝=1

(−1)𝑝
𝑞3

=

+∞∑︁
𝑞=1

1
𝑞3

𝑞∑︁
𝑝=1

(−1)𝑝 .

Mais
𝑞∑︁
𝑝=1

(−1)𝑞 =
(−1)𝑞 − 1

2
.

C’est la somme d’une suite
géométrique de raison −1,
mais on peut aussi le retrou-
ver facilement : ça vaut −1 si
𝑞 impair, 0 si 𝑞 pair.

Détails

Donc
+∞∑︁
𝑝=1

+∞∑︁
𝑞=𝑝

(−1)𝑝
𝑞3

=
1
2

+∞∑︁
𝑞=1

(−1)𝑞
𝑞3

− 1
2

+∞∑︁
𝑞=1

1
𝑞3
.

Ces deux séries sont claire-
ment convergentes.

Remarque

Reste à calculer cette dernière somme.

Notons que
+∞∑︁
𝑞=1

(−1)𝑞
𝑞3

=

+∞∑︁
𝑞=1

1
(2𝑞)3

−
+∞∑︁
𝑞=1

1
(2𝑞 − 1)3

=
1
8
𝜁 (3) +

+∞∑︁
𝑞=1

1
(2𝑞 − 1)3

.

Et par ailleurs, pour les mêmes raisons,

𝜁 (3) =
+∞∑︁
𝑞=1

1
(2𝑞)3

+
+∞∑︁
𝑞=1

1
(2𝑞 − 1)3

=
1
8
𝜁 (3) +

+∞∑︁
𝑞=1

1
(2𝑞 − 1)3

.

On en déduit donc que
+∞∑︁
𝑞=1

1
(2𝑞 − 1)3

=
7
8
𝜁 (3).

Et donc
+∞∑︁
𝑞=1

(−1)𝑞
𝑞3

=
1
8
𝜁 (3) − 7

8
𝜁 (3) = −3

4
𝜁 (3).
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Il vient donc enfin,
+∞∑︁
𝑝=1

+∞∑︁
𝑞=𝑝

(−1)𝑝
𝑞3

= −3
8
𝜁 (3) − 1

2
𝜁 (3) = −7

8
𝜁 (3).

Alternative : plus simplement, si on note 𝑎𝑞 =

{
−1 si 𝑞 impair
0 si 𝑞 pair

, on a prouvé plus tôt

que
+∞∑︁
𝑝=1

+∞∑︁
𝑞=𝑝

(−1)𝑝
𝑞3

=

+∞∑︁
𝑞=1

𝑎𝑞

𝑞3
= −

+∞∑︁
𝑞=1

1
(2𝑞 − 1)3

= −7
8
𝜁 (3).

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.10
1. Pour𝑛 ≠ 𝑝, une décomposition en éléments simples4 4 De la fraction rationnelle

1
𝑋 2 − 𝑛2

.
nous donne

1
𝑛2 − 𝑝2

=
1
2𝑝

(
1

𝑛 − 𝑝 − 1
𝑛 + 𝑝

)
.

Donc il vient, pour 𝑝 fixé, et 𝑁 > 2𝑝,

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛,𝑝 =

𝑝−1∑︁
𝑛=1

1
2𝑝

(
1

𝑛 − 𝑝 − 1
𝑛 + 𝑝

)
+

𝑁∑︁
𝑛=𝑝+1

1
2𝑝

(
1

𝑛 − 𝑝 − 1
𝑛 + 𝑝

)
=

1
2𝑝

©­«
𝑝−1∑︁
𝑛=1

1
𝑛 − 𝑝 −

𝑝−1∑︁
𝑛=1

1
𝑛 + 𝑝 +

𝑁∑︁
𝑛=𝑝+1

1
𝑛 − 𝑝 −

𝑁∑︁
𝑛=𝑝+1

1
𝑛 + 𝑝

ª®¬
=

1
2𝑝

©­«
−1∑︁

𝑘=1−𝑝

1
𝑘
−

2𝑝−1∑︁
𝑘=𝑝+1

1
𝑘
+
𝑁−𝑝∑︁
𝑘=1

1
𝑘
−

𝑁+𝑝∑︁
𝑘=2𝑝+1

1
𝑘
ª®¬

=
1
2𝑝

©­«��
��−

𝑝−1∑︁
𝑘=1

1
𝑘
−

2𝑝−1∑︁
𝑘=𝑝+1

1
𝑘
+
�
�
��

𝑝−1∑︁
𝑘=1

1
𝑘
+
𝑁−𝑝∑︁
𝑘=𝑝

1
𝑘
−

𝑁+𝑝∑︁
𝑘=2𝑝+1

1
𝑘
ª®¬

=
1
2𝑝

©­­«��
�
�

−
2𝑝−1∑︁
𝑘=𝑝+1

1
𝑘
+ 1
𝑝
+
�
�
�
�2𝑝−1∑︁

𝑘=𝑝+1

1
𝑘
+
𝑁−𝑝∑︁
𝑘=2𝑝

1
𝑘
−

𝑁+𝑝∑︁
𝑘=2𝑝+1

1
𝑘

ª®®¬
=

1
2𝑝

©­«1𝑝 + 1
2𝑝

−
𝑁+𝑝∑︁

𝑘=𝑁−𝑝+1

1
𝑘
ª®¬

−→
𝑁→+∞

1
2𝑝

(
1
𝑝
+ 1
2𝑝

)
=

3
4𝑝2

.
La somme restante est for-
mée d’un nombre fixé de
termes qui tendent tous vers
0.

Détails

Donc on a bien, comme annoncé,
+∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛,𝑝 =
3
4𝑝2

.

2. L’existence de
+∞∑︁
𝑝=1

+∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛,𝑝 découle directement de la question précédente : il s’agit d’une

somme de Riemann.

On a donc
+∞∑︁
𝑝=1

+∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛,𝑝 =
3
4
𝜁 (2) > 0.

Et puisque 𝑢𝑛,𝑝 = −𝑢𝑝,𝑛, on a de même,

+∞∑︁
𝑝=1

𝑢𝑛,𝑝 = − 3
4𝑛2

et donc
+∞∑︁
𝑛=1

+∞∑︁
𝑝=1

𝑢𝑛,𝑝 = −3
4
𝜁 (2) ≠ 3

4
𝜁 (2).

3. Si la famille (𝑢𝑛,𝑝 )𝑛,𝑝⩾1 était sommable, le théorème de Fubini nous garantirait que les
sommes précédentes sont égales.
Puisque ce n’est pas le cas, il ne s’agit pas d’une famille sommable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.11
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6 TD 35

1. Nous savons que la série de terme général 𝑢𝑛 =
1
𝑛2

est convergente, et donc est absolument

convergente.
Pour les séries à termes posi-
tifs, la convergence absolue
est équivalente à la conver-
gence.

Absolument ?

Par conséquent, la famille (𝑢𝑛)𝑛∈N∗ est sommable.
Et donc (𝑢𝜎 (𝑛) )𝑛∈N∗ l’est également, avec

∑︁
𝑛∈N∗

𝑢𝜎 (𝑛) =
∑︁
𝑛∈N∗

𝑢𝑛.

On en déduit donc que la série de terme général 𝑢𝜎 (𝑛) =
1

𝜎 (𝑛)2
converge et que

+∞∑︁
𝑛=1

1
𝜎 (𝑛)2

=
∑︁
𝑛∈N∗

1
𝜎 (𝑛)2

=
∑︁
𝑛∈N∗

1
𝑛2

=

+∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛2

=
𝜋2

6
.

2. En revanche, on sait que
∑︁
𝑛

1
𝑛

diverge. Donc que
∑︁
𝑛∈N∗

1
𝑛
= +∞.

Et donc
∑︁
𝑛∈N∗

1
𝜎 (𝑛) = +∞, si bien que

∑︁
𝑛

1
𝜎 (𝑛) diverge.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.12
On a, pour tout 𝑛 ∈ N∗,

1
1 − 𝑧𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑧𝑛𝑘 , si bien que

+∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛

1 − 𝑧𝑛 =

+∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛
+∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑛𝑘 =

+∞∑︁
𝑛=1

+∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑛 (𝑘+1) =
+∞∑︁
𝑛=1

+∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑛𝑘 .

On souhaite appliquer un théorème de sommation par paquets, mais pour cela, il faut
s’assurer de la sommabilité de la famille (𝑧𝑛𝑘 )𝑛,𝑘⩾1.
Mais notons qu’en «remontant» les calculs ci-dessus, en remplaçant 𝑧 par |𝑧 |, on arrive,
avec les mêmes arguments à

+∞∑︁
𝑛=1

+∞∑︁
𝑘=1

|𝑧 |𝑛𝑘 =

+∞∑︁
𝑛=1

|𝑧 |𝑛
1 − |𝑧 |𝑛

qui est bien une série convergente, puisque
|𝑧 |𝑛

1 − |𝑧 |𝑛 ∼
𝑛→+∞

|𝑧 |𝑛.

Donc par Fubini positif, la famille (𝑧𝑛𝑘 )𝑛,𝑘⩾1 est sommable.

Pour 𝑑 ∈ N∗, notons alors 𝐼𝑑 = {(𝑛, 𝑘) ∈ N∗ × N∗ | 𝑛𝑘 = 𝑑}, qui est un ensemble fini, en
bijection avec l’ensemble des diviseurs positifs de 𝑑.
On a alors N∗ × N∗ =

∐
𝑑∈N∗

𝐼𝑑 , si bien que par le théorème de sommation par paquets,

+∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛

1 − 𝑧𝑛 =
∑︁

(𝑛,𝑘 ) ∈N∗×N∗

𝑧𝑛𝑘 =

+∞∑︁
𝑑=1

∑︁
(𝑛,𝑘 ) ∈𝐼𝑑

𝑧𝑑 =

+∞∑︁
𝑑=1

Card(𝐼𝑑 )𝑧𝑑 .

Donc 𝑑𝑛 = Card(𝐼𝑛), qui est le nombre de diviseurs positifs de 𝑛 convient.

Pour la seconde somme, notons que
𝑛𝑧𝑛

1 − 𝑧𝑛 ∼
𝑛→+∞

𝑛𝑧𝑛 =
𝑛→+∞

𝑜

(
1
𝑛2

)
, si bien que

∑︁
𝑛⩾1

𝑛𝑧𝑛

1 − 𝑧𝑛

converge absolument.

À 𝑛 fixé,
𝑛𝑧𝑛

1 − 𝑧𝑛 =

+∞∑︁
𝑘=0

𝑛𝑧𝑛𝑧𝑛𝑘 =

+∞∑︁
𝑘=1

𝑛𝑧𝑛𝑘 .

Comme précédemment, il faut donc s’assurer de la sommabilité de la famille
(
𝑛𝑧𝑛𝑘

)
𝑛,𝑘⩾1.

Une fois de plus, en remplaçant 𝑧 par son module, on arrive à la conclusion que cette
famille est sommable.

Et donc avec les mêmes «paquets»

+∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑧𝑛

1 − 𝑧𝑛 =
∑︁
𝑛,𝑘⩾1

𝑛𝑧𝑛𝑘 =

+∞∑︁
𝑑=1

∑︁
(𝑛,𝑘 ) ∈𝐼𝑑

𝑛𝑧𝑑 =

+∞∑︁
𝑑=1

©­«
∑︁

(𝑛,𝑘 ) ∈𝐼𝑑

𝑛
ª®¬ 𝑧𝑑 .
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CORRECTION 7

Donc 𝑠 (𝑛) =
∑︁

(𝑛,𝑘 ) ∈𝐼𝑑

𝑛, qui est la somme des diviseurs positifs de 𝑛 convient.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.13
1. Si 𝑛 = 0, alors

∫ 2𝜋

0
𝑡𝑒−𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑡 = 2𝜋2, et si 𝑛 > 0, alors par intégration par parties,∫ 2𝜋

0
𝑡𝑒−𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑡 =

[
𝑖

𝑛
𝑡𝑒−𝑖𝑛𝑡

]2𝜋
0

− 𝑖

𝑛

∫ 2𝜋

0
𝑒−𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑡 =

2𝑖𝜋
𝑛

𝑖

𝑛

[
𝑖

𝑛
𝑒−𝑖𝑛𝑡

]2𝜋
0

=
2𝑖𝜋
𝑛
.

2. Par la question précédente, pour𝑚,𝑛 ∈ 𝐼 ,

1
𝑚 + 𝑛 =

1
2𝑖𝜋

∫ 2𝜋

0
𝑡𝑒−𝑖 (𝑚+𝑛)𝑡 𝑑𝑡 .

Et donc∑︁
(𝑚,𝑛) ∈𝐼 2

𝑎𝑛𝑏𝑚
𝑚 + 𝑛 =

∑︁
(𝑚,𝑛) ∈𝐼 2

𝑎𝑛𝑏𝑚
2𝑖𝜋

∫ 2𝜋

0
𝑡𝑒−𝑖 (𝑚+𝑛)𝑡 𝑑𝑡 =

1
2𝑖𝜋

∫ 2𝜋

0
𝑡

∑︁
(𝑚,𝑛) ∈𝐼 2

𝑎𝑛𝑏𝑚𝑒
−𝑖 (𝑚+𝑛)𝑡 𝑑𝑡 .

Posons 𝑓 (𝑡) =
∑︁
𝑛∈𝐼

𝑎𝑛𝑒
−𝑖𝑛𝑡 et 𝑔(𝑡) =

∑︁
𝑛∈𝐼

𝑏𝑛𝑒
−𝑖𝑛𝑡 , de sorte que

∑︁
(𝑚,𝑛) ∈𝐼 2

𝑎𝑚𝑏𝑛
𝑚 + 𝑛 =

1
2𝑖𝜋

∫ 2𝜋

0
𝑡 𝑓 (𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 .

Alors ∑︁
(𝑚,𝑛) ∈𝐼 2

𝑎𝑛𝑏𝑚
𝑚 + 𝑛 ⩽

������ ∑︁
(𝑚,𝑛) ∈𝐼 2

𝑎𝑛𝑏𝑚
𝑛 +𝑚

������ ⩽ 1
2𝜋

∫ 2𝜋

0

√
𝑡 |𝑓 (𝑡) |

√
𝑡 |𝑔(𝑡) | 𝑑𝑡 .

Et alors par inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales,∫ 2𝜋

0

√
𝑡 |𝑓 (𝑡) |

√
𝑡 |𝑔(𝑡) | 𝑑𝑡 ⩽

√︄∫ 2𝜋

0
𝑡 |𝑓 (𝑡) |2 𝑑𝑡

∫ 2𝜋

0
𝑡 |𝑔(𝑡) |2 𝑑𝑡 .

Reste donc à calculer
∫ 2𝜋

0
𝑡 |𝑓 (𝑡) |2 𝑑𝑡 .

Or ∫ 2𝜋

0
𝑡 |𝑓 (𝑡) |2 𝑑𝑡 =

∫ 𝜋

0
𝑡 𝑓 (𝑡) 𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡

=

∫ 2𝜋

0
𝑡
∑︁
𝑛∈𝐼

𝑎𝑛𝑒
−𝑖𝑛𝑡

∑︁
𝑚∈𝐼

𝑎𝑚𝑒
𝑖𝑚𝑡 𝑑𝑡

=
∑︁

(𝑚,𝑛) ∈𝐼 2
𝑎𝑚𝑎𝑛

∫ 2𝜋

0
𝑡𝑒−𝑖 (𝑛−𝑚)𝑡 𝑑𝑡

=
∑︁
𝑛∈𝐼

𝑎2𝑛2𝜋
2 +

∑︁
(𝑚,𝑛) ∈𝐼2
𝑚≠𝑛

𝑎𝑚𝑎𝑛
2𝑖𝜋
𝑛 −𝑚 .

Mais cette dernière somme est nulle car∑︁
(𝑚,𝑛) ∈𝐼2
𝑚≠𝑛

𝑎𝑚𝑎𝑛
2𝑖𝜋
𝑛 −𝑚 =

∑︁
𝑚∈𝐼

∑︁
𝑛∈𝐼
𝑛≠𝑚

𝑎𝑚𝑎𝑛
2𝑖𝜋
𝑛 −𝑚 +

∑︁
𝑛∈𝐼

∑︁
𝑚∈𝐼
𝑚≠𝑛

𝑎𝑚𝑎𝑛
2𝑖𝜋
𝑛 −𝑚

=
∑︁
𝑚∈𝐼

∑︁
𝑛∈𝐼
𝑛≠𝑚

𝑎𝑚𝑎𝑛
2𝑖𝜋
𝑛 −𝑚 −

∑︁
𝑛∈𝐼

∑︁
𝑚∈𝐼
𝑚≠𝑛

𝑎𝑚𝑎𝑛
2𝑖𝜋
𝑚 − 𝑛 = 0.

Et donc il vient ∑︁
(𝑚,𝑛) ∈𝐼 2

𝑎𝑛𝑏𝑚
𝑚 + 𝑛 ⩽

1
2𝜋

√︄
4𝜋4

∑︁
𝑛∈𝐼

𝑎2𝑛
∑︁
𝑛∈𝐼

𝑏2𝑛 ⩽ 𝜋

√︄∑︁
𝑛∈𝐼

𝑎2𝑛
∑︁
𝑛∈𝐼

𝑏2𝑛 .
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3. Soit 𝐾 une partie finie de N∗ × N∗. Considérons alors 𝐼 une partie finie de N∗ telle que
𝐾 ⊂ 𝐼2.
Par la question précédente,∑︁

(𝑚,𝑛) ∈𝐾

|𝑎𝑛𝑏𝑚 |
𝑚 + 𝑛 ⩽

∑︁
(𝑚,𝑛) ∈𝐼 2

|𝑎𝑛𝑏𝑚 |
𝑚 + 𝑛 ⩽ 𝜋

√︄∑︁
𝑛∈𝐼

𝑎2𝑛
∑︁
𝑛∈𝐼

𝑏2𝑛 ⩽ 𝜋

√︄ ∑︁
𝑛∈N∗

𝑎2𝑛
∑︁
𝑛∈N∗

𝑏2𝑛 .

Ceci étant vrai pour toute partie finie 𝐾 de N∗ × N∗, on en déduit que la famille de |𝑎𝑛𝑏𝑚 |
𝑚+𝑛

est sommable, et donc que
(
𝑎𝑛𝑏𝑚
𝑚+𝑛

)
(𝑚,𝑛)

est sommable et

∑︁
(𝑚,𝑛) ∈N∗×N∗

𝑎𝑛𝑏𝑚
𝑚 + 𝑛 ⩽

∑︁
(𝑚,𝑛) ∈N∗×N∗

|𝑎𝑛𝑏𝑚 |
𝑚 + 𝑛 ⩽ 𝜋

√︄ ∑︁
𝑛∈N∗

𝑎2𝑛
∑︁
𝑛∈N∗

𝑏2𝑛 .

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.14
1. Si𝑚 et 𝑛 sont premiers entre eux, alors pour tout 𝑝 ∈ P, 𝑣𝑝 (𝑚𝑛) = 𝑣𝑝 (𝑚) + 𝑣𝑝 (𝑛).

Et donc Ω(𝑚𝑛) = ∑
𝑝∈P

(
𝑣𝑝 (𝑚) + 𝑣𝑝 (𝑛)

)
= Ω(𝑚) + Ω(𝑛).

Et donc 𝜆(𝑚𝑛) = (−1)Ω (𝑛)+Ω (𝑚) .

Si on note D(𝑛) l’ensemble des diviseurs de 𝑛, alors il est classique que

D(𝑚𝑛) = {𝑎 × 𝑏, (𝑎, 𝑏) ∈ D(𝑛) × D(𝑚)}.

En effet, si 𝑎 | 𝑛 et 𝑏 | 𝑚, puisque𝑚 et 𝑛 sont premiers entre eux, 𝑎 et 𝑏 le sont aussi. 𝑎 ∧ 𝑏 est un diviseur de
𝑚 ∧ 𝑛 = 1.

Détails

Et alors 𝑎 et 𝑏 étant deux diviseurs de𝑚𝑛 premiers entre eux, le produit 𝑎𝑏 divise𝑚𝑛.

Et inversement, si 𝑑 est un diviseur de𝑚𝑛, notons 𝑎 = 𝑑 ∧ 𝑛, de sorte que 𝑎 est un diviseur
de 𝑛.
Il existe donc 𝑏, premier avec 𝑛, tel que 𝑑 = 𝑎𝑏.
Et alors 𝑏 | 𝑚𝑛, et 𝑏 ∧ 𝑛 = 1, si bien que par le lemme de Gauss, 𝑏 | 𝑚.
Et donc 𝑑 est bien le produit d’un diviseur de 𝑎 par un diviseur de 𝑏.
On en déduit que

Λ(𝑚𝑛) =
∑︁
𝑑 |𝑛

∑︁
𝑑 ′ |𝑚

𝜆(𝑑𝑑 ′) =
∑︁
𝑑 |𝑛

∑︁
𝑑 ′ |𝑚

𝜆(𝑑)𝜆(𝑑 ′) = Λ(𝑑)Λ(𝑑 ′).

2. Par ce qui précède, il suffit de savoir calculer les Λ(𝑝𝑘 ), pour 𝑝 premier.
En effet, si 𝑛 = 𝑝𝑘11 · · · 𝑝𝑘𝑟𝑟 est la décomposition de 𝑛 en produit de facteurs premiers, alors

Λ(𝑛) = Λ(𝑝𝑘11 ) · · ·Λ(𝑝𝑘𝑟𝑟 ).

Mais 𝜆(𝑝𝑖 ) = (−1)𝑖 , si bien que Λ(𝑝𝑘 ) =
𝑘∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 = 1 − (−1)𝑘+1
2

=

{
0 si 𝑘 impair
1 si 𝑘pair

.

Et donc avec les notations précédentes, Λ(𝑛) = 1 si et seulement si tous les 𝑘𝑖 sont pairs,
donc si et seulement si 𝑛 est un carré, et vaut 0 sinon.

3. En utilisant une série géométrique, il vient :

+∞∑︁
𝑛=1

𝜆(𝑛)𝑧𝑛
1 − 𝑧𝑛 =

+∞∑︁
𝑛=1

+∞∑︁
𝑝=1

𝜆(𝑛)𝑧𝑛𝑝 =

+∞∑︁
𝑛=1

+∞∑︁
𝑝=1

𝜆(𝑛)𝑧𝑛𝑝 .

Pour (𝑛,𝑚) ∈ (N∗)2, notons 𝑢𝑛,𝑚 =

{
𝜆(𝑛)𝑧𝑚 si 𝑛 | 𝑚
0 sinon

, de sorte que

+∞∑︁
𝑛=1

𝜆(𝑛)𝑧𝑛
1 − 𝑧𝑛 =

+∞∑︁
𝑛=1

+∞∑︁
𝑚=1

𝑢𝑛,𝑚 .

Afin d’intervertir les sommes, prouvons que la famille (𝑢𝑛,𝑚)𝑛,𝑚⩾1 est sommable. Pour
𝑛 ∈ N∗, on a ∑︁

𝑚∈N∗
|𝑢𝑛,𝑚 | =

∑︁
𝑝∈N∗

|𝑧 |𝑛𝑝 =
|𝑧 |𝑛

1 − |𝑧 |𝑛 .
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Et alors ∑︁
𝑛∈N∗

|𝑧 |𝑛
1 − |𝑧 |𝑛

Puisque 𝑛 ⩾ 1,

1 − |𝑧 |𝑛 ⩾ 1 − |𝑧 | .

Détails

⩽
∑︁
𝑛∈N∗

|𝑧 |𝑛
1 − |𝑧 | =

|𝑧 |
(1 − |𝑧 |2)

< +∞.

Donc par le théorème de Fubini-Tonnelli, la famille (𝑢𝑛,𝑚) est sommable.
Il est donc possible d’appliquer le théorème de Fubini :∑︁

𝑚,𝑛∈N∗
𝑢𝑛,𝑚 =

+∞∑︁
𝑛=1

𝜆(𝑛)𝑧𝑛
1 − 𝑧𝑛 .

Et toujours par Fubini, en intervertissant les sommes,∑︁
𝑛,𝑚∈N∗

𝑢𝑛,𝑚 =

+∞∑︁
𝑚=1

+∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛,𝑚 =

+∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑛 |𝑚

𝜆(𝑛)𝑧𝑚 =

+∞∑︁
𝑚=1

𝑧𝑚
∑︁
𝑛 |𝑚

𝜆(𝑛) =
+∞∑︁
𝑚=1

𝑧𝑚Λ(𝑚) =
+∞∑︁
𝑝=1

𝑧𝑝
2
.

À la dernière étape, on a
utilisé le résultat de la ques-
tion 2, si𝑚 n’est pas un
carré, Λ(𝑚) = 0, et sinon
Λ(𝑚) = 1.

Détails

Et donc comme annoncé, on a bien

+∞∑︁
𝑛=1

𝜆(𝑛)𝑧𝑛
1 − 𝑧𝑛 =

+∞∑︁
𝑝=1

𝑧𝑝
2
.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.15
Puisque

���� 𝑥2𝑛−1

1 − 𝑥2𝑛−1

���� ∼
𝑛→+∞

|𝑥 |2𝑛−1 = |𝑥 | |𝑥2 |𝑛, la série de terme général
𝑥2𝑛−1

1 − 𝑥2𝑛−1
est bien

convergente.

Pour 𝑛 ∈ N∗, on a
𝑥2𝑛−1

1 − 𝑥2𝑛−1
= 𝑥2𝑛−1

+∞∑︁
𝑝=0

𝑥𝑝 (2𝑛−1) =
+∞∑︁
𝑝=1

𝑥𝑝 (2𝑛−1) , et cette série est absolu-

ment convergente.
Donc la famille des (𝑥𝑝 (2𝑛−1) ) (𝑛,𝑝 ) ∈N∗×N∗ est sommable.
Par conséquent, le théorème de Fubini s’applique :

+∞∑︁
𝑛=1

𝑥2𝑛−1

1 − 𝑥2𝑛−1
=

+∞∑︁
𝑛=1

+∞∑︁
𝑝=1

𝑥𝑝 (2𝑛−1)

=

+∞∑︁
𝑝=1

+∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑝 (2𝑛−1)

=

+∞∑︁
𝑝=1

𝑥−𝑝
+∞∑︁
𝑛=1

(
𝑥2𝑝

)𝑛
=

+∞∑︁
𝑝=1

𝑥−𝑝
𝑥2𝑝

1 − 𝑥2𝑝

=

+∞∑︁
𝑝=1

𝑥𝑝

1 − 𝑥2𝑝
.

Pour la seconde identité, notons que
���� 𝑥2

𝑛

1 − 𝑥2𝑛+1
���� ∼
𝑛→+∞

|𝑥 |2𝑛 ⩽ |𝑥 |𝑛.

Donc par comparaison à une série géométrique, la série de terme général
𝑥2

𝑛

1 − 𝑥2𝑛+1
converge

absolument.
Par ailleurs, à 𝑛 ∈ N fixé, on a

𝑥2
𝑛

1 − 𝑥2𝑛+1
= 𝑥2

𝑛
+∞∑︁
𝑝=0

𝑥𝑝2
𝑛+1

=

+∞∑︁
𝑛=0

𝑥2
𝑛 (2𝑝+1) .

Puisque cette série est absolument convergente5 5 Pour les mêmes raisons que
précédemment, avec 𝑥2𝑝+1 à
la place de 𝑥 .

, la famille (𝑥2𝑛 (2𝑝+1) ) (𝑛,𝑝 ) ∈N2 est sommable.
Mais tout entier non nul s’écrit de manière unique 2𝑛 (2𝑝 + 1), avec (𝑝, 𝑛) ∈ N2, si bien

que 𝜑 : N2 −→ N∗

(𝑛, 𝑝) ↦−→ 2𝑛 (2𝑝 + 1) est une bijection.
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Donc la famille des (𝑥𝜑 (𝑛,𝑝 ) ) (𝑛,𝑝 ) ∈N2 est sommable.
Autrement dit, la famille des (𝑥𝑛)𝑛∈N∗ est sommable6 6 Ce qu’on savait déjà puis-

qu’il s’agit d’une série géomé-
trique convergente.

, et on a∑︁
(𝑛,𝑝 ) ∈N2

𝑥2
𝑛 (2𝑝+1) =

∑︁
𝑛∈N∗

𝑥𝑛 =

+∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛 =
𝑥

1 − 𝑥 .

Et donc, comme annoncé,

+∞∑︁
𝑛=0

𝑥2
𝑛

1 − 𝑥2𝑛+1
=

∑︁
(𝑛,𝑝 ) ∈N2

𝑥2
𝑛 (2𝑝+1) =

∑︁
𝑛∈N∗

𝑥𝑛 =
𝑥

1 − 𝑥 .

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.16

Pour l’existence, notons que
∑︁
𝑝,𝑞 ⩾1

1
𝑝2𝑞2

=
©­«
∑︁
𝑝∈N∗

1
𝑝2

ª®¬
2

existe.

Donc la famille
(

1
𝑝2𝑞2

)
𝑝,𝑞∈N∗

est sommable, donc la sous-famille
(

1
𝑝2𝑞2

)
𝑝,𝑞⩾1
𝑝∧𝑞=1

est sommable.

Notons par ailleurs que (N∗)2 =
∐
𝑑∈N∗

𝐼𝑑 où 𝐼𝑑 = {(𝑝, 𝑞) ∈ N∗ × N∗ | 𝑝 ∧ 𝑞 = 𝑑}.

Et donc par le théorème de sommation par paquets,

𝜁 (2)2 = 𝜋4

36
=

∑︁
𝑝,𝑞∈N∗

1
𝑝2𝑞2

=

+∞∑︁
𝑑=1

∑︁
(𝑝,𝑞) ∈𝐼𝑑

1
𝑝2𝑞2

.

Mais si (𝑝, 𝑞) ∈ 𝐼𝑑 , alors (𝑝, 𝑞) = (𝑑𝑝′, 𝑑𝑞′) avec (𝑝′, 𝑞′) ∈ 𝐼1.
Autrement dit, ∑︁

(𝑝,𝑞) ∈𝐼𝑑

=
∑︁

(𝑝′,𝑞′ ) ∈𝐼1

1
𝑑4

1
𝑝′2𝑞′2

=
1
𝑑4

∑︁
(𝑝′,𝑞′ ) ∈𝐼1

1
𝑝′2𝑞′2

.

Et donc

𝜋4

36
=

+∞∑︁
𝑑=1

1
𝑑4

∑︁
(𝑝,𝑞) ∈𝐼1

1
𝑝2𝑞2

=
©­«

∑︁
(𝑝,𝑞) ∈𝐼1

1
𝑝2𝑞2

ª®¬
+∞∑︁
𝑑=1

1
𝑑4

= 𝜁 (4)
∑︁
𝑝,𝑞⩾1
𝑝∧𝑞=1

1
𝑝2𝑞2

.

Et donc, en notant que 𝜁 (4) = 𝜋4

90
, il vient

∑︁
𝑝,𝑞⩾1
𝑝∧𝑞=1

1
𝑝2𝑞2

=
𝜁 (2)2
𝜁 (4) =

90
36

=
5
2
.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.17
Nous savons que

1
1 − 𝑥 =

+∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛 et 𝑒𝑥 =

+∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!
.

De plus, ces deux séries sont absolument convergentes. Donc par produit de Cauchy,

𝑒𝑥

1 − 𝑥 =

+∞∑︁
𝑛=0

(
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘 !
𝑥𝑛−𝑘

)
=

+∞∑︁
𝑛=0

(
𝑛∑︁
𝑘=0

1
𝑘 !

)
𝑥𝑛 .

Donc 𝑎𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

1
𝑘 !

convient.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.18
Notons tout de suite que pour 𝑝 fixé, on a(
𝑝 + 𝑛
𝑝

)
|𝑧𝑛 | = (𝑛 + 𝑝)!

𝑝!𝑛!
|𝑧 |𝑛 =

(𝑛 + 𝑝) (𝑛 + 𝑝 − 1) (𝑛 + 𝑝 − 2) · · · (𝑛 + 2) (𝑛 + 1)
𝑝!

𝑧𝑛 ∼
𝑛→+∞

𝑛𝑝

𝑝!
|𝑧 |𝑛 .
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Prenons alors 𝑟 ∈ [|𝑧 |, 1[, de sorte que par croissances comparées,
𝑛𝑝 |𝑧 |𝑛
𝑟𝑛

= 𝑛𝑝
���� |𝑧 |𝑟 ����𝑛 −→

𝑛→+∞
0.

Donc
𝑛𝑝

𝑝!
=

𝑛→+∞
𝑜 (𝑟𝑛).

Puisque la série de terme général 𝑟𝑛 est absolument convergente, il en est de même de la

série de terme général
𝑛𝑝

𝑝!
𝑧𝑛 et donc7

7 Par critère de comparai-
son pour les séries à termes
positifs.de la série de terme général

(
𝑛 + 𝑝
𝑝

)
𝑧𝑛.

Prouvons alors la formule annoncée par récurrence sur 𝑝.
Pour 𝑝 = 0, c’est du cours, il s’agit de la somme d’une série géométrique absolument
convergente.

Une série géométrique,
quand elle converge,
converge absolument.

Rappel

Supposons donc que
1

(1 − 𝑧)𝑝+1
=

+∞∑︁
𝑛=0

(
𝑝 + 𝑛
𝑛

)
𝑧𝑛.

Alors par produit de Cauchy de séries absolument convergentes,

1
(1 − 𝑧)𝑝+2

=
1

(1 − 𝑧)𝑝+1
1

(1 − 𝑧) =

+∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑘=0

(
𝑘 + 𝑝
𝑝

)
𝑧𝑘𝑧𝑛−𝑘 =

+∞∑︁
𝑛=0

(
𝑛∑︁
𝑘=0

(
𝑘 + 𝑝
𝑝

))
𝑧𝑛 .

Mais on a alors, à 𝑛 fixé, par l’identité de Pascal,

𝑛∑︁
𝑘=0

(
𝑘 + 𝑝
𝑝

)
=

𝑛∑︁
𝑘=0

((
𝑘 + 𝑝 + 1
𝑝 + 1

)
−

(
𝑘 + 𝑝
𝑝 + 1

))
=

(
𝑛 + 𝑝 + 1
𝑝 + 1

)
−

(
𝑝

𝑝 + 1

)
=

(
𝑛 + 𝑝 + 1
𝑝 + 1

)
.

Et donc il vient bien
1

(1 − 𝑧)𝑝+2
=

+∞∑︁
𝑛=0

(
𝑛 + 𝑝 + 1
𝑝 + 1

)
𝑧𝑛.

Remarque : un moyen d’éviter de prouver l’absolue convergence est de prouver par

récurrence sur 𝑝 que pour tout 𝑧 ∈ C tel que |𝑧 | < 1,
+∞∑︁
𝑛=0

(
𝑛 + 𝑝
𝑝

)
𝑧𝑛 =

1
(1 − 𝑧)𝑝+1

.

Donc en particulier,
+∞∑︁
𝑛=0

����(𝑛 + 𝑝𝑝 )
𝑧𝑛

���� = +∞∑︁
𝑛=0

(
𝑛 + 𝑝
𝑝

)
|𝑧 |𝑛 =

1
(1 − |𝑧 |)𝑝+1

, et donc
∑︁
𝑛

(
𝑛 + 𝑝
𝑝

)
𝑧𝑛

converge absolument.
Et une autre option que celle utilisée ci-dessus pour prouver l’absolue convergence serait
de faire appel au critère de d’Alembert.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.19
Souvenons nous que 𝑒 =

+∞∑︁
𝑘=0

1
𝑘 !

, et que cette série converge absolument.

La série de terme général
(−1)𝑛−1
𝑛 · 𝑛! est également absolument convergente, et donc par

produit de Cauchy,

𝑒
+∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1
𝑛 · 𝑛! =

+∞∑︁
𝑝=1

∑︁
𝑘+𝑛=𝑝
𝑛⩾1

1
𝑘 !

(−1)𝑛−1
𝑛 · 𝑛! .

Soit alors 𝑝 ∈ N∗.∑︁
𝑘+𝑛=𝑝
𝑛⩾1

1
𝑘 !

(−1)𝑛−1
𝑛 · 𝑛! =

𝑝∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1
𝑛 · 𝑛!(𝑝 − 𝑛)! =

1
𝑝!

𝑝∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1
𝑛

(
𝑝

𝑛

)
.

Nous allons donc prouver que

𝑝∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1
𝑛

(
𝑝

𝑛

)
= 𝐻𝑝 .

Notons 𝑆𝑝 cette somme. Alors par identité de Pascal, pour 𝑝 ⩾ 2,

𝑆𝑝 =

𝑝∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1
𝑛

((
𝑝 − 1
𝑛

)
+

(
𝑝 − 1
𝑛 − 1

))
MP2I LYCÉE CHAMPOLLION 2025-2026 M. VIENNEY
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=

𝑝−1∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1
𝑛

(
𝑝 − 1
𝑛

)
+

𝑝∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1
𝑛

(
𝑝 − 1
𝑛 − 1

)
= 𝑆𝑝−1 +

𝑝∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1
𝑝

(
𝑝

𝑛

)
Formule du capitaine.

= 𝑆𝑝−1 −
1
𝑝

𝑝∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
(
𝑝

𝑛

)
= 𝑆𝑝−1 −

1
𝑝

(
(1 − 1)𝑝 − 1

)
= 𝑆𝑝−1 +

1
𝑝
. On a reconnu un binôme

auquel manque le premier
terme.

Puisque de plus 𝑆1 =
(−1)1−1

1

(
1
1

)
= 1, on en déduit que pour tout 𝑝 ∈ N∗, 𝑆𝑝 =

𝑝∑︁
𝑘=1

1
𝑘
= 𝐻𝑝 .

Et donc on a bien l’identité annoncée.
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