TD 35 : FAMILLES SOMMABLES

+00

1 2
Dans tout le TD, si & > 1, on note {(a) = » —. On pourra admettre si besoin que {(2) = T et que () ==
ne P q 5 <td

n=1

» Etude de sommabilité et calcul de sommes

ExEercice 35.1 Soit g € [0, 1[. Pour n € Z, on pose u, = g

1+
Montrer que la famille (u,)nez est sommable, avec Z U, = ﬁ
neZ

Exercice 35.2 Soit r € [0,1] et 6 € R. Montrer la sommabilité et calculer la somme de (rl"le™?)

1
Exercice 35.3 La famille (x)xeqn(o,1] est-elle sommable ? Méme question pour (—2

x )ermn,m['

ExEercice 35.4 Siq e Q, on note dg le dénominateur de la forme irréductible de q.

, 1
Etudier la sommabilité de la famille (—3) .
1/ qeQn0.1]
1
Exercice 35.5 Soit I = (N*)2. Pour (i, j) € I, on pose u;; = —————.
7 max(i, j)3

A laide du théoréme de sommation par paquets, prouver que Z uij =2L(2) - {(3).

(i,j)el
+00 +00 é,(zp)
ExErcicE 35.6 Calculer Z(—l) (l(n)=1)et Z I
n=2 p=1
ExEercice 35.7 Déterminer les valeurs de a € R pour lesquelles ( a) est sommable.
(p + q) (p.q) eN*xN*
, 1
ExERCICE 35.8 Brudier la sommabilicé de la famille (—) .
ab(a + b) (a,b) eN*xN*
> InterVCrSion de sommes

v (-DP

ExEercice 35.9  Aprés avoir justifié son existence, calculer Z =— en fonction de {(3).
- = 94
p=14=
0 sin=p
#) 2 —
Exercice 35.10 Pour (n,p) € (N*)?, on pose uy, = 1 sinon
n2 — p2
+00 3
1. Montrer que pour tout p € N*, ; Unp = W

+00 400 +00 +00

2. Aprés avoir justifié leur existence, vérifier que Z Z Unp # Z Z Unp-

n=1 p=1 p=

3. Quelle conclusion en tirez-vous ?

» Divers

Exercice 35.11 Soit o : N* — N* une permutation de N*.
1

1 n=1

1. Déterminer la nature de la série de terme général ——, et le cas échéant, calculer sa somme.

a(n)?’
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2. Méme question pour la série de terme général —

()

n

+00
Exercice 35.12 Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que Z
n

+00
A Z d(n)z", ot d(n) est le nombre de diviseurs
1 1—zn =

positifs de n.

+ +
.. X nz . . . . _
De méme, écrire Z T—n sous la forme Z s(n)z", ot1 s(n) est une suite a préciser dont on donnera une interprétation
n=1 - n=1

arithmétique.
Exercice 35.13 (Oral Mines-Ponts)

2
1. Pour n € Z, calculer / te” M gt
0

2. Soit I une partie finie de N*, et soient (an)ner et (by)ner deux suites finies de réels positifs.

Montrer que
anbm
2 man ST 2

(m,n)el? i€l iel

3. Soient (ay)nen: et (bn)nen+ deux suites réelles telles que les familles (a2),en- et (b2),en- soient sommables.
anbm

m+ n)(m’n)e(N*)z

est sommable et que

anb
— < Zaﬁben.
m+n

(m,n) eN*xXN* neN* meN*

Montrer que (

Exercice 35.14 (Oral Centrale MP 2024)
Pour n € N*, on note Q(n) le nombre de facteurs premiers de n comptés avec multiplicité.

Augrement dit, Q(n) = ) 95(n). On pose également A(n) = (1) et A(n) = >" A(d).

p premier d|n

1. Montrer que si m et n sont deux entiers premiers entre eux, alors A(mn) = A(m)A(n), puis que A(mn) = A(m)A(n).

2. Pour n € N*, donner une expression simple de A(n).

A +00
3. Prouver que pour tout z € C, 2| < 1, Z (n)z = Zz"z.

Exercice 35.15 (Oral X)
Montrer, pour tout x € R tel que |x| < 1, les identités

+o00 2n_1 +00 n +00 2"

T T T Y T
_ y2n-1 _ 42n’ _oontl T
n=1 I-x n=1 I-x n=0 I-x I-x
On veillera a bien justifier les convergences de toutes les séries en jeu.
. . L1 1
ExErcICE 35.16 Etudier l’existence et le cas échéant, calculer la somme -
s P74

PAg=1

» Produit de Cauchy

Exercice 35.17 Soit x €] — 1, 1[. Déterminer une suite (a,), telle que 7 = Z anx
Exercice 35.18 Formule du bindme négatif.

Soit z € C tel que |z] < 1, et soit p € N. Montrer que

1 = (p+n) ,
(1—z)P+l‘§(p )

1 R . .. .
Exercice 35.19 Pour n € N*, on note H, = Z E la n*me somme partielle de la série harmonique.
k=1

( 1)n—1 :iﬂ

n-n! n!’
n=1

Montrer que e Z
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CORRECTION 1

CORRECTION DES EXERCICES DU ID 35

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.1
OnaZ=N][][{-nneN}.

~— ————
=A

+00 +00 1
OnaZun:Zq" =—.
n=0 n=0 1_(] 1

Donc (up)nen est sommable et Z Uy = 7.
neN -9

s

A e . .
_, estune bijection, la famille (u,)nea est sommable si et seule-

Puisque ¢ :

n >
ment si la famille (4, (n))nen- lest.
Soit encore si et seulement si la série! Z Ug(n) = Z q" converge. T A termes positifs.
n>1 n>1

+00

C’est bien le cas, et sa somme vaut Z qt = %
n=1 4

Donc Z U, = L.

neA 1- q

On en déduit donc que (uy)nez est sommable et que

1 1
I I S

neZ neN neA

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.2
Ona ‘r‘"lei"9| = rlnl,
Puisque Z = N [[(-N"), il s’agit donc d’étudier les sommabilités de (r")nen et (r™")pe—N-.
Mais Z r' et Z r sont convergentes, donc ces deux familles sont sommables.
n=0 n>1

. . . in6
Et ainsi, la famille (r'”‘e ) est sommable.
neZ

On a alors
+00 i0 0 _ 2

+00 - - 2
|n| ,in6 _ n in0 n_—inf _ 1 —-i6 1 _ L—re tre - _ 1-r
r-'e = r-e + r-e = A9+re 0 0 o R
neZ =0 ) 1—re 1—re! (1-re®)(1—re"i®) 1-2rcosf+r

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.3

1
Sionnote I ={1-—,neN*"} c Q n[0,1], alors la famille (x)ye; n’est pas sommable,
n

puisque Z (1 - %) diverge.
n>1

. Si (u;)jer est sommable, alors
Donc la «grosse» famille (x)xeqn(o,1] n’est pas sommable. (ot )ser

pour tout J C I, (uj);cy est
sommable.

1 1
De méme, si I = {1 +—-,n¢€ N*} c QN [1,+00][ alors Z — = +oo car la série de terme
n X
x€l

énéral _ diverge, et donc 1 n’est pas sommable
g > ge, ) p .

(1 + 1 x )xEQﬂ[1,+oo[
SOLUTION DE L’EXERCICE 35.4
Notons qu'a n € N* fixé, il n’existe qu’un nombre fini de rationnels g € Q N [0, 1] tels que
ug = n.

k
En effet, il s’agit des —, avec 0 < k <netkAn=1.

n
En particulier, I, = {g € QN [0,1] | ug = n} a un cardinal majoré par n + 1.

Et donc en notant que QN [0,1] = U {ge QN [0,1] | ug =n}, alorsona :
neN*
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2 TD 35

n+1
-

» pour toutn € N*, 0 < Z
q€l,

<
n

+
—_ Q=w| =

1 1
~  — converge, si bien que Z Z — converge.
q

, . . n

» la série de terme général 3
n n—+oo

n>1q¢€ly

.. . 1
Par le théoréme de sommation par paquets, = est sommable.

“q)qun[o,ﬂ

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.5
Pour n € N*, posons I, = {(i, j) € N* x N* | max(i, j) = n}.
Autrement dit, on utilise les «paquets» ci-dessous.

(¢ 0 o )

i

O, o

j

+0o0
On a alors N* x N* = U I, et il est facile de constater? que Card(I,) = 2n — 1. 2 Un dessin aide bien, mais

n=1 on peut formaliser sans

1 1 Card(1 on—1 1 1 grande difficulté en dres-
On a donc Z —_— = Z o (1) = =2— - —. sant la liste des éléments de

£ max(i, j)3 £ n3 n3 nd n2 nd I
(i.j)€ln (i.j)€ln n:

Il s’agit 1a du terme général d’une série convergente, donc la famille est bien sommable et

1 +00 1 +00 ( 2 )
- —— =) (55| =2x@ -0
3 N3 2
iJ_Z>1 max(i, j) ; (L%In max(i, j) ; n
SOLUTION DE L’EXERCICE 35.6 .
Pour la premiére, notons que pour n > 2, {(n) — 1 = Z o > 0.
p=2

="
pn

Commengons par étudier la sommabilité de la famille ( ) .
n,p>2

Il s’agit donc d’étudier celle de la famille (1%)

np>2

+00 +00

1 1S 11 1 1
Orona,ap>2fixé, Y —=—3 —=— —p—pp = o> qui estle
1

2 2 _
Ly TRy Pl b1
terme général d’une série convergente, puisqu’équivalent & — -

Donc le théoréme de Fubini positif prouve la sommabilité de la famille, et donc Fubini
sapplique :

+00

Z( yem-n=3 3L =

n=2 p=2

+00 400 1)n

DI

p=2 n=2

33 ey
p=2 n=2

+00
1 PR .
Série geometrlque de raison

_P_

i
F=l !

"aIH
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CORRECTION

+00 1

:Z‘p(pﬂ)

= (p P+ 1)
- 1 Série télescopique.
2
2 2
Sur le méme principe, on a clairement, pour p > 1, {(2p) < {(2), si bien que gézf) < é;(zp)

qui est le terme général d’une série convergente.

+00 1

~ . {(2p) _
Puisque par ailleurs, S Z

———, le théoréme Fubini positif nous garantit la
n2r22p

n=

sommabilité de (ﬁ) .
n°pP2p n,p>1

Et alors on peut intervertir les sommes :

) S w1

+00 400 1
:;;WV
=1 1
S

=251

: 1
Z 2n-1)(2n+1)

Ma'

1 ! ! Décomposition en élment
2 2n -1 2n +1 simples.

H

Série télescopique.

N

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.7
Notons, pour n > 2, I, = {(p,q) € N* X N* | p+q=n}.

+00
Alors I, est un ensemble fini, de cardinal n — 1, et N* x N* = U IL,.
n=2
1 1 n-1 1
On a alors Z Trv Z i B

(p.q)€ln (p.q)€ln

1

Par critére des équivalents pour les séries 2 termes positifs, on a donc TEPT
+
n>2 (p,q)€ly, p+q

qui converge si et seulementsia—1>1 e a > 2.

Et donc par le théoréme de sommation par paquets, la famille ( — ) est sommable
g>1

(p+9)
si et seulement si o > 2.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.8
Par sommation par paquets, et puisqu’il s’agit d’une famille de réels positifs, on a

On a utilisé les paquets

n—1 n—1
1 1 1 1
ab(a+Db) _;; a(n—a)n _’;2;; a(n—a) In={(ab) | a+b=n}.

Une décomposition en éléments simples nous donne

Lo,
a(n—a) n\a n-a)’

MP2I Lvycie CaampoLLION 2025-2026 M. VIENNEY
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4 TD 35

n—1 n—1
1 2 1
Et donc Z =%
Saln—a) n k=1
) 1 . A L
Il est classique® que Z — ~ Inn, sibien que 3 Par comparaison série/inté-
k n—+oo 1
gra e.
"Z‘l 1 2ln(n - 1) 2lnn
an(n — a) n—+eo n2 n—+oo p2
a=1
. Inn 32 . L 1.
Puisque —- = o (n’/?), la série de terme général Z converge, si bien que
n2 n—+oo a(n — )
a=1
! +
— < 4oo.
(a,b) eN* XN ab(a + b)
Autrement dit, la famille étudiée est sommable.
SOLUTION DE L’EXERCICE 35.9
. -1? .
Commengons par noter que la famille des (u) est bien sommable.
q p.qeN
p<q
En effet, par comparaison série intégrale, pour tout p € N¥,
il </N“ 0 TR TR
5 < 3 S< 2| <Sp i
P k » t P k ], p (N+1)
Et donc 0 < 3 < =, s bien que par critére de comparaison pour les séries  termes
q P p Si on veut vraiment se rame-
o =1 ner A une famille définie sur
positifs, Z Z —3 | converge. N* x N*, on peut prendre la
p>1 \g=p famille définie par
1
Ainsi, la famille = 3) est sommable. 0 sig<p
q P.qeN* Upg =19 (-1)P .
.. L PR >q
Par Fubini, on a alors
+00 400 = +o0 ¢ (-1)P 4 )
3 = Z Z 3 = Z -3 (=1D?r. C’est la somme d’une suite
p=1g=p q g=1 p=1 q | p=1 géométrique de raison —1,
mais on peut aussi le retrou-
q (-1) ver facilement : ¢a vaut —1 si
Mais Z(—l)q = q impair, 0 si g pair.
p=1
+00 400 +00
1Hr 1 DH? 1 1
e § 5 IS G 1S L -
2 q3 Ces deux séries sont claire-
p=1 a=p =1 ment convergentes.
Reste 4 calculer cette dermere somme
(- 1)q +00 15( : +00 1
Notons que Z Z Z ==0(3)+ Z —_—
(29)° (2q 8 o (2q-1y

Et par allleurs, pour les mémes raisons,

{(3) = Z (2 o Z (2q é() Z(z

+00 1 7
On en déduit donc que —— = -{(3).
;‘ (2g-1)° 8

Et donc

- (-D7 1 7. ... 3
P e ORS HORE G
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CORRECTION 5

1l vient donc enfin,

-1y 3 1 7
>3 =) - 5t = -2

. . . -1 si qimpair } R
Alternative : plus simplement, si on note a4 = 0 i ] , on a prouvé plus tot
si q pair

que

I

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.10

1 1 1 1
Pour n # p, une décomposition en éléments simples* nous donne —— = — ( - ) #De la fraction rationnelle
ns—p 2p\n—-p n+p 1

Donc il vient, pour p fixé, et N > 2p, X2 - n2

N p-1 N

1 1 1 1 1
n = _— =+ —_— —_
;u" ;ZP(H n+p) ,,;M 2p(n—p n+p)

1 1 1 3 La somme restante est for—
— — (— + —) = mée d’'un nombre fixé de
No+eo 2p \p  2p 4p termes qui tendent tous vers
+00 0.
. , 3
Donc on a bien, comme annoncé, Z tnp = 5
n=1 p
400 400
Lexistence de Z Z unp découle directement de la question précédente : il s’agit d’'une
p=1 n=1
somme de Riemann.
+00 400
Onadoncz Zu"P = {(2) > 0.
p=1 n=1

Et puisque upp = —up,, on a de méme,

+2.0 3

U = -
b 4n2
p=1
+0c0 400
etdonCZ Z Upp = — {(2) # {(2)
n=1 p=1

Si la famille (unp)np>1 était sommable, le théoréme de Fubini nous garantirait que les
sommes précédentes sont égales.
Puisque ce n’est pas le cas, il ne sagit pas d’'une famille sommable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.11

MP21 Lvycie CaampoLLION 2025-2026 M. VIENNEY



1.

TD 35

. , 1
Nous savons que la série de terme général u, = — est convergente, et donc est absolument
n

convergente.
Par conséquent, la famille (u,)nen+ est sommable.

Et donc (ug(n))nen- l'est également, avec Z Ug(n) = Z Up,.

nelN* nelN*
1 L. . 1

On en déduit donc que la série de terme général u,(,) = —— converge et que

q g (n) (n)? geetq

on
I D JF B IS
2 fd 2 = _2 = _2 = _—

n=1 G(n) neN* G(n) neN* n n=1 n 6

. 1. 1
En revanche, on sait que Z — diverge. Donc que Z — = too.

n n nelN* n
1 .y 1 .
Et donc Z —— = +o9, si bien que Z —— diverge.
. o(n) — o(n)
SOLUTION DE L’EXERC[CE 35. 12
On a, pour tout n € N*¥, 1_— = Z 2% si bien que
+00 n +00 +00 +0o +oo +0o0 +00
2N N ko Z Z n(k+1) _ Z Z s
1 -2z
=1 n=1 k=0 n=1 k n=1 k=1

On souhaite appliquer un théoréme de sommation par paquets, mais pour cela, il faut
sassurer de la sommabilité de la famille (2%%), x>1.

Mais notons qu’en «remontant» les calculs ci-dessus, en remplagant z par |z, on arrive,
avec les mémes arguments 2

+00 +00

2,2l = 21 P

n=1 k=1
|z|"

. . , . . z
qui est blen une serie Convergente, puisque 1— ~

n
— |z|® n—+eo 2|

Donc par Fubini positif, la famille (2%),, 51 est sommable.

Pour d € N*, notons alors I; = {(n, k) € N* x N* | nk = d}, qui est un ensemble fini, en
bijection avec I'ensemble des diviseurs positifs de d.

On 2 alors N* x N* = U Iy, si bien que par le théoréme de sommation par paquets,

deN*
400 o +00 +00
IR YT W YRS S IAN)
n=1 z (n,k) eN*xN* d=1 (mk)ely d=1

Donc d,, = Card(I,), qui est le nombre de diviseurs positifs de n convient.

nz" n
Pour la seconde somme, notons que ~ nzZ" = , si bien que E
1—=2" n—+o0 n—+oo n

1

nx1
converge absolument.

Anﬁxe —anz Z nk,

k=1
Comme precedemment, il faut donc s’assurer de la sommabilité de la famille (nz”k)nk>1.

Une fois de plus, en remplagant z par son module, on arrive 2 la conclusion que cette
famille est sommable.

Et donc avec les mémes «paquets»

+00 nZn +00 +00

IR IR WD IR 3 DI
1-2zn

n=1 nk>1 d=1

d=1 (nk)ely (nk)ely

MP2I Lvycie CaampoLLION 2025-2026
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CORRECTION

Donc s(n) = Z n, qui est la somme des diviseurs positifs de n convient.
(nk)ely

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.13

2
Sin =0, alors / te” ™ dt = 272 etsin > 0, alors par intégration par parties,
0

21 . 21 . 2 ..

) i . i . 2im i

/ te” M dr = | —te” | — —/ eTiM gy =""_
0 n 0 n 0 n n

Par la question précédente, pour m,n € I,

. 2 .
i _; 2ir
—e lnt] - .

n

0 n

1 1

21
— te—i(m+n)t dt.
m+n 2z J

Et donc

Z anbm — Z anbm /2” te—i(m+n)t dt = L /Zﬂt Z a.b e—i(m+n)t dt
+n 2ir Jo 2im Jo o '

m

(m,n)el? (m,n)el? (m,n)el?
Posons f(t) = Z ane ™ et g(t) = Z bne”™, de sorte que

nel nel
by 1 [
>Imn o — [ if(ng(n)dr.
m+n 2ix Jy
(m,n)el?

Alors

anbm anbm 1 2m
Y, el 3w [UNRFONg(0) .

m+n n+m
(m,n)el? (m,n)el?

Et alors par inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales,

21 21 27
VILF(OIVEg()] di < \/ / HF ()2 de / tg(n)[2 dr.
0 0 0

2w
Reste donc a calculer / tIf ()] dt.
0

Or

27 T
/ ()P dt = / PO dt
0 0

2 ) )
/ tz ape ™ Z ame™ dt

0 nel mel

2 )
Z aman/ te~inmmlt gy

(m,n)el? 0

2ir

2 2

= Z ay2r” + Z aman .
n—m

nel (m,n)el2
m#n

Mais cette derniére somme est nulle car

2im 2im 2im
E AmGn = E E Aman + E E Amlp———
n—m n—m n—m

(m,n)el? mel nel nel mel

m#n n¥m m#n
2ir 2ir
= E E aman — E E amap—— = 0.
mel nel n—m <= e m-n
n#m m#n

Et donc il vient

Z :;"—i’;<% 4n4Za,%Zb3,<ﬂ Zaﬁzb%-

(m,n)el? nel nel nel nel

MP21 Lvycie CaampPoLLION 2025-2026
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8 TD 35

Soit K une partie finie de N* x N*. Considérons alors I une partie finie de N* telle que
K c I
Par la question précédente,

a,b a,b
'm";;l's 3 'm"+f;'<n Y |Y ey n

(m,n) €K (m,n)el? nel nel neN* neN*
Ceci étant vrai pour toute partie finie K de N* X N*, on en déduit que la famille de %
est sommable, et donc que anbm est sommable et
m+n (m,n)
a,b a,b
nbm Z |nm|<” Za'%zb%'
(m,n) eN*xN* m+n (m,n) eN*xN* m+n neN* neN*
SOLUTION DE L’EXERCICE 35.14
Si m et n sont premiers entre eux, alors pour tout p € P, 0,(mn) = v,(m) +v,(n).
Et donc Q(mn) = X,ep (vp(m) +0p(n)) = Q(m) + Q(n).
Et donc A(mn) = (=1)@(m)+Q(m)
Si on note 9 (n) I'ensemble des diviseurs de n, alors il est classique que
9P (mn) ={axb,(a,b) € D(n)xD(m)}.
Eneffet,sia|netb | m, puisque m et n sont premiers entre eux, a et b le sont aussi. a A b est un diviseur de
Et alors a et b étant deux diviseurs de mn premiers entre eux, le produit ab divise mn. mAn=1.

Et inversement, si d est un diviseur de mn, notons a = d A n, de sorte que a est un diviseur
de n.

I existe donc b, premier avec n, tel que d = ab.

Etalors b | mn, et b A n =1, si bien que par le lemme de Gauss, b | m.

Et donc d est bien le produit d’un diviseur de a par un diviseur de b.

On en déduit que
A(mn) = Z Z Mdd') = Z Z MM = A(d)A().

din d’'|m din d’'|m

Par ce qui précede, il suffit de savoir calculer les A(p¥), pour p premier.
En effet, sin = p¥' - - pi" est la décomposition de n en produit de facteurs premiers, alors

A(n) = A(pF) - Apln).

' ' k S 1= (=Dk 0 sik impair

Mais A(p’) = (=1), si bien que A(p¥) = Z(—l)l D '
i=0

Et donc avec les notations précédentes, A(n) = 1 si et seulement si tous les k; sont pairs,
donc si et seulement si n est un carré, et vaut O sinon.

1 sikpair

En utilisant une série géométrique, il vient :

+00 A(H)Zn +00 +00 +00 +00
5 O 3 S
n= n=1 p=1 n=1 p=1
A .
Pour (n,m) € (N*)2, notons uy, , = { (m)z" s | ™ de sorte que
sinon
= /1 n)z =

Afin d’intervertir les sommes, prouvons que la famille (4, m)nm>1 est sommable. Pour

ne N*, on a
u, = an
E | nml E | | |Z|”

meN* peN*
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CORRECTION

Et alors

n n
DO o U
Tl S A TTdl (-1

neN* neN*

Donc par le théoréme de Fubini-Tonnelli, la famille (uy, ) est sommable.
Il est donc possible d’appliquer le théoréme de Fubini :

+

Z - /I(I’L)Zn

Upm = Z PR
m,neN* n=1 1-2

Et toujours par Fubini, en intervertissant les sommes,
+00 400 +00
2
2, = ), 0t = > S Z ZM")—Z A = ) 2
n,meN* m=1 n= m=1n|m n|lm m=1 p=1
Et donc comme annoncé, on a bien
.
3 A(n)z" i o2
T =y
— ~n
n=1 1-z p=1

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.15

2n—1 2n—1
, . . X .
Puisque T | x|>"~1 = |x||x?|", la série de terme général Tt o bien
— x2n—1] no4eo — x2n—

convergente.

xzn_l +00 +00
Pour n € N*, on a Tl = x2n-1 Z xP (=) = Z xPn=1) et cette série est absolu-

— x -

p=0 p=1

ment convergente.
Donc la famille des (x?@"=1)), ) en-xn+ est sommable.
Par conséquent, le théoréme de Fubini sapplique :

+00 +00 +00
5 =518, e
1- x2n 1
n=1 n=1 p=1
+00
DI
p=1 n=1
+00 +00
n
508 ()
p=1 n=1
+
oo ~ XZP
S
1—x2p
p=1
+00 xp
- Z 1- x2p ’
p=1
2"
Pour la seconde identité, notons que —| ~ xP* < x|
— x2" n—+oco
x2"
Donc par comparaison a une série géométrique, la série de terme général converge
_ x2n+l

absolument.
Par ailleurs, 2 n € N fixé, on a

x2n +00 . +00
n n+ n
W :x2 § xp2 — § x2 (2p+1).
X =0 n=0

Puisque cette série est absolument convergente®, la famille (x*"(2P*1)), ) .\ est sommable.
Mais tout entier non nul s’écrit de maniére unique 2"(2p + 1), avec (p,n) € N2, si bien

N2 — N* e
WPt (o sy 2m(2p 1) est une bijection.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2025-2026

Puisque n > 1,

1-1z|" 21— |z|.

A la derniére étape, on a
utilisé le résultat de la ques-
tion 2, si m n’est pas un
carré, A(m) = 0, et sinon
A(m) =1.

> Pour les mémes raisons que
précédemment, avec x2P+! 3
la place de x.

M. VIENNEY
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TD 35

Donc la famille des (x?("?)), N2 est sommable.
Autrement dic, la famille des (x™),en- est sommable®, et on a

6 Ce qu’on savait déja puis-
qu’il s’agit d’une série géomé-
trique convergente.

S o 3 :2 X" = 1fx.

(n.p)eN? neN

Et donc, comme annoncé,

+00 x
2" (2p+1

P e D VLD VE LS s

n:O -Xx (np)eN2 neN*

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.16

2
1 1
Pour l’existence, notons que Z - = Z - existe.
pg =1 pq PN p
1 1
Donc la famille (ﬂ) est sommable, donc la sous-famille (ﬂ) est sommable.
P9/ pgeN- P°q”) pa
pAg=1
Notons par ailleurs que (N*)? = U Iyoul;={(p,q) e N*xN*|pAqg=d}.
deN*
Et donc par le théoréme de sommation par paquets,
4 +00
T 1 1
(RP=35= 2 2520 2 o
S Vo5 A R NP e
Mais si (p, q) € Iy, alors (p, q) = (dp’,dq’) avec (p’,q’) € L.
Autrement dit,
1 1 1 1
= 4 22 = g4 Z 202"
(pg)ela  (p'.q')el d'p"q d (p'.q’ )€l g
Et donc
4 +00
T 1 1
26 _42 22" Z Z §(4)Z Py
=L R U et P4

4
Et donc, en notant que {(4) = g—o, il vient

1 §(2)2 90 5

i p2 T {(#) 36 2

pAg=1

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.17

+00 +00 n
1 x
Nous savons que = Z x" et eX = Z —.
-x n!
n=0 n=0

De plus, ces deux séries sont absolument convergentes. Donc par produit de Cauchy,

=2(ZW )=i(Z%)x

n=0 \k=0

=1
Donc a, = Z 7 convient.
k=0

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.18
Notons tout de suite que pour p fixé, on a

prn) o _(ntp)l o, (tp)ntp-Dn+p-2)---(n+2)(n+1) ,
(P)l = p'n! " = ! ? e pl

MP2] Lvycie CaampPoLLION 2025-2026

nP
|z|".
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11

nflz|" _

n
. . z
Prenonsalors r € [|z], 1[, de sorte que par croissances comparées, —— = n’ u

n—+oo

r

p
Doncn— = o(r").

! n—+oo

Puisque la série de terme général r" est absolument convergente, il en est de méme de la
L. ., nf 7 L RN LES A
série de terme général — 2" et donc” de la série de terme général z".
p: p
Prouvons alors la formule annoncée par récurrence sur p.

Pour p = 0, c’est du cours, il sagit de la somme d’une série géométrique absolument
convergente.

1 S
Supposons donc que ————— e ; (P -,: n)zn.
Alors par produit de Cauchy de séries absolument convergentes,

1 1 SO (D konk O [ (k+p\] L
(e ZZ( )k k Z(Z(p))z'

n=0 k=0 n=0 \k=0

Mais on a alors, a n fixé, par I'identité de Pascal,

N (S Bl ((6ea B e B AR TR E (eetl|

q . . 1 o n+p+1) ,
Et donc il vient bien A= HZ:(:) ( b )z

Remarque : un moyen d’éviter de prouver I'absolue convergence est de prouver par

+00
1
récurrence sur p que pour tout z € C tel que |z] < 1, nZ:(:) (";P)z = T
+00 +00
Y +p n+p 1 n+p
Donc en particulier, (n )z" = ( )lzl" = ——— etdonc ( )z"
P 200 4 (1= [P 2.y

n=0
converge absolument.
Et une autre option que celle utilisée ci-dessus pour prouver I'absolue convergence serait
de faire appel au critére de d’Alembert.

n=0 n

SOLUTION DE L’EXERCICE 35.19

+00

Souvenons nous que e = Z et que cette série converge absolument.

_'7
pr k!
-1 n-1
La série de terme général — est également absolument convergente, et donc par
n.
produit de Cauchy,
+00 -1 +00 1
- 1 (-1)*
S =
S onenl L Lk nenl

n>1

Soit alors p € N*.

1(1>"1 o (=hm! )" (p
km_p n-nl ;n nl(p —n)! pIZ ()

Nous allons donc prouver que

p n-1
=D""(p\ _
; —— (n) = H,.

Notons S, cette somme. Alors par identité de Pascal, pour p > 2

s )

MP2] Lvycie CaampPoLLION 2025-2026

7 Par critére de comparai-
son pour les séries A termes
positifs.

Une série géométrique,
quand elle converge,
converge absolument.

M. VIENNEY



12 TD 35

p-1 n-1 p n-1
N EDT (p-1 =D (p-1
B HZ:; n ( n ) " nz::‘ n (n - 1)

P n-1
=Sp-1+ Z (_1; (p) Formule du capitaine.
n
n=1
1 & p
gl
b1 Z:; .
1 1 o bind
= Sp_1 - — ((1 -1 - 1) = Sp—l + = n a reconnu un binéme
p p auquel manque le premier
terme.
, =n'n , 21
Puisque de plus $; = . (1) = 1, on en déduit que pour tout p € N*, S, = Z = H,.
k=1

Et donc on a bien I'identité annoncée.
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