TD 31 : INTEGRATION

» Fonctions uniformément continues, fonctions en escalier, continues par morceaux

EXERCICE 31.1 Prouver que la fonction In n’est pas uniformément continue sur R}. L'est-elle sur un intervalle de la
forme [a, +oo[, a >0 ?

EXERCICE 31.2 Soit f : R — R uniformément continue. Prouver que si lil‘P f(n) = +o0, alors lirP f(x) = +o0 (la

premiére limite étant une limite de suite, la seconde étant une limite de fonction).
Ce résultat est-il encore vrai si on remplace uniformément continue par continue ?

EXERCICE 31.3 Soit f € 6€,,([a, b]) positive sauf en un nombre fini de points.
Prouver que pour x € [a,b], si f(x) < 0, alors x appartient 4 toute subdivision adaptée 4 f.

EXERcICE 31.4 Montrer que 6,,([a,b],R) = €([a,b],R) +&([a,b],R) (le + désignant la somme de sous-espaces
vectoriels).

» Propriéeés de I'intégrale, calculs

EXERCICE 31.5 Un peu de subtilité dans les inégalités
1 n

Calculer lim dx.

n—+eo J + xn

1
EXERCICE 31.6 Soit f € 6([0,1],C). Calculer lim / t"f(t)dt.
n—+oo Jo

X
EXERCICE 31.7 Déterminer un équivalent, lorsque x — +oo, de / Lt] dt.
0

EXERCICE 31.8 Cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire.
b
/ Fb)dt

X
EXERCICE 31.9 Donner un équivalent lorsque x — +oo de / | sin t| dt.
0

b
Soit f € 6([a, b],R). Prouver que = / |f (¢)] dt si et seulement si f est de signe constant sur [a, b].

1
EXERCICE 31.10 Soit f une fonction continue sur [0, 1], et telle que / f(t)dt = %
0

Montrer que f posséde un point fixe.

b
EXERcICE 31.11 Soit f € 6([a,b],R). Montrer que g : x / f(t)sin(xt) dt est lipschitzienne sur R.

EXERCICE 31.12 Soit f € “6([a,b],R), 2 valeurs positives. Prouver que

b 5
Il = Jim ([ rcorar)”.

EXERCICE 31.13 Premiére formule de la moyenne
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b], 2 valeurs dans R, avec g positive.

b b
Prouver qu’il existe ¢ € [a, b] tel que / f(t)g(t)dt = f(c)/ g(t) dt.

EXERCICE 31.14 Majoration de l’erreur dans la méthode du point milieu
Soit f une fonction de classe 62 sur [a,b]. On pose ¢ = %b.
On pose ¢ : x — f(¢c) + (x — ¢) f' (¢). Peut-étre aurez-vous reconnu équation de la tangente a f au point d’abscisse ¢ ?

On note F une primitive de f — ¢ sur [a, b].

x _ 2
1. Montrer que Vx € [a,b], F(x) = F(c) + / % £ () dt.
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2. Prouver alors que

3. En déduire une majoration de l'erreur dans la méthode du point milieu.
EXERCICE 31.15 Lemme de Riemann-Lebesgue

b
Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b]. On souhaite prouver que lim / f(t) cos(nt) dt = 0.
n—+oo
a

1. Commencer par traiter le cas ot f est de classe €' sur [a, b].
2. Traiter le cas d’une fonction en escaliers.

3. Traiter le cas général a I'aide du théoréme d’approximation.

EXERCICE 31.16 Soit f € 6([a, b],R).

b
1. On suppose que / f(t)dt = 0. Prouver que f s'annule au moins une fois sur [a, b].
a

b
2. On considére a présent n € N, et on suppose que Yk € [0, n], / t*f(t)dt = 0.
a
Montrer par I'absurde que f s'annule au moins n + 1 fois sur [a, b]. On pourra notamment considérer des intégrales

b
de la forme / F()Q(t) dt ou Q est un polynéme de R, [X] bien choisi.

» Fonctions définies par des intégrales

x2
EXERCICE 31.17 Soit f continue sur R. Montrer que la fonction g : x — / f(t) dt est de classe 6! sur R et donner
2x
sa dérivée. .
Méme question pour h : x / f(t+x)dt.
0

ExERcICE 31.18 Soit f continue sur R et g définie sur R par g(x) = f(x) /xf(t) dt.
0

Montrer que si g est décroissante sur R, alors f est nulle.
1 X
EXERCICE 31.19 Soit f continue sur | — 1, 1[ 4 valeurs réelles. Déterminer liII(l) = / tf(t)dt.

EXERCICE 31.20 Un peu d’algebre linéaire
Pour tout f € 6°(R), on définit une fonction T(f) par Vx € R, T(f)(x) = x/ f(t)dt.
0
1. Prouver que T : f — T(f) est un endomorphisme de 6°(R).
2. Est-ce que T est injectif ? Surjectif ?
1
ExEercick 31.21 Soit f : [0, 1] — R continue. On définit F : [0,1] — R par F(x) = / min(x, t) f(t) dt.
0

1. Prouver que F est de classe 62 et calculer sa dérivée seconde.
x 1
2. En déduire que Vx € [0,1], F(x) = / (/ f(t) dt) du.
0 u

EXERCICE 31.22 Une intégrale A parameétre
/2
Pour x > 0, on pose F(x) = Vx + cos t dt. Dans la suite, on fixe xp > 0.
0

1. Prouver que pour tout ¢ € [O, %], Vh e [1_2x°, xoz_l],
+h+cost + cost h < Ui !
Vxo - vxg -—— < — )
2xo+cost|  2v2 (VT+x) +2cost)’
2. En déduire que F est dérivable sur ]1, +oo, et que
3 dt
Vx €]1,+oo[, F'(x) = / _—
0 2vx+cost
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» Formules de Taylor

)

X x3 XS

g<sin(x)<x——+—.

EXERCICE 31.23 Montrer que pour tout x € [0, 7], x — <+t o0

EXERCICE 31.24 Un grand classique
2
Prouver que pour tout x € R, [e¥ =1 — x| < %e'xl.

x2k

k)"

n
EXERCICE 31.25 Prouver que pour tout x € R, cosx = lirP Z(—l)k
k=0

EXERCICE 31.26 Soit f une fonction de classe € sur R, telle que ¥n € N, Fm () = 0.
On suppose de plus qu'il existe A > 0 tel que Vn € N, sup || < A™nl.
R

A A

EXERCICE 31.27 Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Pour n > 1, on pose
2 1, (k

1
Montrer que (u,) converge vers exp (/ f(t) dt).
0

Prouver que f est nulle sur , puis qu’elle est nulle sur R.

» Sommes de Riemann

EXERCICE 31.28 Déterminer les limites des suites suivantes :

Zn: k 1< ( s
1. u, = ) 3. up=-— ek+n)"
“in +k n &
1% 5 [k
_1 kx 1
2. un n;“’s (n) 4wy = —{fr D+ (nrn).

EXERCICE 31.29 Donner un équivalent de u, = VIV = 1+ V2Vn =2+ + Vn = 2V2+ Vn - 1V1.

n 2
EXERCICE 31.30 Déterminer la limite de la suite (u,)n>1 définie par u, = l_[ (1 + k—)
k=1

n
EXERCICE 31.31 Déterminer un équivalent simple de S, = Z Vk.
k=1
1 1

2n
1
EXERCICE 31.32 Déterminer la limite lorsque n — +co de u, = — + 4ot — = Z
n n+1 2n

n
1
(%) Retrouver alors la limite de Z e
k=1

EXERCICE 31.33 Intégrale de Poisson
T
Déterminer les valeurs de a pour lesquelles / In (a2 — 2acos(x) + 1) dx est bien définie, et calculer la valeur de cette
0

intégrale en utilisant des sommes de Riemann.

ExErcICE 31.34 (Oral X)
Soit f une fonction continue sur [a, b], 4 valeurs strictement positives, et soit n € N*.

1. Montrer qu’il existe une unique subdivision xp < x; < - -+ < x, de [a, b] telle que Vk € [0,n - 1],

Xk+1

1 b
f(t)dt:;/a £(t) dt.

Xk

1 n
2. Déterminer alors la limite, lorsque n — +co, de — Zf(xk).
n
k=0

MP21 Lycie CHAMPOLLION 2024-2025



CORRECTION

CORRECTION DES EXERCICES DU 1D 31

SoruTiON DE L’EXERCICE 31.1
Soit € > 0, et soit xp € R}.
Cherchons pour quelles valeurs de A > 0 on a |In(xo + h) — In(x)| < e.

! XQ+h -1 XQ+h
n 0 =1n o0 .

[In(xp + h) = In(x0)| < u:)ln(1+x£) <e

Pour h > 0, on a, par croissance de In, |In(xo + h) — In(xo)| =

Et donc

h
o l1+—<é€f
X0

S h<x(ef=1).

Supposons par I'absurde que In soit uniformément continue sur R}, et prenons donc
e =In(2), de sorte que e* — 1 = 1.

Soit alors i tel que Vx,y € Ry, |x —y| < n = |In(x) —In(y)| < In(2). Prenons alors x; =
Par le calcul conduit précédemment, avec h = 5, on n’a pas h < x, donc |In(xy + h)
In(xp)| > e.

Mais dans le méme temps, |(xo + k) — x| < 1, si bien que |In(xo + h) — In(xo)| < e. D’ou
une contradiction, et donc la fonction In n’est pas uniformément continue sur R}.

NSNS

Donnons un autre argument plus général : une fonction uniformément continue sur un
intervalle borné doit y étre bornée.
Ici, si f = In était uniformément continue, alors il existerait > 0 tel que V(x,y) € R},

lx—yl<n=1f(x)-fyl <L
Alors, pour x € [1 —n, 1], |f(x) = f(1)] < 1.

Pour x € [1=2n,1], |f(x) = f(DI < f () = fA=m)+|f(1 —n) - f(D] < 2.
Et on prouve ainsi que pour tout k € N tel que 1-kn > 0, alors Vx € RiN[1—-(k+1)n, 1-kn],

If(x) = fFDI < k.
1
En particulier, pour k = hw —1, cest-a-dire si k est le plus petit entier tel que 1-(k+1) < 0,

alors Vx €]0,1], |f(x) — f(1)| < k.
Donc f serait bornée sur ]0, 1], ce qui n’est pas le cas puisque In(x) VA

En revanche, sur un intervalle de la forme [a, +oo[, la fonction In est uniformément
continue.

. L 1 . , 1
En effet, elle est dérivable, de dérivée x — —, qui est donc bornée par —.
x a
Et donc' f est j—l—lipschitzienne, donc uniformément continue.

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.2
Posons ¢ = 1. La fonction f étant uniformément continue, il existe n > 0 tel que pour

lx =yl <n, If(x) = f(y) < 1.
Soit alors k € N tel que kn > 1.

Pour x € R, notons alors n = x|, h = ¥,
Alors on a
If(n) = f) =1f(n) = f(n+h) + f(n+h) = f(n+2h) +--- + f(x = (k= 1)h) - f(x)]
k-1
< Y f(n+ih) = f(n+ i+ Dh)]
i=0
k-1
< 1<k
i=0

Et en particulier, f(x) > f(n) — k.

A présent, soit A > 0. Alors il existe ng € N tel que

VneN,n2no= f(n) > A+k.
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Détails
On a ici choisi (arbitraire-
ment) £ = 1 dans la définition
de l'uniforme continuité.

— Idée
La formulation est un peu
désagréable juste pour ne
pas se retrouver 2 parler du
logarithme d’un nombre
négatif. Mais I'idée est juste
qu’on peut recouvrir 0, 1]
A I'aide d’un nombre fini
d’intervalle de longueur 7.

L est I'inégalité des accrois-
sements finis.

Autrement dit
On peut recouvrir [0, 1]
a l'aide de k segments de
longueur 7.

On coupe [n,x] en k seg-
ments de méme longueur.

Onah< ¢ <n.

vl
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2 TD 31

Et alors, pour tout x > ng, on aura |x] > no, et donc f(x) > f(|x]) —k > A.
On reconnait bien 13 la définition de lirJrr1 f(x) = +oo.
X—+00

Le résultat est faux pour des fonctions qui seraient uniquement continues. Par exemple la
fonction x > x cos(27x) est telle que pour tout n € N, f(n) =n — +oo, mais pour tout
n—-+co

neN,f (n + %) = 0, si bien que la fonction f n’a pas de limite en +co.

SoLuTION DE L’EXERCICE 31.3

Supposons par I'absurde qu’il existe une subdivision ¢ : a = xp < x; < --- < x, = b adaptée
afetx¢otel que f(x) <O0.

Notons alors k € [0,n — 1] tel que x¢ < x < Xp41.

Par continuité de f sur |xx, xi41 [, il existe > 0 tel que pour tout ¢ €]xy, x11[N]x — 1, x + [, f(£) <O.
Ceci contredit alors le fait que f est positive sauf en un nombre fini de points.

> ! ’ . s . Remarque
Donc tout réel tel que f(x) < 0 appartient forcément a toute subdivision adaptée a f.

Un tel point est donc un

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.4 point de discontinuité de f.

Puisque nous savons déja que “6,,,([a, b],R) contient les deux sous-espaces vectoriels

6 ([a,b],R) et&([a, b], R), il s’agit de prouver que 6,,,([a, b], R) = € ([a, b], R)+E([a, b], R). Rappel

A dit. il sacit d & . . Si F et G sont deux sev de E,
utrement dit, 1l s aglt (] prOuVer que toute ronction continue par morceaux est somme alors F + G est le plUS petit sev

d’une fonction continue et d’'une fonction en escalier. de E qui contient 4 la fois F
et G.

Soitdonc f € 6,,([a, b], R) une fonction continue par morceaux, etsoita = xo < xy < -+ <X, =b
une subdivision de [a, b] adaptée a f.

Pour tout k € [0, n—1]], notons f; le prolongement par continuité? de fijx, ., 2 [xk, X411, 2 Rappelons que ce prolmon-

qui est donc une fonction continue sur [xk, x+1]. gem;’ng par Comimmde existe

On définit alors une fonction ¢ sur [a,b] de la maniére suivante : pour x € [xp,x1], par dehinition meme diune
fonction en escalier.

Y(x) = folx).

Puis pour x €]x1, x2], ¥(x) = fi(x) — fi(x1) + fo(x1). Alors ¢ est continue en xi, puisque
Tim () = lim fi(x) = fo(v1) = (1) et que

xl;n;+ Y(x) = filx1) = fiCxr) + fo(xr) = ¢(x1).

Pour x €]x2, x3[, on pose alors 7(x) = f(x) = H(x2) + fi(x2) — fi(x1) + fo(x1).

Et ainsi de suite : sur chaque intervalle ]xi, xi41], ¢ est égale a fi plus une constante, la
constante étant choisie de maniére a garantir la continuité de  en x;.

Si vous voulez une formule générale, on a, pour tout x €]xg, xi411,

k-1
P(x) = filx) = fila) + D (fior (x0) = filx0)) .
i1
Il est alors clair que i est continue sur Jxg, xj41 [ car fi Pest, et on a alors, pour k € [1,n—1],

k-2 k-1
Tim () = fior () = fior (i) + (it () = £i)) = D (fia () = fi(x0)
k i=1 i=1
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CORRECTION

et
k-1

lim ¢ = filxa) = ficGo) + Z (fir1 (i) = fi(x2))
k i=1

osons alors ¢ = f—1/. Puisque sur chacun des |xy, xx41 [, ¢ est égale A f plus une constante?,
P lors ¢ Puisq h d t égal pl tante’
¢ est constante sur ]xx, xx+1 [, et donc il s’agit bien d’une fonction en escaliers*

Ainsi, nous venons bien de prouver que f = ¢ + ¢ € 6([a,b],R) + &([a, b], R).

SOLUTION DE L’EXERHCICE 31.5

x
P € [0,1],
our x € | ]0na1+xn

1 1
n 1
/ X dx</ x"dx = .
0 1+ xn 0 n+1

< x", et donc par croissance de I'intégrale,

, ., e boxn
D’autre part, par positivité de l'intégrale,
0 1+ xn
1 n
Donc par le théoréme des gendarmes, lim dx =0
n—+oo o +x"

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.6

Puisque f est continue sur le segment [0, 1], par le théoréme des bornes atteintes elle y est
bornée.

Soit donc M > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 1], [f(¢)] < M.

Alors .
/ t"f(t) dt
0

1
Et donc lim t"f(t)dt = 0.
0

n—+oo

M
n+1’

1 1
</ |t"f(t)|dt</ Mt"dt <
0 0

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.7

Commengons par noter que par la relation de Chasles,

x [x] x
/OUJdt=/O Lt] dt + LxJLtJalt.

Le calcul de la premiére intégrale est sans difficulté® : pour n € N,

/OnLtJdtzg‘/kkHLtJ dt
=nz_1/kk+1kdt

3
- o

n(n-1)

k =
2

o

=0

Lx] _
Donc /0 Lt]dt = W
2

., . . LX . .
Notons que ceci équivaut, quand x — +0c0 3 % Comme de plus il est classique’ que

2
P X
x ~ |x], c’est donc équivalent 2 Ex

X—+00

Par ailleurs, la seconde intégrale vérifie
0< Lt] dt < lx]dt < |x] (x—[x]) < |x] < x.
[x] Lx] N—

<1

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

3 Dépendant tout de méme
de k.

* Et la subdivision qui était
adaptée a f se trouve alors
également adaptée 2 ¢.

Remarque

On pourrait tout simplement
prendre M = || f|loo, qui est le
meilleur majorant possible de

If1.

Sk s'interpréte bien graphi-
quement.

o—
—
—
—
1 2 3 4

6 Revenir 4 la définition
de la partie entiére pour le
prouver.
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TD 31

x 2
Et donc en particulier, lt]dt = O(x) = o (x_)
Lx] xX—>+00 x—>+00 2
Et donc au final,

Alternative : plutot que de calculer directement I'intégrale, on peut noter que pour tout
teR,t—1<[t] <t.
Et donc par croissance de I'intégrale,

/Ox(t—l)dt</othJ dt</0xtdt

2 X 2
X X
X x< | ar<X
2 /OH 2

. 2 2 :
Et puisque & —x ~ %, on a donc bien

X—+00
x x2
t]dt ~ —.
‘/0‘ |' J x—+400 D

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.8
Vous aurez sans doute reconnu que ce résultat généralise le résultat sur le cas d’égalité” dans
Pinégalité triangulaire classique, Uintégrale étant a voir comme une sorte de somme infinie.

soit encore

Si f est de signe constant, le résultat est évident.

/  ftyar| = / " Fa.

b
Supposons par exemple que / f()dt > 0.

Pour la réciproque, supposons

b b “ b
Aors [ pwar= [Cifoides [l e =o.

Mais la fonction ¢ — [f(2)| — f(t) est continue et positive sur [a, b], donc son intégrale est
nulle si et seulement si il s’agit de la fonction nulle. Soit si et seulement si f = |f], ce qui est
le cas si et seulement si f est positive.

b
On prouve de méme que si / f(t)dt <0, alors f = —|f| est négative.
PR WS
2

Solution alternative : notons f* = tf = — qui sont deux fonctions
continues, 3 valeurs positives®, telles que f = f* — f~ et |f| = f*+ f~.

b b
On a alors, par croissance de I'intégrale, / fr)dt>0et / () dt = 0.
a a

b b
/ £ty dt] = / (D) dt. alors

/abf+(t)dt—/abf‘(t)dt =/abf+(t)dt+/abf—(t)dt= /abf+(t)dt /abf‘(t)dt

b b
Et donc il y a égalité dans I'inégalité triangulaire, si bien que / () dtet- / f () dt

Si

+

sont de méme signe.

Ce n’est possible que si I'une des deux est nulle.
b

> Si / f*(t) dt =0, alors puisqu’il s’agit d’une fonction continue de signe constant, c’est

a
la fonction nulle, si bien que f = —f~ est & valeurs négatives.
b

» Si / f(¢)dt = 0, alors pour les mémes raisons, f~ = 0, donc f = f* est positive sur
[ab]."

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

7Lorsque tous les termes
sont de méme signe.

SCar -|f1 < £ <If).

Détails ————
On a déja dit que / fret
[ab]

f sont positives.
la.b]
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CORRECTION

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.9
Notons que la fonction ¢ > |sin | est z-périodique car | sin(x+7)| = | -sin(x)| = | sin(x)].
Ainsi, pour tout k € N,

(k+1)7 x ”
/ |sin(t)|dt:/ |sint|dt=/ sintdt = 2.
kn 0 0

T 2 3 4

Ficure 31.1 — Toutes les «arches» ont la méme aire.

X
Dans ce qui suit, I'idée est que / | sin ¢| dt doit étre environ égal a l'aire d’une arche, fois
0

le nombre d’arches qui se trouvent entiérement entre 0 et x.

Soit donc x € R, et soit k € N l'unique réel tel que kx < x < (k + 1)7. Alors

x k=1 (i+1)7m x x
/ |sint|dt:Z/ |sint|dt+/ |sint|dt:2k+/ |'sin t| dt.
0 in ko ko

i=0
=2
Mais, par croissance de I'intégrale,
x (k+1) 7
Os'/k |sint|dt</k |sint|dt < 2.

T T

Et donc .
2k </ |sint|dt < 2k + 2.
0

x x
Or,ona = -1 <k < =, de sorte que
T T

/4 /3

x * o x
2(——1)<2k</ |sint|dt < 2k+2 < 2— +2.
0

.. 2x . .
En divisant par —, il vient
s

x

8 . 8
|sint|dt <1+ —.
X

1-=< =
x  2x Jy

X
L . .
Par le théoréme des gendarmes, on a donc lim — / |'sint|dt = 1 et donc
X Jo

X—+00

x o 2x
|sint] ~ —.
0 x—+00 JT

Généralisation : ce résultat peut aisément se généraliser d toute fonction f qui soit continue et
T-périodique, a condition que l'intégrale de f sur une période ne soit pas nulle’. On a alors

/Oxf(t) dr ~ ;/OTf(t) dt.

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.10
La fonction g : x — f(x) — x est continue sur [0, 1]. Si elle ne s’annule pas, c’est-3-dire si f
n’a pas de point fixe, elle est donc de signe constant.

1
Et par conséquent, / g(t)dt 0.
0

1 1 1 1
Mais / g(t)dt = / f(t)dt - / tdt = = — = =0, ce qui est absurde.
0 0 0 2 2

Donc g s’annule sur [0, 1], si bien que f possede un!? point fixe.
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Détails
Pour prouver la premiere
égalité, on peut procéder
au changement de variable
t=x— k.

Autrement dit
k est le nombre d’arches qui
sont entiérement contenues
entre les droites verticales
dabscisses 0 et x.

Remarque

Pour le dire autrement,

- 2]

9 Faut de quoi ’équivalent
qui suit serait un équivalent 2
0.

Rappel

L’intégrale d’une fonction
de signe constant est nulle si
et seulement si il s’agit de la
fonction nulle.

10 Au moins un.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 31.11
Soit (x,y) € R. Alors

lg(x) —g(y)| =

b b
/ £(8)sin(xt) dt — / £(t)sin(yt) dt

b
/ f(t)(sin(xt) — sin(yt)) dt

b

</ |f(#)(sin(xt) — sin(yt))| dt
b

</ [f(®)] - |sin(xt) —sin(yt)| dt
b

< [ 1@l gt

b
<lx—yl / 1t£(0)] dt.

b
Donc en notant K = / |£f ()| dt, qui est bien une constante indépendante de x et y, alors

a
g est K-lipschitzienne sur R.

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.12

Dans toute la suite, on note M = ||f]le = sup |f| = sup f. Notons que le cas M = 0
a,b] a,b]

correspondant a la fonction nulle!, on peut supposer que M > 0.

Puisque pour tout ¢ € [a,b], 0 < f(t) < ||f]|w, alors par croissance de I'intégrale,

b b
0</ f(t)”dt</ M"dt < (b—a)M".

1/n

b
Et donc 0 < (/ f" dt) <M(b-a)l/m.

Puisque f est continue sur [a, b], par le théoréme des bornes atteintes, il existe ty € [a, b]

tel que f(t9) = M.

Et en particulier, pour ¢ > 0, il existe n > 0 tel que pour tout ¢ € [a, b],
[t—tol<n=|f()] >M-e¢

Notons alors I = [a, b]N]ty — 1.t + n[, et soit £(I) > 0 sa longueur!?.

On a alors

b
/a f"dt » /If(t)”dt > /I(M— " = t(I)(M — &)™
b 1/n
Et donc (/ fr dt) > ()Y (M - ).

M —2¢
M-¢"

Puisque £(I)'/" — 1, il existe ny € N* tel que pour n > no, £(I)'/" >
n—+oo
b 1/n
Et donc pour n > ny, (/ (" dt) > M — 2e.
a

Sur le méme principe, (b - a)'/m — 1, donc il existe n; € N* tel que pour n > ni,
n—+oo

(b-a)l/" < M

Et donc pour n > max(ng, n1),

b 1/n
M—2£<(/ f(t)"dt) <M+ 2e.

Et donc nous reconnaissons bien 14 la définition d’une limite :

Iflle = ( / bf(t)"dt)
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Linéarité de l'intégrale.

Inégalité triangulaire.

Détails —————
La fonction sin est 1 - lip-
schitzienne. C’est une consé-
quence de I'inégalité des
accroissements finis, puisque
[sin | < 1.

Mpoyr laquelle le résultat
est évidemment vrai, mais se
passe de commentaires.

— A\ Attention !

4 A ce stade, Iexistence de la

limite de (/l’ [0k dt)”"
a

n’est pas encore prouvée.

Il n’est donc pas question

de passer 2 la limite dans
Iinégalité.

12y s’agit encore bien d’un
intervalle car intersection de
deux intervalles.

— Terminologie

La quantité

(/abf(t)" dt)l/P

4{ est appelée la «<norme p», et
le résultat de cet exercice
justifie que I'on parle de
«norme inﬁniebi- NMIENNEY
limite lorsque p — +co des
normes p.




CORRECTION 7

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.13
b
Si g(t) dt = 0, puisque g est continue et positive, c’est la fonction nulle. Et donc tout

S [aa, b] convient.

On suppose donc que I'intégrale de g est non nulle.

La fonction f est continue sur le segment [a, b], donc par le théoréme des bornes atteintes,

elle posséde un minimum m et un maximum M sur [a, b].

Et alors'3, pour tout t € [a,b], mg(t) < f(t)g(t) < Mg(t). BElala positivité de g est
Donc par croissance de I 1ntegrale indispensable.

b b b
m/ g(t)dté/ f(t)g(t)dtsM/ g(t) dt.

f f(1)g(t) dt

Et donc m
f g(t) dt
Or m et M sont des valeurs atteintes'* donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, il 14 Et pas seulement des mino-
existe x € [a,b] tel que rants/majorants de f.
[ fgwyde v b
f@ =% o [ pwgdr=reo) [ gt
[ g(t)dt a a

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.14

Puisque f est 62, il en est de méme de f — ¢, et donc F est de classe 6°.
Par la formule de Taylor avec reste intégral, on a donc pour tout x € [a,b],

’ ’7 x 3) (x - t)z
F(x)=F(c)+F'(c)(x—¢c)+F"(c)(x—c¢) +/ F (t)T dt.
Mais F'(c) = f(c) = @(c) =0, et F’(c) = f'(c) —¢’(c) = f'(c) = f'(c) =0
Enfin, F®) = f”7 — ¢”, et ¢ étant affine'®, sa dérivée seconde est nulle. 15 Cese-a-dire polynomiale
On a donc bien la formule annoncée. de degré 1.
Ona
b b b
[ roa-e-ar@= [ rwa- [ ewa
b atb
- [[s-owar=ro -r@ £(22)
b 2 a 2
_ (b - t) 7" _ (a - t) 7
_/C > 7 (t)dt /C — 7 (t)dt.
Mais on a

b (b t)z (b t)3 (b ) p FI(?URE{%].Z— P01.1r L{ne |
/ ||f// ||0o dt ”fll ||oo [ ] ||f/l ||oo . onction atmne, son 1ntegra e
¢ sur un segment [a, b] est

égale 2 sa valeur en %b fois la
longueur du segment. Si ceci
”fu llo- peut se vérifier par le calcul,
on le comprend bien

/ (b f"(t) dt| <

/ (a- f"(t) dt| <

Et donc par inégalité trlangulaire, graphiquement.
_ 2
/ f(t)dt—(b—a)f(a+b) / (b ) —f"(t)dt / (a- f”(t)dt

L’énoncé est un peu vague, et par méthode du point milieu, j’entends les sommes de
Riemann associées a une subdivision pointée dont la subdivision est réguliére, et oti dans
chaque petit intervalle on approche f par la la valeur qu’elle prend au point milieu de
lintervalle.

Il s’agit juste de noter que sia = xo < x1 < --- < x,, = b est la subdivision réguliere de

(b)

Et de méme,

17
If oo —7—
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pas %, C’est-a-dire avec xx = a + kb_T“, alors I'inégalité précédente vaut sur chacun des
[x%, xe+1] et donc

n—1
b—a f(xk+xk+1) 3

k=0

=
|
—_

(t)dt -

k

( o f)dt = (xgs1 —xi) f (xk + X+ ))‘

T
o

7
L

et X + Xpea )

2

@) dt = G = xS

M

Xk

TT
- o

(xk+1
— ||f” lloo

N
LI

(b — a)3
24n

(b -
24n 2

N

7 4
1f " Nleo < ||f llco-

=
I
(e}

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.15
Si f est de classe 6!, alors on peut procéder a une intégration par parties : pour tout
n € N*,

f(a)sin(na) — f(b) sm(nb)

s1n(nt)

/ F(t) cos(nt) dt = | (1)

n

] ——/ f'(t) sin(nt) dt =

f(a)sin(na) — f(b) sin(nb)

Il est clair que 0, et par ailleurs, puisque f” est continue

n n—+oo
sur [a,b], elle y est bornée.
Notons M un majorant de |f’| sur [a, b]. Alors

b b
</ f’(t)sin(nt)|dt</ Mdt < M(b - a).

/bf’(t) sin(nt) dt

1 b
Et donc en particulier, ;/ £’ (t) sin(nt) dt - 0.
a n—+o0o

On en déduit donc bien le résultat annoncé,  savoir que lim / f(t)sin(nt)dt =0
n—+oo
a

Commengons par le cas trés particulier d’'une fonction constante égale 2 A : on a alors

b
/ Acos(nt) dt = /—I (sin(nb) — sin(na)) - 0.
n n—+oo
a ——

o0 borné
Dans le cas d’une fonction en escalier f, notons xp < x; < - -+ < x¢ une subdivision adaptée
a f, etsoient Ay, ..., A les réels tels que Vi €]x;_1, x;[, f(£) = A
b k Xj
On a alors pour tout n € N, / f(t) cos(nt) dt = Z Ai cos(nt) dt.
a

i=1 Y Xi-1
Or nous venons de prouver que chacune de ces intégrales tend vers 0, donc par somme de

limites, lirP / f(t) cos(nt)dt =0

Soit ¢ > 0. Alors il existe ¢ une fonction en escaliers telle que ||f — ¢lle < e. On aalors,
pour tout n € N,

b b
/ f(t) cos(nt) dt = / (p(t) + f(t) — @(t)) cos(nt) dt

b b
=/ (p(t)cos(nt)dt+/ (f(t) — @(t)) cos(nt) dt.

Nous savons déja, par la deuxiéme question, que la premiére intégrale est de limite nulle.

b
En particulier, il existe ng € N tel que pour n > ny, / o(t) cos(nt) dt| < ¢
a
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Inégalité triangulaire.

b
/ f'(t) sin(nt) dt.

Remarque

Les valeurs de f aux x;
n’ayant aucune incidence
sur la suite, nous ne prenons
pas la peine de les nommer.

Rappel

Cela signifie tout simplement
que pour tout ¢ € [a, b],

1 (6)

—e)l<e

M. VIENNEY




CORRECTION

Par ailleurs, par inégalité triangulaire,

b b
/ (f(t) — o(t)) cos(nt) dt </ edt < (b—a)e.

b
Et donc pour n > ny, / f(t) cos(nt)dt| < (b—a+1)e.
a
b
Et donc on a bien prouvé que lirJrrl / F(t) cos(nt) dt = 0.
n—+0o a

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.16

Supposons par I'absurde que f ne sannule pas. Alors, étant continue, elle est de signe
constant!®.

Or I'intégrale d’une fonction continue de signe constant est nulle si et seulement si il s’agit
de la fonction nulle, ce qui est absurde ici.

Donc f s’annule au moins une fois.

Comme indiqué, procédons par I'absurde en supposant que f s’annule au plus n fois, en
X1 <xp <:-- < Xp,avec p < n.
Alors f est de signe constant sur chacun des ]x;, x4 [. Quitte 2 enlever certains des x;,
supposons que f change de signe en chacun des x; : le signe de f sur ]x;, x41 [ est Popposé
de celui du signe de f sur ]x;_1, x;[ (avec également un changement de signe en x; et en
xp s'ils s'ont différents de a et b).

P
Considérons alors la fonction polynomiale Q : x n(x - Xk).

k=1
Elle ne s'annule qu’en les x;, et et change de signe en tous les x;, car ceux-ci sont de
multiplicité 1.
Et donc ¢ — f(£)Q(t) est une fonction continue de signe constant, et donc son intégrale
entre a et b est non nulle, du signe de f(#)Q(¢).

Mais par ailleurs, Q étant polynomiale de degré p < n, il existe des réels Ao, ..., A, tels que
n

Vt € [a,b], O(t) = Z/lktk.
k=0

b n b
Et donc / Ff()Q(t)dt = Z Ak / t*F(t)dt =0, ce qui est absurde.
a k=0

a
Donc f s’annule au moins n + 1 fois sur [a, b].

SOLUTION DE ;,’EXERCICE 31.17

Soit F: x f(t)dt, qui par le théoréme fondamental de I'analyse, est une primitive
0

de £, et en particulier est de classe 6! puisque sa dérivée f est continue.

Alors par la relation de Chasles, g(x) = F(x?) — F(2x).

Par opérations sur les fonctions de classe 61, il s’agit 12 d’'une fonction 6! sur R, et sa
dérivée est donnée par

’ 2
g (x) = 2xf(x%) = 2f (2x).
Pour h, on ne peut s’en tirer directement de la méme maniére en raison de la présence du
x 4 l'intérieur de I'intégrale.
En revanche, en commengant par un changement de variable affine, on a

2x
h(x) = / f(u)du.
Et cette fois le méme raisonnement s’applique, h(x) = F(2x) — F(x), est de classe 6", avec
R (x) = 2f (2x) — f(x).
SOLUTION DE L’EXERCICE 31.18

Notons G(x) = % (/xf(t) dt) .
0

Alors G est une fonction continue sur R, dérivable, et de dérivée égale 4 g.
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— Remarque ————

Vous étes grands maintenant,
je n’explique plus pourquoi
étre inférieur 3 (b —a+ 1)e
(alors que la définition de
limite demande du &) suffit.
Assurez-vous tout de méme
que c’est clair pour vous, et
sinon, demandez !

16 Rappelons qu’il s'agit

1 d’une conséquence du
théoréme des valeurs inter-
médiaires.

Détails —————
Un polynéme change de
signe en une racine réelle a si
et seulement si la multiplicité
de a est impaire.

M. VIENNEY




10 TD 31

Notons qu’on a alors g(0) = G(0) =
Supposons que g soit décroissante sur R Alors, pour x > 0, on a g(x) < 0, et donc G est
décroissante sur R*. Or, G(0) = 0, donc G(x) < 0 pour x € R,. Or, G est positive par
définition, donc G(x) = 0, Vx € R,.
On en déduit que Vx € R, fox f(t)dt =0, et par dérivation'?, il vient f(x) = 0, ¥x € R}, 17 Cest encore et toujours
: _ s du théoréme fondamental de
puis f(0) = 0 par continuité de f. Panalyse
La méme étude sur R_ permet d’arriver 4 la méme conclusion, car on aura alors G croissante
sur R_, avec G(0) =0, donc G=0sur R_, et donc f =0 sur R_.

SoruTioN DE L’EXERCICE 31.19
Notons F(x) = / tf(t)dt. Alors F(0) = 0, et par le théoréme fondamental de I'analyse,

0
F est une primitive de x — xf(x) sur ] = 1, 1[.
Puisque f est continue, elle posséde un développement limité d’ordre O en 0 :

f) = fO)+o(D).

Et donc xf(x) f(O)x+o(x)
f( ) 2

Mais par intégration de développement limité, F(x) =, FO)+—==x"+ o(x?).
x—

F(x) _ f(O) f(O)
x%O 2

Puisque F(0) = 0, on a donc — +0 (1)
X

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.20
Rappel

La linéarité ne pose pas de difficultés, mais il ne faut pas oublier de vérifier que T(f) est

. 12 Un end hi ,
bien un élément de 6°(R). 7. CIOmOTPIISME 2 par

définition, mémes espaces de
départ et d’arrivée.

Mais par le théoréme fondamental de I'analyse, x / f(t) dt est une primitive de f, et
0

A ce titre est dérivable, donc continue.
Puisque x — x est encore continue, T(f) est continue par produit de fonctions qui le sont.

Soit f € KerT. Alors pour tout x € R, x/ f)dt=0
0

Et en particulier, pour tout x # 0, f)dt=0

0
En particulier, en dérivant, la fonction x — f(x) est nulle sur R*.
Etant continue en 0, elle est également nulle en 0, et donc f = 0, si bien que f est injective.

Le raisonnement tenu a la question 1 prouve que pour tout f € 6°(R), T(f) est dérivable.
Et donc si g est une fonction continue sur R et non dérivable'®, alors g ne possede pas 18 par exemple la fonction
d’antécédent par T, et donc T n’est pas surjective. x = [x]

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.21

Par la relation de Chasles, on a

F(x)=/Oxmin(x,t)f(t)dt+/1min(x,t)f(t)dt=/Oxtf(t) dt+/1xf(t)dt

=/Oxtf(t)dt+x‘/x1f(t)dt.

Mais par le théoréme fondamental de I'analyse, x / tf(t) dt est une primitive'®. de 19 Nécessairement 6!
x - xf(x). ’

On prouve de méme que x — /1 ft)dt=- /xf(t) dt est une primitive de —f.

Donc déja F est 61 sur [0,1] et ) 1

1 1
P =xf o) -xf+ [ fode= [ fwa
Et donc par ce qui a été dit précédemment, F’ est 61, et donc F est 62, avec F’(x) = —f.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



CORRECTION 11

1 1
OnaF(0) = min(O,t)f(t)dt:/ 0dt=0
0 0

Et donc .
F(x) = F(0) + / F'(u) du = / ( / £(t) dt) du
0 0 u

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.22

Fixons t € [0, %], et soit f; : x > VYx + cost.

1 1 1
Alors f; est 62 sur ]1, +oo[, avec f/(x) = ——— et f/(x) = ——~ ————.
s S 2Vx+cost 4 m3
_ _ 1+ .
En particulier, pour h € [1 52, XOTl], alors xo + h > xO, et un majorant de |f”’| sur
[H% +00[ est
1 1 1 1

3 A 3
4( /1+2x°+cost) V2 (VT+x) +2cost)

Et donc par I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée en x,

|0 + b — xo|?

|fi (x0 + h) = fi(x0) = hf} (x0)| < > M
soit encore
Vxo 4+ h+cost —vxp + cost h < i !
0 — Vxo - | s —= .
2Vxo+cost|  2V2 (yT+x) + 2cost)

Pour prouver que F est dérivable, revenons au taux d’accroissement : soit xp > 1 fixé, et
soit h € [1 X0 X0~ 1] Alors

2 bl
h : h " Y, h Y h d
F(xo+h) — F(xg) — dt| < xo+h+cost —+xg+cost — —————| dt
(xo ) (x0) /0' 2\,/xo+cos ,/ 0 0 24/xp + cost

/”/2 h? dt

< — .
0 2V2 (VT+x +2cost)’
Et donc apres division par |h| pour h # 0, il reste

h dt
2v2 Jo (on+1+2005t)3.

Notons que cette derniére intégrale ne dépend pas de h, donc lorsque h — 0, il vient donc,

F(xo+h) = F(xo) /”/2 dt B
h 0 24/x0 + cos t h

iy FOr0+h) = F(xo) _ /”/2 dt
0o 2

h—0 h \VXo +cost
/2 dt
Donc F est dérivable en xq, et F'(xg) = / _—
0 24/x0 + cos t
Et ceci étant vrai pour tout xo €]1,+co[, on arrive bien 4 la conclusion annoncée par

I’énoncé.

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.23
Notons qu’il sagit de déterminer si la courbe représentative de sin est située au dessus ou

en dessous des courbes représentatives de ses développements limités d’ordre 3 et 5 en 0.

Les dérivées successives de sin sont données par sin” = cos, sin” = —sin, sin®® = — cos,sin® =sin,
etc.

Et donc a l'ordre 3, on a, par la formule de Taylor avec reste intégra

sin(x) — (x— %3) =‘/0 sm(4)(t)( 3 2 dt = / n(t)( t)s dt.

120 20 yalable puisque le sin est

une fonction €.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



12 TD 31

-3
Mais pour x € [0, 7] et t € [0,x], sin(¢) (x 3 ) > 0, donc par croissance de I'intégrale,
x3 .
in(x) - [x - =) > 0.
sin(x) (x S )
3 5 x
A Tordre 5, on a en revanche, sin(x) — (x— % + 1x_20) = / sin(® (1) —~ (x ) dt =
0

X (x—t)sd . fois néoatif
~J, sin(t) 5] t qui est cette fois négatif.
3 5
X x
Etd i <x-— .
onc sin(x) < x 5 + 130
SOLUTION DE L’EXERCICE 31.24
Notons f(t) = e, qui est de classe €.
Soit x € R. Par I'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 1 appliquée entre 0 et x, si on note
Ile segment d’extrémités 0 et x et M = max If” ()], il vient
te

— & Danger !

o

Six < 0, il ne s’agit pas
réellement du segment [0, x],

x2 x2 mais plut6t du segment
If (x) = f(0) = f'(0)x| < Mo le* —1-x| < < 5M [x,0].
C’est I'une des subtilités

Six>0,onaM=e* =el*l et doncl’ inégalité souhaitée est démontrée de linégalité de Taylor-
Lagrange, il faut prendre

Etsi x < 0, alors le maximum de £(®) sur le segment [x, 0] est e’ = 1, et donc M = 1 < ell, :
pour M un majorant de

de sorte que £+ entre 0 et x.
2

VxeR, [e¥—1-x| < %elx‘.

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.25

2k
x .
Vous aurez bien évidemment reconnu que E (-1)* est le DL,,,(0) du cosinus.

(2k)!
Il s’agit donc de prouver que la différence entre cos(x) et ce développement limité tend
vers 0 lorsque n tend vers +oo.
Or, par l'inégalité de Taylor-Lagrange, qui s’applique puisque cos est de classe 6! pour
tout n, on a, pour x € Retn € N,
|x|2n |x|2n
<

(2n)! ~ (2n)!

2k
cos(x) — Z(— 1)k (;k)' < ?;E [ cos?™1(1)]

Mais par croissances comparées, ce majorant tend vers 0, et donc

1 i x2 n i x2k
lim_cos(x) - Z(— ) i «:»%(—1) a0 = cos(x).

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.26
Puisque f est de classe 6%, on peut utiliser 'inégalité de Taylor-Lagrange 4 tout ordre.
Soit donc x € ]—%, % [. Alors pour tout n € N,

(k) n+l pn+1 |
f( )_Zf (O) k < |x| (1:+1()7'l'+1) <(|X|A)n+1.
ﬁ_/
=0

Mais puisque |x| < £, la suite geometnque de raison |x|A tend vers 0, et donc par passage
a la limite, |f(x)| = 0, si bien que f(x) =
Donc f est nulle sur ]—%, il

La fonction f étant de classe €=, puisque toutes les f () sont nulles sur ] —%, % [ et continues
en 4, pour tout n € N, f(" ( ) =0.

Considérons alors la fonction g : x +— f (x + %)

Alors pour tout n € N, g(™ (0) = £ (114) =

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Et de plus, comme g™ (x) = f(® (x + %{), sup g™ = sup [f™| < A™nl.
R R

Donc par ce qui a été dit précédemment, g est nulle sur |-1, L[, et par conséquent, f est
p q p Y A4 p q

nulle sur ]0, % [

: : +2 ’

De proche en proche on prouve ainsi que f est nulle sur tous les | 2, 22 . Et donc qu’elle
est nulle sur R¥.

Et de méme, A Iaide de x — £ (x — 1), on prouverait que f est nulle sur | =2, 0[, puis de

A p q A p

proche en proche, sur R™.

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.27
Puisqu’on a un produit, commengons par passer au logarithme pour faire apparaitre une

somme :
S 1 (k
ln(u,,) = kzz;ln (1 + ;f (;)) .

Il y a toutefois un hic : ceci n’est possible que si tous les 1 + - f (n) sont positifs.

Mais puisque f est continue sur [0, 1], par le théoréme des bornes atteintes, il existe M € R,

tel que pour tout t € [0, 1], |f(2)]| <
o)<

< 1.
n

=

1
n

Et donc tousles 1+ 1 f (%) sont positifs.

Donc dans la suite on ne considére que n sufhisamment grand pour que ce qui précéde soit

21
C 1, (k
ln(un) = ;ln (1 + ;f (;)) .

vrai®!, et on a alors
1
I s’agit donc de prouver que ceci tend vers / f(t)de.
0
On ne reconnait pas directement une somme de Riemann, mais lorsque n est grand,

V(RN o 1 (kY 1, (K
;f (;) doit étre petit, et puisque In(1+x) =~ xon doit avoir In (1 + ;f (;)) = nf(n)

Toutefois, on ne peut pas sommer les équivalents...

Utilisons plutét I'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 1 : pour toutx € [0, 1], |f(x)| < M.

Alors la fonction g : x - In(1 +x) est 62 sur |1, 1], avec ¢’ (x) = 1= et ¢ (x) = W

Donc pour tout x € [—% %],

(x — 0)? 1 2

—a(0) =4 (0 < — <2
lg(x) —g(0) —g"(0)x| < A T =

=In(1+x)-x

=4

Donc en particulier, pour n assez grand (pour que % < %), etpour 1 <k <mn,

2
R
n n n n n n

n
Et donc par inégalité triangulaire,

S (8)) - 33002

Z

k=

ln(“ A=)

— O.
n—+co

MP2] Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Autrement dit

Notre passage au logarithme
ne vaut que pour les n suf-
fisamment grand, mais par
indifférence des premiers
termes, ceci suffit pour déter-
miner la limite.

21 Crese-a-dire n > M.

— Méthode

Si on souhaite utiliser une
formule de Taylor ici, cest
tout simplement car on sou-
haite «contréler» (en 'oc-
currence ici majorer) l’écart
entre In(1+x) et son dévelop-
pement limité a I'ordre 1 (qui
est x).

C’est précisément ce a quoi
servent les formules de Tay-
lor.

Remarque

On a alors

e

M. VIENNEY



14 TD 31

Onadonc 1 1m n(u,,)——Zf( ):

Par ailleurs, on sait que - ;f (S) ol / f(t)dt. Donc par somme,

lim In(u,) = lim -Zf( )+0n / £(t)dt.

Enfin, par continuité de 'exponentielle,

1
U, — exp (/ f(t) dt).
n—+oo 0

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.28
n k

Onau,=- I

.
" ()

. . . x '
On reconnait alors des sommes de Riemann pour la fonction?? x — 5 entre O et 1. 22 Continue.
+x
1 1
t 1 In2
Etdoncu, — 2dt— —In(1+3)| = —.
n—+oo 0 1 +1t 2 0 2
On a directement une somme de Riemann, pour la fonction x — cos?(x), entre O et 1.
Et donc . .
1 4 cos(2mt 1
Un — cos?(rt) dt = #dt = -,
n—+ 0 0 2 2
1< ! k
Onau, = —Z A —+Un,0uvn = —Ze“ﬁ
=,
On reconnait la une somme de Riemann, de sorte que

1
lim v, = / etldr =e® —e.
n—oo 0
2

e
Puisque — — 0, on en déduit que lim u, = e’ —e.

n n—o n—oco

Onaun:{/(1+1)~~~(1+E)etd0nc
n n
Inu —lzn:ln 1+i
n_ni:1 nl’

On reconnait alors une somme de Riemann, qui converge vers

1
/ In(1+x)dx = [(1+x)In(1+x) - (1+x)], =22~ 1.
0

2in2-1 _ 4

Et alors, par continuité de I'exponentielle, lim u, =e
n—+oo e

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.29

un_zwr zwr—nx Z\[\/:

On reconnait alors une somme de Riemann : en posant f : x — xV1-x, qui est

continue sur [0, 1], on aln Zf( ) n_m/ f(t)dt.

Calculons donc cette intégrale

/ ,/x(1 _ dx — / 1 x I dx — / — —uldu Mise sous forme canonique
4 \ 4 suivie d’un changement de

variable.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



CORRECTION 15

1 1
=2 / ’ \ ’1 —u2du = /2 V1 - (2u)2 du. Intégrale d’une fonction
0 4 0 paire.

1 1
Posons alors v = 2u, de sorte que / flx)dx = 5 / V1 -202do. Le changement de
0 0

variable v = sin t donne alors

1 z z
1 1
/ f(x)dx:—/zcosztdt:—/2(cos(2t)+1)dt=E.
0 2.Jo 4 Jo 8

ﬂnz

1 u 7
On en déduit que = — = etdoncu, ~ —.
n2 noc § n—+oco  §

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.30

k
Puisque nous avons un produit, préférons passer au logarithme : In(u,) = Z In (1 + —2)
k=1

k2
Etdonc — ln(un) = Z In (1 + —2) est une somme de Riemann pour la fonction f : x + In(1 +x2),
"=
continue sur [0, 1].
1 1
Donc - In(u,) — / In(1 + x?) dx.
n n—+oo Jo

Ne calculons pas cette intégrale, mais contentons-nous de remarquer qu’elle est strictement

positive, car intégrale d’une fonction continue positive et non nulle®. %3 £ sannule uniquement en
0.

1
Etdoncln(un) ~ n/ In(1 +x?) dx T, +oo

Par consequent en passantalexponenuelle U, —> +oo.

n—+oco

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.31
OnaSn_IZ[—nﬁ—Z[

On reconnait alors que — Z \/j est une somme de Riemann pour la fonction x — vx
— Remarque

entre 0 et 1 . (Lt
Le résultat se généralise

2
— — 3/2 _ = n
Donc Z \/; n_>+oo / \/_dt [ ] T3 sans difficulté a Z k%, avec

k=1
a > 0.

Nous verrons d’autres
moyens de le retrouver
SOLUTION DE L’EXERCICE 31.32 lorsque nous rencontre-

1 1 1 rons une méthode nommée
+ «comparaison série/intégrale».

Etdonc S, ~ —n\/ﬁ.
+00 3

1
Onau,=-(1+
n

_+...+
1+1 1+2 T+4
n n n

entre O et 1.

On reconnait alors une somme de Riemann associée 2 la fonction x —

1
dx
Donc u, n_)—+>oo ; T+x =1n(2).

n
1
Notons v, = Z o de sorte que u, = v, — v

11 est assez clair que (v,) est croissante, et donc soit convergente, soit de limite égale a +oo.
Si elle était convergente de limite ¢, alors on auraitu, — ¢ —¢ =0, ce qui n’est pas le
n—+o0o
cas.
Donc v, — +c0.
n—+oo

SoruTioN DE L’EXERCICE 31.33

Cette intégrale (notons la I(a) dans la suite) est bien définie lorsque x — a® — 2acos(x) + 1
est strictement positif sur [0, z].

Pour x € [0, 7], notons Py : a — a® — 2acos(x) + 1 qui est un polyndme du second degré
en a. Son discriminant est Ay = 4 cos?(x) — 4 = 4(cos®(x) — 1), qui est négatif, de sorte
que Py est de signe constant. Et puisque son coefhicient dominant est positif, il est positif.
Mieux : Ay est strictement négatif, et donc Py ne s’annule pas, sauf pour x = 0 et x = 7,

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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TD 31

auquel cas P, possede une unique racine, qui est 1 (lorsque x = 0) ou —1 (lorsque x = 7).
Donc l'intégrale I(a) existe dés que a # +1.

On a alors

I(a)—nl_lgl —Zln(a —2acos(k ) ):%ln(

-l

I
S [N

k s KT ;KT
Or les racines complexes du polynéme (en a) a? — 2a cos (—”) +1sont el ete i,
n
Et donc
n-1 n-1 .
l_[(a —2acos( ) ) l_[(a—en)(a—eﬂT).
k=0 k=0

Il s’agit donc d’un polyndme de degré 2n, qui posséde 1 comme racine double®* et dont

) e, kex _jkx
les autres racines, toutes de multiplicité 1, sont les e woeteln, pour k € [1,n—1].
On reconnait alors toutes les racines 2n*™e de I'unité, 4 lexception de —1.
Drautre part, nous savons que
[]@-0=a"-

€Uy,
Et donc puisque a # +1,

ﬁ a® = 2acos k—ﬂ +1 :a—l n(a—é’)zg(az"—l)
n a+1 a+1 '

k=0 ¢eUsn
I(a) = lim Zln a-l (aZ"—l)
T noteo a+1 '

Loty — L

n—+oo q 4+

Et donc

e a- a
Donc déia, si|a| < 1,a*" — 0etdonc > 0 etdonc I(a) =
]
n—-+co a+ 1

En revanche, si |a| > 1, alors a®* —  +co et alors

n—s+co
In (az" - 1) T In (azn) T nln (aZ) )

Puisque par ailleurs, In (Z ; 1) = o(nln(a?)),ona

n(Z;i(aZ”— 1)) :ln(zli) +1n(a2”—1) T nln(az).

Et donc

1@ = fim Zin (457 (@ = 1)) = tim Zin (@ - 1) = im Znin (@) <o ().

n—+co 1 a+ n—+0 1 n—+o00 n

Au final, on a donc prouvé que

4 0 sifal <1
In(a® -2 1) dx =
‘/o' n (a acos(x) + ) x {nln (a®) silal >1

SOLUTION DE L’EXERCICE 31.34

Soit F : x — / f(t) dt Punique primitive de f qui s’annule en a.

a
I s'agit bien évidemment d’une fonction de classe 6" sur [a, b] puisque f est continue.
Et puisque f est a valeurs strictement positives, F’ = f > 0, et donc F est strictement
croissante.

b
Puisque F(b) = / f(t)dt, que F(a) =0, et que

b b
o<%/ﬂ f(t)dt</a F(t)dt

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

24 Cest le cas k = 0.

Remarque

Notons que lexistence de
ces limites est automatique,
puisque nous sommes partis
de sommes de Riemann, qui
possédent nécessairement
une limite.

Rappel ————
%i Up ~ Uy €t Uy —> 00,
n—+co

alors In(up,) ~ In(o,).

M. VIENNEY



CORRECTION

17

par le théoréme de la bijection, il existe un unique x; € [a, b] tel que

b X1 b
F(x1)=%/ f(t)du:»/ f(t)dt:%/ £(t) dt.

Puis de méme, il existe un unique x; € [x1, b] tel que

b X2 b
F(x2)=%/ f(t)dt@/ f(t)dt:%/ f(t)dt.

De proche en proche, on prouve ainsi, que pour tout k € [1,n — 1], il existe un unique xj
Xie+1

1 b
tel que f(t)dt:;‘/a f(t)dt.

Xk

b
Notons A = / f(t)dt.
La question précédente nous indique que x; = F~! (%A)

Et donc f(xx) :f(F‘1 (%A))

Par conséquent,
1 ¢ 1 ¢ (K
S f@) ==Y (feFT (Al
k=1 k=1

On reconnait alors, 3 une constante multiplicative prészS, des sommes de Riemann pour la
fonction f o F~!, entre 0 et A.
Plus précisément, il vient, puisque f o F~! est continue

1 n B 1A n B k 1 N |
2 )= 35 Do F )(;A) g [Gerhma

Nous pourrions nous arréter ici, mais avec le changement de variable x = F “I(p), légitime
car F1est 6! il vient

b b
/O "o F 0t = f £ () dx = / £2(x) dx.

Et donc

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

2 Le fameux b= —2 devant la
somme de Riemann.

Détails
Fest 6! et strictement crois-
sante, avec une dérivée (f)
qui ne s’annule pas, donc F -1
est également 6.

M. VIENNEY
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