TD 21 : DEVELOPPEMENTS LIMITES

» Calcul niveau 1

Exercice 21.1 Des sommes
Calculer les développements limités suivants 3 lordre nen 0 :

1. cos(x) —sin(x),n =4 3. +In(1+2x),n=3
1+x
2. Vl+x+Vl-x,n=3 4. e *+In(1+x),n=5
Exercice 21.2 Des produits
Calculer les développements limités suivants en 0, a I'ordre n indiqué
1. sin(x) tan(x),n=3 3. sin(x)V1+xIn(1 -2x),n=4 5. x>V1+x,n=5
e* sh(3x) In(1 +x)
2. ,n=23. 4. yn=3 . ——=,n=>5.
"3 VT —2x 6 =y "=

Exercice 21.3 Encore des produits (anticipation des ordres)
Déterminer, avec le moins de calculs possibles, les développements limités suivants en 0 a 'ordre n indiqué.

2

1. (In(1+x) —x+ % (cosx—1),n=6 2. (1 =cos(2x))(e™ = 1)(x —sin(x)), n=7

ExEercice 21.4 Avec des composées
Calculer les développements limités suivants en 0 4 Pordre n indiqué.

1. eSinX p=4 3. Arctan(e*), n = 3. 5. V1i+Vli+x,n=3.
2. /1 +sin(x),n=3 4, em,nzi

Exercice 21.5 Avec des quotients
Calculer les développements limités suivants en 0 4 lordre n

1. 1 n=73 3. th(x),n=5 1—e
1+eX’ . 5. —A ,n=5
" eX—1—x x Arctan(x)
2. ,n=2 Tnlen’ n=
e — 1 n(1+x)
ExEercice 21.6 Etailleurs qu’en zéro ?
Calculer les développements limités suivant en a a I'ordre n.
_ _ : I |
1. e¥,a=1,n=4 3. sm(x),a—ﬁ,n—S. 5. E,azl,n=3
o 1 Vx
2. In(x),a=e,n=3 4. Arcsin(x)”, a = @’ n=2.
» Calcul niveau 2
Exercice 21.7 Calculer les développements limités  ordre n indiqué, en 0.
1. In(3e* +e ™), n=3 3. (1+4x)'/* n=3 5. Arcsin(sin®x), n = 6
Arctan x In(1+e*)=In2
_ 6, ———————— n=2
Y, 2 T a= ,
2.V1-V1-x%n=5 N Arcsinx’ 4 xcosxV1 —sinx

Exercice 21.8 Développement limité de la tangente

1. Justifier que la tangente posséde un développement limité 4 'ordre 7 en 0.
2. En utilisant la relation tan’ = 1 + tan?, déterminer ce développement limité.

3. Proposer au moins deux autres méthodes pour obtenir le développement limité de la tangente, et les essayer a
I’ordre 5.

1/x2%
Exercice 21.9  Calculer le développement limité d’ordre 3 en 0 de (tanx) .
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Exercice 21.10
1. Déterminer le DL3(0) de V1 +t. On notera a + a1t + axt> + a3t* sa partie réguliére.
2. Montrer qu’il existe Q € R[X] tel que 1+ X = (ap + a1 X + a2X? + a3X°)? + X*Q(X).
3. Soit N € M, (R) vérifiant N* = 0. Déterminer une racine carrée de I, + N, c’est-a-dire une matrice dont le carré
est I, + N.

20 (_1)k+1 k)

Exercice 21.11 Déterminer le développement limité a I'ordre 22 au voisinage de 0 de exp ( P

k=1

» Applications des développements limités

ExEercice 21.12 Dérivation des développements limités

1. Montrer que f : x — x2sin (x%) se prolonge en une fonction continue sur R, qui posséde un DL;(0), mais que f’
n’est pas continue en 0.
2. Soit f une fonction de classe ‘6 sur un intervalle contenant 0. Justifier que pour tout n € N la partie réguliére du

DL,(0) de f” est obtenue en dérivant la partie réguliere du DL, (0) de f.

Exercice 21.13 Calculer les limites suivantes :

. [sinx e tR) 3. lim Vad+x+1- \/x2 +1
1. llm _ X—+00
x—0 X
3
1\* x2 D%
2. lim [1+—=] e™*. 4. i .
x—>+00 ( x2) ol Arctan(x) — Arctan(2)
Exercice 21.14 Déterminer des équivalents des suites suivantes :
Lo
nsin &
Loug=2vn-Va+l-vVn—1 2 up=—"-1 3. (%) "Vn+1-4m

1
jo.5] — R ~ 1 T
Exercice 21.15 Montrer que f : v o Ll_ .1 se prolonge en une fonction 6" sur [0, 5]
X
% sit#0

ExErcice 21.16 Soit®:t +— { ) .
0 sit=0

X
On note alors F : x / @(t) dt. Montrer que F admet un développement limité d’ordre 3 en 0, que I'on déterminera.
0

3
-x’+5
Exercice 21.17 Soit f: x - x2—3x
x2 +
Sans calculer f7, déterminer I"équation de la tangente A 3 65 en 0, et déterminer la position relative de 6 ¢ et A.

Exercice 21.18 Former un développement asymptotique en 0 de la fonction x — (ex)*, a la précision x? In?(x).

Exercice 21.19 Développement limité d’une solution d’une équation différentielle
Apreés avoir justifié qu'il existe une unique fonction y :] — 1, +eo[— R solution de 2(1 + x)y’ — y = ¥ et qui s’annule en 0,
déterminer le DL4(0) de cette fonction.

1

X

Exercice 21.20 Former un développement asymptotique en +oo de la fonction x — In (x tan ( 1

, e xIn(x -
Exercice 21.21 Sans calculer directement sa dérivée, prouver que f : x = — ( 1) se prolonge par continuité en 1,
X2 —

et que ce prolongement admet un point critique en 1.
Déterminer la nature locale de ce point critique.

Exercice 21.22 Déterminer les asymptotes obliques au voisinage de +oo des fonctions f suivantes, et déterminer leur
position par rapport a I'y.

X3

2
2. f(x) = ) Arctan(x).

L fx) =17

Exercice 21.23 (Oral X)

Soit f : [0,c] — [0, c] une fonction continue admettant un développement asymptotique de la forme f(x) =, %" ax® + o (x%),
X—

aveca > 0,a > 1.
1. Montrer que pour ug assez petit, une suite (up)n vérifiant u,.1 = f(uy) converge vers 0.
2. Déterminer alors un équivalent de u,. Traiter le cas d’une suite vérifiant u,,1 = sin(uy).
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CORRECTION

CORRECTION DES EXERCICES DU 1D 21

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.1

x2  x* X3

On a cos(x) o 1- TR (x*) et sin(x) ST g o (x*), et donc
2 .3 4
x> x x

—si = l-x—-—=—+—+—+ (4).
cos(x) — sin(x) o X= St ot tolx
Ona
1-1x2 1-1-3x° x x2 x
Vitx=(1+x)1/2 = 142422 272 79% (3)=1+———+—+ (3)
x=(+0) 0 2 ot 5 5 35 26 O 278 T16 0\
Et alors, en changeant1 xen —x,ona T Cestde Ia composition &
droite !

2 3

X X
Viex = 1-2_-%_ x 3)
* o T273 16+0(x

et donc par somme
2

Vi+x+V1l—-x =02—%+0(x3).

_@ 20,

Onaln(1+2x) =2x o (x?) :2x—2x2+§x3+0(x3).

2 3 5
1 x 3x 5
Et =(1+x)" 12 = 12+ - —x34+0(x%).
s (1+x) o >t 5 T 16" o (x°)
30013, 13,
Donc par somme, +In(1+2x) = 1+Zx— —x*+——x"+o0(x’).
+x x—0 2 8 48
2 .3 4 5

Etd tavecln(1+x) = x——+= 2 4 X 1 o(x5).
onc en sommant avec In(1 + x) ST e s e il e o (x°)

Donc

e +ln(1+x) = 1+——-—+
x—0
SOLUTION DE L’EXERCICE 21.2
Onasin(x) = x+o(x?) ettan(x) = x+o (x?). Et donc
x—0 x—0

sin(x) tan(x) S (x +0 (xz)) (x +0 (xz)) = x*+o (x3) .

x—0
2 5 1

x _ x= X 3 _ 2, .3 3
ef=1+x+ > + S +o(x)et1_xx_)0 l+x+x+x +o(x )

Donc par produit,

X X2 xS 3

5 8
A 1+x+?+g+o(x3)) (1+x+x2+x3+o(x3)) = 1+2x+§x2+%+0 (x3).

1-x

Notons que le développement limité de sin(x) comme celui de In(1 - 2x) ne contiennent

pas de termes constants. Donc il sufhit de faire le développement limité de V1 + x a Pordre
2, et les deux autres i ordre 3.

sin(x) In(1 - 2x) V1 + x S (x - % +o0 (x3)) (—Zx —2x% - §x3 +o0 (x3)) (1 + g - x; +o(x2))

37
=, —2x? = 3x° — EX4 +o(xh).

X
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TD 21

9 3
On a sh(x) =0x+x6—3+0(x3)),etdoncsh(3x) =O3x+%+o(x3).

Par ailleurs, on a

! =(1+x)"13 = l—%x+(—1)(—i)x—2+o<x2) = 1—£+4—xz+o(x2).

V1 +x x—0 3 3/ 2 x—0 3 18
Et donc ) 5
Bl
=« +3xEgx Holx
Par produit, il vient finalement
sin(3x) 5 43 4 3
= x4+ = ( ) .
T2 +0 X+ 207+ - x 4o |x
Puisque nous avons déja un %2, il suffit de faire le développement limité a l'ordre 2 de
V1 +x.

1
Cest 1+ g - gxz +0(x?), de sorte que
4,5
x° 1+xxiox3+% - %+o(x5).
Puisque le premier terme non nul du développement limité de In(1 + x) est de degré 1, il

sufht d’utiliser un DL4(0) de et un DLs(0) de In(1 + x).

1+x
e 2 3 4 5 _
B S R RE RS Ao [RARSLERe)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1)\ 5 5
= x—(1+§)x2+(1+§+5)x3—(1+E+5+Z)x4+(1+§+§+Z+§)x°+o(x°)

3, 11, 25, 137 o .
= x—Sx'+ —x" - =xT+ —x°+ .
S0 X TN X TN T © tol)
Question subsidiaire : au vu des calculs précédents, pensez-vous pouvoir exprimer le dévelop-
pement limité a n'importe quel ordre de In(1 + x)/(1 + x) en fonction des nombres harmoniques
1
H, = % ?
k=1
SOLUTION DE L’EXERCICE 21.3
Pour faire le moins de calculs possibles, il faut étre capable d’anticiper les ordres auxquels

réaliser nos développements limités afin de ne pas manipuler plus de termes que nécessaire.

Puisque les deux premiers termes du DLg(0) de In(1 + x) sont x — 2 In(l+x)—x+ % va
commencer par un terme en x°.
Donc il suffit d’obtenir un DL3(0) de cosx — 1.

Et puisque cos x—1 va commencer par un terme en x2, il suffit d’un DL4(0) de In(1 + x) — x + x—;

Donc

x2 Xt 4 x2 5
In(1+x)—x+ ?) (cosx — 1) = (? -7 +o(x )) (_E +o(x ))
PR ) , PR )
SoT6 Ty tol) el = —e g+ olxh).

De méme, 1 — cos(2x) va commencer par un terme en x2, et donc il suffit d'un DL5(0) de
(e™* = 1)(x —sinx).

Et puisque e™ — 1 commence par x, il sufht d’un DL3(0) de x - sin(x).

Puisque x — sin(x) commence par un x>, il suffit d’un DL,(0) de e™ — 1.

Et puisque (e — 1)(x — sinx) commence par un x*, il suffit d’'un DL3(0) de 1 — cos(2x).
Ceci étant dit, il n’y a plus qu’a calculer :

(1 = cos(2x))(e™ = 1)(x — sinx) = ((2;)2 + o(x3)) (—x + %2 + o(xz)) (%3 + o(x3))
= —%6 + %7 +o(x).

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

M. VIENNEY



CORRECTION

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.4

.2 .. 3 .4
. . ; : sin®x  sin’(x)  sin*(x , éalité ;
Puisque sinx — 0, "% = 1 +sin(x) + (x)  sin ), (51n4(x)). Légalicé des o provienc
x—0 x—0 2 6 24 simplement du fait que
—_— sin® x ~ x*.

=o(x*)

3
. x
Mais sin(x) =X o(x*), et donc
X

—

4
sin(x) =, x? - % +o(xh), sin®(x) =, x> +o(xh), sin*(x) =, x*+o(xh).
Donc
A 30 4 30 4 2 L4
S I I A Pl [P SO S B e )
S0 T T e T2 3) 6 T tow) = lrxt g ool
sinx  sin?(x)  sin’x 3
De méme, 4/1 +sin(x) = 1+ - + + o(sin” x).
x—0 2 8 16 —_———

=o0(x3)
Donc en reprenant les développement limité d’ordre 3 au voisinage de 0 des puissances de
sin calculées 2 la question précédente,

2 3

1 3\ 1 1
V1 +sin(x) xiol+§ (x— %) - §x2+Ex3+o(x3) xiol-’-g_ % - %+0(x3).

Une petite subtilité ici : lorsque x — 0, e* — 1.
Donc il nous faut un développement limité 4 Pordre 3 de I'arctangente au voisinage de 1.
La formule de Taylor-Young, qui s’applique puisque l'arctangente est bien 62, peut nous
fournir ce développement limité, en notant que

2x 6x% -2
” _ 3) _
Arctan” (x) = ——(1 g et Arctan’ (x) = S
1l vient donc
Arctan(x) = T4 S(x-1) - 212+ (x—17 +o ((x - 1)3)
x—1 4 2 4 12 ’

Et par composition avec le DL3(0) de e*,

r 1 1
A ) = —4x— —x° %).
rctan(e )x—>0 7 + X~ ¥ +o0(x”)

Alternative :on peut faire le changement de variable h = x—1, de sorte que Arctan(x) = Arctan(1 + h),
et chercher alors un développement limité en 0 de f(h) = Arctan(1 + h).
Il est toujours possible d’utiliser Taylor, mais on peut également intégrer un DL,(0) de

, 1
f (h) = m Ona alors
1 1 11 1 h? 1 h R
= == = —[1-h-—=+H )| = ———+—+o(K?).
T+ (L4 h)? " 242h4 2 21 4 g B 150 2 5 thro)) = 375+t
Et donc par intégration,
h KW W
h) = 0) += - —+— B).
f() = f(0) +5 = =+ 5 +o(k)

=N

La conclusion est alors la méme, en composant par le DL3(0) de e*.

e\/1+x Vi+x-1

1 1
=eXe = e|l+=x+—=x>+0(x)].

x—0 2 48
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TD 21

- Lo x Lo 3
\/1+xx:)01+2x 8+16x +o(x).

Et donc
V1i+Vi+x = 2+x_x2+x3+0(x3)
x:>0 2 8 16
x x2 X3
= o L T 3
<50 \/5\/“4 16t 33 Ho):
2 3 2 3 3
Notons u = %C - )16—6 + ;—2, de sorte que u? S )16—6 - ;—2 +o(x’) etu’ S % +o(x?).
Et donc
\/1+f—x—2+£+o(x3)—\/1+u
4 16 32 -

1 2 3

_ R L 3
x:01+2u 8+16+0(x)
= 1+£_x_2+£_x_2+x_3+_3
x50 8§ 32 64 128 256 1024

x 5x%2 21
A S 3
ot 8T 18 Fiom Y o)

+o(x3)

Et donc enfin,

— x 5x2 21 4 5
1+ 1+xx:0\/§+‘/_§—\/§m+\/§ﬁx +O(X).

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.5
2 3
X

1+ = 2 — = 3).
Onal+e o +x+2+6+o(x)
Et par conséquent,

11 1

T+e¥ x20 214242 4% 4 o(x%)

1 x x> X x x> x° (x> X0 >
= =[1-2-=—- — o)+ [+ = +0(x)| [T +=+ =40’
Hoz( 277 o) (2 1712 O(x)) (2 7t o)

1 x x> X x* ¥ X
= —[1-Z2-=- 4+ — - — to0(x°
x—>02( 2747473 O(x))

1 3
= ——£+x—+ox3)

x—02 4 48

Notons tout de suite que le premier terme non nul de e* — 1 va étre x, qui va se simplifier
avec le numérateur.
Il est donc judicieux de partir d’'un développement limité de e* — 1 4 I'ordre 3,
X X
X _ _ 2 3
e¥ = 1220 x4 £ 4+ X 4 o(x?)
1

x20 14 542 4 o(x2)

2 232
- 1_f_x_+(f+%) +o(x)

x—0 2 6 2
2
_ g X x 2
x:>01 2+12+o(x).
sh(x) |
Onath(x) = . Il nous faut donc un DL4(0) de 4 et un DL5(0) de sh(x).
ch(x) ch{x)
1 1 2 Xt Xt x2 5
= B 4:1__ ~ .4 4.
x0T s 22 tg o) 7 tog* tol)
+ ? + ﬁ + o(x )
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CORRECTION 5
XX S
Et sh(x) x:>0 X+ g + m +O(X )
X2 2
Donc par produit, th(x) = x - =+ —x° +0(x°).
x—0 3 15

1

Alternative : on peut aussi noter que la dérivée de th est et donc calculer un DL4(0)

ch®’
de # et l'intégrer.
C
1 3 1
2 - 2
ch”(x) x—0 x2  xt 4
( ) 1+ 5 + 7 + o(x )
1
_ 4 4
=01+ x2+ 5+ 5 +o(xh)
3 1
- 4
=014+ x2+ % +o(x)
4
x
= 1-x2-=+x*+0(xh
x—0 3
2
= 1-x2+Zx*+o(xh).
x—0 3

Et donc th(x) o th(0)=0+x — %3 + %xs +o(x).

4. Encore une fois, essayons d’étre prévoyants pour ne faire ni pas assez, ni trop de calculs.
Le numérateur va commencer par un terme en x2, quand le numérateur va commencer
par un terme en x.

Comme nous allons devoir simplifier par x, il faut donc commencer nos développements
limités a I'ordre 4.
2 3 4
e —-1-x xj+%+%+0(x4)
In(1+x) x>0 2 Xt 4
( ) x—%5+%5 - +o(x?)
x x2 x> 3
B 5 + 5 + i + o(x )
5 x , x2 _ x
x—0 l—§+?——+0(x3)
x x2 x x x2 X x x2 X 2 3
= [Z2+=+=|[1--2+=-= PRSI
x—=0\2 6 24 2 3 4 2 3 4 2
> .3 2 3
x x> x x X
S e P S S
x—=0\2 6 24 2 12 6
x 5 5, 1 4 3
= -+ —x"+—=x"+o(x).
x—02 12 12 )
5. Anticipons les ordres : le dénominateur est équivalent A x2, et donc pour pouvoir utiliser

2

le DL de ﬁ, il faudra commencer par simplifier le dénominateur et le numérateur par x*.

Donc il nous faut un DLy de chacun d’entre eux.
Puisqu’ils sont pairs, il nous sufhit en réalité d’'un DLs. On a donc

("))

2 6
1—(1—x2+x——%+0

1—e™ 2
Arctanx  x—0 30
X Arctanx - x x(x—?+%+o(x6))
1—)‘72+%4+0(x5)
x:01_9%2+%4+0(x5)
( PR } 2 4 2 442 5
= 1——+—+o(x°)) 1+(———)+(———) +o(x)
x—0 2 6 5
x> 4 i, (3)
= 1-—-—x"+o0(x’).
x—0 6 45

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.6

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Peut-étre avez vous remar-
qué que le terme en x> du
second facteur ne nous a en
fait pas servi (car le terme
qui provenait du numérateur
commengait toujours par x).
Autrement dit, il suffic de
faire un DL, du dénomina-
teur. Avec un peu d’entraine-
ment, vous pourrez peut-étre
le repérer et économiser un
peu de temps sur les calculs.

On a composé avec le
DL>(0) de ﬁ, en posant
2 4

=X _ X
u=rs3 5 -

M. VIENNEY
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TD 21

Notons h = x — 1. Alors

Notons h = x — e. Alors

In(x) =In(e+h) = 1+ln(1+ﬁ) = 14+-- —+h—+o(h3).
e e e
s
Posons h = x — T de sorte que

sin(x) = sin (% + h) = g (sin(h) + cos(h)) .

Puisque h — 0, on a donc, utilisant les DL de sin et cosen 0 :

. V2 RS 5
sin(x) ety ( h———g +o(h ))
Notons h = x — % Alors par la formule de Taylor-Young, on obtient
Arcsin(x) = =+ V2h+h +o(h?).
x—1/V2 4
Et donc par produit,
2
Arcsin(x)?> = T £h+ +2| % +o(K?).
@ = %t (5+2)r + o)

Posons h = x — 1. Alors

In(x) In(1+h) _ h-"5+2 +o(h))
Vx Vith =0 14814 o(k2)
o 3 h K K 5
h:)() h—?+?+0(h))(1—§+§+1+0(h))
ow m W R

S S LN O
At i i S i

2
= h—-h+ §h3 +o(h).

Et donc
Inx

— _ _ _ 2 § _ 3 _ 3
G R GRS {CRg) +o((x 1)).

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.7

Au voisinage de 0, on a

32 13 2 3 3
3ex+e"‘x303+3x+%+%+1—x+%—%+o(x3)xio4+2x+2x2+%.
x2 x3 3
Donc | - =l Inf1l+z+=+=
onc In(3eX +e™¥) o n(4) +1In +2+ 5 +12+o( )]

En utilisant alors le DL3(0) de In(1 +u), on arrive A

3
x
2o to(xd).

In(4) + L gx A

2 8
2 4 6

X X X
VieaZ = 1-2 % _ X o
o0 T2 7% 16+0(x)

> 7
Donc V1 - V1 —x2 0\/— —+—+0( 0) 0\/\/? x—+%+o(x4)
X—

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Les deux premiéres dérivées

de Parcsinus sont —— et
1-x

_x
(1,x2)3/2 .

Astuce
Le numérateur commence
par h, donc on n’a besoin que
d’un DL, (0) du dénomina-
teur.
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CORRECTION

1 1 2 4
On reprend alors V1 +u = 1+ S guz +o(u?),avecu = % + %, et on obtient aprés
calculs,

2
1-vV1-x%2 = m(1+x—+Lx4+o(x4)).

§ 128

Par définition, (x +1)'/* = exp (1 In(1+ x)) . Mais
x

1 1 x x X
—In(1+x) = = [x—=+=+=+o0(x*
xn( x)x—>0x(x 2 3 4 olx ))
2 3
= 1—£+x——x—+o(x3).
x—0 2 3 4

Et donc

Commengons par noter que nous savons que les fonctions Arcsin et Arctan sont toutes
deux équivalentes 2 x en 0.
Et que donc pour calculer un développement limité du quotient, nous allons commencer

par diviser par x pour pouvoir utiliser le DL de e
u

Donc il va nous falloir des DL5(0) de Arctan et Arcsin.

Rappelons que le développement limité de Arctan s’obtient en intégrant celui de oL
+x

A Pordre 4.

Pour avoir Arctan a ordre 5, il suffit d’avoir celui de N

1
Or, — = 1-x+x>+o0(x?), et donc
1+x x>0

+ x2

1
—— = 1-x*+xt+o(xh
1+x2 x-0

Donc en intégrant,

X :
Arctan(x) = Arctan(0) x — 5 + T +o(x”).
=0
=0

De méme, on obtient le DL5(0) de Arcsin en intégrant le DL4(0) de

1
Vi—x2

1 3
Mais = 1-=x+=x>+0(x?) et donc
1+ x x—0 2 8
1 1 3
= 1+=x2+=x*+o(x").
V1 = x2 x>0 2x Sx O(x )
Et donc
: : 3 5
Arcsin(x) = Arcsin(0) +x + — + —x” + o(x>).
x—0 | _ 6 40
=0
Reste alors 2 calculer le quotient :
3
X ) 5
Arctan(x) X—3tEt o(x?)
Arcsin(x) x—0 x 4 %3 +25x° +0(x%)
2 ,
1- % + x?‘ +o(xh)
= > .
x=0 142 4 x4 o(xh)
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Méthode
On va jusqu’a Pordre 4 pour
le In(1+x), puisque la division
par x va nous faire perdre un
ordre.
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1
Commencons par calculer le DL de . . La méthode est classique :
1+%+ %x‘* +o(x*)
1
composer avec le DL4(0) de T e 1—u+u?—ud+u* +o(ut).
u—

11 vient donc

1 23 23 2
=1- x—+—x4+o(x4) + x—+—x4+o(x4)
1+ x_()2 i %xzt +o(x%) 6 40 6 40

3, 4 To(x?3 4 4 ! 4
—(F+Ex +o(x )) —(E+Ex +o(x )) +o(x")

=o(x*)
= 1= x_2 _ 1_7 4 + ( 4)
06 3600 O

2

4
. . x* X ,
Et donc en multipliant ensuite par 1 — FTtrgt o(x*), on obtient

Arctan x x> 5
1- =+ —x*+o(xh.

Arcsin(x) x50 2 24

La question précédente rappelle comment obtenir le développement limité de l'arcsinus.
Avant de nous lancer dans des calculs, remarquons que le terme de plus bas degré de sin2 x
est de degré 2.

Et donc que pour obtenir un développement limité a 'ordre 6 de Arcsin(sin?(x)), il suffic
de composer un DL3(0) de Arcsin avec le DLs(0) de sin®(x).

On a donc sinx ST 0(x%), et donc
1 2
sin’(x) o x> - 5x4 + Exé +o(x).

. 1 ..
Et Arcsin(x) =, x + 8x3 +o(x?), de sorte que par composition,
X

1 1 19
Arcsin(sin®(x)) = sin?(x) + = (sin®x)’ + o(sin’(x)) = x% - =x*+ =x +0(x°).
x—0 6 N . x—0 0
=0(x%)

Commengons par nous intéresser au dénominateur : on a x cos(x)4/1 —sin(x) ~ x,
x—0

de sorte que le terme non nul de plus petit degré dans un développement limité de

x cos(x) V1 —sinx sera de degré 1.

Donc pour calculer un développement limité du quotient, il nous faudra commencer par
diviser par x pour composer avec le DL de L.

Nous avons donc besoin d’un DL3;(0) du numérateur et du dénominateur.

On a

e* -1 x  x? 3
In(1+€e") -In2)=In2+e*-1)-In(2) =In 1+ SRS +o(x”).
xX—
3
Puis x cos(x) = x— = +o(x?).
x—0 2
Et donc
In(1+e9) -In@2) _ 3+3+0(x?)
X COSx x—0 1_%_,_0(,(2)
1 x 5 x? >
= ([=+Z2 14+ —
S (2+ 3 +o(x ))( +> +0(x%)
1 2
= —+£+x—+o(x2).
x—0 2 8 4
MP2I Lycte CHAMPOLLION 2024-2025

Notons que nous sommes

en fait en train de calculer le
X

DL4(0) de Arcsin(x) ©

Si P’on voit tout de suite que
les deux derniers termes ne
vont faire apparaitre que des
degrés supérieurs a 4, il n’est
pas utile de les calculer.

Pour k > 4,

(sinzx)k = o(xé).
x—0

On a ici composé avec le DL
1
de Tox*

M. VIENNEY
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Par ailleurs, on a
1

V1 —sinx

= (1 -sin(x))""/? = 1+ %sin(x) + g sin(x) + o(sin(x))

— 1 3 2 2
x:01+2x+ 8x +o0(x%).

Et donc enfin, par produit,
In(1+e)-In(2) 1

31
—+ x4+ =x>+0(x?).

x cos(x)+/1 — sin(x) x-02 872

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.8
. T T | . < ey
La fonction tan est de classe 6 sur ]—5 > [, donc possede des développements limités de

tout ordre.

Notons dés & présent que la tangente étant impaire, il est inutile de chercher des termes de
degré pair.

Nous connaissons déja le terme de degré 1 du DL, c’est x.

Donc notons tanx = x +azx> + asx® + azx’ + o(x’) le développement limité cherché.

x—0

Alors 1 +tan? = 1+x%+2a3x* + (a3 + 2a5)x% + o(x%).

x—0
Mais tan’ = 1 + tan?, donc en intégrant ce développement limité, ce qui fait apparaitre la
constante tan(0) = 0, il vient

3 240
X 2a3 - a3 +2as
x+a3x° +asx’ +azx’ +o(x’) = tan(x) = x + 5 + ?xD + 3Tx7 +o(x7).
Par identification des parties réguliéres, on en vient a
1 2 17
a3==,a5=-—,a7 = ——.
3 15 315

Une premiére option a été évoquée en cours : utiliser le développement limité d’ordre 1
au voisinage de 0 de tan pour en déduire les développement limité d’ordre 2 au voisinage
de 0 de tan’ = 1 + tan?, puis en intégrant en déduire le développement limité d’ordre 3 au
voisinage de 0 de tan.

Dont on déduit le développement limité d’ordre 4 au voisinage de 0 de tan’ = 1 + tan?,
puis le développement limité d’ordre 5 au voisinage de 0 de tan, etc.

. . 1
Une autre option serait de noter que tan’ = —.
cos? ,
. 1 1 x2 xt X N
Mais, = =[1-=+=-=——=+0(x%] .
cos2 x x—0 1 P R—— X6 6 2 2 24 720
-5 + 57~ 730 + o(x )
Or un calcul? nous donne donc 2 Que je ne déaillerai pas....
_ 2 17
cos(x)™2 = 1+x°+Zxt+ Zx0 +0(x%).
x—0 3 45

Ne reste alors qu’a intégrer.

. - Lo sin(x
Une autre méthode est de revenir  la définition, en posant tan(x) = (( ))
cos(x

, et en calculant

un développement limité de ce quotient.
Enfin, une option encore différente serait de noter que tan étant impaire, elle admet un
développement limité de la forme tan(x) = Xt a3x> + asx® +o(x°).

X

—

Donc tan(x)? =  x2+ 2a3x* + o(x°), puis tan(x)® = x2+3a3x® +o0(x), et
x—0 x—0

tan(x)® = x°+o(x°).
x—0

35
. . X x -
Mais par ailleurs, Arctan(x) =, Xyttt o(x°) et Arctan(tan x) = x.
X

—

Donc par composition de développements limités,

tan(x)®  tan(x)®
3 5

x = tan(x) — +o(x)
x—0

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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soit encore
1 3 1
X Zo Xt (a3 - §)x3+(a5 - %+§)x5+o(x5).

. . . . 1 1 2
Et donc par identification des coefhicients, a3 = —~ etas —a3 + - =0 & as = e

Lorsque vous avez le choix, vous privilégierez la premiére des trois méthodes.

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.9

R . tanx\ 1/*° tan x
11 faut étre assez soigneux sur les ordres. En effet, on a ( ) = exp ( Lln ( ))
x X

Pour pallier 2 la division par x?, il va nous falloir un DLs(0) de In & x’ ce qui nécessitera

donc un DL (0) de tan(x).

Ona’t = +x3+25+(6)
na’tanx = x 3 =X o (x%).
tan x x 2 =
D P oF
onc —— = 1+—=+ 2x 4o (x°)
tan
Doncln an x ( +%+—x4+o( %) |.
Posons alors u = ? + Ex +0(x>), de sorte que
o
u? = o +o(x°), wdo(x°).
2 3 2
tanx u® u 7
E d 1 ( ) = - — — 3 — _ 5
t donc In o B 2+3+o(u)x_)03+90x +o(x).

tanx) 17,

1
D —1( S+ L 3),
onc —In{— o3t 00" +0 (x7)

En composant par 'exponentielle,

1 t 7
exp (; ln( anx)) xio 1/33909( *+o(x?) xiO ell3 (] + %xz +o(x3)) .

X

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.10

C’est du cours, c’est (1 + )% avec a = %

_ t 1, 13 3
Onadonc\/1+tt:)01+2 8t+16t +o(t).

On a donc

2 2 2
1+t=V1i+t = (a0+a1t+a2t2+a3t3+o(t3)) = (a0+a1t+a2t2+a3t3) +o(8).
—

=

. . 2 . .

Mais par ailleurs, R : ¢ — 1+t — (ag + ait + apt* + a3t>)” est une fonction polynomiale,

donc équivalente 4 son terme non nul de plus bas degré.

Puisque R(t) =0 (%), c’est donc que ce terme de degré non nul est de degré strictement
t—

supérieur a 3.
Et donc R est un polynéme* divisible par X* : il existe Q € R[X] tel que R = X*Q. Et donc

1+X =R(X) + (a0 + a1 X + axX? +a3X°)? © 1+ X = (ap + a1 X + X + a3X°)? + X*Q(X).
Par la question précédente, on a

I, + N = (aol, + aiN + aoN? + a3N*)> + N* QO(N) = (aol, + aiN + aoN? + a3N>)?.
——
=0
Ce point n’est en fait pas complétement clair pour Iinstant, et il faudra quelques outils
sur les «polyndmes de matrices» qui seront développés I'an prochain pour s’en convaincre,

I'idée étant que les calculs qu’on fait sur les coeflicients de polyndmes restent valables pour
des matrices.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

3 Cf exercice précédent.

40n a ici identifié les poly-
ndmes et les fonctions poly-
nomiales, ce qui est légitime
puisqu’on a une bijection
entre les deux.
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Mais ici on peut s’en convaincre «a la main», a aide des valeurs des a; :

2
N 1 1
(aol, + a1N + axN? + a3N*)? = (I, +5—§N2 16N3)
N2 N?Z 1 1 1 1
=L, +N+— - —+ N - N>+ N*'| =L, + —I, - —
" 4 4 8 8 16 64" 64

1
+—N?2
256

=N*Q(N)
=I,+N.
Et donc une racine carrée de I, + N est apl, + a1 N + axN? + a3 N>.

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.11
Il y a bien entendu une astuce. Il sagit de reconnaitre que I'expression dans la parenthése
est la partie réguliere du développement limité d’ordre 20 au voisinage de 0 de In(1 + x).

Z( D™ o (3.

On a donc In(1 + x)

Et donc
20 k+1 21 22
(=1) k x x
_ In(1 XX ( 22
exp(k=1 Y] S, exp n(1+x) Tty telx )
21 22
_ (i) X X ( 22)
e exp( + 5 +o0
21 22
o (1+x)(1—);—1+);—2+o( 22))
21 422 2
l4x)— —+——-—+ 22)
S Do T O(x
1 1
xiO 1+x— ﬂxm - Exzz +o0 (xzz) .
SOLUTION DE L’EXERCICE 21.12
Ona 0 < [f(x)| < x?, si bien que lin})f(x) =0
X—

Donc f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0

Par ailleurs, puisque sin (%2) = o(1), f(x) = 0(x?) = o(x).
Et donc f posséde un développement limité d’ordre 1 en 0 qui est f(x) = 0+ 0x + o(x).

Ceci suffit A justifier que f est dérivable en 0, avec f7(0) = 0, et puisqu’elle était clairement
dérivable sur R*, f est dérivable sur R.

2

= cos (iz)

x X

) n’a pas de limite en 0.

Pour x # 0, on a f’'(x) = 2xsin (x%) -
. 2 1
Or, xsin (iz) —> 0, alors que = cos =
X) x>0 x x
Donc f” n’est pas continue en 0, et par conséquent n’a pas de développement limité a
l'ordre 0 (ni 2 aucun ordre).

Si f est de classe 6%, alors la formule de Taylor-Young nous garantit I'existence des
développements limités a tout ordre de f mais aussi de f” (qui est également de classe €).

n+l ~(k)
Zf (0) x* +o(x™1) et

On a alors f (x)

Z (f) k)(o) k+0(xn) Z f(k+1)( )xk+0(xn)

f'x =

n+l (k) 0
Mais la dérivée de x — Z f ( )xk est

i f< O, Z f("“)(O) &

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Pour prouver la non-
existence de cette limite, on
peut par exemple utiliser une
caractérisation séquentielle

: 1
avec les suites x,, = == et

n V2nmr
1

Yn = JGninn

M. VIENNEY
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Donc le DL,(0) de f” s’obtient bien par dérivation du DL,41(0) de f.

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.13

Ona (—Sinx) Biia = exp ( ! In (Sinx)).
x 1-cosx x
1 2

Mais ———— ~ — et
1 = cos(x) x—0 x2
: 2 2
sin x x x
1 _— = l 1—-—+ 2 = -4 2 )
n( p )x_)on( S o(x?) 0 TE o(x?)
Donc
1 sinx) 1
T—cosx "\ x [x50 3 +o(1). A\ Attention !
.. . .. , _ IIn’ é ire ici
Et donc par composition par Pexponentielle, la limite cherchée est e=!/3 denf:isrtepj;r:ieécve:f;;;i;m
1 x3 1 limité de 'exponentielle.
Ona (1 + ;) e =exp [x3ln(1 + ;) —x].
1 1 1 1
Onln(l+;) = F_%*-O(F)'
Donc x* In (1 +)|-x = —5—+o(x).
x x—+o0  2x

3
1 1\*
On en déduit que x3ln(1+—2)—x —> Oetdonc lim (1+—2) e =1.
x

xX—+00 X—+00 X

Le début est similaire & ce que nous aurions fait sans les développements limités : on
factorise par le terme prépondérant (qui ici se trouve étre x dans chacun des deux termes) :

1 1 1
\3/x3+x+1—\/x2+x=x({/l+—2+—3—\/1+—2).
X X X

— 0.
X—+00

Posons alors X = J—c

On a donc

1 1
Vi+X2+X3 - V1+Xx2 Sl 5x2+o(x2) —1- zx2+o(x2)

1
= —gx2 +0(X?).

X=0 Nous n’avons finalement uti-
lisé que les développements

Btdonc Vil +x+1—-Vx2+x = —6L +0 (l) — 0. limités 4 'ordre 1. Donc nous

x—oo  OX X/ xooo aurions déja été capables de
Posons h = x — 2, de sorte que h— 0. calculer cette limite avant ce

x—2 chapitre.

Alors 2% = exln2 = ¢(h+2) In(2) — eZan ehln(z)'

~——

=4
Soit encore 2* =, 4(1+hIn(2) +o(h)).
X—
Par ailleurs, x2 = (2+ h)? =4 + 4h + h? o 4+4h+o(h).
Et donc x? — 2* o 4(1 =In2)h +o(h).
Clest-a-dire x> — 2% ~ 4(1 -1n(2))(x - 2).
X—
Par ailleurs, par Taylor-Young a 'ordre 1 en 2,
1
Arctan(x) =, Arctan(2) + g(x -2)+o(x-2).

X—

Donc Arctan(x) — Arctan(2) ~, %(x —2). Et donc par quotient5 > Dréquivalents.
X—

x2 =2
Arctan(x) — Arctan(2) X2 20(1 = In(2) > 20(1 = In(2).

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.14

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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1 1
Commencgons par factoriser par vn :u, = Vn (2 —4/1+=—/1- —). Et alors en utilisant
n n

le développement limité de V1 +x en 0,

vila—(1+ 1 1 N 1 1 1 1 N 1 1 . 1 1
u = n - — - —= +0|—= - -—— ——=+0|— = o|——= ~ .
" n—+o0o 2n 8n2 n2 2n 8n2 nz n—+oo 4n\/ﬁ n\/ﬁ n—+o0o 471\/5

Ona dOl’lC nsin L = n L +o0 L et de méme
3 3 9
n- 0 n 6n n

R N I
er n—too n2  2pt ¢ n*

de sorte que

Et donc en retranchant 1, u, ~ -—-—.
n—+oo 2n2
n 1 . 1
Ona "Vn+ 1 =emt ) ot de méme {fn = en 07,
In(n+1)
n+l

Mais par croissances comparées, —s 0, et donc
n—+oo

pmrn(nsl)  _ 1y In(n+1) o In(n+1) .
n—-+co n+1 n+1
Sur le méme principe Puisque In(n+ 1) ~ In(n) on
’ a
enln(m 1+1n_n+0(1n_n). In(n+1)  Inn
n—+oo n n n+1 R—s 400 n
DOI’IC Et dOnC nous pOUVOnS re-
ln(n + 1) Inn (ln n) grouper les deux o en un
wn = ————2 —— +o|—]. I
n—+oo n+1 n seul.
Mais
1
In(n+1) lnn_nln(n+1)—(n+l)1nn__ln"+nln(1+ﬁ) Inn 12 1) = ol
n+1 no n(n+1) a n(n+1) n—too  p2 " nn( +E)_o(nn)'
Il vient donc
Inn nn In(n)
U, = - +0 - +0 .
n—+oo n n n
. nn ) . , .
Malheureusement, puisque — = o (%), ceci ne suffit pas a trouver un équivalent,
n¢ n—+oo

seulement a dire que u, = o (ln—")
n—+oco n

Poussons donc le développement limité un ordre plus loin :

2 2
JERA 1+ln(n+1)+1(1n(n+l)) +O((1n_n) )

n—+oo n+1 2 n+1 n

Et de méme,

2
enln(m) = 1+ln—n+11n(n)2+o((ln_n)).

n—+oo n n2 n

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Et donc
2
U, = hl(n_+1) - ln_n 1+ 1 Inn+1 + ln_n +0 ll’l_n On a utilisé ici une identité
n—+00 n+1 n 2\ n+1 n n remarquable
I 1 Inn)*
= (=22 o (B (14 o(1)) 4o || 22
n—+oo n2 n2 n
Inn (lnn) ((1nn)2)
= —+o|—=|+ol[—]| |.
n—otoo  p2 n2 n
) Inn)\?
Caramba, encoreraté 'u, = of[—] |.
n—+oco n

Toutefois, on semble s’approcher, mais sans avoir trés envie de faire apparaitre les termes
d’ordre 3 dans le développement limité.
Rusons un peu et notons que

2 .3 2
x—+o(x3) = 1+x+x—+O(x3).
x—0 2

6
l(lnn+1 lnn)) ((1nn)3)
+ = +— || +O||—
2\ n+1 n n

X
e = l4+x+—+
0 2

X

1l vient donc

U, =
n—-+0o n+1 n

In(n+1) _ln_n) (1

La clé, c’est que cette fois, on

lnn+ Inn . Inn Inn a
= ——+o0|—|+0|— ~ =
n—+co n2 n2 n2 | no+ n2 (@)7’ ~ o(lnn)
n n;+oo ? )

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.15
Ona ,

_sin(x) - x -% x

f="20"% L T8 L 2,

xsin(x) x—0 x

Donc déja f se prolonge par continuité en 0 en posant £(0) = 0.

Etudions la dérivabilité en 0 de ce prolongement : pour x > 0,

3

fO-FO) _fx) _sinx-x g 1

x=0 x x2sinx x—0 x3 x—0 6

1
Donc f est dérivable en 0, avec f’(0) = 5

Par ailleurs, il est évident que f est dérivable sur |0, Z| car différence de deux fonctions
qui le sont, et alors pour x € ]0, z [,

2
cos x — sin” x

sin’(x) - x2sin® x

1 cos(x) x?

f(x) =-S5 7

X

Cette dérivée est évidemment continue sur ]O, z [ par opérations usuelles.
Enfin, pour x > 0,

2
C(1-F o) - (x-F+0)) 2o _2idiew)

x* +o(x*) x>0 x* +o(x?)

fx) =
x=0 Nous avons ici dii calculer 3
1 limites. Nous verrons bien-
= ~ —— > —— = £(0). tot un théoréme (dit de la
=0 x*+o(x?) x>0 6x-0 6 limite de la dérivée) qui nous
, . . permettra de n’en calculer
Et donc f7 est continue en 0, et donc est continue sur R,. que 2 pour prouver le méme

Donc f se prolonge bien une fonction de classe 6. résultat.

~Z +o(x*) 1
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Alternative :ona

3
sinx — x —%+o(x3) —%+o(x) x
= ——+o(x).

" xsin(x) x50 x2+0(x%) x50 1+o(x) xs0 6

Ainsi, nous avons 13 le développement limité en 0 4 'ordre 1 de f.
Si on prolonge f en posant f(0) = 0 (ce qui est légitime puisque le terme constant du DL

ci-dessus est nul), alors f posséde un développement limité d’ordre 1 en 0, donc est non

. . L. 1
seulement continue, mais elle est en plus dérivable, avec f7(0) = ——.

Et alors pour prouver la continuité de f” en 0, il faut, comme ci-dessus, calculer lin% 1 (x).
X—

SOLUTI?N DE L’EXZERCICE 21.16

t t
Ona = t— —+o(?).
et —1 t—0 2 ( )
2

En particulier, — —0,et donc @ est continue en 0 et donc sur R, et donc posséde
et — t—0

bien au moins une primitive sur R.. Ce qui justifie la définition de F.
Et alors, par intégration de développements limités® :

2 3
F(x) = ——-~=— %).
(X) x—0 2 6 +O(X )
SOLUTION DE L’EXERCICE 21.17
Notons que
1 —x +5x 1 3 x? 5 5 8x° 3
f(x)—g—1 ;%2 x:05(5x—x)(1—?+o(x) x;O?—T+o(x).

Donc en particulier, le développement limité d’ordre 1 en 0 de f(x) est f(x) = 2 +o(x),
X—

5
si bien que I’équation de la tangente en O est y = ?x

. 5x 8x>
Par ailleurs, f(x) — 30T o
Et deux fonctions équivalentes en 0 sont de méme signe sur un voisinage de 0.
Donc si V est un tel voisinage de 0, ‘65 est située au dessus de A sur VN R_ et en dessous
sur VN R,.

Autrement dit, € traverse A en 0.

— 6
A

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.18
Souvenons nous que (ex)* = eXe¥ (),
Mais lorsque x — 0, xIn(x) — 0.

21n2
Et donc e¥In) =, 1+xIn(x) + %(x) +o0 (x2 lnz(x)).

B
Puisque d’autre part, e* =, 1+x+ % +0(x?), il vient, par produit
x—
x° 2 x2 In’ (x) 21,.2

(ex)* =, 1+x+ 5 +o(x )) 1 +xIn(x) + ———= + o(x*In"(x))

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

6 La constante d’intégration
est ici nulle puisque nous
cherchons la primitive qui
s’annule en 0.

En revanche, sans davantage
de calculs, il n’est pas possible
de déterminer V, l'informa-
tion que nous avons est juste
locale.

Pour en savoir plus, il fau-
drait étudier le signe de

x f(x) - %x (ce qui se fait
ici trés bien).

M. VIENNEY
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_ 152 2 1, 15 13,2 1 42 2
x:ol+xln(x)+x+2x In®(x) +x 1n(x)+2x 3 ln(x)+2x In (x)+4x In®(x) + o(x?)

=o0(x21n*(x))

_ L 52 21..2
x50 Tt xln(x) + Ex In (x) +o(x In (x))- Une bonne habitude dans

les développements asymp-

Remarque : une des grosses difficultés de cet exercice est de bien réussir 2 ordonner les totiques est, comme dans les
NP 1 ! 4ol 1 I . . développements limités, d’or-
termes et 4 décider lequel est négligeable devant 'autre. Au moindre doute, revenir au
. donner les termes de sorte
quotient. que chacun soit négligeable
2 In(x) 1 5 212 devant le précédent.
Par exemple, > —> 0, si bien que x ln(x) x*In"(x)).
x21n”(x) ln(x) x=0
x

Et de méme, — 0, et donc x o o(xIn(x)). Ce qui explique 'ordre

xIn(x) ln(x) 0

dans lequel se trouvent les deux premiers termes.

Rappelons tout de méme que pour des fonctions qui tendent vers 0, c’est celle qui tend le
ppe _ quep q ~estcelle q

plus vite vers 0 qui est négligeable devant l'autre. Or x In(x) tend moins vite vers 0 que x,

puisqu’égale 4 x fois une fonction qui tend vers I'infini.

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.19

y e
+x) 2(1 +x)°
Et alors les résultats généraux sur les équations différentielles linéaires d’ordre 1 nous ga-

rantissent Pexistence et I'unicité d’une solution satisfaisant la condition initiale y(0) = 0

Sur ]1, +oo[, ’équation différentielle s’écrit sous forme normalisée y’ — o

Nous avons déja justifié en cours qu’une telle solution y est de classe €.
e y(x)
2(1+x) 2(1+x)’
fonctions dérivables, donc est dérivable sur] — 1, +oo[. Et par conséquent y est deux fois

Mais alors y/(x) = si bien que y’ est une somme et un produit de

dérivable.
Puis sur le méme principe, par somme/produit de fonctions deux fois dérivables, y est Ce résultat est plutdt intuitif,
deux fois dérivable, si bien que y est trois fois dérivable. il sera prouvé en détails dans
De proche en proche, on prouve que y est de classe 6*, et donc en particulier est au moins le chapitre consacré 2 la
de classe €* dérivation.
Ce qui suffit 2 appliquer la formule de Taylor-Young a I'ordre 5, et donc 4 garantir exis-
tence d’'un DL5(0) de y.
Notons alors y(x) = y(0) +a1x + axx? + a3x” + ayx* + asx® + 0(x°) ce DL5(0) de y.
x—0
=0
Comme expliqué a 'exercice 12, on a alors y’(x) =, @ +2arx+3a3x° +4asx> +5asx o (xh).
X
Il vient alors
2 3 4
x> x x
2(1+x) (a1 + 2a5x + 3a3x” + 4asx> + Sasx* + 0(x4))—(a1x +arx’ + a3 + agxt + 0(x4)) = l+x+— > +— +ﬂ+0(x4)
x—)

On identifie alors les coefhicients du DL, de sorte que

2(,1121 a1=%
ar+4a,=1 a2:%
66!3+3(12=% =4 032%
_1 =L
8ay + 5asz = 5 a4 = 133
_ 1 _ 1
10as + 7a4 = 33 as = —7g3

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.20
Il s’agit de remarquer que % —> 0, et d'utiliser alors le développement limité de la
X—+00
tangente en 0 (voir 'exercice 8) :
N 11 N 21 N 17 1 . 1
-+t ——+———+0|—=].
3x3 15x> 315x7 x7

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Il s’agit ensuite de multiplier par x puis de composer avec le développement limité 4 'ordre
6 de In(1 + x).

1 1 7 62 1
In|xtan—|] = —+—+——+0[—].
( x) x—+o0 3x2  90x* = 2835x6 (xﬁ)

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.21
Cherchons un développement limité de f au voisinage de 1.
Pour cela, procédons au changement de variable habituel x = 1 + h, avec h — 0. Alors

_ (1+nIn(1+h)  (A+h)In(1+h)

1 (1+h)2-1 2h + h2

h—%2+%3+o(h3)
2h + h?

B (1+h)1—%+%2+o(h2)
h—1 2+h

f(1+h)

hot (1+h)

h  h? 11
1 1-= A =———
(+h)( 2+3+ (h))21+%
2 2
= 1+ﬁ—h—+o(h2) 1 1—ﬁ+h—+o(h2)
h—1 2 6 2 2 4
_ 1 2 2
ot 2 12h+ o(w).

1%—i(x—])2+o(( 1)2).

En particulier, f(x) —
X—

Autrement dit, f (x)

o=

1
> donc f se prolonge par continuité en 1 en posant f(1) =

Par ailleurs f posséde un développement limité d’ordre 1 en 1, qui est
f(x) —+O><(x—1)+o(x—1)

Donc f (prolongée par continuité) est dérivable en 1, et /(1) =
Voici donc qui prouve I'existence du point critique.

Enfin, f(x) - f(1) = —i(x—1)2+o((x—1)2) ~1—i(x—1)2.

Donc au voisinage de 1, f(x) — 1 est du signe de — 5 (x — 1)2, c’est-a-dire négatif.
Autrement dit, il existe un V0151nage VdeltelqueVx € V, f(x)-f(1) <0 f(x) < f(1).
Donc f posséde un maximum local en 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.22

|

1 1
Donc f(x) - (x + E) —> 0, et donc la droite d’équation y = x + 5 estasymptote oblique
X—3+00

a Iy au voisinage de +co.

Pour déterminer la position de la courbe par rapport a I'asymptote, il nous faut pous-
ser le développement limité un ordre plus loin : pour simplifier les notations, posons
X=- — 0.0na

X—+00

/ ,/ s \/1+X+X2+0(X2) 13 (x+x2)——x2+o(x2)

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

— Méthode ———

On a repéré que le déno-
minateur commence par h,
donc qu'’il faudra diviser par
h, et donc on cherche direc-
tement un développement
limité A 'ordre 3 du numéra-
teur.

Sl
1

1

Ficure 21.1- La fonction f.

M. VIENNEY
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. 1 3 1 1 3 1
Soit encore f(x) xj_oo X (1 + ﬂ + @ +0 (P)) x—i—oo X+ E + a +o0 (;)
1 3
D ticulier, - - ~ —.
onc en particulier, f(x) (x + 2) +Shoo B
Puisque cet équivalent est positif, au voisinage de +o0, f(x) — (x + %) est aussi positif, et

donc I est située au dessus de son asymptote oblique.
2

1
FiGURE 21.2-T§ et son
asymptote

Ona

X ..
=——,et donc au voisinage de +oo,
x+1 1+

x

x2 1 1 1 1 1
= x(1l-=+=+0|=]||=x-1-+0]|—-].

x4+ 1 x>+c0 x  x2 x2 x x

. T 1 .
Par ailleurs, on a Arctan x = 5~ Arctan —, de sorte qu’au voisinage de +co,
X

1 1
Arctan(x) = T —+o(—).
x x

—+00 2 x2

Et par produit, il vient donc
< Arctan(x) = Zx-2 1+(ﬂ+1)1+ !
ol YL R0 T D xO\x)

2

En particulier, on en déduit que x}:- 0 Arctan(x) — (gx - g - 1) Bl 0.

S R - - ) .
Donc la droite d’équation y = 5X=5- 1 est asymptote oblique 4 la courbe représentative

de f en +oo.
T

Et d’aut t sztn() (” 1) (7T+1)1 t du signe d
autre part, ——— Arcta —_—l=X- = - ~ - — €S u S1 € ae au
Pt T ST T NIV ghedex

voisinage de +co, et donc I’y est située au dessus de son asymptote.

SOLUTION DE L’EXERCICE 21.23

Puisque f est continue, f(0) = litr(l)f(x) =0.

Par ailleurs, f(x) — x ~ —ax®, qui est négatif au voisinage de 0.
x—

Donc il existe € R} tel que Vx € [0,5], f(x) — x < 0 et donc f(x) < x.

Et donc pour uy € [0,7], (uy) est décroissante et a valeurs positives donc elle converge

vers un point fixe de f, qui est encore” dans [0, 7]. Mais par définition de 7, 0 est le seul tel 7 Cest Ia limite d'une suite 2
point fixe. valeurs dans [0, n].

- uf converge vers un

Nous allons essayer de trouver une valeur de f pour laquelle uf .
réel non nul ¢.

L’idée étant que si c’est le cas, nous pourrons appliquer le théoréme de Cesaro qui nous

1

dira que
ISSIV I, s
- u.  —u)) — ¢desorte que v, ~ nt.
n ;)( s k) n—+eo d " Il s’agit d’'une somme télesco-
pique.
On a donc

f(x)ﬁ —xP =, (x - axa+o(x“))ﬁ —xP

(- -

= xf (—aﬂx"“1 + o(x"‘*]) ~ —afx®P1,
X—

x—0

Choisissons donc f = 1 — a, de sorte que f(x)? — f(x)? — a(a—1).

Et donc puisque u, —> 0, on a bien
n—+oo

uf ~ na(a-1)etdoncu, ~ (a(a- 1)n)ﬁ .
n—+oo n—+oo

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Dans le cas d’une suite qui vérifie u,.1 = sin(up), on a

1
sin(x) o X7 8x3 +o(x)

doncicia = % eta =3.
1
. n\-z 3
On obtient donc u,, ~ (—)
n—+co \3

n

MP2I
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