TD 20 : ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

» Sous-espaces vectoriels

Exercice 20.1 Le corps K, muni de son addition et sa multiplication, peut étre vu comme un K-espace vectoriel.
Déterminer tous ses sous-espaces vectoriels.

ExercICE 20.2 Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels (munis de leurs opérations usuelles) ?

1. 'ensemble des fonctions définies sur R qui tendent 7. Pensemble des polynoémes a coefhicients réels possé-
vers 1 en +oo, dant 2 la fois 1 et 3 comme racines de multiplicité

2. l'ensemble des suites croissantes supérieure ou égale 3 2.

3. l'ensemble des matrices symétriques de /,(R) 8. I'ensemble des fonctions 2z-périodiques

4. Pensemble des matrices triangulaires a coefhicients

diagonaux égaux i 1. 9. Pensemble des fonctions f dérivables sur R telles que

FO)+2£(1) = 3f"(2)

6. l’ensemble des matrices inversibles de 4(,,(R) 10. Pensemble des polynomes de degré 2.

5. 'ensemble des matrices de J,,(R) de trace nulle.

ExEercice 20.3 Parmi les parties suivantes de E = RN, lesquelles sont des sous-espaces vectoriels ?

L. Fi ={(un) €E| nlirfooun =0} 3. F5 = {(un) €E|uy T o (%)}
2. FZ:{(un)eE|un ~ %} 4. F4={(un)eE|ElkeR,un ~ g}
n—+oo n—+oo

Exercice 20.4 Une union de sous-espaces peut étre un sous-espace
Soit E un espace vectoriel et soit (F;);e une famille de sous-espaces vectoriels de E tels que V(i, j) € I?, 3k € I, F;UF; C Fy.

Montrer que U F; est un sous-espace vectoriel de E.
icl

» Familles de vecteurs

ExerciCE 20.5 Dans chacun des cas suivants, préciser si on est en présence ou non d’une famille libre de E, et donner
une base de I'espace vectoriel engendré par cette famille.

. E=R? (0,-2,1),(2,-1,-3),(1,1,-2) 6. E = 6(RR), fo : x = 2,fi : x — cos(x),
E=C2 (1,i), (2i,i),(1,1) f x> cos?(x), f5 : x > cos(2x).

_ _ Nk _ 1\n—k N
CE=R3, (1,2,-3), (3.2,-2), (=1, 2,—4), (=6, ~8,11) 7. E=Ch[X], X —a)*(X-b)"*,0<k<n,oua#b

sont deux complexes.
. E:R3’ (1>0’_1)’ (O’ 1,0), (3s3a _3)»(_1,3’1) 1 O 1 i 1+21 _1
CE=R,[X], (X+K)F, 0 <k <n. 8.5:%((3),(1 1)’(0 —1)’(1+i 1)

Exercice 20.6 Déterminer pour quelles valeurs de « € R la famille (1,1, @), (1,a, 1), (@, 1, 1) est liée dans R°.

S L O N

Exercice 20.7 Donner une base de chacun des espaces vectoriels suivants :

L {(x,y,zt) eR¥x+y+2z—t=0etx+z+t =0} 5. {Memz(C)‘(l Q)M:M(l O)}
2. {P e Ry[X] | P(0) = P(4) = 0} 0 0 i

6. {(up) € CN|Vn e N, upyo = 6tpet — uy )
3. Vect((1,2,-1,0), (1,6,-5,-6),(1,0,1, 3)) 1
4. {ye (62(R’ R) |y’ -2y +2y =0} 7. {P € R, [X] ‘/0 P(t)dt = 0}

Exercice 20.8 Pour k € N, on pose fi : x > e¥*. Montrer que la famille (fi)ren est une famille libre de 6 (R, R).

1 sin=k

Exercice 20.9 Soit E = RN Pensemble des suites réelles. Pour k € N, on note 0¥ 1a suite définie par v,(lk) = {0 ]
sinon

Montrer que (0%));cn est une famille libre de E. Est-ce une base de E ? Déterminer Vect(v®), k € N).

Exercice 20.10 Soit A € M, (K).

1. Montrer que A est inversible si et seulement si la famille de ses colonnes est une famille libre de ., (K).
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2. Montrer que si une des lignes de A est combinaison linéaire des autres, alors A n’est pas inversible. La réciproque
est-elle vraie ?

Exercice 20.11 Soit (ey, ..., e,) une famille libre d’'un espace vectoriel E. On considére ay, ..., a, des scalaires, et on
n

pose y = Z aje;, et pour tout k € [1,n], xx = ex +y. Déterminer a quelle condition la famille (x;,...,x,) est libre.
i1

Exercice 20.12 Soit E un espace vectoriel et X une partie de E.

On dit que X est génératrice minimale de E si elle est génératrice, et que pour tout Y € % (E), si Y est génératrice de E et
que Y c X, alors Y = X. On dit que X est libre maximale si elle est libre et que pour toute partie Y de E, si X C Y et que Y
est libre, alors X = Y.

Montrer que X est génératrice minimale si et seulement si elle est libre maximale, si et seulement si c’est une base de E.
Un cas un peu plus facile a écrire que le cas général est celui ot X = {e, ..., en} est fini.

» Sommes de sous-espaces vectoriels

Exercice 20.13 DansR*soit F = {(x,y,z,t) € R* | x+y+z =0 et y—z+t = 0} et soit G = Vect((1,0,0,1), (0, 1,1,0)).
Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R*.
Exercice 20.14 Soit F = {f € ‘€(R,R) telles que f(0) = f(1)}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de 6 (R, R).
2. Soit g : x > x. Montrer que F et Vect(g) sont supplémentaires dans 6 (R, R).
Exercice 20.15 Soient F, G, H des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
Montrer que F + (G N H) C (F+G) N (F+H), et que si F C G, alors l'inclusion précédente est une égalité.
Exercice 20.16 Soitn > 1 fixé. Pour tout i € [0,n], on pose F; = {P € R,[X] | Vj € [0,n] \ {i}, P(j) = 0}.
1. Montrer que les F; sont des sous-espaces vectoriels de R, [X]. En donner une base.
2. Montrer que la somme Fy + F; + F> + - - - + F,, est directe.
3. En déduire que R,[X] =F)®F @ F,®--- @ F,.
Exercice 20.17 Soit E un espace vectoriel, et Fi, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E.
k=1
1. Montrer que Fi,..., F, sont en somme directe si et seulement si Vk € 2 n], (Z Fl-) N Fr = {0g}.
i=1
2. Donner un exemple de trois sous-espaces vectoriels Fy, F», Fs tels que ¥(i, j) € [1,3]%,i # j = F; N F; = {Og} mais
ol Fy, F», F5 ne sont pas en somme directe. Est-ce que si F; N F> N F3 = {0g}, alors la somme Fy + F, + F3 est directe ?

» Applications linéaires

Exercice 20.18  Soit p lapplication C> — C? définie par p(x,y) = %(x + 2y, 2x + 4y).

1. Montrer que p est un endomorphisme.

2. Déterminer une base de Kerp. L’application p est-elle injective ?

3. Déterminer une base de Imp.

4. Montrer que p o p = p. Les sous-espaces Kerp et Imp sont-ils supplémentaires dans C? ?

Exercice 20.19 Pour chacune des applications suivantes, déterminer si elle est linéaire de E dans F ou non, et le cas
échéant, déterminer une base de son noyau. En cas de présence du symbole &, déterminer aussi une base de son image.

1.LE=R>F=R% f:(x,y,2) — 2x+y,x+y—3z) (&) 5. E=F=Rs[X], f: P+ P(-1) +2XP" (&)

2.E=F=R> f:(x,y,2) = (2x,0,y+2) (&) 6. E=F=JM>R), f: M tr(M), (&)
3. E=F=R> f:(x,y,2) = (x+1,2x—y,z+3y) (&) 7. E=F=MR), f: M+ M?>+2M"
4. E=F=R[X], f:P—P(1)+P +X 8. E=F=R[X],f: P+ P”

Exercice 20.20 Soit « € R, et soit f, € £ (R*,R?) définie par (x,y,z,t) = (x +y+az+Lx+z+1Ly+2).
Déterminer des bases de Ker(f) et Im(f;).

K[X] — KxK[X]

Exercice 20.21 Montrer que Papplication ¢ : P +— (P(0),P)

est un isomorphisme.
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Exercice 20.22 Soient E, F, G trois espaces vectoriels, et soit f : E — F et g : F — G deux applications linéaires.
1. Montrer que g o f = 0 si et seulement si Im f c Kerg.
2. Soit p € £(E). Montrer que p est un projecteur de E si et seulement si Im p = Ker(p — idg).

Exercice 20.23 Soient f,g € £(E) tels que f o g = go f. Montrer que Im f et Ker f sont stables par g.

Exercice 20.24  Soient f, p deux endomorphismes d’un espace vectoriel E, avec p projecteur. Montrer que f et p
commutent si et seulement si Im p et Ker p sont stables par f.

Exercice 20.25 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E et soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que f(F) C f(G) & F+Ker f c G+Ker f.

Exercice 20.26  Soit E un espace vectoriel, et soit f € L(E). Prouver que Ker(f?) = Ker(f) & Im f nKer f = {0}

Exercice 20.27 Soit E un K-espace vectoriel, soit ¢ € £ (E, K) non nulle, et soit u ¢ Ker(¢).
Prouver alors que E = Ker(¢) ® Vect(u).

Exercice 20.28 Soient Ay, . .., A, des réels deux a deux distincts, et soient Ly, Ly, ..., L, les polyndmes de Lagrange

associés.
R[X] — R[X]

n
On note 7 : P ZP(M)Li
i=0
1. Montrer que 7 est un projecteur de R[X], dont on déterminera le noyau et I'image.

2. Montrer que F = {Q H(X -M), Q€ R[X]} est un supplémentaire de R, [X] dans R[X].
k=0

Exercice 20.29 (Oral X)
Soient p et q deux projecteurs d’'un espace vectoriel E tels que Imp c Ker g et soit r = p + g — p o . Montrer que r est un
projecteur et trouver son image et son noyau.
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10.

L ® 3

CORRECTION

CORRECTION DES EXERCICES DU TD 20

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.1

Nous savons déja que {0} et K tout entier sont deux sous-espaces vectoriels de K. Nous
allons en fait prouver qu’il s’agit des seuls.

Soit F un sous-espace vectoriel de K, non réduit a {0}.

Alors il existe x # 0 dans F. Et par stabilité de F par multiplication par un scalaire,

1
1= - - x €F.
X S~——
Y €F
eK

Et, toujours pas stabilité par la multiplication par un scalaire, pour tout x € K, x =x-1 € F.
Donc K C F et puisque par définition, F K, il vient donc F = K.
Ainsi, si F est un sous-espace vectoriel de K, on a soit F = {0} soit F = K.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.2

Non : la fonction nulle n’en fait pas partie.

Non : si une suite (u,) est croissante strictement, (—up) = (=1) - (u,) n’est plus croissante.

Oui : la matrice nulle est symétrique. Et si A, B sont symétriques, que A € R, alors par
linéarité de la transposition :

(AA+B)" =)AT +B" =1A+B

donc AA + B est encore symétrique.
Non : la matrice nulle n’en fait pas partie.
Oui : la matrice nulle est de trace nulle. Si tr(A) = tr(B) = 0 et si A € R, alors par linéarité
de la trace,

tr(AA+ B) = Atr(A) + tr(B) = 0.
Non : la matrice nulle n’est pas inversible.
Oui. Le plus facile est de voir qu'il s’agit des polynomes divisibles par (X — 1)2(X - 3)2.
Oui.
Oui : la fonction nulle satisfait évidemment cette relation. Et si f, g sont deux telles
fonctions, que A € R, alors Af + g est encore dérivable et

(Af+9)(0)+2(Af+9)(1) = A(f(0)+2f(1))+9(0)+29(1) = 3Af"(2)+34'(2) = 3(Af+9)"(2).
Non : le polynéme nul n’est pas de degré 2.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.3

Fj est un sous-espace vectoriel de RN puisque la suite nulle tend vers 0 et que siu, — 0

n—+oo
eto, — 0, alors pour tout A € R, Au, +v, — 0.
n—+o0o n—+o0o

La suite nulle n’est pas dans F», qui n’est donc pas un sous-espace vectoriel de RN.

La suite nulle est dominée par 1, etsiu, = O(1)etov, =
n n
n—+co

n—+oo

o) (%), alors pour tout

AeR du+o, = 04},
n—+oo
Donc F; est un sous-espace vectoriel de RN.

Prenonsu, = + eto, = -1 + iz, qui sont toutes deux dans Fy carv,, ~ =1
n non n—+oo M

k

.

Alors uy, + v, = # qui n’est équivalente 4 aucun
n

. Up +0
En effet, si k # 0, nk ":F — 0.

n
Et pour k = 0, # + 0 car (u, +vy,) n’est jamais nul.
Donc Fy n’est pas un sous-espace vectoriel de RN,
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Notons que cette fois, il y
avait stabilité par somme

(la somme de deux suites
croissantes est croissante),
mais que c’est la stabilité par
la multiplication externe qui
n’est pas vérifiée.

De maniére générale, les po-
lynémes de degré égal a n ne
forment pas un sev de K[X],
au contraire de 'ensemble
K, [X] des polyndmes de
degré inférieur ou égal i n.

Seules les suites égales 2 0 2
partir d’un certain rang sont
équivalentes a0, ce qui n’est

pas le cas de la suite (%)

M. VIENNEY
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SOLUTION DE L’EXERCICE 20.4

Souvenons nous que nous avons prouvé que I'union de deux sous-groupes F,G de (E, +)
est un sous-groupe de E si et seulement si F ¢ G ou G C H.

On en déduit immédiatement que 'union de deux sous-espaces vectoriels F et G de E est
un sous-espace vectoriel de E si et seulementsi F ¢ Gou G C F.

En effet, si FU G est un sous-espace vectoriel de E, alors c’est notamment un sous-groupe
de (E,+),etdonc Fc Gou G C F.

Et la réciproque est évidente.

Le but de P'exercice est de prouver que pour davantage que deux sous-espaces vectoriels,
une union de sous-espaces vectoriels peut tout de méme étre un sous-espace vectoriel sous
certaines conditions.

Notons H = U E;.
iel
Le vecteur nul de E étant dans chacun des F;, il est dans leur union H.
Soient (x,y) € H?, et soit A € K. Alors il existe (i, j) € I tels que x € F; et y € F;.
Par hypothese, il existe k € I tel que F; UF; C Fi. Considérons un tel k, de sorte que x € Fy
ety € Fg.
Puisque Fy est un sous-espace vectoriel de E, on a donc Ax +y € Fy C H.
Et donc H est un sous-espace vectoriel de E.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.5

Soient Ay, A2, A3 trois réels tels que

A1 : (0’ _2’ 1) +A2 : (25 _1’ _3) +A3 : (1’ 15 _2) = (09 O’ O)'

—_—— NE— NE—
=eq =e2 =e3
Alors, il vient
2, +A3=0 A =0
—2/11—/12+/13:0 =4 /1220
M—=31—-243=0 A3=0

Donc la famille (0, -2, 1), (2,-1,-3), (1, 1, =2) est libre.

Etant par définition une famille génératrice de I'espace qu’elle engendre!, c’en est une base.
Pour aller plus loin : une question légitime est la suivante «quel est I'espace engendré par
ses trois vecteurs ?».

Avec un peu d’intuition géométrique, on se dit assez vite qu’une famille de trois vecteurs
de Pespace, non coplanaires (puisque c’est ¢a que signifie la liberté) doit former une base
de R?, et donc engendrer R? tout entier. Nous aurons bientdt des résultats concernant
la dimension permettant de affirmer, mais nous sommes en fait déja en mesure de le
prouver.

En effet, il sagit donc de prouver que pour tout (x,y,z) € R3, il existe A1, Ao, A5 tels que

A(0,=2,1) + 22(2,-1,-3) + 13(1, 1, -2) = (x, y, 2).
20, + /13 =X

Autrement dit de prouver que le systéme { 24 - + A3 =y
/11 —3/12—2/13 =z

posséde au moins une

solution.
Mais ce systeme ressemble furieusement 4 celui que nous venons de résoudre, seul le second
membre a changé.

/11 X
Ecrivons ce systéme sous forme matricielle A[ > | =y |
).3 z
A 0
Nous venons de prouver que A|A2| = [0 a pour unique solution 031. C’est [a une

5l o
caractérisation du fait que A est inversible !

Et puisque A est inversible, pour tout Y € 31 (R), AX =Y posséde une unique solution. Si
bien que (x,y, z) est combinaison linéaire de nos trois vecteurs. Et donc I'espace engendré
par ces trois vecteurs est bien R? tout entier.
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— Méthode ———

Pour prouver qu'une famille
est libre, on revient toujours
3 la définition. C’est-a-dire
qu’on considére une famille
de scalaires telle que la com-
binaison linéaire soit nulle, et
on prouve que ces scalaires
sont tous nuls.

Notons au passage que si lors
des calculs on trouve une
solution avec des scalaires
non tous nuls, alors la famille
est lide.

1 Cest-a-dire
Vect(ey, ez, €3).

M. VIENNEY



CORRECTION

Soit on remarque directement qu’une combinaison linéaire des trois vecteurs, a coeflicients
non nuls, est nulle, comme par exemple

(1,1) +(1+1) - (20, i) +(1 = 2i) - (1,1) = Oz = (0,0).
—— —— ——

Et alors la famille est liée.

Mais si on ne voit pas® une telle combinaison linéaire, alors il suffit de faire un calcul : soit
(/11, /12, 13) S C3. Alors

M- (Li)+ 2 (L) + 13- (1,1) = (0,0) & {Al ¥2idz 445 =0
iM+ila+A3=0

Apres calculs®, on trouve que les solutions du systéme sont les 41 (1,1 +i,1—2i), 4 € C.

Notons que ceci peut encore s’écrire Vect((1,1+i,1 - 2i)).

Bref, il existe des solutions non nulles, donc la famille n’est pas libre.

Et en prenant Ay = 1, on retrouve la combinaison linéaire donnée plus haut.

La relation donnée ci-dessus nous permet par exemple d’exprimer e; comme une combi-
naison linéaire de e; et es.

Ainsi, e; € Vect(es, e3), de sorte que Vect(eq, ez, e3) = Vect(eo, e3).

Puisque la famille (e, e3) est libre, car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, c’est une
base de Vect(ey, e, e3).

Puisque (-1,3,1) = —(1,0,-1) + 3(0, 1,0), la famille n’est pas libre.

Puisque de plus (3,3, -3) = 3(1,0,-1) + 3(0, 1,0), les deux derniers vecteurs peuvent étre
supprimés de la famille sans changer 'espace engendré. Et la famille de deux vecteurs qui
reste est alors libre puisque formée de deux vecteurs non colinéaires.

Notons e, e, e3, e4 nos vecteurs. Pour la liberté, soient Ay, A, A3, A4 des réels. Alors

M(L,2,-3) + 15(3,2,-2) + 43(3, -1, 2, —4) + A4(—6,-8, 11) = (0,0, 0)

M +3A3—A3—6A4=0
54 2).1+212+2/13—8/14=O
—3/11 —2/12 —4/13+11/14 =0

Apres résolution?, on trouve que 'ensemble des solutions de ce systéme est
{(=225 + 344, A3 + A4, A3, Aa), (A3, A4) € R}

Donc déja le fait qu’il existe des solutions non triviales® nous apprend que la famille n’est
pas libre.

Par ailleurs, nous connaissons de telles solutions : (=2,1,1,0) et (3,1,0, 1) sont solutions.
La premiére signifie qu’on a la relation de dépendance linéaire 2e; + e> + e3 = Ogs, la
seconde que 3e3 + e + e4 = Ops.

Donc e3 = —2e; + 5 € Vect(ey, ez, e4), si bien que Vect(ey, ez, €3, e4) = Vect(ey, €2, e4).

De méme, e, = —3e3 — e» € Vect(ey, e2). Bt donc Vect(ey, 5, e4) = Vect(ey, e2).

Enfin, (eq, e2) est libre, car formée de deux vecteurs non colinéaires. C’est donc une base
de Vect(e1, e, es, 64).

Il s’agit d’une famille de polynomes de degrés deux a eux distincts, elle est donc libre.

Et donc forme une base de I'espace qu’elle engendre.

Ona f; =2f, — 1 i, donc la famille n’est pas libre.

En revanche, on a donc Vect(fy, fi, /. f5) = Vect(fi, fi, f2).

Prouvons que (o, fi, f) est libre.

Soient donc Ao, A1, A2 des réels tels que Ao fy + A1 fi + A2f> = Of.

Alors pour tout x € R, 24y + A cos(x) + A2 cos?(x) = 0.

La fonction cos réalisant une surjection de R sur [—1, 1], on a donc, pour tout t € [-1,1],
200 + Mt + Aztz =0.

Donc le polynéme 24y + 41X + 12 X? posséde une infinité de racines, et donc est nul.
Ainsi Ao = A1 = Ay, si bien que ({5, fi, f2) est libre, et donc est une base de Vect(f, fi, o) =

Vect(fo. fi. f2. f3)-
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2 Soit qu’il n’en existe pas,
soit qu’elle ne «saute pas aux
yeuxo.

3 Appliquer la méthode du
pivot, on peut par exemple
commencer par Ly — L3.

Il s’agit 1a d’une propriété
du cours : un vecteur qui
est combinaison linéaire des
autres ne sert 3 rien dans un
Vect.

— & Danger !

4 Prouver la liberté 3 l'aide

d’un argument de non coli-
néarité (ou ce qui revient au
méme, de non proportion-
nalité) n’est valable que pour
une famille de deux vecteurs.
Il n’y a pas d’analogue pour
les familles plus grandes.

4 Via la méthode du pivot.
Notons tout de suite que 4
inconnues pour 3 équations,
il va nous falloir passer par
des inconnues secondaires.

3 Différentes de 0,0,...,0).
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Cette fois il s’agit d’une famille de polynémes qui sont tous de méme degré®, donc on ne
peut s’en tirer aussi facilement qu’a la question 5.
Soient donc Ag, A1, ..., A, € C tels que

Z (X — o) (X = b)"F =0.
k=0

En évaluant cette relation en g, il vient Ag(a — b)" = 0, et puisque a # b, Ay = 0.

Il ne reste donc que Z (X = @)% (X = b)"* = 0, ce qui aprés simplification” par X — a, il

k=1
reste

MX ="+ h(X—a)(X=b)" 2+ + 1, (X —a)" ! = Oc[x]-

De nouveau en évaluant en q, il vient A; = 0. De proche en proche, on prouve alors que
A=--=1,=0.
Et donc il sagit d’'une famille libre.

En nommant Ey, E,, E3 nos trois matrices, elles sont liées par la relation® E3 = (1+i)E; +iEs.

Et donc Vect(Ey, Es, E3) = Vect(Ey, E), de sorte que (Ey, E>) est une base de Vect(Ey, Ea, E3).

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.6
).1 + ).2 + 0().3 =0
On cherche donc pour quelles valeurs de « le systtme ¥, : M+ab+A3=0 |,
0(/1] + /12 + /13 =0
d’inconnue (1, A2, A3) € R® posséde une solution différente de (0,0, 0).
Commengons alors la résolution avec o € R quelconque :

/11 + /12 + 0{/13 =0
(Fa) = J(@-Dh+(1-a)l3=0
LyeLy-Ly

tyeiz=aly | (1 —a@)dp+ (1 —a®)A3=0

» Si = 1, alors les deux derniéres équations deviennent 0 = 0 et donc le systéme posséde
une infinité de solutions.

» Supposons donc a # 1. Alors Ly est équivalente a A, = 13, et L3 devient, aprés division
par 1 —a : A2+ (1 +a)A; = 0. En substituant A3 par A, on a donc (2+ a)A> = 0.

Sia # —2, alors cette équation n’a que A> = 0 comme solution. Et donc A3 = 0, puis 4; = 0.
En revanche, pour a = =2, alors (1, 1, 1) est solution du systeme, donc la famille n’est pas

libre.

Au final, la famille (1,1, @), (1,a, 1), (o, 1, 1) est liée si et seulement si @ = 1 ou o = —2.
Il n’est d’ailleurs pas difficile de vérifier que dans ces deux cas, la famille est liée :

(L1, 1) +(=1) - (1,1, 1) +0- (1,1,1) = Ogs et (1,1,-2) + (1, -2, 1) + (=2, 1, 1) = Og.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.7
Notons a chaque fois F I'espace en question.

Soit (x,y,zt) € R*. Alors

2z—t=0 =2t-
(x,y,z,t)EF(:){x+y+ z @{y z

x+z+t=0 xX=-z—t
S (Y, z,t)=(—z—-t,2t —z,2z,t) =z(-1,-1,1,0) + t(-1,2,0, 1)

S (x,y,2,2) € Vect((-1,-1,1,0), (-1,2,0, 1)).

Donc (-1,-1,1,0),(-1,2,0,1) est une famille génératrice de F.
Elle est libre car formée de deux vecteurs non colinéaires . C’est donc une base de F.

Soit P € R4[X]. Alors P € F si et seulement si il est divisible par X (X — 4), soit encore si et
seulement si il existe a, b, ¢ € R tels que P = X(X — 4)(aX? + bX +c).
Autrement dit,

F={X(X -4)(aX*+bX +¢), (a,b,c) e R’}
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V'S

0 Rappelons que ¢a n’em-
péche pas la famille d’étre

libre.

7 C[X] est un anneau in-
tegre, donc tout élément est
régulier (pour le produit).

8 Résoudre un systeme pour
la trouver.

— A\ Attention !

Ce critére de liberté est trés
pratique, mais il ne vaut
que pour les familles de
deux vecteurs, il n’y a pas
d’analogue facile pour les
familles de trois vecteurs ou

plus.
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CORRECTION

= {aX>(X —4) +bX*(X —4) +cX(X - 4), (a,b,¢) € R}}
= Vect (X(X ~4),X2(X - 4), X3 (X - 4)) .

Donc (X(X —4),X*(X — 4),X>(X — 4)) est une famille génératrice de F. Elle est libre car
formée de polynémes de degrés deux a deux distincts, donc c’est une base de F.

Nous avons directement une famille génératrice de F.

Elle n’est pas libre car le second vecteur est combinaison linéaire des deux autres :

(1,6,-5,-6) = 3(1,2,~1,0) - 2(1,0,1,3).

Donc Vect (1,2, -1,0), (1,6,-5,—6), (1,0,1,3)) = Vect (1,2, -1,0), (1,0, 1,3)).

Cette famille de deux vecteurs est libre, car ils sont non colinéaires, et donc c’est une base
de F.

Nous savons résoudre cette équation différentielle, et f € F si et seulement si il existe
A p € Retels que
f x> Ae¥ cosx + pe* sinx.

Donc en notant f; : x — e* cosx et f> : x > e*sinx, on a F = Vect(fi, f>).
Il reste a vérifier que (fi, f2) est libre : soient Ay, A, tels que A1 fi + A2f5 = 0.
Alors en évaluant en 0, on a 4y = 0 et donc A, f> = 0 si bien que A, = 0.
Donc (fi, f>) est libre : c’est une base de F.

b

. a
SonM_(c d

) € M>(C). Alors M (t ?) = ( (1) (z)) M si et seulement si

a ib a b
(c id)_(ic id)‘:’b‘c‘o'

Donc si et seulement si M = (((1) 2) =a (%) 8) +d ( 8 (1)) =aEy1 +dEs>.

Donc (Ey,1, Ez2) est une famille génératrice de F, elle est évidemment libre®, donc c’est
une base de F.

Nous savons que toute suite de F est de la forme u, = 3"(An + p) = A3"n + p3", avec
(A, 1) € C%. Donc F = Vect(v, w) ot v, = 3"n et w,, = 3".
Il est alors aisé de vérifie que (v, w) est une famille libre de F, et donc en est une base.

Soit P = Z a:X' e Ry[X].
i=0

a; . . . a;
AlorsPeF & —11 = (. Soit encore si et seulement si ag = — Z —.

+
i=0 ! i=1

+1 2 3

1 1 1

Donc F = Vect | X — =, X*>— =, ..., X" — .
one &= vee 2 3 ntl

Cette famille est libre car formée de polynémes de degrés deux a deux distincts, donc c’est

une base de F.

n
o 1 1 1
DoncPeF@P:Zai(Xl—,—)(:)PeVect(X——,X2——,...,X"— )
1
i=1

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.8

Puisqu’il s’agit d’une famille infinie, il faut prouver que toute sous-famille finie est libre.
Prouvons que pour tout n € N, (fo, fi, ..., f) est libre, ce qui suffira car toute sous-famille
finie de la famille de départ est incluse dans une telle famille.

Soient donc (Ao, A1, ..., A,) € R™! tels que Z Aifi = 0.
i=0

~", pour tout x € R,

Alors, par multiplication par e
Aoe ™ + de” DX L e+ A, = 0.

En faisant tendre x vers +oo, il ne reste que A, = 0.
n—-1

Donc Z Aifi = 0. Divisons alors de nouveau par f,_1, puis effectuons un passage  la limite.

i=0
On obtient alors A,,_1 = 0.
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o

— Méthode

Rappelons que lorsqu’une
famille est liée, enlever un
vecteur qui est combinaison
linéaire des autres ne change
pas I'espace engendré.

Et donc en particulier, en-
lever un tel vecteur a une
famille génératrice fournit
encore une famille généra-
trice.

L’ensemble cherché est 'en-
semble des matrices diago-
nales de 4> (C).

9 Car formée de deux ma-
trices non colinéaires, mais
aussi car il s’agit d’'une sous-
famille de la base canonique
de AM>(C), qui est libre

comme toute base.

Une sous-famille d'une fa-
mille libre est libre.
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De proche en proche!”

Donc Ag = A; =-++ = A, =0, de sorte que (fp, ..., fn) est libre, et donc (fi)ken est libre.

n

Alternative : avec les mémes notations que ci-dessus, notons P = Z Xk e RIX].

k=0
Alors pour tout x € R, P (¢*) = 0. Et puisque 'exponentielle réalise une surjection de R sur
R}, alors pour tout t € R%, P(t) = 0.
Donc le polynoéme P posséde une infinité de racines, si bien que c’est le polynéme nul, et
doncAg=A;=---=1,=0.
Alternative (bis) : supposons par 'absurde que les A; ne soient pas tous nuls, et soit
k =max{i € [0,n] | A; # 0}.

k-1
On a alors pour tout x € R, Apefx = — Z Aetx.
i=0

k-1

Mais Z e = o (ekx) = o (Akek"), ce qui est absurde.
i=

Et donc tous les A; sont nuls.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.9

Notons que nous sommes en présence d’une famille infinie de suites. Elle est donc libre si
et seulement si toute sous—famille finie est libre.

Or, une sous-famille finie de (0X)xen est une sous-famille de (0))o<r<,, pour un certain
n € N.

I sufhit donc de prouver que toutes ces familles sont libres.

n
Soit donc n € N, et soient (Ag,...,A,) € R™1 tels que Z/lkv(k) = Ogpn.
k=0
En particulier, pour i € [0,n], on a

k
0= Zakv“ﬂ =Zakv§ ) = A
k=0 k=0

Donc Ag = A1 =--- = A, =0, et donc la famille (09, ..., 0(™) est libre.

i

Les 0% sont toutes presque nulles!!. Donc toute combinaison linéaire des o), qui est
combinaison linéaire (d’un nombre fini) des (¥ est presque nulle.

En particulier, la suite constante égale a 1 n’est pas une combinaison linéaire des v*), qui
ne forment donc pas une base de RN.

Mieux : nous venons de prouver que Vect(v'¥)) ¢ RN, ensemble des suites presque
nulles.

Inversement, si (up) est une suite presque nulle, alors elle est nulle 4 partir d’un certain

rang. Notons par exemple N € N tel que pour n > N, u, = 0.
N

Alors u = Z uo™® e Vect(v™, k e N).
k=0
Et donc Iespace engendré par les %) est ensemble R™) des suites presque nulles'2.

SoLuTION DE L’EXERCICE 20.10

Notons Cy, ..., Cy, les colonnes de A, qui sont donc des éléments de 4,1 (K).

n
Soient Ay, ..., A, € K tels que Z AiCi = 0p1.
i=1

M
n AZ
On sait alors que Z ALCi=A
i=1 :
An
/11 /11
Donc si A est inversible, on a A : = 0Op,1, si bien que | ! [ = Op1, soit encore
An An
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1 .
9 Encore une fois : une
récurrence serait tout indi-
quée, en prouvant 2 (n) : «a

famille (fp, ..., fn) est libre ».

Notons que cette combinai-
son linéaire n’est autre que la
suite

(A0, -+, An, 0,0,...).

11 Ay sens du cours : tous les
termes, sauf un nombre fini,
sont nuls.

204 ce qui revient au
méme, des suites nulles 2
partir d’un certain rang.

Pour A € M,(K) et
X € Mp,1(K), Aestinver-
sible si et seulement si

AXZOnJ :>X:On’1.
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Donc si A est inversible, (Cy,...,C,) est libre.
X1
Et inversement, si (Cy, ..., Cy) est libre, alors pour X = : | € M1 (K), si AX = 0,1, alors
Xn
n
inCi = Op,1, et donc par liberté de (Cy,...,Cy), x1 = -+ = x, = 0, si bien que X = 0,,1.

i1
Donc A est inversible.

Conséquence : si vous voyez qu’une colonne de A est une combinaison linéaire des
autres, alors A n’est pas inversible.

2 -1 0
Par exemple,| 3 0 3| n’est pas inversible puisque Cy +2C; = Cs.
-1 2 3
Notons Ly, ..., Ly, les lignes de A. Alors LT, ..., LI sont les colonnes de AT.

Et pour A,...,4, € K,ona
/11L1 +--- +/1,,Ln = Ol,n (=1 (/11L1 +--- +/1nLn)T = On,l (=1 /11L1T + - +AHLZ = 0,151.

Donc sil existe ue combinaison linéaire nulle des L; dont les coefficients ne sont pas tous
nuls, alors il existe une combinaison linéaire des C; qui est nulle et dont tous les coeficients
ne sont pas nuls.

Ainsi, (L{,...,L]) est liée, donc AT n’est pas inversible.

Or A est inversible si et seulement si AT l’est, donc A n’est pas inversible.

Notons que toutes les implications qui précédent sont des équivalences : un des L; est une
combinaison linéaire des autres si et seulement si (L1, ..., L,) est liée.

Donc si et seulement si (LT,...,LT) est liée. Soit si et seulement si AT n’est pas inversible,
donc si et seulement si A n’est pas inversible.

En particulier, si 'une des colonnes de A est combinaison linéaire des autres, alors A n’est pas
inversible, et donc la famille de ses lignes est liée, donc I'une de ses lignes est combinaison
linéaire des autres. Et vice-versa !

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.11

n
Soient (A4,...,4,) € K", et supposons que Z Aix; = Og.
i=1
On a alors
n

iﬂixi = Zn:ﬂi(eﬁy) = i/liei+ anlk y= Z Ai + iﬂk a; | e;.
i=1 i=1 i=1 k=1 k=1

i=1

n
Et donc par liberté de (ey, ..., e,), Z Aix; = O si et seulement si
i=1

Vie[Ln] i+ | k| =0.
k=1

n
Notons S = Z Ak, de sorte que la relation ci-dessus s’écrit simplement A; + Sa; = 0.
k=1
En sommant ces relations lorsque i varie de 1 a n, il vient alors

n

S+Szn:ai20(:>5 1+Za,~ =0.

i=1 i=1

n
» Si Za,- # —1, alors § = 0, et donc pour tout i € [1,n], A; +Sa; =0 & A; = 0.
=1

n
Ainsi, on a prouvé que Z Aixi=0g = A = =--- = A, et donc (xy,...,x,) est libre.

i=1
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n n
» Si Z a; = —1, posons alors pour tout i € [1,n]], 4; = a;, de sorte que S = Z/L- =-1.
i=1 i=1
Onaalors A; + Sat; = a; — a; = 0.

n
Et donc grice aux équivalences précédemment prouvées, il vient Z Aix; = Og.
i=1
Puisque les &; ne sont pas tous nuls'?, nous venons donc de prouver que la famille (xi, . . ., x,)
est liée.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.12

Commengons par prouver que si X est une base de E, alors elle est  la fois libre maximale
et génératrice minimale.

Supposons donc que X est une base de E. Elle est alors libre par définition. Soit donc
Y € % (E) une partie libre contenant X.

Supposons par 'absurde que Y # X, et soit alorsy € Y \ X.

Puisque X est génératrice de E, il existe n € N*, x1,...,x, € X et Ay,..., 4, € K tels que

y= i /11'61'.
k=1

Quitte a regrouper les termes faisant apparaitre le méme x;, on peut supposer xi, . . ., x,
deux A deux distincts. Et alors
n
Z Aixi — y=0g
i=1

de sorte que (x1, ..., x,,y) n'est pas libre. Mais puisqu’il s’agit d’'une famille finie formée
de vecteurs deux a deux distincts de Y, ceci contredit la liberté de Y.
Ainsi, Y = X, et donc X est libre maximale.

De méme, X est génératrice de E par définition. Considérons donc une partie Y de E,

contenue dans X et génératrice de E.

Supposons par I'absurde que Y # X, et soit x € X \ Y. Alors, puisque Y est génératrice de E,
n

ilexiste n € N, yq,...,yn € YetAy,..., 4, € Ktels quex=Z/1iyi.
i1

n
De nouveau, on peut supposer les y; deux a deux distincts, et alors » A;y; — x = Og, si bien
p PP y y
i=1
que (Y1, ..., yn, x) nest pas libre, et pourtant formée de vecteurs de X deux 2 deux distincts.
Ceci contredit la liberté de X.
Et donc Y = X, si bien que Y est génératrice minimale.

Supposons 2 présent que X est libre maximale, et prouvons qu’elle est automatiquement
génératrice de E, de sorte que X est une base de E.

Soit donc x € E. Supposons par I'absurde que x ¢ Vect(X). Nous allons alors prouver que
X U {x} est encore une famille libre. Puisqu’elle contient strictement X, ceci contredira le
fait que X soit libre maximale.

Soit donc n € N, et soient xi, . .., x, des vecteurs deux a deux distincts de X U {x}.

Si tous les x; sont différents de x, alors (x1, ..., x,) est une famille de vecteurs deux 2 deux
distincts de X, donc libre par liberté de X.

Si en revanche I'un des x; est égal 4 x, quitte a4 renuméroter, supposons qu’il s’agit de x,.

n
Soient alors A, ..., 4, € K tels que Z Aix; = Og.
i1

n—1

Sid, #0,alors x =x, = —

| >

Lx; € Vect(x1,...,%n) C Vect(X), ce qui est absurde.

n

11
—_
p N

i
n-1

Donc A, =0, et donc Z Aix; = Og.
i=1

Mais (x1, ..., xn—1) est une famille formée de vecteurs distincts de X, donc libre par liberté
de X.

Etdonc Ay =---=21,.1 =0.

Ainsi, (x1,...,xy) est libre, si bien que'* X U {x} est libre. E¢t donc X n’est pas libre maxi-
male.
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13 Fauce de quoi leur somme
serait nulle.

4 Crese vrai pour toute fa-
mille finie de vecteurs deux a
deux distincts de X U {x}.
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Nous venons donc de prouver que pour tout x € E, x € Vect(X), si bien que X est généra-
trice de E, et donc est une base de E.

Enfin, supposons X génératrice minimale et prouvons qu’il sagit d’une base de E.

Si X n’est pas libre, alors il existe un vecteur de X qui est combinaison linéaire d’autres
vecteurs de X. Autrement dit tel que x € Vect(X\{x}). Etalors E = Vect(X) = Vect(X\{x})
sibien que X\ {x} est une famille génératrice de E strictement incluse dans X ce qui contredit
le fait que X soit génératrice minimale.

Donc une famille génératrice minimale est une base de E.

SoLuTION DE L’EXERCICE 20.13
Soit (x,y,zt) € R*. Alors

+y+z=0
(x,y,2,t) € R'e {x yrz
y—z+t=0

- {x =-y—-z
l=z-y
e xyzt)=(-y-zyzz-y) =y(-1,1,0,-1) +z(-1,0,1,1)
S (x,y,2,t) € Vect ((-1,1,0,-1), (-1,0,1,1)) .
Donc F = Vect ((-1,1,0,-1),(=1,0,1,1)) est un sous-espace vectoriel de R*, et nous en
avons une famille génératrice.

Remarque : il aurait bien entendu été possible de prouver que F est un sous-espace vectoriel d
Paide de la caractérisation des sous-espaces vectoriels (stabilité par combinaisons linéaires).

Et puisque G est déja sous forme d’un Vect, c’est évidemment un sous-espace vectoriel de R*.

Pour prouver qu'ils sont supplémentaires dans R*, nous allons prouver que tout vecteur de
R* s’écrit de maniére unique comme un élément de F plus un élément de G.
Soit donc (x,y,zt) € R* et soient u € F et v € G. Alors il existe des réels a, b, A, y tels que

u=a(-1,1,0,-1) +b(=1,0,1,1) et v = 1(1,0,0,1) + (0, 1, 1, 0).

—-a-b+A=x
Etalors (x,y,z.t) =u+v=(-a-b+Ada+pb+p—-a+b+l) & a+p=y

b+p=z

—a+b+A=t
Apreés résolution de ce systéme d’inconnues (a, b, A, y1), on obtient comme unique solution
a=y_z+t_Tx,b= t_Tx,).=t+y—z,‘u=z+xT_t.

Donc tout vecteur de R* sécrit d’une unique maniére comme un élément de F plus un
élément de G.
EtdoncR*=F & G.

SorLuTION DE L’EXERCICE 20.14

Prouvons que F est un sous-espace vectoriel de € (R, R).

Par définition, F c ‘6 (R, R), et la fonction nulle est dans F, puisqu’elle vaut 0 en x = 0 et
enx=1.

Soient f et g deux éléments de F, et soit A € R. Alors Af + g est continue et

(Af +9)(0) = Af(0) + g(0) = Af (1) +g(1) = (Af +g)(1).

Ainsi, Af + g € F, et donc F est un sous-espace vectoriel de ‘6 (R, R).

Nous allons prouver que toute fonction continue s’écrit de maniére unique comme un
élément de F plus un élément de Vect(g).

Procédons par analyse-synthése : soit f € 6(R,R), et supposons que f = fi + f>, avec

fi € Fet f, € Vect(g).
I existe donc A € R tel que f; = Ag.

On aalors £(0) = fi(0) +4-0 = £i(0) et £(1) = fi(1) + A = £(0) + .
Et donc f(1) = £(0) + A & A= £(1) — £(0).
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— Méthode

Pour déterminer I’ensemble
des solutions d’un tel systéme
(2 équations, 4 inconnues), il
faut choisir deux inconnues
secondaires en fonction
desquelles on exprime les
deux autres. I y a plusieurs
choix possibles, et aucun n’est
meilleur que les autres.
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On en déduit que fi = f — o = f = (f(0) - f(1)) - g.

Inversement, posons f> = (f(1) — f(0)) -get fi = f - f.
Alors il est évident que f> € Vect(g), et fi € F car fi est continue car différence de fonctions
continues, et

fi(0) = fFO)=(f(D)=£(0)) g(0) =f(0) et fi(1) = F(1)=(f(1)=f(0)) (1) = f(0) = fi(0).

—— ——
=0 =1

Enfin, on a bien
hith=f-fL+H=Ff

Ainsi, f s%écrit de maniére unique comme une fonction de F plus une fonction de Vect(g),
et donc 6 (R,R) = F @ Vect(g).

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.15

Soit x € F+ (G N H). Alors il existe x; € F et x € GN H tel que x = x1 + x2.
Mais alors x € F+ G car x; € F et x5 € G, et de méme, x € F + H.

Donc on abien x € (F+G) n (F +H).

Alternative : on sait que F + G et F + H sont des sous-espaces vectoriels de E, donc leur
intersection est encore un sous-espace vectoriel de E.

De plus, F est inclus 4 la fois dans F+G et dans F+H, donc il est inclus dans leur intersection.
Et de méme, G N H est inclus dans G, donc dans F + G, et dans H, donc dans F + H. Et donc
dans (F+G) N (F+H).

Donc (F+G) N (F+H) est un sous-espace vectoriel de E, qui contient les deux sous-espaces
vectoriels F et G N H, donc il contient F + (G N H).

SiF c G,onaF+G = G, puisqu’il s’agit du plus petit sous-espace vectoriel de E qui
contient 2 la fois F et G.

Soitx e (F+G)N(F+H) =GN (F+H).

Alors x € G,etx =u+uv,avecu € Fetov € H. Maisalorsv =x —u € G. Doncov € GN H.
Etdoncx=u+v,avecu € Fetv € GNH,doncx € F+ (G N H).

On en déduit donc que (F+G) N (F+H) C F+ (G N H), d’ou P'égalité.

SoruTiON DE L’EXERCICE 20.16

Un polynéme P € R,[X] est dans F; si et seulement si tous les i € [0,n] \ {j} en sont

n
racines, c’est-3-dire si et seulement si il est divisible par P; = H(X —i).

i=0
i#]

Mais puisque P; est de degré n, le quotient de P par P; est nécessairement de degré 1,
c’est-a-dire une constante.

Et donc F; = Vect(P;) : ce qui prouve 2 la fois qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel, et qui
en donne une base : c’est la famille formée du seul polynéme (non nul'®) P;.

Soient Q,...,Qn € Fg X --- X F, tels que 0 = Qo + - - - + Qy,.
Alors, pour i € [0, n]], en évaluant cette relation en X = i, il vient

Qo() +Q1()) +---+0n(i) =0 & Qi(i) =0.

Mais alors Q;, qui est de degré au plus n posséde 0, 1, ..., n comme racines, et donc posséde
n + 1 racines distinctes. C’est donc le polynéme nul : Q; = 0.

Et donc la seule fagon d’écrire le polynéme nul comme somme d’éléments des F; est
0=0+---+0.

Donc la somme Fy + - - - + F,, est directe.

Puisque nous savons déja que la somme est directe, il ne reste qu’a prouver qu’elle est égale

a R, [X] tout entier, c’est-a-dire que tout polynéme de R, [X] est somme d’éléments des
F;.

Soit donc P € R, [X], et supposons qu’il existe Ao, ..., 4, des réels tels que P = Z AiP;.
i=0

P(j)

P;(j)
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Alors en évaluant en j € [0, n], il vient P(j) = A;P;(jj), soit encore A; =

Nous venons de prouver que
si f était somme d’un élé-
ment fj de F et d’un élément
f> de Vect(g), alors il n’y
avait qu’une seule décomposi-
tion possible.

Autrement dit, que f s’écrit
d’au plus une maniére
comme un élément de F

et un élément de Vect(g).

1l reste a vérifier I’existence
d’une telle décomposition.

F+G est inclus dans tout sous-
espace vectoriel qui contient
alafois F et G.

15 Une famille formée d’un
seul vecteur non nul est

libre.

M. VIENNEY
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n

Inversement, Q = Z %Pi est un polynome de R, [X] tel que Vj € [0,n], Q(j) = P(j).
i=0 !

Donc P — Q posséde au moins n + 1 racines, il est donc nul : donc P = Q est bien dans
n

> F.

i=0

EtdoncR,[X]=Fy+ -+ +F,=Fy®---®F,.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.17

k-1
Supposons que les F; sont en somme directe. Soit alors k € [[2, n]), et soit x € (Z F,-) N Fe.
i=1

k-1
Alors il existe ey, ..., ex—_1, avec e; € Fi tels que x = ) e;.
i=1
k-1
Mais alors O = Z e; +(—x),etdonce =--- =e_; = —x = Op, et en particulier
-1 T~ =
€F; EF
X = OE.
k-1
Donc ZFi N Fr = {0g}.
i=1
Inversement, supposons la condition de I'énoncé vérifide, et soient (ey, .. ., e,) € F; X+ -XF,
n
tels que » e; = 0g.
i=1
n-1 n-1
Alors e, = —Zei € F; | N F,.
— i=1 i=1
€F, ~——
S Nang s
n—1
Donc e, = O et Z e; = Og.
i=1
n-2 n-2
Puise,_; = —Z e € ZFi NF,_1.
i=1 i=1
n-2
Donce,_1 =0g et Z e; = Og.
i1
De proche en proche on prouve que pour tout i € [1,n]), e; = O, et donc que Fi, ..., F,

sont en somme directe.

Dans R?, prenons F; = Vect(1,0), F> = Vect(0,1) et F3 = Vect(1,1).

Alors, il n’est pas dur de constater que F; N F; = {Og} pour i # j.

Pourtant, Fy, F> et F3 ne sont pas en somme directe car (0,0) = (1,0) + (0,1) — (1,1).

A fortiori, I'intersection des trois sous-espaces est réduite au vecteur nul, et la somme n’est
toujours pas directe...

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.18

p est clairement définie de C? dans lui-méme, donc il reste a prouver que p est linéaire.
Soient (x,7), (x',y’) € C?, et soit A € C. Alors

p(Ax,y)+(x',y") = p(Ax+x", Ay+y’) = %(/Ix+x’ +2(Ay+¢), 2(Ax+x") +4(Ay+y")) =
1 1
Ag(x +2y,2x +4y) + g(x' +2y",2x" +4y") = Ap(x,y) + p(x', y').

Ainsi p est linéaire : c’est un endomorphisme de C2.
Par définition,
x+2y=0

Kerp = {(x.y) € C*: p(x,y) = (0,0)} = {(x,y) eC: {2x+4y _0

On en déduit qu’une base de Kerp est donnée par (-2, 1). En particulier, Kerp est de
dimension 1, et donc p n’est pas injective.
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Avez-vous remarqué que
les polynémes qu’on a
notés P; sont quasiment
des polynomes de La-
grange (ceux associés aux
scalaires (0,1,..., n) 2 1ls
n’en different que par une
constante multiplicative.

Plus généralement, si u et v
ne sont pas colinéaires, alors

Vect(u) N Vect(v) = {Og}.

} ={(-2y,y),y € C} = Vect(-2,1).

M. VIENNEY
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D’apreés le théoréme du rang, Imp est de dimension 1, donc est engendré par n’importe
lequel de ses vecteur non nuls.
Par exemple, p(5,0) = (1,2) € Imp, donc une base de Imp est formée par (1, 2).

Soit (x,y) € C*>. On a

1
p(p(x,y)) =p g(x +2y,2x + 4y)
1 1
= gp(x +2y,2x +4y) = ﬁ(x + 2y + 2(2x + 4y), 2(x + 2y) + 4(2x + 4y))
1 1
= 2—5(5x + 10y, 10x + 20y) = g(x +2y,2x + 4y) = p(x,y).

Nous avons donc bien p o p = p.

p est donc un projecteur, de sorte que Kerp et Imp sont supplémentaires dans C°.

SoruTioN DE L’EXERCICE 20.19

Soient (x,y,z), (x’,y’,z") € R et soit A € R. Alors

FAGy2) + (x,y,2)) = f(Ax+x", Ay +y', Az + 2')

= 2Ax+x) +Ay+y Ax+x + ly+y - 3(Az +2"))
= (A2x+y)+ (2x +y ). AMx+y—-32) + (x" +y' - 32))
=A2x+y,x+y—-32)+ (2x" +vy,x" +y — 37)
=AMf(xy.2) + f(x.y.2).

Donc f est bien linéaire.

Soit (x,y,z) € R, Alors

(x,y,2) € Ker f & f(x,y,2) = Og2 = (0,0)
S (2x+y,x+y—32) =(0,0)

2x+y=0 2x+y=0 2x = -y
= =3 =3

x+y—-3z=0 -y—3z=0 y=-3z

=3

o1 X=3%2

y=-3z

3 3 3

S (x,y,2) = (52’ -3z, z) = z(z,—?},l) € Vect((z,—&l))‘

Donc la famille formée du seul vecteur > =3, 1| est génératrice de Ker f, étant formée

d’un seul vecteur non nul elle est libre donc c’est une base.

Par ailleurs, nous savons que (1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1) est une base de R? et donc en est
génératrice.

Donc f(1,0,0) = (2,1), f(0,1,0) = (1,1), f(0,0,1) = (0,—3) est génératrice de Im f.

La question est donc de savoir si elle est libre ou non.

Oriciona (2,1) =2(1,1) - $(0,-3).

Donc (2,1) € Vect((1,1), (0,—-3)). On en déduit que

Im f = Vect((2, 1), (1, 1), (0,-3)) = Vect((1, 1), (0, =3)).

Donc la famille (1, 1), (0, —3) est génératrice de Im f, puisqu’elle est formée de deux vecteurs
non colinéaires, elle est libre et donc est une base de Im f.

On vérifie que f est bien linéaire.
Pour (x,y,z) € R?, ona

2x=0
(x,y,2) e Ker f © (2x,0,y+2) = (0,0,0) & { x
y+z=0
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V'S

Nous pourrions également
retrouver ce résultat en prou-
vant par exemple que la
juxtaposition d’une base de
Kerp et d’une base de Imp

est une base de C2.

A ce stade, on a dit que
Ker f est lensemble des
(x,y,2) € R3 tels que

2x+y=0
x+y—-3z=0

la recherche d’une base se
fait donc de maniére simi-
laire 2 ce qui a été fait dans
lexercice 7.

— Méthode

Encore une fois : si vous
trouvez (comme je le fais ici)
une combinaison linéaire

de ces trois vecteurs qui est
nulle, profitez-en. Et sinon,
partez de la définition de la
liberté, avec trois scalaires
A1, 22, 23 tels que la combi-
naison linéaire

A1(2,1)+22(1,1) +A3(0, =3)

soit nulle et résolvez le sys-
téme qui apparait alors.

Si (0,0,0) en est I'unique
solution, alors la famille est
libre.

Sinon vous trouverez une
solution non triviale qui
vous donnera une relation de
dépendance linéaire entre les
trois vecteurs.

M. VIENNEY
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S (x,y,2) = (0,y,-y) =y(0,1,-1)
S (x,y,z) € Vect(0,1,-1).

Donc la famille formée du seul vecteur (0,1, -1) est génératrice de Ker f, étant formée
d’un seul vecteur non nul, elle est libre donc en est une base.

Comme précédemment, f(1,0,0) = (2,0,0), f(0,1,0) = (0,0,1), £(0,0,1) = (0,0, 1) est
génératrice de Im f.

Les deux derniers vecteurs étant égaux, on peut en supprimer un, de sorte que (2,0, 0), (0,0, 1)

est génératrice de Im f.
Cette famille est évidemment libre, donc est une base de Im f.

Ona £(0,0,0) = (1,0,0) # Ogs, donc f n’est pas linéaire.
On a f(Or[x]) = X # Or[x], donc f n’est pas linéaire.
Soient P, Q € R3[X], et soit A € R. Alors

f(AP+Q) = (AP+Q)(-1)+2X(AP+Q)" = A(P(-1)+2XP")+Q(-1)+2XQ" = Af (P)+f(Q).
Soit P = aX? + bX? + cX +d € R3[X]. Alors

6a=0

2b=0

c=0
—a+b—-c+d=0

PeKerf@(—a+b—c+d)+2(3aX3+2bX2+cX)=0<:>

Sa=b=c=d=0.

Donc Ker f = {Or[x)}, de sorte que f est injective.
Une famille génératrice de Im f est

f(1) =1, f(X) = =1 +2X, f(X?) = 1 +4X>, £(X°) = -1 + 6X°.

Puisqu’il s’agit de polynomes de degrés deux a deux distincts, ils forment une famille libre
de R;3[X], et donc une base de Im f.

Soient M, N € M,(R), et A € R. Alors par linéarité de la trace,
FOM+N) = r(AM + N)I = (Atr(M) + er(N) I = Af(M) + £(N).

Donc f est linéaire.

Soit M = (ac Z) € AM>(R). Alors

MGKerf@tr(M)=O¢>a+d=O<=>(? Z) :(?

1 0 0 1 0 O
Donc(o _1),(0 0),(1 O)estunebasedeKerf.

Il s’agit d’une famille libre car car si A1, A2, A3 sont trois réels tels que
1 0 0 1 0 0
il S)rafy of+( 1) o

Moo A} (0 O .
alors (/13 _/11) _(O 0) etdonc Ay =1, =13 =0.
Donc il sagit d’une base de Ker f.

Pour I'image, on peut noter que Im f c Vect(L). Et puisque I, = f (( 1) 8)) € Im f, alors

Vect(L) € Im f, de sorte que Im f = Vect(B).
Donc la famille formée de la seule matrice I, est génératrice de Im f, et donc!® est une

base de Im f.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

L) em=a(h Spa(h ol

Dans ce cas, pas la peine de
chercher une base de {0g}, il
n’y en a pas.

Avec un peu plus de travail,
on pourrait prouver que
Im f = R3[X], et donc que f
est bijective.

0 0
0l

A\ Attention !

Pour plus de deux vecteurs,
plus question d’évoquer

un argument du type «ces
matrices ne sont pas propor-
tionnelles !

16 ormée d’un seul vecteur
non nul, elle est libre.

M. VIENNEY



14 TD 20

La présence du carré doit nous laisser penser que f n’est pas linéaire. Reste 2 le prouver, et
q
pour une fois on ne peut pas s’en tirer en calculant 'image de la matrice nulle, qui ici est

bien nulle.

Notons plutdt que f(I,) = 3L,, f(2I,) = 81, # f(I,) + f(I,). Donc f n’est pas linéaire.

f est bien linéaire, car carré!” de 'endomorphisme P — P’ de R[X]. 17 Au sens de la composition,
Et nous savons que pour P € R[X], P” = Og[x] & degP < 1 & P e Ry[X]. qui est 13(56C0nde loi de
Donc Ker f = Ry [X], qui a pour base (1,X). Panneau % (E).

Bien que ce ne soit pas demandé, il est facile de se convaincre que f est surjective. Par
n k+2
X

exemple car si P = Zakxk, alors Q = Zakm
k=0 k=0

Q"=Pe f(Q) =P
Donc Im f = R[X], qui a pour base la base canonique (X¥)ien.
On peut aussi utiliser la base canonique de R[X], de sorte que

est un polynéme tel que

(fQ), f(X), F(X?), ..., f(X5),...) =(0,0,2,6X,12X%, ... k(k - 1)X*72,..)

est une famille génératrice de Im f.
Une fois qu’on enléve les deux premiers qui sont nuls, on obtient une famille de polyndmes
de degrés deux a deux distincts, qui est donc libre, et par conséquent est une base de Im f.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.20
Soit (x,y,zt) € R*. Alors (x,y,z,t) € Ker f, si et seulement si f,(x,y,2t) = (0,0,0,0),
soit encore si et seulement si

x+y+az+t =0 xX+z+t =0 x+z+t =0
x+z+t =0 ©ix+y+az+t =0 Jy+z =0
y+z =0 y+z =0 (a=2)z =0

» Si o # 2, alors de la derniére équation on déduit z = 0. Et donc y = 0, et donc x = —t.
Donc (x,y,2,t) € Ker f, © (x,y,2,t) = (-,0,0,¢) =(-1,0,0,1) € Vect(-1,0,0,1).
Donc une base de Ker £, est la famille formée du seul vecteur (-1,0,0,1).

De plus, on sait alors 'image de la base canonique'® de R* par f, est une famille génératrice 18 Ou de nimporte quelle
de Im fa. Clest la famille autre famille génératrice de
R*.

(f2(1,0,0,0), £(0,1,0,0), (0,0, 1,0), £(0,0,0,1)) = ((1,1,0), (1,0,1), (e, 1, 1), (1,1,0)).

Le premier et le dernier vecteur étant égaux, il ne sert a rien de les garder les deux.
Reste donc a vérifier que la famille ((1,1,0), (1,0,1), (&, 1, 1)) est libre.
Soient donc Ay, A2, A3 des réels tels que

M(1,1,0) +22(1,0,1) + A3(er, 1,1) = (0,0,0).

A+ A A3 =0

prATats (a=2)A3 =0
Alors M+A3=0 o= = -1

/12+).3=0 L ?

Puisque & —2 # 0, A3 = 0, et donc A4 = A, = 0, si bien que la famille est libre, et donc est
une base de Im f,,.

» Si a = 2, alors le systéme obtenu précédemment pour Ker f, devient
x+z+t =0 x=—-z—1t
o
y+z =0 y=-z

(x,y,z,t) e Ker f, © (x,y,2,t) = (—z2—t,—2,2,1)
S (x,y,z,t) =2(-1,1,1,0) + £(-1,0,0,1)
S (x,y,2,t) € Vect((-1,1,1,0), (-1,0,0,1)).

Et donc
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Cette famille de deux vecteurs non colinéaires est libre, et donc est une base de Ker f.

Et comme précédemment, la famille (1,1,0), (1,0, 1), (2,1, 1) est génératrice de Im f.
Cette fois elle n’est pas libre puisque (2,1,1) = (1,1,0) + (1,0,1).

Donc Im f; = Vect((1,1,0), (1,0, 1)), et cette fois, il s’agit d’'une famille de deux vecteurs
non colinéaires, donc d’'une famille libre, et donc d’une base de Im f.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.21
Commengons par la linéarité : soient P,Q € K[X] et A € K. Alors

¢(AP+Q) = ((AP+Q)(0), (AP+Q)") = (AP(0)+Q(0), AP'+Q") = A(P(0), P')+(Q(0), Q") = Ap(P)+¢(Q).

Donc ¢ est bien linéaire.

Soit P € Ker ¢. Alors ¢(P) = 0, c’est-a-dire P(0) =0 et P’ = 0.

Puisque P’ = 0, P est constant, et puisque P(0) = 0, P est le polyndéme nul.
Donc Ker ¢ = {Og[x]}, de sorte que ¢ est 1nJect1ve

Xk+1
Soit a présent (A, Q) € KxK[X], avec O = Z arXF e K[X], et soit P = A + Z ak R
k=0
Alors P(0) = A et P’ = Z aX* = Q, de sorte que p(P) = (4, Q).

k=0
Donc ¢ est surjective, et donc est un isomorphisme.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.22

Supposons que g o f =0, et soit y € Im f. Alors il existe x € E tel que y = f(x).
Et donc g(y) = g(f(x)) = Og. Et alors, y € Ker g, de sorte que Im f c Kerg.

Inversement, supposons que Im f C Kerg.

Soit alors x € E. Par définition, f(x) € Im f, et donc f(x) € Kerg, de sorte que g(f(x)) =
0g-

Et donc gof=0«Eaq.

Si p est un projecteur, nous avons déja prouvé en cours que Im(p) = Ker(p — idg).

Inversement, si Im p = Ker(p — idg), alors par la question 1,

— Méthode
Un tel exercice n’a rien de
donc p est un projecteur. difficile, mais il faut écre trés
méthodique, et maitriser
SOLUTION DE L’EXERCICE 20.23 parfaitement ses définitions.
Soit y € Im f. Alors il existe x € E tel que y = f(x). Et alors Par exemple, comment
prouver que Ker f est
— — cImf. stable par g ? Cela signi-

9(y) =g(f(x)) = f(g(x)) € Im f e que si x < Ker f, alors
g(x) € Ker f.

Mais que veut dire ce dernier
. point ? Que g(f(x)) = 0g. 11
Soit x € Ker f. Alors f(x) = Og, et donc f(g(x)) = g(f(x)) = g(0g) = O, de sorte que est donc naturel de calculer

g(x) € Ker f. 9(f(x)).

(p—idp)op=0epop-p=0epop=p

Donc Im f est stable par g.

V'S

Et donc Ker f est stable par g.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.24

Il est classique!® que si f et p commutent, alors Kerp et Imp sont stables par f. 19 Voir l'exercice précédent.
Inversement, supposons que ces deux espaces soient stables par f. Alors puisque p est un

projecteur, on a E = Kerp @ Imp.

Soit x € E. De maniere unique, x = x1 + x2, avec x1 € Imp et x» € Kerp.

Alors f o p(x) = f(p(x1)) = F(x1) et po f(x) = p(£(x1)) +p(f(x2)).

Mais Kerp est stable par f, de sorte que f(x2) € Kerp, et donc p(f(x2)) =0

De méme, Imp est stable, donc f(x1) € Imp. Et nous savons que pour tout élément y dans

Imp, p(y) = y. Donc p o f(x) = p(f(x1)) = f(x1).

Ainsi, Vx € E, po f(x) = fop(x),donc po f=fop : fetp commutent.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.25
Procédons par double implication.

Supposons que f(F) C f(G).
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Soit alors x € F. Alors f(x) € f(F), et donc f(x) € f(G), si bien qu’il existe y € G
tel que f(x) = f(y). Et donc f(x —y) = Og, de sorte que x —y € Ker f. Et donc
x=y+(x—-y) € G+Kerf.

Ainsi, G + Ker f est un sous-espace vectoriel de E qui contient F, et qui contient évidem-
ment Ker f. Donc il contient leur somme : F + Ker f ¢ G + Ker f.

Supposons a présent que F + Ker f ¢ G + Ker f.

Soit alors y € f(F), et soit x € F tel que y = f(x).

Alors x € F+Ker f ¢ G+ Ker f, si bien qu’il existe u € G et v € Ker f tels que x = u + 0.
Etalors y = f(x) = f() + f(0) = £ () € f(G).

Ainsi, f(F) € f(G).

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.26

Supposons que Ker(f?) = Ker(f), et soit alors x € Im f N Ker f.

On a donc f(x) = O, et il existe y € E tel que x = f(y).

Mais alors f2(y) = f(x) = O, de sorte que x € Ker f2.

Par conséquent, y € Ker f, et donc x = f(y) = 0g.

On en déduit que Im f NKer f c {0g}, et I'inclusion réciproque étant toujours vraie
a bien Pégalité Im f N Ker f = {0g}.

20 on

Inversement, supposons que Im f N Ker f = {0g}.

Pour commencer, si f(x) = Og, alors f?(x) = O, de sorte que Ker f c Ker(f?).
Inversement, soit x € Ker(f?), et soit y = f(x).

Alors y € Im(f) par définition de I'image, et puisque f(y) = f2(x) = O, de sorte que
y € Ker(f).

Donc y € Im(f) N Ker(f) = {Og}. Bt ainsi, y = f(x) = Og, donc x € Ker(f).

Ceci prouve que Ker(f?) c Ker(f), d’ott 'égalité.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.27
Procédons par analyse-synthése pour prouver que tout vecteur de E s’écrit de maniére
unique comme somme d’un élément de Ker ¢ et d’'un élément de Vect(u).
Soit x € E, et supposons que x = y + z, avec y € Ker ¢ et z € Vect(u).
Alors il existe 1 € K tel que z =1+ u.
En appliquant ¢, il vient ¢(x) = ¢(y) +4 ¢(u), égalité qui a lieu dans K.
—_——  ——
=0 #0
Etdonc A = @
¢ (u)
¢ (x)

Et alors nécessairement, Yy=x—z=x-— u.
o(u)
Donc si une telle décomposition existe, elle est unique.
x x
Inversement, posons y = x — Mu etz = M ‘U
@ (u) @(u)

Alors z € Vect(u) puisqu’il s’agit d’'un multiple de u.

Eto(y)=¢|x qo(u)u =o(x qo(u)@()—fp() @(x) = 0.
eK

Donc y est bien dans Ker ¢.

Et bien entendu, on a x = y + z, de sorte que x s’écrit d’au moins une maniére comme
somme d’un élément de Ker ¢ et d’un élément de Vect(u).

Et donc x s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de Ker ¢ et d’'un élément
de Vect(u) : E = Ker ¢ & Vect(u).

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.28

Commengons par prouver que 7 est linéaire.
Soient donc P,Q € R[X] et a € R. Alors

2(aP+Q) = » (aP+Q)(A)Li = Y (aP(A) + Q(A))L;
i=0 i=0
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20 Toue sous-espace vectoriel
de E contient 0.

Cette inclusion est vraie pour
tout endomorphisme, sans
hypothése supplémentaire.

Linéarité de 1’évaluation.
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=a Z.] P(A)L; + ZO Q)L = an(P) + (Q).

Puisque les L; sont tous de degré n, il est évident que 7 est & valeurs dans R, [X].
Mais par ailleurs, pour P € R,[X], on a, d’aprés un résultat du cours sur les polynémes de
Lagrange,

7'[(P) = anp(A,)Ll =P.
i=0

Donc pour tout P € R[X], 7(P) € R,[X] et donc 7(x(P)) = n(P), de sorte que 7> = 7.
Donc 7 est un projecteur.

Nous avons déja prouvé que son image est incluse dans R, [X], et puisque I'image d’'un
projecteur est exactement 'ensemble de ses points fixes, nous venons donc de prouver que
R,[X] c Im .

Donc Im 7 = R, [X].

Enfin, (L, ..., L,) étant une base de R,,[X], il s’agit en particulier d’'une famille libre, et
donc pour P € R[X], on a

PeKanc:}EPMQQzOc:WeﬂQnLPMJzQ
i=0

Donc Ker 7 est I'ensemble des polynémes qui possédent tous les A; comme racines.

Puisque 7 est un projecteur, nous savons que Im r et Ker  sont supplémentaires dans
R[X].
Nous avons déja prouvé que Im 7 = R,,[X], et un polyndme posséde les A; comme racines

si et seulement si il est divisible par H(X —1;), donc Ker 7 = {Q H(X - ), Q e R[X] }
i=0 i=0
Ce qui prouve bien le résultat demandé.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.29
Commengons par noter que puisque Imp c Kerg, gop =0.
Le fait que r soit linéaire est évident, prouvons qu’il s’agit bien d’un projecteur, c’est-a-dire
queror=r.
Ona
rP=p’+q —(pog’+pog+qop—p’og-qopog-pogqop-pogq’

=ptgq—-poqgopogtpog+tqgop—pog-—gopoeg—poqgop—pogq
N— —— —— N
=0 =0 =0 =0

=p+tq-pog=r.

Donc r est un projecteur de E.
Onapor=p>+poq-p’oq=p+pog-poq=p.

Donc Kerr C Ker p, puisque si r(x) = Og, p(x) = p(r(x)) = p(Og) = Of.
De méme, qor = q, et donc Kerr c Kerg.

Et donc Kerr c Kerp N Kerg.

Inversement, si x € Ker p N Ker g, alors p(x) = g(x) = Og, donc g(x) = Og.
Donc Kerp N Kerg c Kerr, et donc il y a égalité.

Il est clair que Imr C Im p + Im q puisque g(x) = p(x) — p(q(x)) + g(x) .
—_—— ~——
elmp elmgqg

Inversement, si x € Im p + Im g, alors x = x1 + x», avec x; € Imp et x; € Img.
Mais alors g(x) = q(x1) + q(x2) = x2, puisque g o p = 0.
Donc

r(x)

p(x) +q(x) = (pog)(x) = p(x1) +p(x2) +q(x1) + q(x2) — p(x2)
x1 + p(x2) +x2 — p(x2) = x.
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Clest la question 1 de l'exer-

cice 21.
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L’image d’un projecteur est

Et donc x € Imr.
Iensemble de ses points fixes.

DoncImr =Imp+Img.

Notons qu’il est possible d’aller un peu plus loin et de prouver que cette somme est directe.
Eneffet, six € Im pnlm g, alors, puisque x € Im g, g(x) = x. Mais puisque x € Imp C Kerg,
q(x) = Og.

Donc Imp NImg = {0g}, et donc Imr = Imp & Img.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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