
TD 20 : ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINÉAIRES
▶ Sous-espaces vectoriels

EXERCICE 20.1 FLe corps K, muni de son addition et sa multiplication, peut être vu comme un K-espace vectoriel.
Déterminer tous ses sous-espaces vectoriels.

EXERCICE 20.2 FLes ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels (munis de leurs opérations usuelles) ?

1. l’ensemble des fonctions définies sur R qui tendent
vers 1 en +∞.

2. l’ensemble des suites croissantes
3. l’ensemble des matrices symétriques de M𝑛 (R)
4. l’ensemble des matrices triangulaires à coefficients

diagonaux égaux à 1.
5. l’ensemble des matrices de M𝑛 (R) de trace nulle.
6. l’ensemble des matrices inversibles de M𝑛 (R)

7. l’ensemble des polynômes à coefficients réels possé-
dant à la fois 1 et 3 comme racines de multiplicité
supérieure ou égale à 2.

8. l’ensemble des fonctions 2𝜋-périodiques

9. l’ensemble des fonctions 𝑓 dérivables sur R telles que
𝑓 (0) + 2𝑓 (1) = 3𝑓 ′ (2)

10. l’ensemble des polynômes de degré 2.

EXERCICE 20.3 PDParmi les parties suivantes de 𝐸 = RN, lesquelles sont des sous-espaces vectoriels ?

1. 𝐹1 = {(𝑢𝑛) ∈ 𝐸 | lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0}

2. 𝐹2 =
{
(𝑢𝑛) ∈ 𝐸 | 𝑢𝑛 ∼

𝑛→+∞
1
𝑛

} 3. 𝐹3 =
{
(𝑢𝑛) ∈ 𝐸 | 𝑢𝑛 =

𝑛→+∞
𝑂

(
1
𝑛

)}
4. 𝐹4 =

{
(𝑢𝑛) ∈ 𝐸 | ∃𝑘 ∈ R, 𝑢𝑛 ∼

𝑛→+∞
𝑘
𝑛

}
EXERCICE 20.4 PDUne union de sous-espaces peut être un sous-espace
Soit 𝐸 un espace vectoriel et soit (𝐹𝑖 )𝑖∈𝐼 une famille de sous-espaces vectoriels de 𝐸 tels que ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼2, ∃𝑘 ∈ 𝐼 , 𝐹𝑖 ∪𝐹 𝑗 ⊂ 𝐹𝑘 .

Montrer que
⋃
𝑖∈𝐼

𝐹𝑖 est un sous-espace vectoriel de 𝐸.

▶ Familles de vecteurs

EXERCICE 20.5 FDans chacun des cas suivants, préciser si on est en présence ou non d’une famille libre de 𝐸, et donner
une base de l’espace vectoriel engendré par cette famille.

1. 𝐸 = R3, (0,−2, 1), (2,−1,−3), (1, 1,−2)
2. 𝐸 = C2, (1, 𝑖), (2𝑖, 𝑖), (1, 1)
3. 𝐸 = R3, (1, 2,−3), (3, 2,−2), (−1, 2,−4), (−6,−8, 11)
4. 𝐸 = R3, (1, 0,−1), (0, 1, 0), (3, 3,−3), (−1, 3, 1)
5. 𝐸 = R𝑛 [𝑋 ], (𝑋 + 𝑘)𝑘 , 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛.

6. 𝐸 = C(R,R), 𝑓0 : 𝑥 ↦→ 2, 𝑓1 : 𝑥 ↦→ cos(𝑥),
𝑓2 : 𝑥 ↦→ cos2 (𝑥), 𝑓3 : 𝑥 ↦→ cos(2𝑥).

7. 𝐸 = C𝑛 [𝑋 ], (𝑋 − 𝑎)𝑘 (𝑋 − 𝑏)𝑛−𝑘 , 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛, où 𝑎 ≠ 𝑏

sont deux complexes.

8. 𝐸 = M2 (C),
(
1 0
1 1

)
,

(
1 𝑖

0 −1

)
,

(
1 + 2𝑖 −1
1 + 𝑖 1

)
EXERCICE 20.6 ADDéterminer pour quelles valeurs de 𝛼 ∈ R la famille (1, 1, 𝛼), (1, 𝛼, 1), (𝛼, 1, 1) est liée dans R3.

EXERCICE 20.7 PDDonner une base de chacun des espaces vectoriels suivants :

1. {(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ R4 |𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 𝑡 = 0 et 𝑥 + 𝑧 + 𝑡 = 0}

2. {𝑃 ∈ R4 [𝑋 ] | 𝑃 (0) = 𝑃 (4) = 0}

3. Vect((1, 2,−1, 0), (1, 6,−5,−6), (1, 0, 1, 3))

4. {𝑦 ∈ C2 (R,R) | 𝑦′′ − 2𝑦′ + 2𝑦 = 0}

5.
{
𝑀 ∈M2 (C)

���� (1 0
0 𝑖

)
𝑀 = 𝑀

(
1 0
0 𝑖

)}
6. {(𝑢𝑛) ∈ CN | ∀𝑛 ∈ N, 𝑢𝑛+2 = 6𝑢𝑛+1 − 9𝑢𝑛}

7.
{
𝑃 ∈ R𝑛 [𝑋 ]

���� ∫ 1

0
𝑃 (𝑡) 𝑑𝑡 = 0

}
EXERCICE 20.8 ADPour 𝑘 ∈ N, on pose 𝑓𝑘 : 𝑥 ↦→ 𝑒𝑘𝑥 . Montrer que la famille (𝑓𝑘 )𝑘∈N est une famille libre de C(R,R).

EXERCICE 20.9 ADSoit 𝐸 = RN l’ensemble des suites réelles. Pour𝑘 ∈ N, on note 𝑣 (𝑘 ) la suite définie par 𝑣 (𝑘 )𝑛 =

{
1 si 𝑛 = 𝑘

0 sinon
Montrer que (𝑣 (𝑘 ) )𝑘∈N est une famille libre de 𝐸. Est-ce une base de 𝐸 ? Déterminer Vect(𝑣 (𝑘 ) , 𝑘 ∈ N).

EXERCICE 20.10 ADSoit 𝐴 ∈M𝑛 (K).
1. Montrer que 𝐴 est inversible si et seulement si la famille de ses colonnes est une famille libre de M𝑛,1 (K).
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2. Montrer que si une des lignes de 𝐴 est combinaison linéaire des autres, alors 𝐴 n’est pas inversible. La réciproque
est-elle vraie ?

EXERCICE 20.11 DSoit (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) une famille libre d’un espace vectoriel 𝐸. On considère 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 des scalaires, et on

pose 𝑦 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖 , et pour tout 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝑥𝑘 = 𝑒𝑘 + 𝑦. Déterminer à quelle condition la famille (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) est libre.

EXERCICE 20.12 DSoit 𝐸 un espace vectoriel et 𝑋 une partie de 𝐸.
On dit que 𝑋 est génératrice minimale de 𝐸 si elle est génératrice, et que pour tout 𝑌 ∈P(𝐸), si 𝑌 est génératrice de 𝐸 et
que 𝑌 ⊂ 𝑋 , alors 𝑌 = 𝑋 . On dit que 𝑋 est libre maximale si elle est libre et que pour toute partie 𝑌 de 𝐸, si 𝑋 ⊂ 𝑌 et que 𝑌
est libre, alors 𝑋 = 𝑌 .
Montrer que 𝑋 est génératrice minimale si et seulement si elle est libre maximale, si et seulement si c’est une base de 𝐸.
Un cas un peu plus facile à écrire que le cas général est celui où 𝑋 = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} est fini.

▶ Sommes de sous-espaces vectoriels

EXERCICE 20.13 PDDans R4, soit 𝐹 = {(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ R4 | 𝑥 +𝑦+𝑧 = 0 et 𝑦−𝑧+𝑡 = 0} et soit𝐺 = Vect
(
(1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0)

)
.

Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R4.

EXERCICE 20.14 ADSoit 𝐹 = {𝑓 ∈ C(R,R) telles que 𝑓 (0) = 𝑓 (1)}.
1. Montrer que 𝐹 est un sous-espace vectoriel de C(R,R).
2. Soit 𝑔 : 𝑥 ↦→ 𝑥 . Montrer que 𝐹 et Vect(𝑔) sont supplémentaires dans C(R,R).

EXERCICE 20.15 DSoient 𝐹,𝐺, 𝐻 des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel 𝐸.
Montrer que 𝐹 + (𝐺 ∩ 𝐻 ) ⊂ (𝐹 +𝐺) ∩ (𝐹 + 𝐻 ), et que si 𝐹 ⊂ 𝐺 , alors l’inclusion précédente est une égalité.

EXERCICE 20.16 ADSoit 𝑛 ⩾ 1 fixé. Pour tout 𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, on pose 𝐹𝑖 = {𝑃 ∈ R𝑛 [𝑋 ] | ∀𝑗 ∈ ⟦0, 𝑛⟧ \ {𝑖}, 𝑃 ( 𝑗) = 0}.
1. Montrer que les 𝐹𝑖 sont des sous-espaces vectoriels de R𝑛 [𝑋 ]. En donner une base.
2. Montrer que la somme 𝐹0 + 𝐹1 + 𝐹2 + · · · + 𝐹𝑛 est directe.
3. En déduire que R𝑛 [𝑋 ] = 𝐹0 ⊕ 𝐹1 ⊕ 𝐹2 ⊕ · · · ⊕ 𝐹𝑛.

EXERCICE 20.17 ADSoit 𝐸 un espace vectoriel, et 𝐹1, . . . , 𝐹𝑛 des sous-espaces vectoriels de 𝐸.

1. Montrer que 𝐹1, . . . , 𝐹𝑛 sont en somme directe si et seulement si ∀𝑘 ∈ ⟦2, 𝑛⟧,
(
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖

)
∩ 𝐹𝑘 = {0𝐸}.

2. Donner un exemple de trois sous-espaces vectoriels 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3 tels que ∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 3⟧2, 𝑖 ≠ 𝑗 ⇒ 𝐹𝑖 ∩ 𝐹 𝑗 = {0𝐸} mais
où 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3 ne sont pas en somme directe. Est-ce que si 𝐹1 ∩ 𝐹2 ∩ 𝐹3 = {0𝐸}, alors la somme 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3 est directe ?

▶ Applications linéaires

EXERCICE 20.18 FSoit 𝑝 l’application C2 → C2 définie par 𝑝 (𝑥,𝑦) = 1
5
(𝑥 + 2𝑦, 2𝑥 + 4𝑦).

1. Montrer que 𝑝 est un endomorphisme.
2. Déterminer une base de Ker𝑝. L’application 𝑝 est-elle injective ?
3. Déterminer une base de Im𝑝.
4. Montrer que 𝑝 ◦ 𝑝 = 𝑝. Les sous-espaces Ker𝑝 et Im𝑝 sont-ils supplémentaires dans C2 ?

EXERCICE 20.19 FPour chacune des applications suivantes, déterminer si elle est linéaire de 𝐸 dans 𝐹 ou non, et le cas
échéant, déterminer une base de son noyau. En cas de présence du symbole ♣, déterminer aussi une base de son image.

1. 𝐸 = R3, 𝐹 = R2, 𝑓 : (𝑥,𝑦, 𝑧) ↦→ (2𝑥 +𝑦, 𝑥 +𝑦 − 3𝑧) (♣)
2. 𝐸 = 𝐹 = R3, 𝑓 : (𝑥,𝑦, 𝑧) ↦→ (2𝑥, 0, 𝑦 + 𝑧) (♣)
3. 𝐸 = 𝐹 = R3, 𝑓 : (𝑥,𝑦, 𝑧) ↦→ (𝑥 +1, 2𝑥 −𝑦, 𝑧 +3𝑦) (♣)
4. 𝐸 = 𝐹 = R[𝑋 ], 𝑓 : 𝑃 ↦→ 𝑃 (1) + 𝑃 ′ + 𝑋

5. 𝐸 = 𝐹 = R3 [𝑋 ], 𝑓 : 𝑃 ↦→ 𝑃 (−1) + 2𝑋𝑃 ′ (♣)
6. 𝐸 = 𝐹 = M2 (R), 𝑓 : 𝑀 ↦→ tr(𝑀)𝐼2 (♣)
7. 𝐸 = 𝐹 = M2 (R), 𝑓 : 𝑀 ↦→ 𝑀2 + 2𝑀⊤

8. 𝐸 = 𝐹 = R[𝑋 ], 𝑓 : 𝑃 ↦→ 𝑃 ′′

EXERCICE 20.20 PDSoit 𝛼 ∈ R, et soit 𝑓𝛼 ∈ L
(
R4,R3) définie par (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ↦→ (𝑥 + 𝑦 + 𝛼𝑧 + 𝑡, 𝑥 + 𝑧 + 𝑡, 𝑦 + 𝑧).

Déterminer des bases de Ker(𝑓𝛼 ) et Im(𝑓𝛼 ).

EXERCICE 20.21 PDMontrer que l’application 𝜑 : K[𝑋 ] −→ K ×K[𝑋 ]
𝑃 ↦−→ (𝑃 (0), 𝑃 ′) est un isomorphisme.
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EXERCICE 20.22 PDSoient 𝐸, 𝐹,𝐺 trois espaces vectoriels, et soit 𝑓 : 𝐸 → 𝐹 et 𝑔 : 𝐹 → 𝐺 deux applications linéaires.
1. Montrer que 𝑔 ◦ 𝑓 = 0 si et seulement si Im 𝑓 ⊂ Ker𝑔.
2. Soit 𝑝 ∈ L(𝐸). Montrer que 𝑝 est un projecteur de 𝐸 si et seulement si Im𝑝 = Ker(𝑝 − id𝐸).

EXERCICE 20.23 PDSoient 𝑓 , 𝑔 ∈ L(𝐸) tels que 𝑓 ◦ 𝑔 = 𝑔 ◦ 𝑓 . Montrer que Im 𝑓 et Ker 𝑓 sont stables par 𝑔.

EXERCICE 20.24 ADSoient 𝑓 , 𝑝 deux endomorphismes d’un espace vectoriel 𝐸, avec 𝑝 projecteur. Montrer que 𝑓 et 𝑝
commutent si et seulement si Im𝑝 et Ker𝑝 sont stables par 𝑓 .

EXERCICE 20.25 ADSoit 𝑓 un endomorphisme d’un espace vectoriel 𝐸 et soient 𝐹,𝐺 deux sous-espaces vectoriels de 𝐸.
Montrer que 𝑓 (𝐹 ) ⊂ 𝑓 (𝐺) ⇔ 𝐹 +Ker 𝑓 ⊂ 𝐺 +Ker 𝑓 .

EXERCICE 20.26 ADSoit 𝐸 un espace vectoriel, et soit 𝑓 ∈ L(𝐸). Prouver que Ker(𝑓 2) = Ker(𝑓 ) ⇔ Im 𝑓 ∩Ker 𝑓 = {0𝐸}.

EXERCICE 20.27 ADSoit 𝐸 un K-espace vectoriel, soit 𝜑 ∈ L(𝐸,K) non nulle, et soit 𝑢 ∉ Ker(𝜑).
Prouver alors que 𝐸 = Ker(𝜑) ⊕ Vect(𝑢).

EXERCICE 20.28 ADSoient 𝜆0, . . . , 𝜆𝑛 des réels deux à deux distincts, et soient 𝐿0, 𝐿1, . . . , 𝐿𝑛 les polynômes de Lagrange
associés.

On note 𝜋 :
R[𝑋 ] −→ R[𝑋 ]

𝑃 ↦−→
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑃 (𝜆𝑖 )𝐿𝑖

1. Montrer que 𝜋 est un projecteur de R[𝑋 ], dont on déterminera le noyau et l’image.

2. Montrer que 𝐹 =

{
𝑄

𝑛∏
𝑘=0

(𝑋 − 𝜆𝑘 ), 𝑄 ∈ R[𝑋 ]
}

est un supplémentaire de R𝑛 [𝑋 ] dans R[𝑋 ].

EXERCICE 20.29 D(Oral X)
Soient 𝑝 et 𝑞 deux projecteurs d’un espace vectoriel 𝐸 tels que Im𝑝 ⊂ Ker𝑞 et soit 𝑟 = 𝑝 + 𝑞 − 𝑝 ◦ 𝑞. Montrer que 𝑟 est un
projecteur et trouver son image et son noyau.
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CORRECTION 1

CORRECTION DES EXERCICES DU TD 20

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.1
Nous savons déjà que {0} et K tout entier sont deux sous-espaces vectoriels de K. Nous
allons en fait prouver qu’il s’agit des seuls.
Soit 𝐹 un sous-espace vectoriel de K, non réduit à {0}.
Alors il existe 𝑥 ≠ 0 dans 𝐹 . Et par stabilité de 𝐹 par multiplication par un scalaire,

1 =
1
𝑥︸︷︷︸
∈K

· 𝑥︸︷︷︸
∈𝐹

∈ 𝐹 .

Et, toujours pas stabilité par la multiplication par un scalaire, pour tout 𝑥 ∈ K, 𝑥 = 𝑥 · 1 ∈ 𝐹 .
Donc K ⊂ 𝐹 et puisque par définition, 𝐹 ⊂ K, il vient donc 𝐹 = K.
Ainsi, si 𝐹 est un sous-espace vectoriel de K, on a soit 𝐹 = {0} soit 𝐹 = K.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.2
1. Non : la fonction nulle n’en fait pas partie.
2. Non : si une suite (𝑢𝑛) est croissante strictement, (−𝑢𝑛) = (−1) · (𝑢𝑛) n’est plus croissante.

Notons que cette fois, il y
avait stabilité par somme
(la somme de deux suites
croissantes est croissante),
mais que c’est la stabilité par
la multiplication externe qui
n’est pas vérifiée.

Remarque

3. Oui : la matrice nulle est symétrique. Et si 𝐴, 𝐵 sont symétriques, que 𝜆 ∈ R, alors par
linéarité de la transposition :

(𝜆𝐴 + 𝐵)⊤ = 𝜆𝐴⊤ + 𝐵⊤ = 𝜆𝐴 + 𝐵

donc 𝜆𝐴 + 𝐵 est encore symétrique.
4. Non : la matrice nulle n’en fait pas partie.
5. Oui : la matrice nulle est de trace nulle. Si tr(𝐴) = tr(𝐵) = 0 et si 𝜆 ∈ R, alors par linéarité

de la trace,
tr(𝜆𝐴 + 𝐵) = 𝜆 tr(𝐴) + tr(𝐵) = 0.

6. Non : la matrice nulle n’est pas inversible.
7. Oui. Le plus facile est de voir qu’il s’agit des polynômes divisibles par (𝑋 − 1)2 (𝑋 − 3)2.
8. Oui.
9. Oui : la fonction nulle satisfait évidemment cette relation. Et si 𝑓 , 𝑔 sont deux telles

fonctions, que 𝜆 ∈ R, alors 𝜆𝑓 + 𝑔 est encore dérivable et

(𝜆𝑓 +𝑔) (0)+2(𝜆𝑓 +𝑔) (1) = 𝜆(𝑓 (0)+2𝑓 (1))+𝑔(0)+2𝑔(1) = 3𝜆𝑓 ′ (2)+3𝑔′ (2) = 3(𝜆𝑓 +𝑔)′ (2).

10. Non : le polynôme nul n’est pas de degré 2.

De manière générale, les po-
lynômes de degré égal à 𝑛 ne
forment pas un sev de K[𝑋 ],
au contraire de l’ensemble
K𝑛 [𝑋 ] des polynômes de
degré inférieur ou égal à 𝑛.

Remarque

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.3
1. 𝐹1 est un sous-espace vectoriel de RN puisque la suite nulle tend vers 0 et que si 𝑢𝑛 −→

𝑛→+∞
0

et 𝑣𝑛 −→
𝑛→+∞

0, alors pour tout 𝜆 ∈ R, 𝜆𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 −→
𝑛→+∞

0.

2. La suite nulle n’est pas dans 𝐹2,
Seules les suites égales à 0 à
partir d’un certain rang sont
équivalentes à 0, ce qui n’est
pas le cas de la suite

(
1
𝑛

)
.

Rappel

qui n’est donc pas un sous-espace vectoriel de RN.

3. La suite nulle est dominée par 1
𝑛

, et si 𝑢𝑛 =
𝑛→+∞

𝑂

(
1
𝑛

)
et 𝑣𝑛 =

𝑛→+∞
𝑂

(
1
𝑛

)
, alors pour tout

𝜆 ∈ R, 𝜆𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 =
𝑛→+∞

𝑂

(
1
𝑛

)
.

Donc 𝐹3 est un sous-espace vectoriel de RN.
4. Prenons 𝑢𝑛 = 1

𝑛
et 𝑣𝑛 = − 1

𝑛
+ 1

𝑛2
, qui sont toutes deux dans 𝐹4 car 𝑣𝑛 ∼

𝑛→+∞
−1
𝑛

.

Alors 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 = 1
𝑛2

qui n’est équivalente à aucun 𝑘
𝑛

.

En effet, si 𝑘 ≠ 0,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

𝑘
𝑛

= 𝑛
𝑘
−→

𝑛→+∞
0.

Et pour 𝑘 = 0, 1
𝑛2
≁ 0 car (𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) n’est jamais nul.

Donc 𝐹4 n’est pas un sous-espace vectoriel de RN.
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2 TD 20

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.4
Souvenons nous que nous avons prouvé que l’union de deux sous-groupes 𝐹,𝐺 de (𝐸, +)
est un sous-groupe de 𝐸 si et seulement si 𝐹 ⊂ 𝐺 ou 𝐺 ⊂ 𝐻 .
On en déduit immédiatement que l’union de deux sous-espaces vectoriels 𝐹 et 𝐺 de 𝐸 est
un sous-espace vectoriel de 𝐸 si et seulement si 𝐹 ⊂ 𝐺 ou 𝐺 ⊂ 𝐹 .
En effet, si 𝐹 ∪𝐺 est un sous-espace vectoriel de 𝐸, alors c’est notamment un sous-groupe
de (𝐸, +), et donc 𝐹 ⊂ 𝐺 ou 𝐺 ⊂ 𝐹 .
Et la réciproque est évidente.

Le but de l’exercice est de prouver que pour davantage que deux sous-espaces vectoriels,
une union de sous-espaces vectoriels peut tout de même être un sous-espace vectoriel sous
certaines conditions.

Notons 𝐻 =
⋃
𝑖∈𝐼

𝐹𝑖 .

Le vecteur nul de 𝐸 étant dans chacun des 𝐹𝑖 , il est dans leur union 𝐻 .
Soient (𝑥,𝑦) ∈ 𝐻2, et soit 𝜆 ∈ K. Alors il existe (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼2 tels que 𝑥 ∈ 𝐹𝑖 et 𝑦 ∈ 𝐹 𝑗 .
Par hypothèse, il existe 𝑘 ∈ 𝐼 tel que 𝐹𝑖 ∪ 𝐹 𝑗 ⊂ 𝐹𝑘 . Considérons un tel 𝑘 , de sorte que 𝑥 ∈ 𝐹𝑘
et 𝑦 ∈ 𝐹𝑘 .
Puisque 𝐹𝑘 est un sous-espace vectoriel de 𝐸, on a donc 𝜆𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐹𝑘 ⊂ 𝐻 .
Et donc 𝐻 est un sous-espace vectoriel de 𝐸.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.5
1. Soient 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 trois réels tels que

𝜆1 · (0,−2, 1)︸     ︷︷     ︸
=𝑒1

+𝜆2 · (2,−1,−3)︸       ︷︷       ︸
=𝑒2

+𝜆3 · (1, 1,−2)︸     ︷︷     ︸
=𝑒3

= (0, 0, 0).

Pour prouver qu’une famille
est libre, on revient toujours
à la définition. C’est-à-dire
qu’on considère une famille
de scalaires telle que la com-
binaison linéaire soit nulle, et
on prouve que ces scalaires
sont tous nuls.
Notons au passage que si lors
des calculs on trouve une
solution avec des scalaires
non tous nuls, alors la famille
est liée.

Méthode

Alors, il vient 
2𝜆2 + 𝜆3 = 0
−2𝜆1 − 𝜆2 + 𝜆3 = 0
𝜆1 − 3𝜆2 − 2𝜆3 = 0

⇔


𝜆1 = 0
𝜆2 = 0
𝜆3 = 0

Donc la famille (0,−2, 1), (2,−1,−3), (1, 1,−2) est libre.
Étant par définition une famille génératrice de l’espace qu’elle engendre1 1 C’est-à-dire

Vect(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 ) .
, c’en est une base.

Pour aller plus loin : une question légitime est la suivante «quel est l’espace engendré par
ses trois vecteurs ?».
Avec un peu d’intuition géométrique, on se dit assez vite qu’une famille de trois vecteurs
de l’espace, non coplanaires (puisque c’est ça que signifie la liberté) doit former une base
de R3, et donc engendrer R3 tout entier. Nous aurons bientôt des résultats concernant
la dimension permettant de l’affirmer, mais nous sommes en fait déjà en mesure de le
prouver.
En effet, il s’agit donc de prouver que pour tout (𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ R3, il existe 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 tels que

𝜆1 (0,−2, 1) + 𝜆2 (2,−1,−3) + 𝜆3 (1, 1,−2) = (𝑥,𝑦, 𝑧).

Autrement dit de prouver que le système


2𝜆2 + 𝜆3 = 𝑥

−2𝜆1 − 𝜆2 + 𝜆3 = 𝑦

𝜆1 − 3𝜆2 − 2𝜆3 = 𝑧

possède au moins une

solution.
Mais ce système ressemble furieusement à celui que nous venons de résoudre, seul le second
membre a changé.

Écrivons ce système sous forme matricielle 𝐴
©«
𝜆1
𝜆2
𝜆3

ª®¬ =
©«
𝑥

𝑦

𝑧

ª®¬.

Nous venons de prouver que 𝐴
©«
𝜆1
𝜆2
𝜆3

ª®¬ =
©«
0
0
0

ª®¬ a pour unique solution 03,1. C’est là une

caractérisation du fait que 𝐴 est inversible !
Et puisque 𝐴 est inversible, pour tout 𝑌 ∈M3,1 (R), 𝐴𝑋 = 𝑌 possède une unique solution. Si
bien que (𝑥,𝑦, 𝑧) est combinaison linéaire de nos trois vecteurs. Et donc l’espace engendré
par ces trois vecteurs est bien R3 tout entier.
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CORRECTION 3

2. Soit on remarque directement qu’une combinaison linéaire des trois vecteurs, à coefficients
non nuls, est nulle, comme par exemple

(1, 𝑖)︸︷︷︸
=𝑒1

+(1 + 𝑖) · (2𝑖, 𝑖)︸︷︷︸
=𝑒2

+(1 − 2𝑖) · (1, 1)︸︷︷︸
=𝑒3

= 0C2 = (0, 0).

Et alors la famille est liée.

Mais si on ne voit pas2 2 Soit qu’il n’en existe pas,
soit qu’elle ne «saute pas aux
yeux».

une telle combinaison linéaire, alors il suffit de faire un calcul : soit
(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3) ∈ C3. Alors

𝜆1 · (1, 𝑖) + 𝜆2 · (2𝑖, 𝑖) + 𝜆3 · (1, 1) = (0, 0) ⇔
{
𝜆1 + 2𝑖𝜆2 + 𝜆3 = 0
𝑖𝜆1 + 𝑖𝜆2 + 𝜆3 = 0

.

Après calculs3 3 Appliquer la méthode du
pivot, on peut par exemple
commencer par 𝐿1 − 𝐿3.

, on trouve que les solutions du système sont les 𝜆1 (1, 1 + 𝑖, 1 − 2𝑖) , 𝜆1 ∈ C.
Notons que ceci peut encore s’écrire Vect((1, 1 + 𝑖, 1 − 2𝑖)).
Bref, il existe des solutions non nulles, donc la famille n’est pas libre.
Et en prenant 𝜆1 = 1, on retrouve la combinaison linéaire donnée plus haut.

La relation donnée ci-dessus nous permet par exemple d’exprimer 𝑒1 comme une combi-
naison linéaire de 𝑒2 et 𝑒3.
Ainsi, 𝑒1 ∈ Vect(𝑒2, 𝑒3), de sorte que Vect(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) = Vect(𝑒2, 𝑒3).

Il s’agit là d’une propriété
du cours : un vecteur qui
est combinaison linéaire des
autres ne sert à rien dans un
Vect.

Détails

Puisque la famille (𝑒2, 𝑒3) est libre, car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, c’est une
base de Vect(𝑒1, 𝑒𝑒 , 𝑒3).

Prouver la liberté à l’aide
d’un argument de non coli-
néarité (ou ce qui revient au
même, de non proportion-
nalité) n’est valable que pour
une famille de deux vecteurs.
Il n’y a pas d’analogue pour
les familles plus grandes.

A Danger !

3. Puisque (−1, 3, 1) = −(1, 0,−1) + 3(0, 1, 0), la famille n’est pas libre.
Puisque de plus (3, 3,−3) = 3(1, 0,−1) + 3(0, 1, 0), les deux derniers vecteurs peuvent être
supprimés de la famille sans changer l’espace engendré. Et la famille de deux vecteurs qui
reste est alors libre puisque formée de deux vecteurs non colinéaires.

4. Notons 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4 nos vecteurs. Pour la liberté, soient 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4 des réels. Alors

𝜆1 (1, 2,−3) + 𝜆2 (3, 2,−2) + 𝜆3 (3,−1, 2,−4) + 𝜆4 (−6,−8, 11) = (0, 0, 0)

⇔


𝜆1 + 3𝜆3 − 𝜆3 − 6𝜆4 = 0
2𝜆1 + 2𝜆2 + 2𝜆3 − 8𝜆4 = 0
−3𝜆1 − 2𝜆2 − 4𝜆3 + 11𝜆4 = 0

Après résolution4 4 Via la méthode du pivot.
Notons tout de suite que 4
inconnues pour 3 équations,
il va nous falloir passer par
des inconnues secondaires.

, on trouve que l’ensemble des solutions de ce système est

{(−2𝜆3 + 3𝜆4, 𝜆3 + 𝜆4, 𝜆3, 𝜆4), (𝜆3, 𝜆4) ∈ R2}.

Donc déjà le fait qu’il existe des solutions non triviales5

5 Différentes de (0, 0, . . . , 0) .

nous apprend que la famille n’est
pas libre.
Par ailleurs, nous connaissons de telles solutions : (−2, 1, 1, 0) et (3, 1, 0, 1) sont solutions.
La première signifie qu’on a la relation de dépendance linéaire 2𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3 = 0R3 , la
seconde que 3𝑒3 + 𝑒2 + 𝑒4 = 0R3 .
Donc 𝑒3 = −2𝑒1 + 𝑒2 ∈ Vect(𝑒1, 𝑒2, 𝑒4), si bien que Vect(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) = Vect(𝑒1, 𝑒2, 𝑒4).
De même, 𝑒4 = −3𝑒3 − 𝑒2 ∈ Vect(𝑒1, 𝑒2). Et donc Vect(𝑒1, 𝑒2, 𝑒4) = Vect(𝑒1, 𝑒2).
Enfin, (𝑒1, 𝑒2) est libre, car formée de deux vecteurs non colinéaires. C’est donc une base
de Vect(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4).

5. Il s’agit d’une famille de polynômes de degrés deux à eux distincts, elle est donc libre.
Et donc forme une base de l’espace qu’elle engendre.

6. On a 𝑓3 = 2𝑓2 − 1
2 𝑓0, donc la famille n’est pas libre.

En revanche, on a donc Vect(𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) = Vect(𝑓0, 𝑓1, 𝑓2).
Prouvons que (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) est libre.
Soient donc 𝜆0, 𝜆1, 𝜆2 des réels tels que 𝜆0 𝑓0 + 𝜆1 𝑓1 + 𝜆2 𝑓2 = 0𝐸 .
Alors pour tout 𝑥 ∈ R, 2𝜆0 + 𝜆1 cos(𝑥) + 𝜆2 cos2 (𝑥) = 0.

La fonction cos réalisant une surjection de R sur [−1, 1], on a donc, pour tout 𝑡 ∈ [−1, 1],
2𝜆0 + 𝜆1𝑡 + 𝜆2𝑡2 = 0.
Donc le polynôme 2𝜆0 + 𝜆1𝑋 + 𝜆2𝑋 2 possède une infinité de racines, et donc est nul.
Ainsi 𝜆0 = 𝜆1 = 𝜆2, si bien que (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) est libre, et donc est une base de Vect(𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) =
Vect(𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3).
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7. Cette fois il s’agit d’une famille de polynômes qui sont tous de même degré6 6 Rappelons que ça n’em-
pêche pas la famille d’être
libre.

, donc on ne
peut s’en tirer aussi facilement qu’à la question 5.
Soient donc 𝜆0, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ C tels que

𝑛∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘 (𝑋 − 𝑎)𝑘 (𝑋 − 𝑏)𝑛−𝑘 = 0.

En évaluant cette relation en 𝑎, il vient 𝜆0 (𝑎 − 𝑏)𝑛 = 0, et puisque 𝑎 ≠ 𝑏, 𝜆0 = 0.

Il ne reste donc que
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜆𝑘 (𝑋 − 𝑎)𝑘 (𝑋 − 𝑏)𝑛−𝑘 = 0, ce qui après simplification7 7 C[𝑋 ] est un anneau in-
tègre, donc tout élément est
régulier (pour le produit).

par 𝑋 − 𝑎, il

reste
𝜆1 (𝑋 − 𝑏)𝑛−1 + 𝜆2 (𝑋 − 𝑎) (𝑋 − 𝑏)𝑛−2 + · · · + 𝜆𝑛 (𝑋 − 𝑎)𝑛−1 = 0C[𝑋 ] .

De nouveau en évaluant en 𝑎, il vient 𝜆1 = 0. De proche en proche, on prouve alors que
𝜆0 = · · · = 𝜆𝑛 = 0.
Et donc il s’agit d’une famille libre.

8. En nommant 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3 nos trois matrices, elles sont liées par la relation8 8 Résoudre un système pour
la trouver.

𝐸3 = (1+𝑖)𝐸1 +𝑖𝐸2.
Et doncVect(𝐸1, 𝐸2, 𝐸3) = Vect(𝐸1, 𝐸2), de sorte que (𝐸1, 𝐸2) est une base deVect(𝐸1, 𝐸2, 𝐸3).

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.6

On cherche donc pour quelles valeurs de 𝛼 le système S𝛼 :


𝜆1 + 𝜆2 + 𝛼𝜆3 = 0
𝜆1 + 𝛼𝜆2 + 𝜆3 = 0
𝛼𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 = 0

,

d’inconnue (𝜆1, 𝜆2, 𝜆3) ∈ R3 possède une solution différente de (0, 0, 0).
Commençons alors la résolution avec 𝛼 ∈ R quelconque :

(S𝛼 ) ←→
𝐿2←𝐿2−𝐿1
𝐿3←𝐿3−𝛼𝐿1


𝜆1 + 𝜆2 + 𝛼𝜆3 = 0
(𝛼 − 1)𝜆2 + (1 − 𝛼)𝜆3 = 0
(1 − 𝛼)𝜆2 + (1 − 𝛼2)𝜆3 = 0

▶ Si 𝛼 = 1, alors les deux dernières équations deviennent 0 = 0 et donc le système possède
une infinité de solutions.
▶ Supposons donc 𝛼 ≠ 1. Alors 𝐿2 est équivalente à 𝜆2 = 𝜆3, et 𝐿3 devient, après division
par 1 − 𝛼 : 𝜆2 + (1 + 𝛼)𝜆3 = 0. En substituant 𝜆3 par 𝜆2 on a donc (2 + 𝛼)𝜆2 = 0.
Si 𝛼 ≠ −2, alors cette équation n’a que 𝜆2 = 0 comme solution. Et donc 𝜆3 = 0, puis 𝜆1 = 0.
En revanche, pour 𝛼 = −2, alors (1, 1, 1) est solution du système, donc la famille n’est pas
libre.

Au final, la famille (1, 1, 𝛼), (1, 𝛼, 1), (𝛼, 1, 1) est liée si et seulement si 𝛼 = 1 ou 𝛼 = −2.
Il n’est d’ailleurs pas difficile de vérifier que dans ces deux cas, la famille est liée :

(1, 1, 1) + (−1) · (1, 1, 1) + 0 · (1, 1, 1) = 0R3 et (1, 1,−2) + (1,−2, 1) + (−2, 1, 1) = 0R3 .

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.7
Notons à chaque fois 𝐹 l’espace en question.

1. Soit (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ R4. Alors

(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ 𝐹 ⇔
{
𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 𝑡 = 0
𝑥 + 𝑧 + 𝑡 = 0

⇔
{
𝑦 = 2𝑡 − 𝑧
𝑥 = −𝑧 − 𝑡

⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) = (−𝑧 − 𝑡, 2𝑡 − 𝑧, 𝑧, 𝑡) = 𝑧 (−1,−1, 1, 0) + 𝑡 (−1, 2, 0, 1)
⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑧) ∈ Vect((−1,−1, 1, 0), (−1, 2, 0, 1)) .

Donc (−1,−1, 1, 0), (−1, 2, 0, 1) est une famille génératrice de 𝐹 .
Elle est libre car formée de deux vecteurs non colinéaires

Ce critère de liberté est très
pratique, mais il ne vaut
que pour les familles de
deux vecteurs, il n’y a pas
d’analogue facile pour les
familles de trois vecteurs ou
plus.

" Attention !

. C’est donc une base de 𝐹 .
2. Soit 𝑃 ∈ R4 [𝑋 ]. Alors 𝑃 ∈ 𝐹 si et seulement si il est divisible par 𝑋 (𝑋 − 4), soit encore si et

seulement si il existe 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R tels que 𝑃 = 𝑋 (𝑋 − 4) (𝑎𝑋 2 + 𝑏𝑋 + 𝑐).
Autrement dit,

𝐹 =
{
𝑋 (𝑋 − 4) (𝑎𝑋 2 + 𝑏𝑋 + 𝑐), (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ R3}
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= {𝑎𝑋 3 (𝑋 − 4) + 𝑏𝑋 2 (𝑋 − 4) + 𝑐𝑋 (𝑋 − 4), (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ R3}

= Vect
(
𝑋 (𝑋 − 4), 𝑋 2 (𝑋 − 4), 𝑋 3 (𝑋 − 4)

)
.

Donc
(
𝑋 (𝑋 − 4), 𝑋 2 (𝑋 − 4), 𝑋 3 (𝑋 − 4)

)
est une famille génératrice de 𝐹 . Elle est libre car

formée de polynômes de degrés deux à deux distincts, donc c’est une base de 𝐹 .
3. Nous avons directement une famille génératrice de 𝐹 .

Elle n’est pas libre car le second vecteur est combinaison linéaire des deux autres :
(1, 6,−5,−6) = 3(1, 2,−1, 0) − 2(1, 0, 1, 3).
Donc Vect ((1, 2,−1, 0), (1, 6,−5,−6), (1, 0, 1, 3)) = Vect ((1, 2,−1, 0), (1, 0, 1, 3)).

Rappelons que lorsqu’une
famille est liée, enlever un
vecteur qui est combinaison
linéaire des autres ne change
pas l’espace engendré.
Et donc en particulier, en-
lever un tel vecteur à une
famille génératrice fournit
encore une famille généra-
trice.

Méthode

Cette famille de deux vecteurs est libre, car ils sont non colinéaires, et donc c’est une base
de 𝐹 .

4. Nous savons résoudre cette équation différentielle, et 𝑓 ∈ 𝐹 si et seulement si il existe
𝜆, 𝜇 ∈ R tels que

𝑓 : 𝑥 ↦→ 𝜆𝑒𝑥 cos𝑥 + 𝜇𝑒𝑥 sin𝑥 .

Donc en notant 𝑓1 : 𝑥 ↦→ 𝑒𝑥 cos𝑥 et 𝑓2 : 𝑥 ↦→ 𝑒𝑥 sin𝑥 , on a 𝐹 = Vect(𝑓1, 𝑓2).
Il reste à vérifier que (𝑓1, 𝑓2) est libre : soient 𝜆1, 𝜆2 tels que 𝜆1 𝑓1 + 𝜆2 𝑓2 = 0.
Alors en évaluant en 0, on a 𝜆1 = 0 et donc 𝜆2 𝑓2 = 0 si bien que 𝜆2 = 0.
Donc (𝑓1, 𝑓2) est libre : c’est une base de 𝐹 .

5. Soit 𝑀 =

(
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)
∈M2 (C). Alors 𝑀

(
1 0
0 𝑖

)
=

(
1 0
0 𝑖

)
𝑀 si et seulement si(

𝑎 𝑖𝑏

𝑐 𝑖𝑑

)
=

(
𝑎 𝑏

𝑖𝑐 𝑖𝑑

)
⇔ 𝑏 = 𝑐 = 0.

Donc si et seulement si 𝑀 =

(
𝑎 0
0 𝑑

)
= 𝑎

(
1 0
0 0

)
+ 𝑑

(
0 0
0 1

)
= 𝑎𝐸1,1 + 𝑑𝐸2,2.

L’ensemble cherché est l’en-
semble des matrices diago-
nales de M2 (C) .

Autrement dit

Donc (𝐸1,1, 𝐸2,2) est une famille génératrice de 𝐹 , elle est évidemment libre9 9 Car formée de deux ma-
trices non colinéaires, mais
aussi car il s’agit d’une sous-
famille de la base canonique
de M2 (C) , qui est libre
comme toute base.

, donc c’est
une base de 𝐹 .

6. Nous savons que toute suite de 𝐹 est de la forme 𝑢𝑛 = 3𝑛 (𝜆𝑛 + 𝜇) = 𝜆3𝑛𝑛 + 𝜇3𝑛, avec
(𝜆, 𝜇) ∈ C2. Donc 𝐹 = Vect(𝑣,𝑤) où 𝑣𝑛 = 3𝑛𝑛 et 𝑤𝑛 = 3𝑛.
Il est alors aisé de vérifie que (𝑣,𝑤) est une famille libre de 𝐹 , et donc en est une base.

7. Soit 𝑃 =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑋
𝑖 ∈ R𝑛 [𝑋 ].

Alors 𝑃 ∈ 𝐹 ⇔
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖

𝑖 + 1 = 0. Soit encore si et seulement si 𝑎0 = −
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖

𝑖 + 1 .

Donc 𝑃 ∈ 𝐹 ⇔ 𝑃 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖

(
𝑋 𝑖 − 1

𝑖 + 1

)
⇔ 𝑃 ∈ Vect

(
𝑋 − 1

2
, 𝑋 2 − 1

3
, . . . , 𝑋𝑛 − 1

𝑛 + 1

)
.

Donc 𝐹 = Vect
(
𝑋 − 1

2
, 𝑋 2 − 1

3
, . . . , 𝑋𝑛 − 1

𝑛 + 1

)
.

Cette famille est libre car formée de polynômes de degrés deux à deux distincts, donc c’est
une base de 𝐹 .

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.8
Puisqu’il s’agit d’une famille infinie, il faut prouver que toute sous-famille finie est libre.
Prouvons que pour tout 𝑛 ∈ N, (𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) est libre, ce qui suffira car toute sous-famille
finie de la famille de départ est incluse dans une telle famille. Une sous-famille d’une fa-

mille libre est libre.

Rappel

Soient donc (𝜆0, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) ∈ R𝑛+1 tels que
𝑛∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖 𝑓𝑖 = 0.

Alors, par multiplication par 𝑒−𝑛𝑥 , pour tout 𝑥 ∈ R,

𝜆0𝑒
−𝑛𝑥 + 𝜆1𝑒−(𝑛−1)𝑥 + · · · + 𝜆𝑛−1𝑒−𝑥 + 𝜆𝑛 = 0.

En faisant tendre 𝑥 vers +∞, il ne reste que 𝜆𝑛 = 0.

Donc
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖 𝑓𝑖 = 0. Divisons alors de nouveau par 𝑓𝑛−1, puis effectuons un passage à la limite.

On obtient alors 𝜆𝑛−1 = 0.
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De proche en proche10 10 Encore une fois : une
récurrence serait tout indi-
quée, en prouvant P(𝑛) : «la
famille (𝑓0, . . . , 𝑓𝑛 ) est libre ».

Donc 𝜆0 = 𝜆1 = · · · = 𝜆𝑛 = 0, de sorte que (𝑓0, . . . , 𝑓𝑛) est libre, et donc (𝑓𝑘 )𝑘∈N est libre.

Alternative : avec les mêmes notations que ci-dessus, notons 𝑃 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘𝑋
𝑘 ∈ R[𝑋 ].

Alors pour tout 𝑥 ∈ R, 𝑃 (𝑒𝑥 ) = 0. Et puisque l’exponentielle réalise une surjection de R sur
R∗+, alors pour tout 𝑡 ∈ R∗+, 𝑃 (𝑡) = 0.
Donc le polynôme 𝑃 possède une infinité de racines, si bien que c’est le polynôme nul, et
donc 𝜆0 = 𝜆1 = · · · = 𝜆𝑛 = 0.
Alternative (bis) : supposons par l’absurde que les 𝜆𝑖 ne soient pas tous nuls, et soit
𝑘 = max{𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧ | 𝜆𝑖 ≠ 0}.

On a alors pour tout 𝑥 ∈ R, 𝜆𝑘𝑒𝑘𝑥 = −
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖𝑒
𝑖𝑥 .

Mais
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖𝑒
𝑖𝑥 =

𝑥→+∞
𝑜

(
𝑒𝑘𝑥

)
=

𝑥→+∞
𝑜

(
𝜆𝑘𝑒

𝑘𝑥
)
, ce qui est absurde.

Et donc tous les 𝜆𝑖 sont nuls.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.9
Notons que nous sommes en présence d’une famille infinie de suites. Elle est donc libre si
et seulement si toute sous-famille finie est libre.
Or, une sous-famille finie de (𝑣 (𝑘 ) )𝑘∈N est une sous-famille de (𝑣 (𝑘 ) )0⩽𝑘⩽𝑛 pour un certain
𝑛 ∈ N.
Il suffit donc de prouver que toutes ces familles sont libres.

Soit donc 𝑛 ∈ N, et soient (𝜆0, . . . , 𝜆𝑛) ∈ R𝑛+1 tels que
𝑛∑︁

𝑘=0

𝜆𝑘𝑣
(𝑘 ) = 0RN .

Notons que cette combinai-
son linéaire n’est autre que la
suite

(𝜆0, . . . , 𝜆𝑛, 0, 0, . . . ) .

Intuition

En particulier, pour 𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, on a

0 =

(
𝑛∑︁

𝑘=0

𝜆𝑘𝑣
(𝑘 )

)
𝑖

=

𝑛∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘𝑣
(𝑘 )
𝑖

= 𝜆𝑖 .

Donc 𝜆0 = 𝜆1 = · · · = 𝜆𝑛 = 0, et donc la famille (𝑣 (0) , . . . , 𝑣 (𝑛) ) est libre.

Les 𝑣 (𝑘 ) sont toutes presque nulles11
11 Au sens du cours : tous les
termes, sauf un nombre fini,
sont nuls.

. Donc toute combinaison linéaire des 𝑣 (𝑘 ) , qui est
combinaison linéaire (d’un nombre fini) des 𝑣 (𝑘 ) est presque nulle.
En particulier, la suite constante égale à 1 n’est pas une combinaison linéaire des 𝑣 (𝑘 ) , qui
ne forment donc pas une base de RN.
Mieux : nous venons de prouver que Vect(𝑣 (𝑘 ) ) ⊂ R(N) , l’ensemble des suites presque
nulles.
Inversement, si (𝑢𝑛) est une suite presque nulle, alors elle est nulle à partir d’un certain
rang. Notons par exemple 𝑁 ∈ N tel que pour 𝑛 ⩾ 𝑁 , 𝑢𝑛 = 0.

Alors 𝑢 =

𝑁∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝑣
(𝑘 ) ∈ Vect(𝑣 (𝑘 ) , 𝑘 ∈ N).

Et donc l’espace engendré par les 𝑣 (𝑘 ) est l’ensemble R(N) des suites presque nulles12 12 Ou ce qui revient au
même, des suites nulles à
partir d’un certain rang.

.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.10
1. Notons 𝐶1, . . . ,𝐶𝑛 les colonnes de 𝐴, qui sont donc des éléments de M𝑛,1 (K).

Soient 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ K tels que
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝐶𝑖 = 0𝑛,1.

On sait alors que
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝐶𝑖 = 𝐴

©«
𝜆1
𝜆2
...

𝜆𝑛

ª®®®®¬
.

Donc si 𝐴 est inversible, on a 𝐴
©«
𝜆1
...

𝜆𝑛

ª®®¬ = 0𝑛,1, si bien que

Pour 𝐴 ∈ M𝑛 (K) et
𝑋 ∈ M𝑛,1 (K) , 𝐴 est inver-
sible si et seulement si

𝐴𝑋 = 0𝑛,1 ⇒ 𝑋 = 0𝑛,1 .

Rappel

©«
𝜆1
...

𝜆𝑛

ª®®¬ = 0𝑛,1, soit encore

𝜆1 = · · · = 𝜆𝑛 = 0.
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CORRECTION 7

Donc si 𝐴 est inversible, (𝐶1, . . . ,𝐶𝑛) est libre.

Et inversement, si (𝐶1, . . . ,𝐶𝑛) est libre, alors pour 𝑋 =
©«
𝑥1
...

𝑥𝑛

ª®®¬ ∈M𝑛,1 (K), si 𝐴𝑋 = 0𝑛,1, alors

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝐶𝑖 = 0𝑛,1, et donc par liberté de (𝐶1, . . . ,𝐶𝑛), 𝑥1 = · · · = 𝑥𝑛 = 0, si bien que 𝑋 = 0𝑛,1.

Donc 𝐴 est inversible.

Conséquence : si vous voyez qu’une colonne de 𝐴 est une combinaison linéaire des
autres, alors 𝐴 n’est pas inversible.

Par exemple, ©«
2 −1 0
3 0 3
−1 2 3

ª®¬ n’est pas inversible puisque 𝐶1 + 2𝐶2 = 𝐶3.

2. Notons 𝐿1, . . . , 𝐿𝑛 les lignes de 𝐴. Alors 𝐿𝑇1 , . . . , 𝐿
𝑇
𝑛 sont les colonnes de 𝐴𝑇 .

Et pour 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ K, on a

𝜆1𝐿1 + · · · + 𝜆𝑛𝐿𝑛 = 01,𝑛 ⇔ (𝜆1𝐿1 + · · · + 𝜆𝑛𝐿𝑛)𝑇 = 0𝑛,1 ⇔ 𝜆1𝐿
𝑇
1 + · · · + 𝜆𝑛𝐿

𝑇
𝑛 = 0𝑛,1.

Donc s’il existe ue combinaison linéaire nulle des 𝐿𝑖 dont les coefficients ne sont pas tous
nuls, alors il existe une combinaison linéaire des 𝐶𝑖 qui est nulle et dont tous les coefficients
ne sont pas nuls.
Ainsi, (𝐿𝑇1 , . . . , 𝐿

𝑇
𝑛 ) est liée, donc 𝐴𝑇 n’est pas inversible.

Or 𝐴 est inversible si et seulement si 𝐴𝑇 l’est, donc 𝐴 n’est pas inversible.

Notons que toutes les implications qui précèdent sont des équivalences : un des 𝐿𝑖 est une
combinaison linéaire des autres si et seulement si (𝐿1, . . . , 𝐿𝑛) est liée.
Donc si et seulement si (𝐿𝑇1 , . . . , 𝐿

𝑇
𝑛 ) est liée. Soit si et seulement si 𝐴𝑇 n’est pas inversible,

donc si et seulement si 𝐴 n’est pas inversible.

En particulier, si l’une des colonnes de𝐴 est combinaison linéaire des autres, alors𝐴 n’est pas
inversible, et donc la famille de ses lignes est liée, donc l’une de ses lignes est combinaison
linéaire des autres. Et vice-versa !

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.11
Soient (𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) ∈ K𝑛, et supposons que

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖 = 0𝐸 .

On a alors
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 (𝑒𝑖 + 𝑦) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑒𝑖 +
(

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘

)
𝑦 =

𝑛∑︁
𝑖=1

(
𝜆𝑖 +

(
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜆𝑘

)
𝛼𝑖

)
𝑒𝑖 .

Et donc par liberté de (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛),
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖 = 0𝐸 si et seulement si

∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝜆𝑖 +
(

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘

)
𝛼𝑖 = 0.

Notons 𝑆 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 , de sorte que la relation ci-dessus s’écrit simplement 𝜆𝑖 + 𝑆𝛼𝑖 = 0.

En sommant ces relations lorsque 𝑖 varie de 1 à 𝑛, il vient alors

𝑆 + 𝑆
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 = 0⇔ 𝑆

(
1 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖

)
= 0.

▶ Si
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 ≠ −1, alors 𝑆 = 0, et donc pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝜆𝑖 + 𝑆𝛼𝑖 = 0⇔ 𝜆𝑖 = 0.

Ainsi, on a prouvé que
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖 = 0𝐸 ⇒ 𝜆1 = 𝜆2 = · · · = 𝜆𝑛, et donc (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) est libre.
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▶ Si
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 = −1, posons alors pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝜆𝑖 = 𝛼𝑖 , de sorte que 𝑆 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 = −1.

On a alors 𝜆𝑖 + 𝑆𝛼𝑖 = 𝛼𝑖 − 𝛼𝑖 = 0.

Et donc grâce aux équivalences précédemment prouvées, il vient
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖 = 0𝐸 .

Puisque les 𝛼𝑖 ne sont pas tous nuls13 13 Faute de quoi leur somme
serait nulle.

, nous venons donc de prouver que la famille (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
est liée.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.12
Commençons par prouver que si 𝑋 est une base de 𝐸, alors elle est à la fois libre maximale
et génératrice minimale.
Supposons donc que 𝑋 est une base de 𝐸. Elle est alors libre par définition. Soit donc
𝑌 ∈P(𝐸) une partie libre contenant 𝑋 .
Supposons par l’absurde que 𝑌 ≠ 𝑋 , et soit alors 𝑦 ∈ 𝑌 \ 𝑋 .
Puisque 𝑋 est génératrice de 𝐸, il existe 𝑛 ∈ N∗, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 et 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ K tels que

𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑖𝑒𝑖 .

Quitte à regrouper les termes faisant apparaître le même 𝑥𝑖 , on peut supposer 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛
deux à deux distincts. Et alors

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖 − 𝑦 = 0𝐸

de sorte que (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) n’est pas libre. Mais puisqu’il s’agit d’une famille finie formée
de vecteurs deux à deux distincts de 𝑌 , ceci contredit la liberté de 𝑌 .
Ainsi, 𝑌 = 𝑋 , et donc 𝑋 est libre maximale.

De même, 𝑋 est génératrice de 𝐸 par définition. Considérons donc une partie 𝑌 de 𝐸,
contenue dans 𝑋 et génératrice de 𝐸.
Supposons par l’absurde que 𝑌 ≠ 𝑋 , et soit 𝑥 ∈ 𝑋 \𝑌 . Alors, puisque 𝑌 est génératrice de 𝐸,

il existe 𝑛 ∈ N, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 ∈ 𝑌 et 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ K tels que 𝑥 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑦𝑖 .

De nouveau, on peut supposer les 𝑦𝑖 deux à deux distincts, et alors
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑦𝑖 − 𝑥 = 0𝐸 , si bien

que (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, 𝑥) n’est pas libre, et pourtant formée de vecteurs de 𝑋 deux à deux distincts.
Ceci contredit la liberté de 𝑋 .
Et donc 𝑌 = 𝑋 , si bien que 𝑌 est génératrice minimale.

Supposons à présent que 𝑋 est libre maximale, et prouvons qu’elle est automatiquement
génératrice de 𝐸, de sorte que 𝑋 est une base de 𝐸.
Soit donc 𝑥 ∈ 𝐸. Supposons par l’absurde que 𝑥 ∉ Vect(𝑋 ). Nous allons alors prouver que
𝑋 ∪ {𝑥} est encore une famille libre. Puisqu’elle contient strictement 𝑋 , ceci contredira le
fait que 𝑋 soit libre maximale.
Soit donc 𝑛 ∈ N, et soient 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 des vecteurs deux à deux distincts de 𝑋 ∪ {𝑥}.
Si tous les 𝑥𝑖 sont différents de 𝑥 , alors (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) est une famille de vecteurs deux à deux
distincts de 𝑋 , donc libre par liberté de 𝑋 .
Si en revanche l’un des 𝑥𝑖 est égal à 𝑥 , quitte à renuméroter, supposons qu’il s’agit de 𝑥𝑛.

Soient alors 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ K tels que
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖 = 0𝐸 .

Si 𝜆𝑛 ≠ 0, alors 𝑥 = 𝑥𝑛 = −
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖

𝜆𝑛
𝑥𝑖 ∈ Vect(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ⊂ Vect(𝑋 ), ce qui est absurde.

Donc 𝜆𝑛 = 0, et donc
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖 = 0𝐸 .

Mais (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1) est une famille formée de vecteurs distincts de 𝑋 , donc libre par liberté
de 𝑋 .
Et donc 𝜆1 = · · · = 𝜆𝑛−1 = 0.
Ainsi, (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) est libre, si bien que14 14 C’est vrai pour toute fa-

mille finie de vecteurs deux à
deux distincts de 𝑋 ∪ {𝑥 }.

𝑋 ∪ {𝑥} est libre. Et donc 𝑋 n’est pas libre maxi-
male.
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Nous venons donc de prouver que pour tout 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑥 ∈ Vect(𝑋 ), si bien que 𝑋 est généra-
trice de 𝐸, et donc est une base de 𝐸.

Enfin, supposons 𝑋 génératrice minimale et prouvons qu’il s’agit d’une base de 𝐸.
Si 𝑋 n’est pas libre, alors il existe un vecteur de 𝑋 qui est combinaison linéaire d’autres
vecteurs de𝑋 . Autrement dit tel que 𝑥 ∈ Vect(𝑋 \{𝑥}). Et alors 𝐸 = Vect(𝑋 ) = Vect(𝑋 \{𝑥})
si bien que𝑋\{𝑥} est une famille génératrice de 𝐸 strictement incluse dans𝑋 ce qui contredit
le fait que 𝑋 soit génératrice minimale.
Donc une famille génératrice minimale est une base de 𝐸.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.13
Soit (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ R4. Alors

(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ R4 ⇔
{
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑦 − 𝑧 + 𝑡 = 0

⇔
{
𝑥 = −𝑦 − 𝑧
𝑡 = 𝑧 − 𝑦

Pour déterminer l’ensemble
des solutions d’un tel système
(2 équations, 4 inconnues), il
faut choisir deux inconnues
secondaires en fonction
desquelles on exprime les
deux autres. Il y a plusieurs
choix possibles, et aucun n’est
meilleur que les autres.

Méthode

⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) = (−𝑦 − 𝑧,𝑦, 𝑧, 𝑧 − 𝑦) = 𝑦 (−1, 1, 0,−1) + 𝑧 (−1, 0, 1, 1)
⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ Vect ((−1, 1, 0,−1), (−1, 0, 1, 1)) .

Donc 𝐹 = Vect ((−1, 1, 0,−1), (−1, 0, 1, 1)) est un sous-espace vectoriel de R4, et nous en
avons une famille génératrice.
Remarque : il aurait bien entendu été possible de prouver que 𝐹 est un sous-espace vectoriel à
l’aide de la caractérisation des sous-espaces vectoriels (stabilité par combinaisons linéaires).

Et puisque𝐺 est déjà sous forme d’unVect, c’est évidemment un sous-espace vectoriel deR4.

Pour prouver qu’ils sont supplémentaires dans R4, nous allons prouver que tout vecteur de
R4 s’écrit de manière unique comme un élément de 𝐹 plus un élément de 𝐺 .
Soit donc (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ R4, et soient 𝑢 ∈ 𝐹 et 𝑣 ∈ 𝐺 . Alors il existe des réels 𝑎, 𝑏, 𝜆, 𝜇 tels que

𝑢 = 𝑎(−1, 1, 0,−1) + 𝑏 (−1, 0, 1, 1) et 𝑣 = 𝜆(1, 0, 0, 1) + 𝜇 (0, 1, 1, 0) .

Et alors (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢 + 𝑣 = (−𝑎 − 𝑏 + 𝜆, 𝑎 + 𝜇, 𝑏 + 𝜇,−𝑎 + 𝑏 + 𝜆) ⇔


−𝑎 − 𝑏 + 𝜆 = 𝑥

𝑎 + 𝜇 = 𝑦

𝑏 + 𝜇 = 𝑧

−𝑎 + 𝑏 + 𝜆 = 𝑡

.

Après résolution de ce système d’inconnues (𝑎, 𝑏, 𝜆, 𝜇), on obtient comme unique solution
𝑎 = 𝑦 − 𝑧 + 𝑡−𝑥

2 , 𝑏 = 𝑡−𝑥
2 , 𝜆 = 𝑡 + 𝑦 − 𝑧, 𝜇 = 𝑧 + 𝑥−𝑡

2 .
Donc tout vecteur de R4 s’écrit d’une unique manière comme un élément de 𝐹 plus un
élément de 𝐺 .
Et donc R4 = 𝐹 ⊕ 𝐺 .

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.14
1. Prouvons que 𝐹 est un sous-espace vectoriel de C(R,R).

Par définition, 𝐹 ⊂ C(R,R), et la fonction nulle est dans 𝐹 , puisqu’elle vaut 0 en 𝑥 = 0 et
en 𝑥 = 1.
Soient 𝑓 et 𝑔 deux éléments de 𝐹 , et soit 𝜆 ∈ R. Alors 𝜆𝑓 + 𝑔 est continue et

(𝜆𝑓 + 𝑔) (0) = 𝜆𝑓 (0) + 𝑔(0) = 𝜆𝑓 (1) + 𝑔(1) = (𝜆𝑓 + 𝑔) (1).

Ainsi, 𝜆𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐹 , et donc 𝐹 est un sous-espace vectoriel de C(R,R).
2. Nous allons prouver que toute fonction continue s’écrit de manière unique comme un

élément de 𝐹 plus un élément de Vect(𝑔).

Procédons par analyse-synthèse : soit 𝑓 ∈ C(R,R), et supposons que 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2, avec
𝑓1 ∈ 𝐹 et 𝑓2 ∈ Vect(𝑔).
Il existe donc 𝜆 ∈ R tel que 𝑓1 = 𝜆𝑔.
On a alors 𝑓 (0) = 𝑓1 (0) + 𝜆 · 0 = 𝑓1 (0) et 𝑓 (1) = 𝑓1 (1) + 𝜆 = 𝑓1 (0) + 𝜆.
Et donc 𝑓 (1) = 𝑓 (0) + 𝜆 ⇔ 𝜆 = 𝑓 (1) − 𝑓 (0).
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On en déduit que 𝑓1 = 𝑓 − 𝑓2 = 𝑓 − (𝑓 (0) − 𝑓 (1)) · 𝑔.
Nous venons de prouver que
si 𝑓 était somme d’un élé-
ment 𝑓1 de 𝐹 et d’un élément
𝑓2 de Vect(𝑔) , alors il n’y
avait qu’une seule décomposi-
tion possible.
Autrement dit, que 𝑓 s’écrit
d’au plus une manière
comme un élément de 𝐹

et un élément de Vect(𝑔) .
Il reste à vérifier l’existence
d’une telle décomposition.

Explications

Inversement, posons 𝑓2 = (𝑓 (1) − 𝑓 (0)) · 𝑔 et 𝑓1 = 𝑓 − 𝑓2.
Alors il est évident que 𝑓2 ∈ Vect(𝑔), et 𝑓1 ∈ 𝐹 car 𝑓1 est continue car différence de fonctions
continues, et

𝑓1 (0) = 𝑓 (0)−(𝑓 (1)−𝑓 (0)) 𝑔(0)︸︷︷︸
=0

= 𝑓 (0) et 𝑓1 (1) = 𝑓 (1)−(𝑓 (1)−𝑓 (0)) 𝑔(1)︸︷︷︸
=1

= 𝑓 (0) = 𝑓1 (0).

Enfin, on a bien
𝑓1 + 𝑓2 = 𝑓 − 𝑓2 + 𝑓2 = 𝑓 .

Ainsi, 𝑓 s’écrit de manière unique comme une fonction de 𝐹 plus une fonction de Vect(𝑔),
et donc C(R,R) = 𝐹 ⊕ Vect(𝑔).

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.15
Soit 𝑥 ∈ 𝐹 + (𝐺 ∩ 𝐻 ). Alors il existe 𝑥1 ∈ 𝐹 et 𝑥2 ∈ 𝐺 ∩ 𝐻 tel que 𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2.
Mais alors 𝑥 ∈ 𝐹 +𝐺 car 𝑥1 ∈ 𝐹 et 𝑥2 ∈ 𝐺 , et de même, 𝑥 ∈ 𝐹 + 𝐻 .
Donc on a bien 𝑥 ∈ (𝐹 +𝐺) ∩ (𝐹 + 𝐻 ).

Alternative : on sait que 𝐹 +𝐺 et 𝐹 +𝐻 sont des sous-espaces vectoriels de 𝐸, donc leur
intersection est encore un sous-espace vectoriel de 𝐸.
De plus, 𝐹 est inclus à la fois dans 𝐹 +𝐺 et dans 𝐹 +𝐻 , donc il est inclus dans leur intersection.
Et de même, 𝐺 ∩𝐻 est inclus dans 𝐺 , donc dans 𝐹 +𝐺 , et dans 𝐻 , donc dans 𝐹 +𝐻 . Et donc
dans (𝐹 +𝐺) ∩ (𝐹 + 𝐻 ).
Donc (𝐹 +𝐺) ∩ (𝐹 +𝐻 ) est un sous-espace vectoriel de 𝐸, qui contient les deux sous-espaces
vectoriels 𝐹 et 𝐺 ∩ 𝐻 , donc il contient 𝐹 + (𝐺 ∩ 𝐻 ). 𝐹 +𝐺 est inclus dans tout sous-

espace vectoriel qui contient
à la fois 𝐹 et 𝐺 .

Rappel

Si 𝐹 ⊂ 𝐺 , on a 𝐹 + 𝐺 = 𝐺 , puisqu’il s’agit du plus petit sous-espace vectoriel de 𝐸 qui
contient à la fois 𝐹 et 𝐺 .
Soit 𝑥 ∈ (𝐹 +𝐺) ∩ (𝐹 + 𝐻 ) = 𝐺 ∩ (𝐹 + 𝐻 ).
Alors 𝑥 ∈ 𝐺 , et 𝑥 = 𝑢 + 𝑣 , avec 𝑢 ∈ 𝐹 et 𝑣 ∈ 𝐻 . Mais alors 𝑣 = 𝑥 − 𝑢 ∈ 𝐺 . Donc 𝑣 ∈ 𝐺 ∩ 𝐻 .
Et donc 𝑥 = 𝑢 + 𝑣 , avec 𝑢 ∈ 𝐹 et 𝑣 ∈ 𝐺 ∩ 𝐻 , donc 𝑥 ∈ 𝐹 + (𝐺 ∩ 𝐻 ).
On en déduit donc que (𝐹 +𝐺) ∩ (𝐹 + 𝐻 ) ⊂ 𝐹 + (𝐺 ∩ 𝐻 ), d’où l’égalité.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.16
1. Un polynôme 𝑃 ∈ R𝑛 [𝑋 ] est dans 𝐹 𝑗 si et seulement si tous les 𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧ \ { 𝑗} en sont

racines, c’est-à-dire si et seulement si il est divisible par 𝑃𝑖 =
𝑛∏
𝑖=0
𝑖≠𝑗

(𝑋 − 𝑖).

Mais puisque 𝑃𝑖 est de degré 𝑛, le quotient de 𝑃 par 𝑃𝑖 est nécessairement de degré 1,
c’est-à-dire une constante.
Et donc 𝐹𝑖 = Vect(𝑃𝑖 ) : ce qui prouve à la fois qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel, et qui
en donne une base : c’est la famille formée du seul polynôme (non nul15 15 Une famille formée d’un

seul vecteur non nul est
libre.

) 𝑃𝑖 .
2. Soient 𝑄0, . . . , 𝑄𝑛 ∈ 𝐹0 × · · · × 𝐹𝑛 tels que 0 = 𝑄0 + · · · +𝑄𝑛.

Alors, pour 𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, en évaluant cette relation en 𝑋 = 𝑖, il vient

𝑄0 (𝑖) +𝑄1 (𝑖) + · · · +𝑄𝑛 (𝑖) = 0⇔ 𝑄𝑖 (𝑖) = 0.

Mais alors 𝑄𝑖 , qui est de degré au plus 𝑛 possède 0, 1, . . . , 𝑛 comme racines, et donc possède
𝑛 + 1 racines distinctes. C’est donc le polynôme nul : 𝑄𝑖 = 0.
Et donc la seule façon d’écrire le polynôme nul comme somme d’éléments des 𝐹𝑖 est
0 = 0 + · · · + 0.
Donc la somme 𝐹0 + · · · + 𝐹𝑛 est directe.

3. Puisque nous savons déjà que la somme est directe, il ne reste qu’à prouver qu’elle est égale
à R𝑛 [𝑋 ] tout entier, c’est-à-dire que tout polynôme de R𝑛 [𝑋 ] est somme d’éléments des
𝐹𝑖 .

Soit donc 𝑃 ∈ R𝑛 [𝑋 ], et supposons qu’il existe 𝜆0, . . . , 𝜆𝑛 des réels tels que 𝑃 =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖𝑃𝑖 .

Alors en évaluant en 𝑗 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, il vient 𝑃 ( 𝑗) = 𝜆 𝑗𝑃 𝑗 ( 𝑗), soit encore 𝜆 𝑗 =
𝑃 ( 𝑗)
𝑃 𝑗 ( 𝑗)

.
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CORRECTION 11

Inversement, 𝑄 =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑃 (𝑖)
𝑃𝑖 (𝑖)

𝑃𝑖 est un polynôme de R𝑛 [𝑋 ] tel que ∀𝑗 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, 𝑄 ( 𝑗) = 𝑃 ( 𝑗).

Donc 𝑃 −𝑄 possède au moins 𝑛 + 1 racines, il est donc nul : donc 𝑃 = 𝑄 est bien dans
𝑛∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖 .

Et donc R𝑛 [𝑋 ] = 𝐹0 + · · · + 𝐹𝑛 = 𝐹0 ⊕ · · · ⊕ 𝐹𝑛.

Avez-vous remarqué que
les polynômes qu’on a
notés 𝑃𝑖 sont quasiment
des polynômes de La-
grange (ceux associés aux
scalaires (0, 1, . . . , 𝑛) ? Ils
n’en diffèrent que par une
constante multiplicative.

Question subsidiaire

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.17

1. Supposons que les 𝐹𝑖 sont en somme directe. Soit alors 𝑘 ∈ ⟦2, 𝑛⟧, et soit 𝑥 ∈
(
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖

)
∩ 𝐹𝑘 .

Alors il existe 𝑒1, . . . , 𝑒𝑘−1, avec 𝑒𝑖 ∈ 𝐹𝑖 tels que 𝑥 =

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖 .

Mais alors 0𝐸 =

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖︸︷︷︸
∈𝐹𝑖

+ (−𝑥)︸︷︷︸
∈𝐹𝑘

, et donc 𝑒1 = · · · = 𝑒𝑘−1 = −𝑥 = 0𝐸 , et en particulier

𝑥 = 0𝐸 .

Donc

(
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖

)
∩ 𝐹𝑘 = {0𝐸}.

Inversement, supposons la condition de l’énoncé vérifiée, et soient (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) ∈ 𝐹1×· · ·×𝐹𝑛

tels que
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖 = 0𝐸 .

Alors 𝑒𝑛︸︷︷︸
∈𝐹𝑛

= −
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖︸  ︷︷  ︸
∈∑𝑛−1

𝑖=1 𝐹𝑖

∈
(
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖

)
∩ 𝐹𝑛.

Donc 𝑒𝑛 = 0𝐸 et
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖 = 0𝐸 .

Puis 𝑒𝑛−1 = −
𝑛−2∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖 ∈
(
𝑛−2∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖

)
∩ 𝐹𝑛−1.

Donc 𝑒𝑛−1 = 0𝐸 et
𝑛−2∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖 = 0𝐸 .

De proche en proche on prouve que pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝑒𝑖 = 0𝐸 , et donc que 𝐹1, . . . , 𝐹𝑛
sont en somme directe.

2. Dans R2, prenons 𝐹1 = Vect(1, 0), 𝐹2 = Vect(0, 1) et 𝐹3 = Vect(1, 1).
Alors, il n’est pas dur de constater que 𝐹𝑖 ∩ 𝐹 𝑗 = {0𝐸} pour 𝑖 ≠ 𝑗 .

Plus généralement, si 𝑢 et 𝑣
ne sont pas colinéaires, alors

Vect(𝑢 ) ∩ Vect(𝑣) = {0𝐸 } .

Détails

Pourtant, 𝐹1, 𝐹2 et 𝐹3 ne sont pas en somme directe car (0, 0) = (1, 0) + (0, 1) − (1, 1).
A fortiori, l’intersection des trois sous-espaces est réduite au vecteur nul, et la somme n’est
toujours pas directe...

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.18
1. 𝑝 est clairement définie de C2 dans lui-même, donc il reste à prouver que 𝑝 est linéaire.

Soient (𝑥,𝑦), (𝑥 ′, 𝑦′) ∈ C2, et soit 𝜆 ∈ C. Alors

𝑝 (𝜆(𝑥,𝑦) + (𝑥 ′, 𝑦′)) = 𝑝 (𝜆𝑥 +𝑥 ′, 𝜆𝑦+𝑦′) = 1
5
(𝜆𝑥 +𝑥 ′ +2(𝜆𝑦+𝑦′), 2(𝜆𝑥 +𝑥 ′) +4(𝜆𝑦+𝑦′)) =

𝜆
1
5
(𝑥 + 2𝑦, 2𝑥 + 4𝑦) + 1

5
(𝑥 ′ + 2𝑦′, 2𝑥 ′ + 4𝑦′) = 𝜆𝑝 (𝑥,𝑦) + 𝑝 (𝑥 ′, 𝑦′).

Ainsi 𝑝 est linéaire : c’est un endomorphisme de C2.
2. Par définition,

Ker𝑝 = {(𝑥,𝑦) ∈ C2 : 𝑝 (𝑥,𝑦) = (0, 0)} =
{
(𝑥,𝑦) ∈ C2 :

{
𝑥 + 2𝑦 = 0
2𝑥 + 4𝑦 = 0

}
= {(−2𝑦,𝑦), 𝑦 ∈ C} = Vect(−2, 1).

On en déduit qu’une base de Ker𝑝 est donnée par (−2, 1). En particulier, Ker𝑝 est de
dimension 1, et donc 𝑝 n’est pas injective.
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3. D’après le théorème du rang, Im𝑝 est de dimension 1, donc est engendré par n’importe
lequel de ses vecteur non nuls.
Par exemple, 𝑝 (5, 0) = (1, 2) ∈ Im𝑝, donc une base de Im𝑝 est formée par (1, 2).

4. Soit (𝑥,𝑦) ∈ C2. On a

𝑝 (𝑝 (𝑥,𝑦)) = 𝑝

(
1
5
(𝑥 + 2𝑦, 2𝑥 + 4𝑦)

)
=
1
5
𝑝 (𝑥 + 2𝑦, 2𝑥 + 4𝑦) = 1

25
(𝑥 + 2𝑦 + 2(2𝑥 + 4𝑦), 2(𝑥 + 2𝑦) + 4(2𝑥 + 4𝑦))

=
1
25
(5𝑥 + 10𝑦, 10𝑥 + 20𝑦) = 1

5
(𝑥 + 2𝑦, 2𝑥 + 4𝑦) = 𝑝 (𝑥,𝑦) .

Nous avons donc bien 𝑝 ◦ 𝑝 = 𝑝.
𝑝 est donc un projecteur, de sorte que Ker𝑝 et Im𝑝 sont supplémentaires dans C2.

Nous pourrions également
retrouver ce résultat en prou-
vant par exemple que la
juxtaposition d’une base de
Ker𝑝 et d’une base de Im𝑝

est une base de C2.

Alternative

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.19
1. Soient (𝑥,𝑦, 𝑧), (𝑥 ′, 𝑦′, 𝑧′) ∈ R3 et soit 𝜆 ∈ R. Alors

𝑓
(
𝜆(𝑥,𝑦, 𝑧) + (𝑥 ′, 𝑦′, 𝑧′)

)
= 𝑓

(
𝜆𝑥 + 𝑥 ′, 𝜆𝑦 + 𝑦′, 𝜆𝑧 + 𝑧′

)
=

(
2(𝜆𝑥 + 𝑥 ′) + 𝜆𝑦 + 𝑦′, 𝜆𝑥 + 𝑥 ′ + 𝜆𝑦 + 𝑦′ − 3(𝜆𝑧 + 𝑧′)

)
=

(
𝜆(2𝑥 + 𝑦) + (2𝑥 ′ + 𝑦′), 𝜆(𝑥 + 𝑦 − 3𝑧) + (𝑥 ′ + 𝑦′ − 3𝑧′)

)
= 𝜆(2𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦 − 3𝑧) + (2𝑥 ′ + 𝑦′, 𝑥 ′ + 𝑦′ − 3𝑧′)
= 𝜆𝑓 (𝑥,𝑦, 𝑧) + 𝑓 (𝑥 ′, 𝑦′, 𝑧′).

Donc 𝑓 est bien linéaire.

Soit (𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ R3. Alors

(𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ Ker 𝑓 ⇔ 𝑓 (𝑥,𝑦, 𝑧) = 0R2 = (0, 0)
⇔ (2𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦 − 3𝑧) = (0, 0)

⇔
{
2𝑥 + 𝑦 = 0
𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 = 0

⇔
{
2𝑥 + 𝑦 = 0
−𝑦 − 3𝑧 = 0

⇔
{
2𝑥 = −𝑦
𝑦 = −3𝑧

⇔
{
𝑥 = 3

2𝑧

𝑦 = −3𝑧

À ce stade, on a dit que
Ker 𝑓 est l’ensemble des
(𝑥, 𝑦, 𝑧 ) ∈ R3 tels que{

2𝑥 + 𝑦 = 0
𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 = 0

la recherche d’une base se
fait donc de manière simi-
laire à ce qui a été fait dans
l’exercice 7.

Remarque

⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧) =
(
3
2
𝑧,−3𝑧, 𝑧

)
= 𝑧

(
3
2
,−3, 1

)
∈ Vect

((
3
2
,−3, 1

))
.

Donc la famille formée du seul vecteur
(
3
2
,−3, 1

)
est génératrice de Ker 𝑓 , étant formée

d’un seul vecteur non nul elle est libre donc c’est une base.

Par ailleurs, nous savons que (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) est une base de R3 et donc en est
génératrice.
Donc 𝑓 (1, 0, 0) = (2, 1), 𝑓 (0, 1, 0) = (1, 1), 𝑓 (0, 0, 1) = (0,−3) est génératrice de Im 𝑓 .
La question est donc de savoir si elle est libre ou non.

Encore une fois : si vous
trouvez (comme je le fais ici)
une combinaison linéaire
de ces trois vecteurs qui est
nulle, profitez-en. Et sinon,
partez de la définition de la
liberté, avec trois scalaires
𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 tels que la combi-
naison linéaire

𝜆1 (2, 1) +𝜆2 (1, 1) +𝜆3 (0, −3)

soit nulle et résolvez le sys-
tème qui apparaît alors.
Si (0, 0, 0) en est l’unique
solution, alors la famille est
libre.
Sinon vous trouverez une
solution non triviale qui
vous donnera une relation de
dépendance linéaire entre les
trois vecteurs.

Méthode

Or ici on a (2, 1) = 2(1, 1) − 1
3 (0,−3).

Donc (2, 1) ∈ Vect((1, 1), (0,−3)). On en déduit que

Im 𝑓 = Vect((2, 1), (1, 1), (0,−3)) = Vect((1, 1), (0,−3)) .

Donc la famille (1, 1), (0,−3) est génératrice de Im 𝑓 , puisqu’elle est formée de deux vecteurs
non colinéaires, elle est libre et donc est une base de Im 𝑓 .

2. On vérifie que 𝑓 est bien linéaire.
Pour (𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ R3, on a

(𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ Ker 𝑓 ⇔ (2𝑥, 0, 𝑦 + 𝑧) = (0, 0, 0) ⇔
{
2𝑥 = 0
𝑦 + 𝑧 = 0
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⇔
{
𝑥 = 0
𝑦 = −𝑧

⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧) = (0, 𝑦,−𝑦) = 𝑦 (0, 1,−1)

⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ Vect(0, 1,−1).

Donc la famille formée du seul vecteur (0, 1,−1) est génératrice de Ker 𝑓 , étant formée
d’un seul vecteur non nul, elle est libre donc en est une base.

Comme précédemment, 𝑓 (1, 0, 0) = (2, 0, 0), 𝑓 (0, 1, 0) = (0, 0, 1), 𝑓 (0, 0, 1) = (0, 0, 1) est
génératrice de Im 𝑓 .
Les deux derniers vecteurs étant égaux, on peut en supprimer un, de sorte que (2, 0, 0), (0, 0, 1)
est génératrice de Im 𝑓 .
Cette famille est évidemment libre, donc est une base de Im 𝑓 .

3. On a 𝑓 (0, 0, 0) = (1, 0, 0) ≠ 0R3 , donc 𝑓 n’est pas linéaire.
4. On a 𝑓 (0R[𝑋 ]) = 𝑋 ≠ 0R[𝑋 ] , donc 𝑓 n’est pas linéaire.
5. Soient 𝑃,𝑄 ∈ R3 [𝑋 ], et soit 𝜆 ∈ R. Alors

𝑓 (𝜆𝑃 +𝑄) = (𝜆𝑃 +𝑄) (−1) +2𝑋 (𝜆𝑃 +𝑄)′ = 𝜆(𝑃 (−1) +2𝑋𝑃 ′) +𝑄 (−1) +2𝑋𝑄 ′ = 𝜆𝑓 (𝑃) + 𝑓 (𝑄).

Soit 𝑃 = 𝑎𝑋 3 + 𝑏𝑋 2 + 𝑐𝑋 + 𝑑 ∈ R3 [𝑋 ]. Alors

𝑃 ∈ Ker 𝑓 ⇔ (−𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑) + 2(3𝑎𝑋 3 + 2𝑏𝑋 2 + 𝑐𝑋 ) = 0⇔


6𝑎 = 0
2𝑏 = 0
𝑐 = 0
−𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑 = 0

⇔ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0.

Donc Ker 𝑓 = {0R[𝑋 ]}, de sorte que 𝑓 est injective.

Dans ce cas, pas la peine de
chercher une base de {0𝐸 }, il
n’y en a pas.

Base de {0𝐸} ?

Une famille génératrice de Im 𝑓 est

𝑓 (1) = 1, 𝑓 (𝑋 ) = −1 + 2𝑋, 𝑓 (𝑋 2) = 1 + 4𝑋 2, 𝑓 (𝑋 3) = −1 + 6𝑋 3 .

Puisqu’il s’agit de polynômes de degrés deux à deux distincts, ils forment une famille libre
de R3 [𝑋 ], et donc une base de Im 𝑓 .

Avec un peu plus de travail,
on pourrait prouver que
Im 𝑓 = R3 [𝑋 ], et donc que 𝑓

est bijective.

Remarque

6. Soient 𝑀, 𝑁 ∈M𝑛 (R), et 𝜆 ∈ R. Alors par linéarité de la trace,

𝑓 (𝜆𝑀 + 𝑁 ) = tr(𝜆𝑀 + 𝑁 )𝐼2 = (𝜆tr(𝑀) + tr(𝑁 ))𝐼2 = 𝜆𝑓 (𝑀) + 𝑓 (𝑁 ).

Donc 𝑓 est linéaire.

Soit 𝑀 =

(
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)
∈M2 (R). Alors

𝑀 ∈ Ker 𝑓 ⇔ tr(𝑀) = 0⇔ 𝑎+𝑑 = 0⇔
(
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)
=

(
𝑎 𝑏

𝑐 −𝑎

)
⇔ 𝑀 = 𝑎

(
1 0
0 −1

)
+𝑏

(
0 1
0 0

)
+𝑐

(
0 0
1 0

)
.

Donc
(
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
est une base de Ker 𝑓 .

Il s’agit d’une famille libre car
Pour plus de deux vecteurs,
plus question d’évoquer
un argument du type «ces
matrices ne sont pas propor-
tionnelles !

" Attention !

car si 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 sont trois réels tels que

𝜆1

(
1 0
0 −1

)
+ 𝜆2

(
0 1
0 0

)
+

(
0 0
0 1

)
= 02

alors
(
𝜆1 𝜆2
𝜆3 −𝜆1

)
=

(
0 0
0 0

)
et donc 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 = 0.

Donc il s’agit d’une base de Ker 𝑓 .

Pour l’image, on peut noter que Im 𝑓 ⊂ Vect(𝐼2). Et puisque 𝐼2 = 𝑓

((
1 0
0 0

))
∈ Im 𝑓 , alors

Vect(𝐼2) ⊂ Im 𝑓 , de sorte que Im 𝑓 = Vect(𝐼2).
Donc la famille formée de la seule matrice 𝐼2 est génératrice de Im 𝑓 , et donc16 16 Formée d’un seul vecteur

non nul, elle est libre.
est une

base de Im 𝑓 .
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7. La présence du carré doit nous laisser penser que 𝑓 n’est pas linéaire. Reste à le prouver, et
pour une fois on ne peut pas s’en tirer en calculant l’image de la matrice nulle, qui ici est
bien nulle.
Notons plutôt que 𝑓 (𝐼𝑛) = 3𝐼𝑛, 𝑓 (2𝐼𝑛) = 8𝐼𝑛 ≠ 𝑓 (𝐼𝑛) + 𝑓 (𝐼𝑛). Donc 𝑓 n’est pas linéaire.

8. 𝑓 est bien linéaire, car carré17 17 Au sens de la composition,
qui est la seconde loi de
l’anneau L(𝐸 ) .

de l’endomorphisme 𝑃 ↦→ 𝑃 ′ de R[𝑋 ].
Et nous savons que pour 𝑃 ∈ R[𝑋 ], 𝑃 ′′ = 0R[𝑋 ] ⇔ deg 𝑃 ⩽ 1⇔ 𝑃 ∈ R1 [𝑋 ].
Donc Ker 𝑓 = R1 [𝑋 ], qui a pour base (1, 𝑋 ).

Bien que ce ne soit pas demandé, il est facile de se convaincre que 𝑓 est surjective. Par

exemple car si 𝑃 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑋
𝑘 , alors 𝑄 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘
𝑋𝑘+2

(𝑘 + 1) (𝑘 + 2) est un polynôme tel que

𝑄 ′′ = 𝑃 ⇔ 𝑓 (𝑄) = 𝑃 .
Donc Im 𝑓 = R[𝑋 ], qui a pour base la base canonique (𝑋𝑘 )𝑘∈N.
On peut aussi utiliser la base canonique de R[𝑋 ], de sorte que

(𝑓 (1), 𝑓 (𝑋 ), 𝑓 (𝑋 2), . . . , 𝑓 (𝑋𝑘 ), . . . ) = (0, 0, 2, 6𝑋, 12𝑋 2, . . . , 𝑘 (𝑘 − 1)𝑋𝑘−2, . . . )

est une famille génératrice de Im 𝑓 .
Une fois qu’on enlève les deux premiers qui sont nuls, on obtient une famille de polynômes
de degrés deux à deux distincts, qui est donc libre, et par conséquent est une base de Im 𝑓 .

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.20
Soit (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ R4. Alors (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ Ker 𝑓𝛼 si et seulement si 𝑓𝛼 (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) = (0, 0, 0, 0),
soit encore si et seulement si

𝑥 + 𝑦 + 𝛼𝑧 + 𝑡 = 0
𝑥 + 𝑧 + 𝑡 = 0
𝑦 + 𝑧 = 0

⇔


𝑥 + 𝑧 + 𝑡 = 0
𝑥 + 𝑦 + 𝛼𝑧 + 𝑡 = 0
𝑦 + 𝑧 = 0

⇔


𝑥 + 𝑧 + 𝑡 = 0
𝑦 + 𝑧 = 0
(𝛼 − 2)𝑧 = 0

▶ Si 𝛼 ≠ 2, alors de la dernière équation on déduit 𝑧 = 0. Et donc 𝑦 = 0, et donc 𝑥 = −𝑡 .
Donc (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ Ker 𝑓𝛼 ⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) = (−𝑡, 0, 0, 𝑡) = 𝑡 (−1, 0, 0, 1) ∈ Vect(−1, 0, 0, 1).
Donc une base de Ker 𝑓𝛼 est la famille formée du seul vecteur (−1, 0, 0, 1).

De plus, on sait alors l’image de la base canonique18 18 Ou de n’importe quelle
autre famille génératrice de
R4.

de R4 par 𝑓𝛼 est une famille génératrice
de Im 𝑓𝛼 . C’est la famille(
𝑓𝛼 (1, 0, 0, 0), 𝑓𝛼 (0, 1, 0, 0), 𝑓𝛼 (0, 0, 1, 0), 𝑓𝛼 (0, 0, 0, 1)

)
=

(
(1, 1, 0), (1, 0, 1), (𝛼, 1, 1), (1, 1, 0)

)
.

Le premier et le dernier vecteur étant égaux, il ne sert à rien de les garder les deux.
Reste donc à vérifier que la famille ((1, 1, 0), (1, 0, 1), (𝛼, 1, 1)) est libre.
Soient donc 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 des réels tels que

𝜆1 (1, 1, 0) + 𝜆2 (1, 0, 1) + 𝜆3 (𝛼, 1, 1) = (0, 0, 0).

Alors


𝜆1 + 𝜆2 + 𝛼𝜆3 = 0
𝜆1 + 𝜆3 = 0
𝜆2 + 𝜆3 = 0

⇔
{
(𝛼 − 2)𝜆3 = 0
𝜆1 = 𝜆2 = −𝜆3

.

Puisque 𝛼 − 2 ≠ 0, 𝜆3 = 0, et donc 𝜆1 = 𝜆2 = 0, si bien que la famille est libre, et donc est
une base de Im 𝑓𝛼 .

▶ Si 𝛼 = 2, alors le système obtenu précédemment pour Ker 𝑓𝛼 devient{
𝑥 + 𝑧 + 𝑡 = 0
𝑦 + 𝑧 = 0

⇔
{
𝑥 = −𝑧 − 𝑡
𝑦 = −𝑧

Et donc

(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ Ker 𝑓𝛼 ⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) = (−𝑧 − 𝑡,−𝑧, 𝑧, 𝑡)
⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑧 (−1, 1, 1, 0) + 𝑡 (−1, 0, 0, 1)
⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ Vect((−1, 1, 1, 0), (−1, 0, 0, 1)).
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Cette famille de deux vecteurs non colinéaires est libre, et donc est une base de Ker 𝑓2.

Et comme précédemment, la famille (1, 1, 0), (1, 0, 1), (2, 1, 1) est génératrice de Im 𝑓2.
Cette fois elle n’est pas libre puisque (2, 1, 1) = (1, 1, 0) + (1, 0, 1).
Donc Im 𝑓2 = Vect((1, 1, 0), (1, 0, 1)), et cette fois, il s’agit d’une famille de deux vecteurs
non colinéaires, donc d’une famille libre, et donc d’une base de Im 𝑓2.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.21
Commençons par la linéarité : soient 𝑃,𝑄 ∈ K[𝑋 ] et 𝜆 ∈ K. Alors

𝜑 (𝜆𝑃+𝑄) = ((𝜆𝑃+𝑄) (0), (𝜆𝑃+𝑄)′) = (𝜆𝑃 (0)+𝑄 (0), 𝜆𝑃 ′+𝑄 ′) = 𝜆(𝑃 (0), 𝑃 ′)+(𝑄 (0), 𝑄 ′) = 𝜆𝜑 (𝑃)+𝜑 (𝑄).

Donc 𝜑 est bien linéaire.
Soit 𝑃 ∈ Ker𝜑 . Alors 𝜑 (𝑃) = 0, c’est-à-dire 𝑃 (0) = 0 et 𝑃 ′ = 0.
Puisque 𝑃 ′ = 0, 𝑃 est constant, et puisque 𝑃 (0) = 0, 𝑃 est le polynôme nul.
Donc Ker𝜑 = {0K[𝑋 ]}, de sorte que 𝜑 est injective.

Soit à présent (𝜆,𝑄) ∈ K ×K[𝑋 ], avec 𝑄 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑋
𝑘 ∈ K[𝑋 ], et soit 𝑃 = 𝜆 +

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘
𝑋𝑘+1

𝑘 + 1 .

Alors 𝑃 (0) = 𝜆 et 𝑃 ′ =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘𝑋
𝑘 = 𝑄 , de sorte que 𝜑 (𝑃) = (𝜆,𝑄).

Donc 𝜑 est surjective, et donc est un isomorphisme.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.22
1. Supposons que 𝑔 ◦ 𝑓 = 0, et soit 𝑦 ∈ Im 𝑓 . Alors il existe 𝑥 ∈ 𝐸 tel que 𝑦 = 𝑓 (𝑥).

Et donc 𝑔(𝑦) = 𝑔(𝑓 (𝑥)) = 0𝐺 . Et alors, 𝑦 ∈ Ker𝑔, de sorte que Im 𝑓 ⊂ Ker𝑔.

Inversement, supposons que Im 𝑓 ⊂ Ker𝑔.
Soit alors 𝑥 ∈ 𝐸. Par définition, 𝑓 (𝑥) ∈ Im 𝑓 , et donc 𝑓 (𝑥) ∈ Ker𝑔, de sorte que 𝑔(𝑓 (𝑥)) =
0𝐺 .
Et donc 𝑔 ◦ 𝑓 = 0L (𝐸,𝐺 ) .

2. Si 𝑝 est un projecteur, nous avons déjà prouvé en cours que Im(𝑝) = Ker(𝑝 − id𝐸).

Inversement, si Im𝑝 = Ker(𝑝 − id𝐸), alors par la question 1,

(𝑝 − id𝐸) ◦ 𝑝 = 0⇔ 𝑝 ◦ 𝑝 − 𝑝 = 0⇔ 𝑝 ◦ 𝑝 = 𝑝

donc 𝑝 est un projecteur.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.23
Soit 𝑦 ∈ Im 𝑓 . Alors il existe 𝑥 ∈ 𝐸 tel que 𝑦 = 𝑓 (𝑥). Et alors

𝑔(𝑦) = 𝑔(𝑓 (𝑥)) = 𝑓 (𝑔(𝑥)) ∈ Im 𝑓 .

Donc Im 𝑓 est stable par 𝑔.

Soit 𝑥 ∈ Ker 𝑓 . Alors 𝑓 (𝑥) = 0𝐸 , et donc 𝑓 (𝑔(𝑥)) = 𝑔(𝑓 (𝑥)) = 𝑔(0𝐸) = 0𝐸 , de sorte que
𝑔(𝑥) ∈ Ker 𝑓 .

Un tel exercice n’a rien de
difficile, mais il faut être très
méthodique, et maîtriser
parfaitement ses définitions.
Par exemple, comment
prouver que Ker 𝑓 est
stable par 𝑔 ? Cela signi-
fie que si 𝑥 ∈ Ker 𝑓 , alors
𝑔 (𝑥 ) ∈ Ker 𝑓 .
Mais que veut dire ce dernier
point ? Que 𝑔 (𝑓 (𝑥 ) ) = 0𝐸 . Il
est donc naturel de calculer
𝑔 (𝑓 (𝑥 ) ) .

Méthode

Et donc Ker 𝑓 est stable par 𝑔.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.24
Il est classique19 19 Voir l’exercice précédent.que si 𝑓 et 𝑝 commutent, alors Ker𝑝 et Im𝑝 sont stables par 𝑓 .
Inversement, supposons que ces deux espaces soient stables par 𝑓 . Alors puisque 𝑝 est un
projecteur, on a 𝐸 = Ker𝑝 ⊕ Im𝑝.
Soit 𝑥 ∈ 𝐸. De manière unique, 𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2, avec 𝑥1 ∈ Im𝑝 et 𝑥2 ∈ Ker𝑝.
Alors 𝑓 ◦ 𝑝 (𝑥) = 𝑓 (𝑝 (𝑥1)) = 𝑓 (𝑥1) et 𝑝 ◦ 𝑓 (𝑥) = 𝑝 (𝑓 (𝑥1)) + 𝑝 (𝑓 (𝑥2)).
Mais Ker𝑝 est stable par 𝑓 , de sorte que 𝑓 (𝑥2) ∈ Ker𝑝, et donc 𝑝 (𝑓 (𝑥2)) = 0.
De même, Im𝑝 est stable, donc 𝑓 (𝑥1) ∈ Im𝑝. Et nous savons que pour tout élément 𝑦 dans
Im𝑝, 𝑝 (𝑦) = 𝑦. Donc 𝑝 ◦ 𝑓 (𝑥) = 𝑝 (𝑓 (𝑥1)) = 𝑓 (𝑥1).
Ainsi, ∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝑝 ◦ 𝑓 (𝑥) = 𝑓 ◦ 𝑝 (𝑥), donc 𝑝 ◦ 𝑓 = 𝑓 ◦ 𝑝 : 𝑓 et 𝑝 commutent.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.25
Procédons par double implication.
⇒ Supposons que 𝑓 (𝐹 ) ⊂ 𝑓 (𝐺).
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Soit alors 𝑥 ∈ 𝐹 . Alors 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑓 (𝐹 ), et donc 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑓 (𝐺), si bien qu’il existe 𝑦 ∈ 𝐺

tel que 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑦). Et donc 𝑓 (𝑥 − 𝑦) = 0𝐸 , de sorte que 𝑥 − 𝑦 ∈ Ker 𝑓 . Et donc
𝑥 = 𝑦 + (𝑥 − 𝑦) ∈ 𝐺 +Ker 𝑓 .
Ainsi, 𝐺 +Ker 𝑓 est un sous-espace vectoriel de 𝐸 qui contient 𝐹 , et qui contient évidem-
ment Ker 𝑓 . Donc il contient leur somme : 𝐹 +Ker 𝑓 ⊂ 𝐺 +Ker 𝑓 .

⇐ Supposons à présent que 𝐹 +Ker 𝑓 ⊂ 𝐺 +Ker 𝑓 .
Soit alors 𝑦 ∈ 𝑓 (𝐹 ), et soit 𝑥 ∈ 𝐹 tel que 𝑦 = 𝑓 (𝑥).
Alors 𝑥 ∈ 𝐹 +Ker 𝑓 ⊂ 𝐺 +Ker 𝑓 , si bien qu’il existe 𝑢 ∈ 𝐺 et 𝑣 ∈ Ker 𝑓 tels que 𝑥 = 𝑢 + 𝑣 .
Et alors 𝑦 = 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑢) + 𝑓 (𝑣) = 𝑓 (𝑢) ∈ 𝑓 (𝐺).
Ainsi, 𝑓 (𝐹 ) ⊂ 𝑓 (𝐺).

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.26
Supposons que Ker(𝑓 2) = Ker(𝑓 ), et soit alors 𝑥 ∈ Im 𝑓 ∩Ker 𝑓 .
On a donc 𝑓 (𝑥) = 0𝐸 , et il existe 𝑦 ∈ 𝐸 tel que 𝑥 = 𝑓 (𝑦).
Mais alors 𝑓 2 (𝑦) = 𝑓 (𝑥) = 0𝐸 , de sorte que 𝑥 ∈ Ker 𝑓 2.
Par conséquent, 𝑦 ∈ Ker 𝑓 , et donc 𝑥 = 𝑓 (𝑦) = 0𝐸 .
On en déduit que Im 𝑓 ∩Ker 𝑓 ⊂ {0𝐸}, et l’inclusion réciproque étant toujours vraie20 20 Tout sous-espace vectoriel

de 𝐸 contient 0𝐸 .
, on

a bien l’égalité Im 𝑓 ∩Ker 𝑓 = {0𝐸}.

Inversement, supposons que Im 𝑓 ∩Ker 𝑓 = {0𝐸}.
Pour commencer, si 𝑓 (𝑥) = 0𝐸 , alors 𝑓 2 (𝑥) = 0𝐸 , de sorte que Ker 𝑓 ⊂ Ker(𝑓 2).

Cette inclusion est vraie pour
tout endomorphisme, sans
hypothèse supplémentaire.

Remarque

Inversement, soit 𝑥 ∈ Ker(𝑓 2), et soit 𝑦 = 𝑓 (𝑥).
Alors 𝑦 ∈ Im(𝑓 ) par définition de l’image, et puisque 𝑓 (𝑦) = 𝑓 2 (𝑥) = 0𝐸 , de sorte que
𝑦 ∈ Ker(𝑓 ).
Donc 𝑦 ∈ Im(𝑓 ) ∩Ker(𝑓 ) = {0𝐸}. Et ainsi, 𝑦 = 𝑓 (𝑥) = 0𝐸 , donc 𝑥 ∈ Ker(𝑓 ).
Ceci prouve que Ker(𝑓 2) ⊂ Ker(𝑓 ), d’où l’égalité.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.27
Procédons par analyse-synthèse pour prouver que tout vecteur de 𝐸 s’écrit de manière
unique comme somme d’un élément de Ker𝜑 et d’un élément de Vect(𝑢).
Soit 𝑥 ∈ 𝐸, et supposons que 𝑥 = 𝑦 + 𝑧, avec 𝑦 ∈ Ker𝜑 et 𝑧 ∈ Vect(𝑢).
Alors il existe 𝜆 ∈ K tel que 𝑧 = 𝜆 · 𝑢.
En appliquant 𝜑 , il vient 𝜑 (𝑥) = 𝜑 (𝑦)︸︷︷︸

=0

+𝜆 𝜑 (𝑢)︸︷︷︸
≠0

, égalité qui a lieu dans K.

Et donc 𝜆 =
𝜑 (𝑥)
𝜑 (𝑢) .

Et alors nécessairement, 𝑦 = 𝑥 − 𝑧 = 𝑥 − 𝜑 (𝑥)
𝜑 (𝑢)𝑢.

Donc si une telle décomposition existe, elle est unique.

Inversement, posons 𝑦 = 𝑥 − 𝜑 (𝑥)
𝜑 (𝑢)𝑢 et 𝑧 =

𝜑 (𝑥)
𝜑 (𝑢) · 𝑢.

Alors 𝑧 ∈ Vect(𝑢) puisqu’il s’agit d’un multiple de 𝑢.

Et 𝜑 (𝑦) = 𝜑

©«
𝑥 − 𝜑 (𝑥)

𝜑 (𝑢)︸︷︷︸
∈K

𝑢

ª®®®®®¬
= 𝜑 (𝑥) − 𝜑 (𝑥)

𝜑 (𝑢)𝜑 (𝑢) = 𝜑 (𝑥) − 𝜑 (𝑥) = 0.

Donc 𝑦 est bien dans Ker𝜑 .
Et bien entendu, on a 𝑥 = 𝑦 + 𝑧, de sorte que 𝑥 s’écrit d’au moins une manière comme
somme d’un élément de Ker𝜑 et d’un élément de Vect(𝑢).
Et donc 𝑥 s’écrit de manière unique comme somme d’un élément de Ker𝜑 et d’un élément
de Vect(𝑢) : 𝐸 = Ker𝜑 ⊕ Vect(𝑢).

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.28
1. Commençons par prouver que 𝜋 est linéaire.

Soient donc 𝑃,𝑄 ∈ R[𝑋 ] et 𝛼 ∈ R. Alors

𝜋 (𝛼𝑃 +𝑄) =
𝑛∑︁
𝑖=0
(𝛼𝑃 +𝑄) (𝜆𝑖 )𝐿𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=0
(𝛼𝑃 (𝜆𝑖 ) +𝑄 (𝜆𝑖 ))𝐿𝑖 Linéarité de l’évaluation.
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= 𝛼

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑃 (𝜆𝑖 )𝐿𝑖 +
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑄 (𝜆𝑖 )𝐿𝑖 = 𝛼𝜋 (𝑃) + 𝜋 (𝑄).

Puisque les 𝐿𝑖 sont tous de degré 𝑛, il est évident que 𝜋 est à valeurs dans R𝑛 [𝑋 ].
Mais par ailleurs, pour 𝑃 ∈ R𝑛 [𝑋 ], on a, d’après un résultat du cours sur les polynômes de
Lagrange,

𝜋 (𝑃) =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑃 (𝜆𝑖 )𝐿𝑖 = 𝑃 .

Donc pour tout 𝑃 ∈ R[𝑋 ], 𝜋 (𝑃) ∈ R𝑛 [𝑋 ] et donc 𝜋 (𝜋 (𝑃)) = 𝜋 (𝑃), de sorte que 𝜋2 = 𝜋 .
Donc 𝜋 est un projecteur.

Nous avons déjà prouvé que son image est incluse dans R𝑛 [𝑋 ], et puisque l’image d’un
projecteur est exactement l’ensemble de ses points fixes, nous venons donc de prouver que
R𝑛 [𝑋 ] ⊂ Im𝜋 .
Donc Im𝜋 = R𝑛 [𝑋 ].

Enfin, (𝐿0, . . . , 𝐿𝑛) étant une base de R𝑛 [𝑋 ], il s’agit en particulier d’une famille libre, et
donc pour 𝑃 ∈ R[𝑋 ], on a

𝑃 ∈ Ker𝜋 ⇔
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑃 (𝜆𝑖 )𝐿𝑖 = 0⇔ ∀𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, 𝑃 (𝜆𝑖 ) = 0.

Donc Ker𝜋 est l’ensemble des polynômes qui possèdent tous les 𝜆𝑖 comme racines.
2. Puisque 𝜋 est un projecteur, nous savons que Im𝜋 et Ker𝜋 sont supplémentaires dans

R[𝑋 ].
Nous avons déjà prouvé que Im𝜋 = R𝑛 [𝑋 ], et un polynôme possède les 𝜆𝑖 comme racines

si et seulement si il est divisible par
𝑛∏
𝑖=0
(𝑋 −𝜆𝑖 ), donc Ker𝜋 =

{
𝑄

𝑛∏
𝑖=0
(𝑋 − 𝜆𝑖 ), 𝑄 ∈ R[𝑋 ]

}
.

Ce qui prouve bien le résultat demandé.

SOLUTION DE L’EXERCICE 20.29
Commençons par noter que puisque Im𝑝 ⊂ Ker𝑞, 𝑞 ◦ 𝑝 = 0. C’est la question 1 de l’exer-

cice 21.

Détails

Le fait que 𝑟 soit linéaire est évident, prouvons qu’il s’agit bien d’un projecteur, c’est-à-dire
que 𝑟 ◦ 𝑟 = 𝑟 .
On a

𝑟2 = 𝑝2 + 𝑞2 − (𝑝 ◦ 𝑞)2 + 𝑝 ◦ 𝑞 + 𝑞 ◦ 𝑝 − 𝑝2 ◦ 𝑞 − 𝑞 ◦ 𝑝 ◦ 𝑞 − 𝑝 ◦ 𝑞 ◦ 𝑝 − 𝑝 ◦ 𝑞2

= 𝑝 + 𝑞 − 𝑝 ◦ 𝑞 ◦ 𝑝 ◦ 𝑞︸         ︷︷         ︸
=0

+𝑝 ◦ 𝑞 + 𝑞 ◦ 𝑝︸︷︷︸
=0

−𝑝 ◦ 𝑞 − 𝑞 ◦ 𝑝 ◦ 𝑞︸   ︷︷   ︸
=0

−𝑝 ◦ 𝑞 ◦ 𝑝︸    ︷︷    ︸
=0

−𝑝 ◦ 𝑞

= 𝑝 + 𝑞 − 𝑝 ◦ 𝑞 = 𝑟 .

Donc 𝑟 est un projecteur de 𝐸.
On a 𝑝 ◦ 𝑟 = 𝑝2 + 𝑝 ◦ 𝑞 − 𝑝2 ◦ 𝑞 = 𝑝 + 𝑝 ◦ 𝑞 − 𝑝 ◦ 𝑞 = 𝑝.
Donc Ker 𝑟 ⊂ Ker𝑝, puisque si 𝑟 (𝑥) = 0𝐸 , 𝑝 (𝑥) = 𝑝 (𝑟 (𝑥)) = 𝑝 (0𝐸) = 0𝐸 .
De même, 𝑞 ◦ 𝑟 = 𝑞, et donc Ker 𝑟 ⊂ Ker𝑞.
Et donc Ker 𝑟 ⊂ Ker𝑝 ∩Ker𝑞.
Inversement, si 𝑥 ∈ Ker𝑝 ∩Ker𝑞, alors 𝑝 (𝑥) = 𝑞(𝑥) = 0𝐸 , donc 𝑞(𝑥) = 0𝐸 .
Donc Ker𝑝 ∩Ker𝑞 ⊂ Ker 𝑟 , et donc il y a égalité.

Il est clair que Im 𝑟 ⊂ Im𝑝 + Im𝑞 puisque 𝑞(𝑥) = 𝑝 (𝑥) − 𝑝 (𝑞(𝑥))︸             ︷︷             ︸
∈Im𝑝

+ 𝑞(𝑥)︸︷︷︸
∈Im𝑞

.

Inversement, si 𝑥 ∈ Im𝑝 + Im𝑞, alors 𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2, avec 𝑥1 ∈ Im𝑝 et 𝑥2 ∈ Im𝑞.
Mais alors 𝑞(𝑥) = 𝑞(𝑥1) + 𝑞(𝑥2) = 𝑥2, puisque 𝑞 ◦ 𝑝 = 0.
Donc

𝑟 (𝑥) = 𝑝 (𝑥) + 𝑞(𝑥) − (𝑝 ◦ 𝑞) (𝑥) = 𝑝 (𝑥1) + 𝑝 (𝑥2) + 𝑞(𝑥1) + 𝑞(𝑥2) − 𝑝 (𝑥2)
= 𝑥1 + 𝑝 (𝑥2) + 𝑥2 − 𝑝 (𝑥2) = 𝑥 .
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Et donc 𝑥 ∈ Im 𝑟 . L’image d’un projecteur est
l’ensemble de ses points fixes.

Rappel

Donc Im 𝑟 = Im𝑝 + Im𝑞.
Notons qu’il est possible d’aller un peu plus loin et de prouver que cette somme est directe.
En effet, si 𝑥 ∈ Im𝑝∩Im𝑞, alors, puisque 𝑥 ∈ Im𝑞,𝑞(𝑥) = 𝑥 . Mais puisque 𝑥 ∈ Im𝑝 ⊂ Ker𝑞,
𝑞(𝑥) = 0𝐸 .
Donc Im𝑝 ∩ Im𝑞 = {0𝐸}, et donc Im 𝑟 = Im𝑝 ⊕ Im𝑞.
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