TD 18 : POLYNOMES

Sauf mention explicite du contraire, K est un corps quelconque.

» L’anneau K[X]

Exercice 18.1 Déterminer le groupe des unités de I'anneau K[X].

Exercice 18.2 Un polynéme P € R[X] est dit pair (respectivement impair) si P(-X) = P(X) (resp. P(-X) = —=P(X)).

+00
1. Montrer qu’un polynéme P = Z arX* € R[X] est pair si et seulement si Vk € N, aoj41 = 0.
k=0
Donner alors une condition nécessaire et suffisante portant sur les P (0) pour que P soit pair.

2. Déterminer des conditions similaires pour qu’un polyndme soit impair.

3. Prouver qu’un polyndme P est pair si et seulement si Vk € N, P(k) = P(—k). La méme condition est-elle valable
pour une fonction continue ?

Exercice 18.3 Déterminer tous les polyndmes P € C[X] tels que :

1. P(X?) = (X% + 1)P(X) 3. (X2+1)P” =6P
2. PoP=P 4. (P')? = 4P.

Exercice 18.4 Formule de Vandermonde

.
Soient m, n,r € N. En développant de deux maniéres le produit (1 +X)™ (1 + X)", déterminer la valeur de Z (m)( " )

k=0
» Divisibilité dans K[X], racines d’'un polynéme

ExErcicke 18.5
1. Soit n € N*. Montrer que (X — 1) divise nX™*? - (n +2)X™! + (n +2)X - n.
2. Soit n € N*. Quelle est la multiplicité de 1 comme racine de nX™! — (n+ 1)X" +1 ?
3. Soit n € N*. Déterminer le reste de la division de X" (X + 1) par (X + 1)(X - 2).

ExEercice 18.6 Pour quelles valeurs de n € N le polyndme P, = (X — 1)" — X" + 2X — 1 est-il divisible (dans R[X])
par Q =2X° -3X?+X ?

Exercice 18.7 Soit n € N* et P € K[X]. Montrer que si P(X") est divisible par X — 1, alors il est divisible par X" — 1.

Exercice 18.8 Soit P € K[X]. Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — P(X).

Exercice 18.9 Soit P € R[X]. On suppose qu’il existe a € R tel que P(a) > 0 et Yk € N*, P()(a) > 0.
Prouver que P n’a pas de racine dans [a, +oo[.

Exercice 18.10 La fonction z — z est-elle polynomiale ?

Exercice 18.11 Déterminer tous les polynomes P € R[X] tels que ¥n € N,
1. P(n) = n? 2. P(n) =n®+ (-1)"

Exercice 18.12 Soient a, b € N*. Montrer que X¢ — 1 divise X* — 1 si et seulementsi a | b.

Exercice 18.13 Soit P € R[X] un polyndme unitaire dont tous les coefficients sont des entiers relatifs.

1. Prouver que toute racine rationnelle de P est dans Z.

2. Soient k,d € N*. Montrer que {d est soit entier, soit irrationnel.

EXERCICE 18.14 Déterminer la forme scindée (dans C[X]) des polynomes suivants (ot n € N*)
1. x*-16 2. X7 +1 3. Xx"-1 4. X" 42m,

Exercice 18.15 Montrer que les fonctions x — sinx, x > e* et x — |x] ne sont pas polynomiales.

Exercice 18.16 Discriminant d’un polynéme réel de degré 3
Soient p, g € R. Montrer que X° + pX + q est scindé sur R si et seulement si 4p> + 27> < 0.
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Exercice 18.17 Soitn € N, etsoit P = ag + a1X + - - - + a,X" € C[X]. On note alors M = sup{|P(z), |z| = 1}.
1. Justifier que M est bien défini.
2. On note { = en# . En calculant P(1) + P({) +---+P({™), prouver que |ag| < M.

3. Prouver que pour tout k € [0,n]), |ax| < M.

Exercice 18.18 Montrer que X% +2X°® + 3X* + 2X? + 1 posséde j comme racine double. En déduire sa factorisation
irréductible sur R et sur C.

Exercice 18.19 (Banque CCINP 85)
Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme P = X + aX? + bX et factoriser alors ce polyndme
comme produit de polynémes irréductibles de R[X].

Exercice 18.20 La divisibilité dans C[X] de polyndmes réels implique leur divisibilité dans R[X]

1. Soient A et B deux polyndmes a coefficients réels, tels que A divise B dans C[X]. Justifier que A divise B dans R[X].

2. Quels sont les entiers naturels n tels que X2 + X + 1 divise X2 + X" + 1 ?
Exercice 18.21 Déterminer tous les polynoémes P € C[X] tels que P’ divise P.

Exercice 18.22 (Oral ENS)
Quels sont les polynomes P € C[X] tels que P(C) c R ?

Exercice 18.23 (Oral Polytechnique)

n
Soient ay, ..., a, des réels. Déterminer le reste de la division euclidienne de P(X) = l_[ (cos(ag) +sin(ag)X) par X° + 1.
k=1

EXERCICE 18.24

1. Soit n € N*. Factoriser sur C le polynéme P, = 1 + X + X2 + - + X" 72 + X"~1,

n—-1
L1 . . kr
2. En déduire une expression de 1—[ sin —.
n
k=1

L k
3. Pour 6 € R, donner alors une expression de I—[ sin (7” + 9).
k=1
4. Soit { = e’n. Calculer l_[ (g" - g’).

0<k,e<n-1
k#t

Exercice 18.25 Soient m, n deux entiers supérieurs ou égaux a 2, premiers entre eux. Montrer que (X" — 1)(X™ - 1)
divise (X™ - 1)(X - 1).
Ce résultat reste-t-il vrai si m et n ne sont pas premiers entre eux ?

» Polynémes d’interpolation de Lagrange

ExErcICE 18.26 Soit n € N* et soient Ao, ..., A, des éléments deux 3 deux distincts de K, et soient Ly,. .., L, les

n
polynémes d’interpolation de Lagrange associés. Montrer que Z Ly = 1.
k=0

1 n
Exercice 18.27 Soit n € N. Montrer qu’il existe (Ao, ..., ) € R™! tels que VP € R, [X], / P(t)dt = Z AP (S) )
0 k=0

Exercice 18.28 Déterminer tous les polyndmes P € C[X] tels que P(R) c R, puis P(Q) c Q.

Exercice 18.29 Fait suite au précédent (Oral ENS)
Déterminer tous les polyndémes P € C[X] qui induisent une surjection de Q sur Q.
» Relations racines coefhicients
Exercice 18.30 Soit P € C[X], de degré n. Pour tout k € [0,n — 1], on note s; la somme des racines (comptées avec
multiplicité) de P*).

Montrer que s, s1, . .., S,—1 est une progression arithmétique dont on précisera la raison.
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x+y+z=1
Exercice 18.31 On note () le systéme (non linéaire !) d’équations suivantes : x> +y* + 2% = 21

1 + 1 + 1_ 1

x "y oz
(x,y,2) € (C*)°.

1. Pour (x,y,2) € (C*)°, on pose P = (X —x)(X —y)(X — 2z) € C[X].
Si (x,y, z) est solution de &, déterminer P.

2. En déduire les solutions de (&).

» Divers

Exercice 18.32 (Oral Mines)

1. Montrer que a = cos (%) est racine d’un polynéme de degré 3 i coefhicients entiers.
2. En déduire que a est irrationnel.
Exercice 18.33 Sommes de deux carrés dans R[X]
On note ¥ = {A? + B%, (A, B) € R[X]} I'ensemble des polyndmes qui sont somme de deux carrés.
1. En utilisant Papplication C[X] — R[X] définie par Q — QQ, montrer que 3 est stable par produit.
2. Montrer que si P € %, alors Vx € R, P(x) > 0.
3. Inversement, soit P € R[X] tel que Vx € R, P(x) > 0.
(a) Montrer que toutes les racines réelles de P sont d’ordre de multiplicité pair.

(b) En utilisant la décomposition de P en produit de facteurs irréductibles, prouver que P € 3.
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CORRECTION

CORRECTION DES EXERCICES DU TD 18

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.1
Il est évident que si P est un polynoéme constant non nul, disons A, alors il es inversible,

d’inverse T

Inversement, soit P un inversible de K[X]. Alors il existe Q € K[X] tel que PQ = 1.

Et donc en particulier, deg P + deg Q = 0, donc deg P = deg Q = 0, de sorte que P est un
polynéme constant non nul.

Autrement dit, l'ensemble des inversibles de K[X] est exactement 'ensemble des polynémes
constants non nul, c’est-a-dire I'ensemble des polyndmes de degré 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.2

Notons tout de suite que par dérivations successives d’'une composée, pour tout P € R[X]
ettout k € N, (P(=X))®) = (=1)kp®) (—x).

En particulier si P est pair, pour tout k € R[X], P®)(X) = (-1)*PF) (-X)).

Et donc en évaluant en 0, P (0) = (=1)kP(*)(0), de sorte que pour k impair, P(K)(0) = 0.
Mais nous savons également que PX)(0) = kla, et donc pour k impair, aj = 0.

+00

Inversement, si les ag, pour k impair sont nuls, alors P(X) = Z ax X, et donc P(-X) =
k=0

+00 +00

Z azk(—X)Zk = Z anXZk = P(X), donc P est pair.

k=0 k=0

De méme, si P est impair, alors pour tout k € N, —P®)(X) = (-1)kP*) (-X), et donc
—P®)(0) = (-1)kP*) (0) de sorte que pour tout k pair, PH)(0) = 0, et donc ax = 0.
La réciproque se traite comme pour le cas des polyndmes pairs.

I est évident que si P € R[X] est pair, alors pour tout k € N, P(—k) = P(k).

Et inversement, si pour tout k € N, P(k) = P(—k), notons Q = P(X) — P(-X). Alors Q est
un polyndme, qui s’annule en tous les entiers. Puisqu’il existe une infinité d’entiers, Q est
dont le polynéme nul, de sorte que P(X) = P(—X), et donc P est pair.

Ceci n’est pas vrai pour les fonctions continues, ol la connaissance de f aux entiers
relatifs ne détermine pas du tout son comportement sur R \ Z, et donc on peut imaginer
des fonctions qui ne sont pas paires mais qui coincident a tous les entiers. Par exemple,
f @ x = sin((2x + 1)) s'annule en tous les entiers relatifs, donc pour tout k € N,
f(k) = f(=k).

Mais pourtant, f est impaire, et n’étant pas la fonction nulle!, elle n’est pas paire.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.3

Un tel polynéme, il est non nul, doit vérifier deg P x 2 = 2 + deg P, donc étre de degré 2.
Donc il existe a, b, ¢ € K tels que P(X) = aX?+bX +c.

Et alors P(X?) = aX* + bX? +c, alors que (X? + 1)P(X) = aX* + bX> + (c + @) X> + bX +c.
Donc par identification, b = 0 puis ¢ = —a.

Et par conséquent, P = a(X> - 1).

Inversement, si P = a(X?—1), alors (X?>+1)P(X) = a(X?>-1)(X?>+1) = a(X*-1) = P(X?).

Les polyndmes constants sont évidemment solutions.

Et si P est non constant, alors deg(P o P) = deg P, donc deg(P)? = degP = degP = 1.
Ainsi, il existe (a,b) € C* x C tels que P(X) = aX +b.

Mais alors Po P = a(aX +b) + b = a®X + ab +b.

Donc a? = q, et puisque a # 0, a = 1.Etdoncab+b=b o b=0.

Inversement, le polyndme X est solution, et donc les polynémes vérifiant P o P = P sont les
polynémes constants et le polynéme X.

Cette fois, la condition sur le degré ne nous apprend rien, puisque (X 2 +1)P” et 6P sont
toujours de méme degré (sauf si deg P = 1).

Pour dire quelque chose du degré d’une solution, nous allons travailler sur les coefhicients
dominants.
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Le polynéme nul n’est pas de
degré 0.

1 Qui est la seule fonction 4 la
fois paire et impaire.

Les deux seules solutions de
x%2 = xsont 0 et 1, eton
a écarté le cas degP = 0,

puisque P est non constant.
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TD 18

Déja il est clair que parmi les polynémes constants?, seul le polynéme nul est solution, et
que les polynémes de degré 1 ne sont jamais solution.

Soit P € C[X ] un polynéme de degre n > 2 tel que (X% +1)P” = 6P.

Notons P = Z arX*. Alors P = Z k(k — 1)aiX*72, si bien que le coefficient dominant
k=0 k=2

(de degré n —2) de P est n(n — 1)ap.

Et donc le coefficient de degré n de (X? + 1)P” est n(n — 1)ay.

Puisque le coefficient dominant de 6P est 6a,, on a donc n(n — 1)a, = 6a,, et puisque

an # 0 (car un coefhicient dominant n’est jamais nul), n(n — 1) = 6, si bien que n = 3.

Soit alors P = aX> + bX? + cX + d un polynéme de degré 3.
Ona

(X% +1)P" =6P & (X? +1)(6aX +b) = 6aX> + 6bX> + 6¢X + 6d
& aX® +bX? +6aX + b = 6aX> + 6bX> + 6¢X + 6d.

Par identification des coefficients, c’est le cas si et seulement si

6a = 6a
6b=>b b=d=0
S e P=aX’+1).
6a = 6¢ a=c
6d=d

Et donc les solutions® sont les a(X> + 1), a € C.

Si P est une solution non constante, alors deg (P')* = deg(4P) = deg(P).

Mais deg P’ = deg P — 1, et donc deg(P"?) = 2deg P’ = 2deg P - 2.

On en déduit que degP = 2.

Notons alors P = aX? + bX +c, avec a # 0 un polynéme de degré 2. Alors P’ = 2aX +b et
donc P2 = 4a’X? + 4abX + b?, de sorte que

2

a - =a
P? = 4P & 4a°X? + 4abX + b* = 4aX* + 4bX +4c & {ab=b
b% = 4c

. . . 2
Donc P est solution si et seulementsia=1etc = %.

Par ailleurs, la seule solution constante est le polynéme nul, puisque si P est constant, alors
=0, et donc 4P = OC[X] S P= OC[X]

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.4

m+n
On a clairement (1+X)™(1+X)" = (1+X)™" = 3" (” ;’")xk.
k=0

L ) ) n+m
En particulier, son coefficient de degré r est ( )
r
Drautre part, ce coefficient est donné par

Zr: arb,_i

k=0

ol ay (resp. by) est le coefficient de degré k de (1 +X)™ (resp. (1 +X)").
Mais par le binoéme, a; = (r:) et by = (Z), donc

A

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.5
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2 Pour lesquels P = 0.

3 En comptant le polyndome

nul.
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CORRECTION

Il s’agit donc de prouver que 1 est racine de multiplicité supérieure ou égale a 3 de
P, =nX™2 — (n+2)X"™ + (n+2)X " n.

Or,P,(1) =n—-(n+2)+(n+2) —n=0.Donc 1 est racine de P,,.

Puis P, = n(n+2)X"™! — (n+2)(n+ 1)X" + n + 2, de sorte que P, (1) = 0.

Enfin, P/ = n(n+1)(n+2)X" —n(n+1)(n+2)X""! et donc P/ (1) = 0.

Donc 1 est racine d’ordre au moins 3 de P,, qui est donc divisible par (X - 1)°.

Notons P, = nX™! — (n+ 1)X" + 1.

Alors P,(1) =0, P,(1) =0 et P/(1) =2n(n+1) # 0.

Donc la multiplicité de 1 est égale 4 2.

Il suffit d’utiliser les deux racines du diviseur, on obtient 3 x 2*(X + 1).

SOLUTION DE L’EXERCICFi 18.6
Les racines de Q sont 0, 1 et >

Si Q divise P,, alors nécessairement ce sont des racines de P,.
Or, P,(0) = (=1)" — 1, qui est nul si et seulement si n est pair.
Donc déja les valeurs impaires de n ne conviennent pas.

1 1\" 1\"
Sin est pair, ona P,(1) =0, et P, (E) = (5) _(5) +1-1=0.

1 1
Donc P, est divisible par (X -5 (X = 1)X, et donc* par 2 (X - E) (X-1DX=0.
Donc au final, P, est divisible par Q si et seulement si n est pair.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.7

Puisque P(X") est divisible par X — 1 si et seulement si P(1) = 0, c’est-a-dire si et seulement
si 1 est racine de P.

Et donc il existe Q € K[X] tel que P = (X — 1)Q.

Mais alors par composition P(X") = (X" — 1)Q(X™) est divisible par X" — 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.8
n
Notons P = Z arX*. Alors

k=0
P(P(X)) = P(X) = > aP(X)F = " aexk = 3 ap (P(X)F - X5),
k=0 k=0 k=1
k-1
Mais pour k > 1, P(X)k - Xk = (P(X) - X) ZP(X)iXk—l—i)‘
i=0

Donc P(X) — X divise P(X)* — x*.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.9
Appliquons la formule de Taylor en a :

P(X) _ 2.0 P(k)(a) (X _ a)k.

I
P k!
degP
pk)
En particulier, pour x > a, P(x) = P(a) + Z '(a) (x —a)f > P(a) > 0.
P k!

>0
Et donc P n’a pas de racine dans [a, +co].

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.10

Supposons qu’il existe un polynéme P € C[X] tel que pour tout z € C, P(z) =Z.
ors en particulier, pour tout x € R, P(x) = x.

Donc P — X s’annule en tous les réels, donc est nul.

Et par conséquent, P = X.

Mais alors pour z € C\ R, z = P(z) = z, ce qui est absurde.

Donc la fonction z + Z n’est pas polynomiale.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.11
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Nul besoin de calculer

P,(13) (1) pour voir si elle
s’annule ou non.

En effet, 'ordre de multi-
plicité ne nous intéresse pas
vraiment, tout ce que nous
voulons savoir 4 son égard,
Cest qu’il est au moins égal 3
3.

42 € R* est un inversible de
R[X].

La troisiéme identité remar-
quable généralisée est valable
dans K[X] puisqu’il s’agit
d’un anneau commutatif.
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TD 18

Soit P un tel polynéme, et soit Q = P — X2,

Alors Q(n) = 0, pour tout n € N. Donc Q posséde une infinité de racines, et par conséquent
est nul.

Et donc P = X2. Inversement, P = X2 est évidemment solution.

Donc seul le polynéme X? convient.

Soit P un tel polyndme, et soit Q(X) = P(X) — X? — 1.

Alors pour tout n € N, Q(2n) = P(2n) — (2n)> - 1= (2n)>+1 - (2n)> -1 =0.

Comme précédemment, on en déduit que Q est nul, et donc que P(X) = X? + 1.

Mais alors P(3) = 10 # 3% — 1, ce qui est absurde.

Autrement dit, il n’existe pas de tel polynome.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.12
Si a divise b, notons b = aq. Alors

gq-1
Xt —1=(X91-19=(X*-1) Zxak
k=0

et donc X2 — 1 divise X? — 1.

Plus généralement, notons b = ag+r la division euclidienne de b par a, avec donc 0 < r < a.

Alors
Xb—1 = XX+ X 1 = X (X9-1)+X -1 = X" (X*= 1) (1+ X%+ - +X* D)4 X"~ 1.

Puisque deg(X" - 1) < deg(X®~1), on a donc la division euclidienne de X¥ — 1 par X% -1,
dont le reste est X" — 1.

En particulier, X — 1 divise X b _ 1 si et seulement si ce reste est nul, donc si et seulement
si r =0, soit si et seulement si a divise b.

Alternative : la solution précédente a I'avantage de fonctionner dans n’importe quel corps
(I"énoncé ne disait dailleurs pas grand chose 2 ce sujet).

Supposons qu’on travaille dans C[X]

Alors les racines complexes de X —1 sont les éléments de U,. Il y en a donc a = deg(X*-1),
donc toutes ces racines sont simples.

Et par conséquent X — 1 divise X? — 1 si et seulement si toute racine a®™ de I'unité est
une racine b*™¢ de l'unité.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.13

Soit r = £ une racine rationnelle de P, avec pAg=1.
q

n

Notons alors P = Z a; X', avec a; € Zeta, = 1.

i=0
n i n—1
Alors 0 = P(r) = Z aip—i. Aprés multiplication par ¢, il vient donc p” + Z aip'qg" ' =0.
— q i
i=0 i=0
n-1
Mais q divise Z aip'q" ', et donc divise p”.
i=0

Puisque p et g sont premiers entre eux, g et p” sont premiers entre eux, donc g = 1.
Et par conséquent, r = p € Z.

{/d est racine de X* — d, qui est bien un polynéme unitaire 4 coefficients entiers.
Donc soit c’est un irrationnel, soit il est rationnel, auquel cas la question 1 prouve qu’il
s'agit d’un entier.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.15

La fonction sin s’annule une infinité de fois® et ne saurait donc étre polynomiale, puisqu’elle
aurait une infinité de racines.

Méme remarque pour x — |x], qui est nulle sur tout ]0, 1[, qui contient bien une infinité
de réels.

Enfin, le méme raisonnement ne vaut plus pour I'exponentielle.

Mais s’il existait P € R,[X] tel que Vx € R, P(x) = e, alors P =0 = vx e
R, exp("”)(x) =0=Vx e R, ¥ =0, ce qui est absurde.
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Puisque K[X] est un anneau
commutatif, la troisieme
identité remarquable généra-
lisée y est valable.

L’exercice suivant justiﬁe
que nos deux polyndmes
étant A coeflicients dans Q,
chercher a quelle condition
ils se divisent dans Q[X],
dans R[X] ou dans C[X]
revient au méme.

On retrouve notamment
Pirrationnalité de tous les
vk, ott k nest pas un carré
parfait.

5 En tous les 2km, k € Z.
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CORRECTION

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.16

Notons f : x > x° + px + q la fonction polynomiale associée 2 X° + pX +g.

Alors elle est dérivable sur R, de dérivée f” : x > 3x% + p.

»Sip > 0, alors pour tout x € R, f/(x) > 0, et f’ sannule au plus® une fois, si bien que f

est strictement croissante.

Puisque lim f(x) =+coet lim f(x) = —oo, par le théoréme des valeurs intermédiaires’,
X—+00 X——00

f posséde une unique racine a.

» Si p < 0, alors f” sannule deux fois, en +, ,—?p

P
Not ==
otons « 3

3 —_— -
Alorsf(a):(J_}—p) +p %p+q:_173\/_\/?+p%+q
PP PVP
B

Le tableau de variations de f est donc donné par :

Et de méme, f(-a) =

X —00 - [24 +00
f'(x) + 0 - 0 +
6| g e IOy ——

Par stricte monotonie de f sur chacun des intervalles | — o0, —a], | — a, a] et ]a, +oo[, f ne
peut posséder qu’au plus une racine sur chacun de ces intervalles.

Donc f posséde trois racines réelles distinctes si et seulement si elle en posséde exactement
une sur chacun de ces intervalles.

Ce qui est le cas si et seulement si f(—a) > 0 et f(a) <O.

Puisqu’on a toujours f(—a) > f(a), ces deux nombres sont de signes opposés si et seule-
ment si f(—a) > 0 et f(a) < 0. Donc f posséde trois racines distinctes si et seulement si

fl@)f(-a) <0
Mais

i o (222 - (52-52)

- (P\/_ px/_) qz_(_p; 2 p3)

V3 3V3
_27¢* +4p°
27
Et donc on a bien f(a) f(~a) < 0 & 27¢* + 4p> < 0.
Ainsi, f posséde trois racines distinctes si et seulement si 4p° +27¢* < 0.

Si4p’ +27¢% > 0, alors f(a) et f(—a) sont tous deux de méme signe, et non nuls. Donc f
posséde une unique racine, qui n’est pas une racine triple puisque 0 est la seule racine de

f//.
Enfin, si 4p> +27¢%> = 0, alors g = +

_p —_—

—4p°

27
Dans ce cas, le produit f(a)f(—a) est nul, et donc un® de ces deux nombres est nul.
Si f(—a) =0, puisque f’(a) =0, a est une racine de f de multiplicité au moins 2.
Et de plus, f posséde, par le théoréme des valeurs intermédiaires, une autre racine sur
Ja, +oo[. Donc f posséde bien trois racines si on les compte avec multiplicités, et donc est
scindé.
On prouve de méme que si f(a) = 0, alors c’est une racine double, et f posséde une autre
racine, donc est scindé.
Ainsi, si 4p> + 27¢% = 0, f est scindé.
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© Seulement en 0 si p=0.

7f est continue.

Le théoréme des valeurs

intermédiaires se cache ici :
si f(—a) > 0, alors il existe
une racine dans ] — o0, —a].

8 E¢ un seul par stricte dé-
croissance de f sur [-a, a].

M. VIENNEY
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Au final, on a bien prouvé que f est scindé si et seulement si 4p° +27¢* < 0.

p=0 p<0,A>0 p<0,A=0 p<0,A<0

Y, ~

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.17

n
Si|z| = 1, alors |[P(2)] < Z lag|.
k=0

Donc {|P(z)], |z| = 1} est une partie non vide et majorée de R, elle admet donc un plus
grand élément.

Mieux, on peut noter que {|P(z)|, z € U} = {|P(e!?), 0 € R} = {|P(e!)], 6 € [0,27]}.
Or la fonction @ — P(e'?) est continue sur [0, 2] et donc il en est de méme de 6 — |P(e
qui par le théoréme des bornes atteintes posséde donc un maximum (et donc a fortiori une
borne sup) sur le segment [0, 27].

i9|

Rappelons que 1+ +---+{" = 0.

1 - k(n+1)
Et que le méme calcul® prouve que pour 1 <k <n+1, 1+ oo Fn = g—k =0. ¥ Qui utilise la formule pour
1-¢ la somme des termes consé-
En revanche, ceci ne fonctionne plus pour k = n+ 1 ou k = 0, puisqu’il s’agit alors d’une cutifs d’une suite géomé-
somme de termes tous égaux 4 1, qui vaut donc n + 1. trique de raison # 1.
On en déduit que
n n n n
P +PQ)+-+PEM =D D al™ =3 a > M =ap(n+1).
=0 k=0 k=0 =0

Et donc

laol(n+1) = [P(1) +---+P(")| < [P(D]+---+|P({")| < (n+ )M
et donc |ag| < M.
Ona
P(D+LT PO 2P+ TP = D0 Y ™ = e Y T = Y e (DN

=0 k=0 k=0 =0 k=0 =0

Donc comme précédemment,
Z”lg(k_m _Jo si k"l #1
= (n+1) sinon '
Mais -1 <k-1<n,donc ' =1 k=1.
n
Donc Z {'P(CY = (n+ 1)ay.
=0

Et donc_(n+ Dlai] < (n+1)M, si bien que |a;| < M.

Plus généralement, pour tout k € [0, n]],

n n

i év—kfp(é«k[) _ Z a; Z év(k—i)f_
£=0

i=0 =0
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Or i Uit - 0 i 7 1 si bien que i HPEH) = (n+ 1ay.
’ n+1 sinon e

=0
n
Et donc toujours par I'inégalité triangulaire, (n + 1)]ax| < Z |§7k| ‘(§k8)| < (n+ 1)M.
=0
Et donc |ax| < M.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.18
OnaP(j)=8+20+3j*+2/2+1=2+2+3j+2j2+1=3(j>+j+1) =0.
Donc j est racine de P.

Par ailleurs, P’ = 8X7 + 12X° + 12X + 4X, et donc

P(j)=87+12j°+12j° +4j=8j+ 12 +12+4j = 12(j®+ j+ 1) = 0.

Donc j est racine de multiplicité au moins 2 de P.

Notons que si j est racine double, alors j I’est aussi.

Donc on a déja 4 racines comptées avec multiplicité parmi les 8 que compte P.

Mais puisque P est pair, —j est aussi racine de P. Et méme —j est racine double, puisque si
P est pair, alors P’ est impair, et donc si x est racine de P’, —x l'est aussi.

Mais si —j est racine double, alors —j = —j = —j? I’est aussi.

Donc nous avons bien un total de 8 racines lorsque comptées avec leurs multiplicités.
Donc P = 1(X = j)%(X — )?(X + j)*(X + j)? est la décomposition en produit de facteurs
irréductibles dans C[X].

Puisque (X — j)(X —j) = X>+ X + 1 et (X +j)(X +J) = X> = X + 1, la décomposition de P
en produit de facteurs irréductibles dans R[X] est donc P = (X? + X + 1)%(X? — X + 1)2.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.19

OnaP(l)=1+4+a+b,etP’(1)=5+2a+b.

Ces deux quantités seront nulles si et seulement si'’ a = —4 et b = 3.

On aalors P(X) = X(X — 1)*(X? +2X +3), et il est facile de constater que X* +2X + 3 est
irréductible sur R[X] puisque de discriminant strictement négatif.

SoLUTION DE L’EXERCICE 18.20

Soit donc P € C[X] tel que A = BP.

D’autre part, notons A = BQ + R la division euclidienne de A par B dans R[X], c’est-a-dire
avec Q,R € R[X], et degR < deg B.

Puisque ces polyndmes sont également dans C[X], l’écriture A = BQ + R est également
une division euclidienne de A par B dans C[X].

Or, A = BP + 0 est aussi une division euclidienne de A par B dans C[X].

Par unicité de cette division, on adonc Q =P etR=0.

Puisque R = 0, B divise A dans R[X].

Ce que nous enseigne la question précédente, c’est que la divisibilité dont il est question, a
priori dans R[X], est aussi une divisibilité dans C[X].

Or, dans C[X], il est aisé de tester la divisibilité : elle se lit sur les racines.

Les racines complexes de X2 + X + 1 sont j et j = j>.

Il s’agit donc de déterminer pour quelles valeurs de n j et j> sont des racines de X" + X" +1.
Etant conjugués, et X2 + X" + 1 étant 2 coefficients réels, 'un sera racine si et seulement si
lautre Dest.

On cherche donc les valeurs de n pour lesquelles j2 + j* + 1 = 0.

»Sin=0 [3],alors j" = j** =1,donc 1 + j* + j>* =3 £ 0.

»Sin=1 [3],alors j* = j, donc j2" = j2 et donc 1 + j + j> = 0.

»Sin=2 [3],alors j" = j? et j°" = j* = j, de sorte que 1+ j + j2 = 0.

Donc X? + X + 1 divise X*" + X" + 1 si et seulement si n n’est pas divisible par 3.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.21
Il est évident que les polynémes constants conviennent.
Si P est non constant et divisible par P/, puisque deg P’ = deg P — 1, il existe (a,b) € K>
tels que P = (aX +b)P’.

. . . . . 1
Notons n le degré de P, de sorte que par identification des coefficients dominants'?, a = —.

n

Donc en posant A = —nb, on a nP = (X — A)P’.
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A ce stade, il se pourrait que
Jj soit racine de multiplicité 3
ou plus.

10 Apreés résolution d’un
systeme.

Notons qu’on a prouvé au
passage que nécessairement,
P est A coefficients réels.

M1 e coefficient dominant
de P’ est n fois celuide P :le
n provenant de la dérivée de
X",

M. VIENNEY
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En dérivant cette relation il vient nP’ = (X — A)P” + P’ soit encore(n — 1)P’ = (X — A)P”.
Donc A est racine de P/, et puisqu’il est déja racine de P, c’est une racine de P de multiplicité
au moins égale 2 2.

En dérivant de nouveau, (n — 2)P”” = (X — A)P’, et donc A est racine de P”’.

Puis de proche en proche, on arrive a P=1 = (X — 1)P™ | et donc A est racine de
PP, P”,..., P et donc est racine de P de multiplicité au moins n.

Donc P se factorise par (X — )", et puisqu’il est de degré n, il existe « € C tel que
P=a(X-M)".

Inversement, il est facile de prouver que pour tous @, A € CxC* ettoutn € N, P = aA(X—-A)"
est divisible par son polynéme dérivé.

Alternative : donnons une autre preuve, un peu moins calculatoire, mais spécifique a
C[X], puisqu’elle utilise le fait que P est scindé.

Soit P € C[X] non constant, tel que P’ divise P.

Alors P est scindé, notons n le nombre de ses racines distinctes, notons A4, . . ., A, ces racines
et my, ..., my leur multiplicités.

n
OnaalorsP =« H(X - A;)™, avec a € C*.
i=1

n
Onadonc » m; =degP.
i=1
Puisque P’ divise P, toutes les racines de P’ sont racines de P. Autrement dit, les racines de
P’ sont parmi Ay, ..., A,.
Or nous savons que 4; est racine de P’, de multiplicité m; — 1 (avec cette multiplicité

éventuellement nulle si A; n’est pas racine de P’).

Et donc Z(m,— —1) =degP'.
i=1

n
Soit encore Zmi -n=degP-1&n=1.
i=1
Autrement dit, P posséde une unique racine, et donc est de la forme P = a(X — k.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.22

Si P € C[X] est non constant, alors, par le théoréme de d’Alembert-Gauss, il réalise une
bijection de C sur C.

En effet, pour tout y € C, P — y posséde au moins une racine, donc y posséde au moins un
antécédent par P.

Et donc en particulier, on ne peut avoir P(C) C R que si P est constant. Et alors, il faut
nécessairement que la constante en question soit réelle.

Inversement, si P est un polyndme constant a coeflicient réel, nécessairement, I'image de
C est incluse dans R (elle est méme réduite 2 un singleton de R).

Donc les solutions sont les polyndmes constants 2 coefficient(s) réel(s).

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.23

Notons Q € R[X] et R(X) = aX + b € Ry[X] le quotient et le reste de cette division
euclidienne.

Alors, dans C[X], on a toujours P = (X?+1)Q +R, donc Q et R sont également les quotient
et reste de la division euclidienne dans C[X].

Donc en particulier, on peut évaluer cette relation en un complexe, prenons donc i et —i,
les racines de X2 + 1.

n
P(i)=Q@) (P+1)+ai+b o l_[ €% = qgi+b o MG — g4 b,
— k=1
=0

De méme, I’évaluation en —i nous conduit i —ai + b = e~ i@+ +an)

este 2 déterminer a et b, c’est-a-dire a résoudre un systéme linéaire de deux équations a
Reste 3 détermin t b, c’est-a-d dre un systéme lin ded tion:
deux inconnues, qui nous donne

ei(a1+~v+a,‘) +e*i(a1+---+an)

b= 3 =cos(a; +---+ay) et a=sin(ay +---+ayp).

Donc le reste cherché est sin(aj + - -+ + a,)X + cos(a + - - - + ap).
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a nest rien d’autre que le
coefficient dominant de P.

Le raisonnement que nous
avons tenu ici n’est pas spéci-
fique 2 C[X], et reste valable
dans R[X] ou dans Q[X].

1l faut tout de méme rester
dans un corps «suffisam-
ment raisonnable» pour que
degP’ = degP — 1 (ce sont
aussi les corps pour lesquels
nous avons une caractérisa-
tion de la multiplicité d’une
racine a l'aide des dérivées).

M. VIENNEY
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SOLUTION DE L’EXERCICE 18.24

n_1
1. SizeU,estdifférentde 1,alors 1 +z+ 22 +---+2z""1 = z =0

Donc les n — 1 éléments de U, \ {1} sont racines de Py, qui est de degré n—1. Il n’y a donc
pas d’autres racines, et P, étant unitaire

A\ Attention !

Ne jamais oublier le coefh-
net cient dominant lors d’une

;2 factorisation par les racines !
I—[(X_Z) l_[( " ) Ici¢a :il vaut 1.

zeUp
z#1

2. Il s'agit de remarquer que

n—-1
_ . km
=1 ]_[ sin —.
k=1 n

n-1
. ) (1 . km n

Puisque d’autre part, P,(1) =1+ 1+---+1 = n, on en déduit que l_[ sin == =

k=1
3. Méme principe en utilisant le polyndme Q,, = X" — ¢%n?.
n
: 2k
On aalors O, = l_[ (X - el(29+T))‘
k=1
Etalors'? 0,(1) = 1 — €"2" = —2isin(nf)e?. 12 Toujours par factorisation
Et d’autre part, par P'angle moitié.

Qnu):g( - (055
=ﬁ l_[( 21)s1n(—+0)

k=1 k=1

n(n+1)9 n ko
= (=2 n_i :
= (=2i)"e | | sin (_n + 9)

k=1

= (=2i)"i™! | | sin (k—” + 9) .
n
k=1

n-l krx sin no
Etdoncnsin(—+9)=— .

n n—1
k=1 2

4. 1Ils’agit donc de calculer

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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Or, {{" f0<e<n-11#k}=U,\{1}.
n-1
On en déduit que 1_[ (1 - gf—k) =P,(1) =n.

£=0
t#k

n-1 n-1
Donc P = 1_[ (ngk(”‘])) =n" l_[ k.
k=0 k=0
n(n-1)

Soit encore P = p¢ = (0+1++(n=1)) = pny==7

— nne—i(n—l)n — (_1)n—1nn.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.25

Les racines de X" — 1 (resp. X — 1) sont les racines n®™ (resp. m*™) de l'unité.

Mais m, n étant premiers entre eux, il existe deux entiers p et g tels que np + mq = 1. Et
alors si z € U, N U,,, alors z = z!' = 2" = (2")? (z™)9 = 1.

Autrement dit, U, nU,, = {1}.

Ainsi, (X" = 1)(X™ — 1) possede n +m — 1 racines simples (qui sont les éléments différents
de 1 de U,, UU,,) et une racine double, qui est 1.

Mais 1 est racine mn®™e de ’unité, donc racine de X™* — 1, et donc racine au moins
double de (X™" - 1) (X - 1).

De plus, si z € Uy, alors 2™ = (z™)" = 1" = 1, donc z € Upyy,.

Autrement dit, toutes les racines simples de (X" — 1)(X™ — 1) sont racines de (X™" - 1).
Ainsi, ce dernier polynome est divisible par

(X =1)2 1_[ (X —2) ]_[ (X—z):l_[(X—z)l—[(X—z)z(X"—l)(Xm—l).

zeUp,\{1} zeU, \{1} zeU, zeU,,

13

Ce résultat ne vaut plus si p et g ne sont plus premiers entre eux, par exemples pour p = 2
et ¢ = 4, —1 est racine de X2 — 1 et de X* — 1, donc est racine double de (X2 — 1)(X* - 1),
alors qu’il n’est que racine simple de X® — 1.

Donc (X? - 1)(X* - 1) ne divise pas (X — 1)(X® - 1).

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.26
n

Notons P = Z L; — 1. Alors pour tout j € [0,n], on a

i=0
n
P(A)) = ZLi(/lj) -1=L(})-1=1-1=0.
i=0
Donc P posséde A0, - . ., A, comme racines : il posséde n + 1 racines distinctes.

Mais les L; sont de degré exactement n, donc P est de degré au plus n.
Donc P posséde strictement plus de racines que son degré : c’est le polyndme nul.

n
Et par conséquent, Z Li=1.
i=0
SOLUTION DE L’EXERCICE 18.27

. . ., k
Notons Lo, Ly, . . ., L, les polyndmes d’interpolation de Lagrange associés aux —, k € [0, n].
n

n
k
Alors tout polynoéme P € R, [X] s’écrit P = E P (—) Ly.
n
k=0
Et donc par linéarité de I'intégrale,

/OlP(t)dtzzn:P(S)'/O.lLk(t)dt.

k=0
1
En posant A = / Li(t) dt, on a alors le résultat souhaité.
0

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.28
I est clair que les polyndmes a coefhicients réels satisfont P(R) c R.

Inversement, soit P € C[X] un tel polynéme. Alors pour tout x € R, P(x) = P(x) = P(X) =
P(x). _
Ainsi, les polynomes P et P coincident en une infinité de nombres'* : ils sont donc égaux.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

B3] nest pas trés dur de
prouver que c’est une racine
double, et donc de multipli-
cité exactement égale 2 2,
mais ce n’est pas vraiment
nécessaire ici.

Prouver qu’en fait, dés que
pAg#EL (XP-1)(X9-1)
ne divise pas (X - 1)(X® - 1).

1 sii=j

0 sinon

Li(25) ={

— A\ Attention !

Ne pas dire que P est de
degré exactement n :la
somme de polynomes de
méme degré peut étre de
degré strictement inférieur,
et c’est bien ce qui se produit
ici.

o

14 Tous les réels.
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Et donc P est 4 coeflicients réels.

Il est évident que les polynomes a coefficients rationnels conviennent.
Inversement, soit P € C[X] tel que P(Q) ¢ Q, de degré n.

Notons alors Lo, Ly, . . ., L, les polyndmes d’interpolation de Lagrange associés aux entiers
0,1,...,n.
n
X -k
Alors Li:l_[ . e Q[X].
Ly ik
k#i

n
Mais nous savons que P = Z P(i) L; € Q[X].
€Q
Et donc P € Q[X].

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.29

Par Iexercice précédent, P est 4 coeflicients rationnels.

Nous allons prouver que son degré ne peut pas étre supérieur ou égal a 2 c’est-a-dire que
P est de la forme aX + b.

Soit donc P € Q[X] de degré n > 2. Quitte 2 multiplier P par le PPCM des dénominateurs
de ses coefhicients, on peut supposer que P est  coeflicients dans Z.

n
Notons alors P = Z a; X', avec les a; entiers.
i=0
Soit alors r = £ un rationnel, avec peZ,qeNetpArg=1.

n n pl
Alors P(r) = Z ar' = ) a;—.
i=0 i
n
Et en particulier, ¢"P(r) = Z aiq""'p".
i=0
. . 1 p . 1
Soit m un nombre premier, et supposons qu’il existe r = = un antécédent de —.
q m

1 1 o 1 o
Alors ¢"— = Z aiq"'pt o q" = mz aiq""'p'.
m 4 .
i=0 i=0
Ainsi, m divise ¢", et m étant premier, il divise donc q.
Par conséquent, m" divise q".

n n
Sin > 2, alors m divise - = E anq""'p'.
m
i=0

n n-1
Donc m divise L et divise!? Z a;p'q"™", donc il divise leur différence qui est a,p™.
m
i=0
Mais p A g = 1, donc par le lemme de Gauss, m divise ay,.
Ainsi, si m est un nombre premier qui ne divise pas'¢ a,, alors % n’a pas d’antécédent, et
donc P n’est pas surjectif.

Inversement, il est évident qu’un polynéme de degré 1 4 coefficients rationnels réalise une
surjection de Q sur Q.

Donc les polynémes P € C[X] qui réalisent une surjection de Q sur Q sont les polyndmes
de degré 1 4 coefficients rationnels.

SoLuTION DE L’EXERCICE 18.30

n
Notons P = Z a;X:. Alors pour tout k € [0,n—1], PK) est de degré n -k, son coefhicient

i=0
dominant est a _n et son coefficient de degré n —k — 1 est a =Dl
n(n_k)! g n_l(n_k_l)!'
an-1(n—=1)! (n—k)! An-1 k
D = - n = - 1 - —].
MERZ T k=) nla, ol Ll
an-1

On reconnait 1a une suite arithmétique de raison .
na,

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.31
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Prendre les polynémes d’in-
terpolation associés 2 n + 1
rationnels distincts aurait
fonctionné tout aussi bien,
il n’est pas nécessaire de
prendre précisément ceux
associésa 0,1,...,n.

Noter qu’une telle multi-
plication ne change pas la
surjectivité : en effet, si
tout rationnel r posséde un
antécédent par P, C’est en
particulier le cas de Z, de
sorte que r posséde un anté-
cédent par nP.

5y s'agit d’une somme
d’entiers dont tous les termes
sont divisibles par g, donc par
m.

16 B¢ il en existe puisque ap
n’a qu’un nombre fini de
diviseurs premiers.

Calculer les dérivées suc-
cessives de X? si vous avez
besoin d’étre convaincu de la
validité de ces formules.
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Notons P = X° + aX% + bX +c.

Nous savons, via les relations racines coeficients, que a = -y = —x —y -z = —1.
Drautre part, b = 0 = xy + yz + xz. Il sagit donc de déterminer cette quantité. Mais nous
savons que

(x+y+2)° =x’+? + 22 +2(xy +yz +x2) © 12 =21+ 205 © 0p = —10.

Donc b = -10.

Enfin, nous avons'” ¢ = —g3 = —-Xyz.

Maisl+l+l=w—2_
X y z xXyz 03

Et donc o3 = o = —10.

Ainsi, P = X° — X? — 10X + 10.

Il est clair que 1 est racine de P, et donc P = (X—1)(X?-10) = (X—1) (X - \/E) (X + «/E)
Donc si on a une solution, {x,y,z} = {1, V10, —\/E}

Inversement, on vérifie que si {x,y,z} = {1, V10, —\/E}, alors le systeme est bien satisfait,

donc I'ensemble des solutions est
{(1, VIO, ~VT0). (1,~VI6, V1) , (V16,-Vi0.1),
(VI0. 1, ~VT0). (~VT6, 1, ¥T0)  (~VT6, V5, 1)}.

SOLUTION DE L’EXERCICE 18.32

Ona % = cos (£) = cos (3%).
Mais pour x € R,

cos(3x) = cos(2x + x) = cos(2x) cos(x) + sin(2x) sin(x)
= (2 cos® x — 1) cos(x) + 2 cos(x) sin’(x)
=2c0s> x — cosx + 2 cos® x — 2 cos(x) = 4 cos®(x) — 4 cos(x).

Donc en particulier,

1
5240{3—30{

si bien que a est racine de 8X3 — 6aX — 1, qui est bien a coefhicients entiers.

Supposons par I'absurde que a € Q, avec a = g, p et q deux entiers naturels'® premiers
entre eux.

Alors 8% ~ 6% —1=0, ecdonc 8p° ~ 6pg* — ¢* = 0.

Donc p divise ¢°. Or p et g sont premiers entre eux, donc p et q° sont premiers entre eux.
Ainsip=pAg =1.

On en déduit que ¢* divise 8p° = 8, et donc ¢° € {1,2,4,8}.

Mais parmi ces nombres, seuls 1 et 4 sont des carrés, donc a =1 ou a = %
Or il est clair, par stricte décroissance de cos sur [0, 5] que 1 > a > cos () =
Donc a n’est pas rationnel.

1
3

SoLUTION DE L’EXERCICE 18.33

Soient P, Q deux polyndmes de 3, avec P = A% + B?, Q = C*> + D?, ol1 A, B,C, D sont des
polynémes a coefhcients réels.

Alors P = (A+iB)(A — iB), et de méme Q = (C +iD)(C - iD).

Donc PQ = [(A +iB)(C +iD)] [(A+iB)(C +iD)] = (AC — BD)?> + (AD + BC)? € 3.

C’est assez clair...

Soit & une racine de P, soit m sa multiplicité, et soit Q € R[X] tel que P(X) = (X —-a)"Q(X)
et Q(a) # 0.
Alors en considérant la limite quand x tend vers a par valeurs supérieures, on constate que

0(@) = lim Q(x) = lim PG

x—at (x — a)m ~
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17 Toujours par les relations
racines-coefficients.

Noter que nous donnons

ici un ensemble, et pas un
triplet : I'ordre des trois
solutions n’est pas imposé, et
de toutes fagons, vu que les
trois variables jouent un role
symétrique dans le systeme,
elles sont interchangeables :
dés qu’on a une solution, on
en a jusqu’a 6, en permutant
les trois variables.

18 Car a est clairement posi-

tif.

M. VIENNEY



3.b.

CORRECTION

13

Donc Q(a) > 0. Puisque Q est continue, il existe n > 0 tel que pour x €]a — n,a + 1|,
Q(x) > 0.

Et donc, pour x €]a — n,a + [, P(x) = (x — a)™Q(x) est du signe de (x — a)™.

Si m est impair, alors (x — )™ change de signe en a, et donc P aussi.

Plus précisément, P(x) < 0 pour x €]a —n, [ et P(x) > 0 pour x €]a, a +7[.

Mais ceci vient contredire notre hypothése, donc m est pair.

n q
Nous savons que P s’écrit a H(X — ;)%™ l_[ Qj(x), avec Q; irréductible de degré 2.
i=1 Jj=1
Donc déja, a est positif, donc somme de deux carrés
(X — a;)?™ est un carré, et donc sécrit 02 + ((X — a;)™)>.
Enfin, si P = X2+ bX +c est irréductible!®, de disciriminant A < 0, alors sa mise sous forme

canonique est
2
b\: A b\> [V=A
e-3) -5 (x-3) (7)

Donc un tel polynoéme est somme de carrés.

Donc tous les facteurs de la décomposition de P sont dans X, par la question 1, P I’est aussi.
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Sur cet intervalle, & est donc
la seule racine de P.

19 £t unitaire.

M. VIENNEY
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