TD 16 : ARITHMETIQUE DES ENTIERS

» Divisibilité, calculs en congruences
ExEercice 16.1 Montrer que pour tout n € N,
1. 7| 3%+ 4 2m+2 2.16|5"—1—4n 3. 6| n(n+2)(7n-5)

ExEercice 16.2 Trouver le reste de la division euclidienne de 1001%% par 13.

Exercice 16.3  En raisonnant modulo 3, montrer que 'équation x* = 3y> — 25, (x, y) € N? ne possede pas de solution.

Exercice 16.4 Montrer qu'un entier dont I’écriture en base 10 est la répétition de deux groupes de trois chiffres
identiques (comme 817 817) est divisible par 7, par 11 et par 13. D ailleurs, que vaut le produit 7 x 11 x 13 ?

ExEercice 16.5 En utilisant des congruences modulo 3, déterminer tous les nombres premiers p tels que p? + 2 soit
également premier.

ExEercice 16.6 Soitn > 2, et soient a,b € Z. Montrer que si a = b [n], alors a” = b" [n?].

ExEercice 16.7 Un critere de divisibilité par 11.
Soit n = agag_1 - - - ajap un entier naturel décomposé en base 10 (donc avec ay, ... ax € [0,9]).
Enoncer et prouver une condition nécessaire et suffisante portant sur les a; pour que n soit divisible par 11.

. . . . vr - L, . 117
ExErcICE 16.8 Déterminer le dernier chiffre de I’écriture décimale de 73" .

Exercice 16.9 (Oral Centrale)

Pour n € N*, on note N le nombre de diviseurs positifs de n et P leur produit. Quelle relation existe-t-il entre n, N et P ?

Exercice 16.10 (Oral ENS)
Montrer qu’il existe un multiple de 2019 dont I’écriture décimale ne comporte que le chiffre 3.
Indication : le nombre premier 673 divise 2019.

» PGCD, PPCM
Exercice 16.11 Pour chacun des couples (a, b) suivants, déterminer a A b, a V b et une relation de Bézout.
1. (51,438) 2. (720,1320) 3. (151,77)

ExercicE 16.12 Equations ax + by = c
1. On s’intéresse dans cette question a ’équation 18x + 25y = 1, d’inconnue (x,y) € Z>.

(a) Déterminer une solution particuliére (xo, yo).

(b) Montrer que si (x, y) est solution, on a alors 18(x —xp) = 25(yo — y), puis qu’il existe k € Z tel que x = 25k + xo.

(c) En déduire toutes les solutions de I'équation.

2. Résoudre les équations 9x + 15y = 3, 42x + 45y = 6 et 12x + 30y = 15.
Exercice 16.13 Soient (a,b,c) € Z2, tels que a et b soient premiers entre eux. Montrer que a A (bc) =a Ac.

ExXERcCICE 16.14

1. Montrer que si r est le reste de la division euclidienne de a par b, alors 2" — 1 est le reste de la division euclidienne
de 2¢ — 1 par 27 - 1.

2. Montrer que le PGCD de 29 — 1 et 20 — 1 est 24" — 1.
ExErcice 16.15
1. Montrer que pour a, b entiers, (a+b) A(aVb)=aAb.

a+b=144

d’inconnues (a,b) € Z2.
aVvb=420

2. Résoudre le systéme {

Exercice 16.16 Soient (a,b) € Z? et soit n € N*. Montrer que (a A b)" = a A b".
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Exercice 16.17 (Banque CCINP, exercice 95)

1. Soient (a,b) € N? premiers entre eux, et soit ¢ € N.
Prouver que : (a|cetb|c) < ab|ec.

x =6 (mod 17)

d’inconnue x € Z.
x =4 (mod 15)

2. On considere le systeme () : {

(a) Déterminer une solution particuliére xo de (&).

(b) Déterminer toutes les solutions de (&).

Exercice 16.18 Soit a € N*, et soit (Fy), une suite d’entiers naturels tels que Vn € N, Fp2 = aFpiq + Fy.
Montrer que pour tout n € N, Fppy A F, = Fy A Fy.

ExEercice 16.19 Une réciproque de Bézout
Soient a et b deux entiers non nuls, et soit d € N un diviseur commun de a et de b. Montrer que s’il existe deux entiers
(u,0) € Z? tels que au + bv =d, alors d = a A b.

Exercice 16.20 Retour sur les racines né™es de I"unité
Montrer que pour a,b € N*, U, N U = Ugpp.

» Nombres premiers et décomposition primaire

Exercice 16.21 Soit n > 3. Montrer qu’il n’existe aucun nombre premier entre n! + 2 et n! + n.
En déduire 1000 entiers consécutifs sans aucun nombre premier.

Exercice 16.22 Montrer que pour tout entier n € N*, 4n> + 6n° + 4n + 1 n’est pas premier.

Exercice 16.23 Nombres de Fermat
1. Soit n € N*. Montrer que si 2" + 1 est premier, alors il existe m € N tel que n = 2",
2. On note 2 présent F, = 22" + 1 (qu’on appelle n*™ nombre de Fermat).
(a) Montrer que pour tout n € N, Fpyy = FoFy -+ - F, + 2.

(b) En déduire que pour (m, n) distincts, Fy, et F, sont premiers entre eux.

Exercice 16.24 Inégalité ultramétrique
Soit p un nombre premier et soit (a, b)) € N*xN*. Montrer que v, (a+b) > min(v,(a),0,(b)). Prouver que sio,(a) # vy (b),
alors cette inégalité est en fait une égalité.

Exercice 16.25 En utilisant le petit théoréme de Fermat, prouver que pour tout a € Z, a'®> =a  [2730].
ExERCICE 16.26 Soient p, ¢ deux nombres premiers distincts. Prouver que p9=! +¢?~1 = 1 [pq].

Exercice 16.27 Montrer que la suite (2" — 3),, contient une infinité de termes divisibles par 5, une infinité de termes
divisibles par 13, mais aucun divisible par 5 x 13.

Exercice 16.28 Soit n € N*, soit d(n) le nombre de diviseurs positifs de n, et soient py, ..., px les facteurs premiers de
n. Exprimer d(n) en fonction des vy, (n), i € [1,k].

ExEercice 16.29 Soit n € N* et soient a, b deux entiers premiers entre eux.
On suppose que le produit ab est une puissance n®™, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € Z tel que ab = ¢".
Montrer que a et b sont dé_jil eux-mémes des puissances nmes,

Exercice 16.30 Autour de la valuation p-adique d’une factorielle
Montrer qu’il existe n € N tel que 100! = 27 (2n + 1).

ExEercice 16.31 Soient (a,b) € N? avec a A b = 1 et soit k > 2. Montrer que ab est une puissance k¥ (c’est-a-dire
qu’il existe n € Z tel que ab = n¥) si et seulement si a et b sont des puissances k™.,
Ce résultat reste-t-il vrai si a et b sont dans Z ?

Exercice 16.32 Pour n € N*, on pose u, = {(1 + \/3)2”+1J.

1. Prouver que u, = (1+V3)?*! + (1 - V3)?m+1,

2. Déterminer la valuation 2-adique de u,

Exercice 16.33 Théoréme de Wilson
1. Soit p un nombre premier.

(a) Montrer que Vx € [1,p—1], Iy e[Lp—1] tel quexy=1 [p].
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(b) En déduire que (p—D!'=-1 [p].

2. Soitn € N*, tel que (n—1)! = -1 [n]. Montrer que n est premier.
On a donc prouvé que p € N* est premier si et seulement si (p — 1)l = -1 [p].
Exercice 16.34 Théoréme de Kiirschdk (Oral ENS)

n
. . . 1 .
Déterminer pour quels entiers n > m > 1 le nombre H,,, = Z 7 est un entier.
k=m
Indication : utiliser les valuations 2-adiques des entiers k € [m, n].

ExerciCE 16.35 Ordre d’un élément dans Z/nZ E
Soit n € N*. On se place dans le groupe (Z/nZ, +).

1. Montrer que Z/nZ = (1), le sous-groupe engendré par la classe de congruence de 1.

2. Soit @ € Z/nZ. Montrer que d = n A a ne dépend pas du choix d’un représentant de @, et que (@) = (d). Quel est le

cardinal de (@) ?

ExEercice 16.36 Localité de I’anneau Z/mZ E
Un anneau commutatif A est dit local si I'ensemble I(A) des éléments non inversibles de A est un sous-groupe de A tel que
Vx € I(A),Ya € A, ax € I(A).

1. Soit p un nombre premier et soit n € N*. On pose alors m = p”. Montrer que Z/mZ est un anneau local.

2. Prouver que pour m > 2, I'anneau Z/mZ est local si et seulement si il existe un nombre premier p et un entier
n € N* tels que m = p".
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CORRECTION

CORRECTION DES EXERCICES DU ID 16

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.1
Raisonnons modulo 7 :

32+l L om2 2 9 34 4% 2" (mod 7)
=2"x3+4x2" (mod7)
=2"(3+4) (mod7)
=2"x7=0 (mod 7).

Et donc 321 4 242 gt divisible par 7.

Commengons par calculer les premiéres puissances de 5 modulo 16 :

52=25=9 (mod 16),5°=5%5=45=12=-3 (mod 16),5*=-3.5=1 (mod 16).

Et donc les puissances suivantes sont faciles
5=5*.5=5 (mod 16), 5°=5*.52=9 (mod 16),5” =5*-5° = -3 (mod 16),...

Et donc pour tout k € N,

5% =1 (mod 16), 5*%*' =5 (mod 16), 5%**?> =9 (mod 16), 5%+ = -3 (mod 16).

Mais en méme temps, on a

1+4(4k)=1 (mod 16), 1+4(4k+1)=5 (mod 16)
1+4(4k+2)=9 (mod 16), 1+4(4k+3)=13=-3 (mod 16).

Dans tous les cas, pour tout n € N, 5" = 1+ 4n (mod 16) de sorte que 5" -1 -4n =0
(mod 16) et donc est divisible par 16.

Distinguons plusieurs cas, suivant la classe de congruence de n modulo 6.

Sin=0 (mod 6), alors n(n+2)(7n-5) =0 (mod 6).

Sin=1 (mod 6),alorsn(n+2)(7n-5)=1-3-(7-5)=6=0 (mod 6).
Sin=2 (mod 6),alors n(n+2)(7n-5)=2-4-9=0 (mod 6).

Sin=3 (mod 6),alors n(n+2)(7n-5)=3-5-16=15-16=3-4=0 (mod 6).
Sin=4 (mod 6),alorsn+2 =0 (mod 6), donc n(n+2)(7n-5) =0 (mod 6).
Enfin,sin=5 (mod 6), alors n(n+2)(7n —5) =5-7-30 =0 (mod 6).

Donc dans tous les cas, n(n +2)(7n - 5) =0 (mod 6), donc 6 | n(n +2)(7n - 5).

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.2

Notons que 1001990 = 10290, Or, 10 = -3 [13].

Etdonc 102 = (-3)2=9=-4 [13],10%=-40=-1 [13], de sorte que 10° = 1[13].
Mais 2000 = 6 x 333 + 2 de sorte que

102 = 109993+2 = 102(10°)°P = 10> = -4 =9 [13].
Et donc! le reste de la division euclidienne par 13 de 100109 yaye 9.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.3
Soit x € Z. Alors on a soit x = 0 [3],soit x = 1 [3], soit x =2 [3].
Dans le premier cas, x? = 0 [3], et dans les deux autres, x> = 1 [3].

Et alors une puissance 4™ est aussi nécessairement congrue a 0 ou 1 modulo 3.

Or s'il existait x,y € Z tels que x* = 3y? — 25, alors x* = —25 = -1 = 2 [3], ce qui est
impossible.

Donc I’équation x* = 3y? — 25 ne posséde pas de solution.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.4

— Mdéthode

Montrer qu’un entier est
divisible par n, c’est prouver
qu’il est congru 3 0 modulo
n.

Ceci est souvent plus facile 2
prouver grice aux propriétés
des congruences.

— Méthode
Une fois quon a : 5% =1,
alors pour n = 4q +r, on aura

(« 5= (54)q 57 =57

1l suffit donc d’obtenir la
division euclidienne de n par
4.

La classe de congruence de
14+4n modulo 16, tout comme
celle de 57, de dépend que de
la classe de congruence de n
modulo 4.

Méthode

La question peut en fait se
reformuler en «trouver la
classe de 1001990 modulo 13»,
et nous allons donc raisonner
modulo 13.

1 9 est compris entre O et 12,
ce qui n’était pas le cas de —4.

Un nombre formé de deux groupes de trois chiffres identiques est de la forme n = 1000a + a = 10014,

avec a € [0,999].
Mais remarquons alors quel000 = -1 (mod 7), car 1000 = 143 x 7 — 1.
Et donc n = 1001a (mod 7) =0 (mod 7).

Comme 1001 =7 x 11 x 13, le méme raisonnement est valable modulo 11 et modulo 13.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 16.5

Notons que p = 3 est clairement solution car p? +2 = 11 est premier.

De plus, p = 2 n’est pas solution car p? +2 = 6 n’est pas premier.

Soit donc p un nombre premier supérieur ou égal a 5.

Alors p ne peut étre divisible par 3, et donc est congru a 1 ou a 2 modulo 3.
Or,12=1=1 [3]et2? =4 =1 (mod 3), de sorte que dans tous les cas, p> +2 = 0
(mod 3).

Autrement dit, 3 divise p? + 2, qui ne peut donc pas étre premier.

Ainsi, 3 est le seul nombre premier tel que p? + 2 soit encore premier.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.6

n—1
Onaa®-b"=(a->b) Z dpn1k,
k=0
n-1 n-1
Mais puisque a = b [n], alors Z dipn1k = @ '=na"'=0 [n].
k=0 %=0
n-1
Et donc n divise Z b1k et puisque n | a — b, alors n? | a" — b".
k=0

Ce qui prouve bien que a" = b" [n?].

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.7

Ona 10 = -1 [11], et donc pour tout p € N, 107 = (-1)? [11].
k

k
Ainsi, n = Z a,10? = Z(—1)Pap [11].
p=0 p=0
Et donc

k k
Mlnen=0 [l1]e Z(—1)Pap =0 [11] e 11] Z(—nﬁap.
=0 p=0

Autrement dit, n est divisible par 11 si et seulement si la somme alternée de ses chiffres
Pest.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.8

I s’agit donc de trouver le reste de la division euclidienne de n = 731117 par 10, ou encore
de trouver sa classe de congruence modulo 10.

Ona72=9 (mod 10),7°=72-7=63=3 (mod 10) et 7 =73-7=21=1 (mod 10).
Ainsi, si a = 4k +r est la division euclidienne de a par 4, alors 79 = (74)k 7" =7" (mod 10).
Donc il sagit ici de déterminer la classe de congruence de 311" modulo 4.

Or 3 = -1 (mod 4) de sorte que 3> =1 (mod 4).

Et donc 3% =3 (mod 4) si b est impair et 3° = 1 (mod 4) si b est pair.

Puisque 11'7 est impair, 3117 =3 (mod 4), et donc n =73 =3 (mod 10).

Donc le dernier chiffre de I’écriture décimale de n est un 3.

SOLUTION DE L;EXERCICE 16.9
OnaP?= l_[ d|.
dln
Mais 4 chaque diviseur d de n correspond un autre diviseur, qui est g
Plus précisément, notons D, I'ensemble des diviseurs positifs de n, et soit ¢, : D, — D,
Iapplication définie par ¢, (d) = s

Alors ¢, © ¢, = idp,, et donc ¢, est une bijection de D, sur lui-méme, égale  sa propre
bijection réciproque.

En particulier, l;[ d= ld_[ g

Etdonchzndngznn:nN.

dln d|n dln
Puisque P est positif, en passant 2 la racine, on en déduit que P = nN 2,
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Comme pour le critére de
divisibilité par 11, ce critére
peut étre utilisé de maniére
récursive :si 3 (-1)Pa,

est trop grand pour qu’on
détermine rapidement s’il est
divisible par 11, on peut de
nouveau calculer la somme
alternée de ses chiffres.

Notons qu’avec nos notations,
N est le cardinal de D,,.
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1.b.

CORRECTION

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.10
Notons qu’un nombre N a une écriture décimale ne comportant que des 3 si et seulement
si il existe n € N tel que

n n 10n+1 -1 10n+1 -1
_ k _ k _ —
N—kE:O?)XlO —3;:010 =3 0-1 — 3 .

On a 2019 = 3 x 673, qui est donc la décomposition de 2019 en produit de facteurs
premiers.
Par le petit théoréme de Fermat, 1072 = 1 [673], de sorte que 673 divise 1072 — 1.

Mais 9 est premier avec 673, et donc par le lemme de Gauss, puisque 673 divise
10672 -1 672 _ 1
10072 -1 = QT’ 673 divise 5

10672 _
Et donc —— estun multiple de 673.
10672 _
En multipliant par 3, — est un multiple de 2019, dont tous les chiffres de I'écriture
décimale valent 3.
Remarque : notons que nous n’avons pas nécessairement trouvé le plus petit multiple de 2019
dont Pécriture ne contient que des 3.

10224 -1
De fait, une recherche avec Python prouve que —5 est déja un multiple de 2019.

Ceci vient du fait que le petit théoréme de Fermat, s'il nous garantit que aP~' =1 [p], ne nous
dit pas que p — 1 soit le plus petit entier k tel que a =1 [p].
De fait, ici, 10** = 1 [673].

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.11
Il s"agit d’appliquer (bétement) l'algorithme d’Euclide étendu.
1
51 A438 =3 = 43 x 51 — 5 x 438. On a alors 51 v 438 = 5XT438 — 7446.

720 A 1320 = 120 = 2 X 720 — 1320. On a donc 720 Vv 1320 = 7920.
77 A151 =1=51x77 - 26 x 151. Et donc 77 v 151 = 11 627.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.12
Notons que 18x + 25y = 1 est une équation de droite (%). Résoudre cette équation, c’est
donc trouver tous les points a coordonnées entieéres situées sur 9.

Déterminer une solution particuliére, c’est trouver une relation de Bézout pour le couple
(18,25). L'algorithme d’Euclide étendu nous fournit alors 18 x 7 + 25 x (-5) = 1.
Donc (7, -5) est solution.

L’équation s’écrit alors
18x + 25y = 18xp + 25y0 & 18(x — x0) = 25(yo — y)-

Et alors, si (x,y) est une solution, 25 divise 18(x — xo). Etant premier 2 18, par le lemme
de Gauss, il divise x — x : il existe k € Z tel que x = 25k + xo.

Si (x,y) est solution, alors il existe k € Z tel que x = 25k + xo, alors 18k = yy — y, donc
y=1yo— 18k.
Inversement, pour k € Z, alors (25k + xo, yo — 18k) est solution puisque

18(25k + x0) + 25(yo — 18k) = 18x) + 25y = 1.

Donc I'ensemble des solutions est {(25k + 7, -5 — 18k), k € Z}.

L’équation 9x + 15y = 3 est équivalente a ’équation 3x + 5y = 1, o1 3 et 5 sont premiers
entre eux, et donc il est possible d’appliquer la méme méthode que précédemment.
Notons qu’une solution particuliére s’obtient sans faire appel a I'algorithme d’Euclide
étendu :3x2+5x%x (=1) =1.

Donc (2, -1) est solution particuliére.

Et alors sur le méme principe, on prouve que les solutions de 3x + 5y = 1 sont les
(245k, —1-3k), k € Z, et donc les solutions de 9x+15y = 3 sont les (6+15k, —2-9k), k € Z.
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n+ 1 est le nombre de chiffres
de ’écriture décimale de N.

Comme mentionné plus tot,
ce nombre est celui dont
I’écriture décimale contient
672 fois le chiffre 3.
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La encore, nous pouvons simplifier un peu, et diviser I'équation par 42A 45 = 3. On obtient
alors ’équation 14x + 15y = 2.
Mais 15 — 14 = 1, donc 15 x 2 + (=2) x 14 = 2.

On montre alors de méme que précédemment que les solutions sontles (=6 + 15k, 6 — 14k), k € Z.

Enfin, pour la derniére, on a 12 A 30 = 6. Et donc 6 divise toujours 12x + 30y. Or 6 t 15,
donc ’équation 12x + 30y = 15 n’a pas de solutions entiéres.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.13

Sid | a, alors d est premier avec b.

En effet,sionnoted’ =d A b,alorsd’ | aetd | b,doncd’ |aAb=1.Doncd Ab=1.
Et doncsid | be, alors® d | c. On en déduit qu’un diviseur commun 2 a et be divise a et c,
donc en particulier, a A (be) divise a A c.

Inversement, a A ¢ divise A la fois a et bc, donc divise a A (be).
Etdonca A (be) =anc.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.14

Si a=bqg+r, alors
2“—1=2bq+’—1=2bq+r—2'+2’—1=2’(2”q—1)+2’—1
=2’(2”—1)(1+2”+---+2b<q*”)+2’—1.

Puisque 2" — 1 < 20— 1,1l s’agit bien 12 de la division euclidienne de 2% — 1 par 2b 1,

Utilisons I'algorithme d’Euclide pour calculer le PGCD de a et b. Notons ry le reste de la
division euclidienne de a par b, r; le reste de la division euclidienne de b par ry, etc, jusqua
T, le dernier reste non nul (et donc le PGCD de a et b), et donc r,, = 0.

Alors le reste de la division de 2¢ — 1 par 2% — 1 est 2" — 1. Puis le reste de la division de
26 — 1 par 2" — 1 est 2™ — 1, etc. On arrive alors au reste de la division euclidienne de
21 — 1 par 2™ — 1 qui vaut 2° = 1 = 0.

Par le lemme d’Euclide, on a donc

2 Cest le lemme de Gauss.

Les deux PGCD sont positifs,
donc sils se divisent mutuel-
lement, ils sont égaux.

(29-1)A(2P-1) = 2P -1)A(2"1 1) = (2T =DA(Q2"?=1) = -+ - = (211 A(2" 1) = 21 -1 = 29N 1,

Doncle PGCD de 29 — 1 et 20 — 1 est 2™ — 1, ce qui est bien le résultat attendu.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.15

Commengons par le cas ol a et b sont premiers entre eux.

Puisque a v b = ab, il s’agit donc de prouver que (a+b) A (ab) = 1.

Alors a + b est premier avec g, puisqu’un diviseur commun de a + b et a doit diviser b, et
donc doit diviser a A b = 1.

De méme, a + b est premier avec b. Et donc a + b est premier avec ab.

Alternative : supposons qu’il existe un nombre premier p divisant (a + b) A ab.

Alors p divise a ou p divise b.

Maissip | aetp|a+b,alorsp|b,doncp|anb=1.

Et de méme, si p | b, alors p | aet donc p | 1.

Or aucun nombre premier ne divise 1, donc (a +b) A (ab) n’a pas de diviseur premier, ce
qui n’est possible que si il est égal 4 1.

Dans le cas général, notons d = a A b, et soient a’, b’ premiers entre eux tels que a = da’ et

b=db'. Alors
(a+b) A(aVh) = [d(d +b)'] A[(d')V (db))] = d [(d +P') A (@ VI')] =dx1=d=anb.

Nommons (¥) le systéme de 'énoncé.

Si (a, b) est une solution de (&), alorsa A b = (a+b) A (aV b) = 144 A 420 = 12.

Donc il existe @’ et b’ premiers entre eux tels que a = 12a’ et b = 12b’.

Et alors (a, b) est solution du systeme () si et seulement si il existe deux entiers a’, b’ pre-
a+b =12

miers entre eux tels que (a,b) = (124a’, 12b”), avec (a, b’) solution de { b = 35 ().
a =
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Un entier est premier avec
un produit si et seulement si
il est premier avec chacun de
ses facteurs.

A\ Attention !

Ici il est fondamental de sup-
poser p premier, sans cette
hypothése, p peut diviser un
produit dans diviser aucun
de ses termes. Par exemple
4]12%x6, mais4t2et4d16.

Méthode

Pour calculer ce PGCD

on peut, au choix utiliser
lalgorithme d’Buclide, ou
utiliser les décompositions en
produits de facteurs premiers
de 420 et 144.
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2.b.

CORRECTION

Ce systéme se résout de maniére classique : les solutions sont les couples (x,y) tels que
{x,y} est Pensemble des racines de X> — 12X + 35.
Le discriminant de ce polynéme vaut A = 144 — 4 x 35 = 4.

12+ V4 12 - V4
——— =7et—— =5.

Ainsi, les couples de réels (a’,b") solutions du systeme (#) sont (5,7) et (7,5).

Et donc les solutions au systéme (&) de départ sont (12 x 5,12 x 7) = (60, 84) et (84, 60).
Alternative : on peut également remarquer que 35 = 5X 7 = 35 x 1 sont les seules décompositions
de 35 en produit de deux entiers, et que seule la premiére décomposition conduit a une somme égale
al2.

Donc les deux racines en sont

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.16

Notons d = a A b, de sorte qu’il existe @, b” premiers entre eux tels que a = da’ et b =db’.
On adonc (a A b)" = d™(a’ A b)Y = d", et " A b" = (d"a™) A (A" = d" (™ A ™).

Il s’agit donc de prouver que a” Ab™" = 1, soit encore que @’ et b’" sont premiers entre eux.

Mais puisque a’ et b’ sont premiers entre eux, a’ est premier avec b’ X b’ x --- x b’ = b"".
Et alors b'" est premier avec @', donc avec @’ X a’ X -+ X a’' = a'™.
Et donc @™ Ab'™ =1, et donc (a A b)" =d" =d™*(a’™™ Ab'™") = a™ A b".

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.17

Supposons que a | ¢ et b | c. Alors ¢ est un multiple commun de a et b, et donc est un
multiple de a A b = ab. Donc ab | c.

Inversement, puisque a et b divisent ab, si ab | ¢, alorsa | cet b | c.

Si vous étes chanceux, vous pouvez peut-étre trouver directement une solution particuliére,
et dans ce cas il ne faut pas se priver de l'utiliser. Par contre, si en deux minutes vous ne
voyez pas de solution particuliére «évidente», alors il ne faut pas persévérer et essayer de
mettre en ceuvre une solution un peu plus systématique.

Un entier xg est solution de (&) si et seulement si il existe deux entiers relatifs k; et k> tels
X0 =6+ 17k

Xo = 4+ 15k2

En particulier, en soustrayant ces deux équations, il vient 2 = 15k, — 17k;.

Ce systeme a alors une solution relativement évidente : 2 = 15 x (=1) — 17 x (-1).
Siki=ky=-1,onadoncxy=6-17=4—-15=-11.

Ainsi, —11 est une solution particuliére du systeme.

que

Soit x € Z. Alors x est solution de (&) si et seulement si

(mod 17)
(mod 15)

x-x0=0 (mod 17)
x—x0=0 (mod 15)

X =% o 15| (x = xp) et 17 | (x = x0).
X = xp

Par la question 1, qui s’applique puisque 15 et 17 sont premiers entre eux>, cette derniére
condition est vérifiée si et seulement si x — x; est divisible par 15 x 17 = 255.
Donc les solutions de (&) sont les x + 255k = 255k — 11, k € Z.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.18
Il s’agit de prouver que la suite (F,41 A Fp), est constante, et donc autrement dit que pour
tout n, Foyp A Fupg = Furr N Fy.

Commengons par noter? que (F,) est strictement croissante.

Et alors F,yp = aFy41 + Fy est la division euclidienne de F4» par Fyei.
Le lemme d’Euclide nous affirme qu’alors F,2 A Fyeq = Fui1 A Fy, d’ott le résultat cherché.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.19

Nous savons que a A b divise au + bv = d.

Drautre part, d étant un diviseur commun de aet b, d | a A b.
Et donc d et a A b étant positifs, on a bien I'égalité d = a A b.
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Notons que cette implication
ne nécessite pas que a et b
soient premiers entre eux, et
est toujours vraie.

397 est premier et ne divise
pas 15.

411 faudrait une récurrence
pour le prouver propre-
ment...

a A b est le plus grand, au
sens de la divisibilité, diviseur
commun de a et b : tout
autre diviseur commun divise
le PGCD.

M. VIENNEY
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SOLUTION DE L’EXERCICE 16.20

Notons d = a A b, de sorte qu’il existe deux entiers a’ et b’ tels que a = da’ et b = db’.

Soit alors z € U,y = Uy.

Alors 2% = 2% = (2%)* =1¢ =1, donc z € U,,. Sip | g alorsU, c U,
De méme, on prouve que z € Uy, et donc z € U, N Uy, de sorte que Uy € U, NU,.

Inversement, par I'identité de Bézout, il existe u et o tels que d = au + bo, et donc pour

zeU,NUyp, ona

Zd — Zau+bv — Zauzbz) — (Zu)u (Zb)v -1
Et donc z € Uy, de sorte que U, N U, € Uy, et donc par double inclusion, Uz = U, N U,

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.21

Soit k € [2,n]. Alors k | n! et donc k | n! + k.

Et par conséquent, n! + k n’est pas premier.

Pour obtenir 1000 nombres consécutifs, il faut donc n — 2+ 1 = 1000 © n = 1001.

Et donc les entiers 1001!+2, 1001!+3, ..., 1001!4+ 1001 sont 1000 nombres consécutifs, dont
aucun n’est premier par ce qui précéde. Aucun de ces entiers n’est premier car 1001! + k
est divisible par k, pour 2 < k < 1000.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.22

Vous avez probablement reconnu des coeflicients du triangle de Pascal : 4,6,4,1, il ne
nous manque qu’un 1 au début de cette séquence pour qu’il s’agisse d’une ligne du triangle
de Pascal.

Plus précisément, on a

4 +6n° +4n+1=(n+1)* —n*

= ((n + 1)2)2 - (n2)2
=((n+1)?> =) ((n+1)?>+n>) = 2n+1)2n* +2n+1).

Nous avons donc deux diviseurs de 4n® + 6n% + 4n + 1, tous deux strictement supérieurs a
1, donc 4n’ + 6n® + 4n + 1 n’est pas premier.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.23

Il s’agit de prouver que le seul facteur premier de n est 2.

Ecrivons n = 2™q avec g impair. Une telle écriture est toujours possible : puisque si
m = vy(n), alors n = 22" g, avec g A 2 = 1, cest-a-dire q impair.

Alors 2" = (22m)q, et donc Astuce
La troisiéme identité remar-
G " q-1 " quable, si elle permet de fac-
2"+1= (22 ) - (D= (22 + 1) Z 22"k (—)amtk toriser a™ — b™ quel que soit
=0 n permet également de facto-

riser a™ + b™ lorsque m est

N . . . . : : m_ _(_p\m
Nous avons alors 12 une factorisation de 2" + 1, qui est premier. impair car +b™ = —(~b)™.

Donc2®”" +1=10u2?" +1=2"+1.
Le premier cas est clairement impossible, donc 22™ + 1 = 27 + 1, donc n = 2™.

Commentaire historique : les premiers nombres de Fermat sont Fy = 22 41=3,F =5F =17,
F3 =257 et Fy = 65537.

Ces nombres sont tous premiers. On a alors Fs = 4294967 297, dont il est difficile de savoir sans
ordinateur s'il est ou non premier...

FERMAT a conjecturé que les F,, étaient tous premiers. Il a fallu attendre EULER pour savoir que
641 | F5, qui n’est donc pas premier.

A Pheure actuelle, on ne connait pas d’autres nombres de Fermat premiers autres que Fo, Fy, F», F3, Fy.
Et on ne sait pas s'il en existe d’autres ou non.

Ces nombres premiers appamissent dans un résultat surprenant du a WANTZEL : on peut construire

un polygone régulier a n cétés uniquement a Laide d'un compas et d’une régle non graduée’ si et ? Vous savez par exemple
seulement si n est de la forme une puissance de 2 fois un produit de nombres premiers de Fermat comment obtenir un hexa-
distincts gone puisque vous avez déja

. R . ", , tracé une rosace...
Par exemple on peut tracer d la regle el au compas un polygone d 6,15 ou 68 = 22 x 17 cdtés, mais

pas un polygone 425=>5%oud 11 cdtés.
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CORRECTION 7

Prouvons le résultat par récurrence sur n.

OnaF;=22+1=5=3+2= (22" +1)+2 = Fy +2. Donc la récurrence est bien initialisée.
Supposons que Fy1 = FoFy -+ Fp + 2.

Alors F,.r = 22" 41, et donc

—2F, 41 + 1.

Fup—-1= 22'”2 22n+1><2 (22'”1) (Fn+1 - 1)2 n+1
Soit encore Fpyp = n+1 —2Fp41 +2 = Fpy1 (Fpe1 — 2) + 2.
Mais par hypothése de récurrence, F1 = FoF; - - - F, + 2, et donc

Fui2 = Fpyt (FoFy -+ Fp 42 =2)+2=Fy- -+ Fpyg + 2.

Donc par le principe de récurrence, pour tout n € N, F, . = Fo - -+ F, + 2.

Supposons que m < n. Alors F, =Fy---Fp -+ Fo_1 +2.

Sid est un diviseur commun i F, et F,,,, c’est donc un diviseur de 2 = F, = F,(Fo - - - Frp—1Fma1 - - Fat).
Donc d =1 oud = 2. Or, F, et Fy, sont impairs, donc ne peuvent avoir 2 comme diviseur.

On en déduit que 1 est I'unique diviseur commun a F,, et 4 F,, de sorte que F, et F,, sont

premiers entre eux.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.24

Quitte 2 échanger a et b, on peut supposer que vy (a) < v,(b), et donc que min(v,(a), v, (b)) = v,(a).

Puisque p% (@ divise p%®) et que p®) divise b, alors p% (@ divise b.

Comme p% (@ divise évidemment a, il divise a + b. Notons que cette inégalité

Et donc v,(a +b) > vp(a), ce qui prouve bien I'inégalité demandée. peut écre stricte. Par exemple,
05(15) = v5(10) = 1, mais
0s(10 4 15) = 2.

Sivp(a) < vp(b), supposons par I'absurde que v, (a+b) > vy (a), et donc v, (a+b) > v,(a)+1.

Alors p% @D+ | g+ b, et puisque v, (b) > v,(a) +1 , po@*1 | p,

Et donc p%»@*! | a+ b — b = a, de sorte que v,(a) + 1 < vy(a), ce qui est clairement
absurde.

Donc v,(a + b) < vp(a), et puisque I'inégalité inverse a déja été établie, v,(a + b) = vp(a).

En revanche, si v,(a) = v, (b), alors on ne peut faire mieux que l'inégalité générale.

Elle peut toujours étre une éqalité, par exemple, si p > 5 est premier, alors v,(p) = 1 = v,(2p) et
vp(p+2p) =0,(3p) = 1.

Mais on peut aussi avoir v, (p" +1) =0, 0,(p" —1) =0 et v, (P" +1+p" = 1) =0, (2p") 2 n

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.25

Commengons par décomposer 2730 en produit de facteurs premiers.
Il est clairement divisible par 10, et 273 est divisible par 3.

Donc 2730 =2Xx3x5x91=2x3x5x%x7x13.

Par le petit théoréme de Fermat, on a, pour tout a € Z a®=a [13].

De méme, a’ =a [7] etdonca® =d’a® =aa®=d’ =a [7].
Toujours par le petit théoréme de Fermat,a® =a  [5]etdonca®® =a’a®a®*=d’ =a [5].
4
Enfin, o' = (a3) a=dta=da®*=d>=a [5]. Notons que pour p = 2, le
Et pour 2, évitons le recours au petit théoréme de Fermat : a!> et a ont la méme parité, et petit théoreme de Fermat
L - > _
donc a'® — a est divisible par 2. nous fhtdﬁ“e a”=a [2],
. . P 13 _ P 13 _ C’est-a-dire que a“ et a sont
A1n§1, 2,3,5,7 et 13 d1V1§ent tous a a. Donc leur PPCM .dn.nse a o de méme parité. Ce que vous
S’agissant d’entiers premiers entre eux, car tous premiers et distincts, leur PPCM est égal a savez depuis bien longtemps !

leur produit : 2730 | a'® — a, soita'® = a  [2730].

SoLUTION DE L’EXERCICE 16.26

I s’agit donc de prouver que pq | p?~ 1 + g/~ - 1.

Puisque p et g sont premiers entre eux, il suffit donc de prouver que p9=! +¢P~! — 1 est
divisible 2 la fois par p et par q.

Par le petit théoréme de Fermat, on a donc p?=! =1 [q] et ¢?~' =1 [p].
Puisque p7~1 =0 [p], p?~ ' +q?~ 1 =1 [p].

Donc p | p?~! +¢P~! - 1.

De méme, q | p?~!1 +¢?~1 -1 [q].

Et donc pq | p?~1 +gP~! — 1, de sorte que p9~! +gP~1 =1 [pq].
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SOLUTION DE L’EXERCICE 16.27

Par le petit théoréme de Fermat, 2* = 1 [5]. Par ailleurs, 2° = 3 [5] et donc 2%+ = 3 [5],
de sorte que 5 | 2#+3 — 3,

De méme, 2!2 = 1 [13] et 2* = 3 [13], donc 2'%+* = 3 [13], donc 13 | 212k+4 [13].

En revanche, 26 = -1 [65], donc 2'2 =1 [65].

Donc 2™*12 — 3 = 2" — 3 [65]. Autrement dit, la suite des restes de la division euclidienne
de 2" par 65 est périodique de période 12.

I suffit donc de calculer les restes des divisions euclidiennes de 2K —3 par 65 pour k € [0, 11].

Les premiéres puissances de 2 modulo 65 sont 2,4, 8, 16,32, 64.
Or2° =64 =-1 [65].
Donc 27 = =2 [65],2% = —4,...,2" = =32 [65],2'2 =1 [65].
Et alors aucune de ces puissances n’est congrue a 3 modulo 65, si bien que 2" — 3 n’est
jamais divisible par 65.
SOLUTION DE L’EXERCICE 16.28
k
Nous savons que tout diviseur de n s%écrit de maniére unique l_[ p'iB ', avec 0 < f; < wp,(n),
i=1
et qu'inversement, tout nombre de cette forme divise n.
Choisir un diviseur de n, c’est donc choisir les k entiers i, ..
Bi < vp,(n).
Le nombre f; peut donc prendre les valeurs 0, 1, ..., 0, (n), donc il y a 0,, (n) + 1 choix
possibles pour la valeur de f;.
Puis, By étant choisi, il y a vy, (n) + 1 choix possibles pour f,, etc.

., Bx, avec pour tout i, 0 <

k
Soit un total de (vp, (n) + 1) (vp,(n) + 1) -+ (v, (n) +1) = ]_[(vpi(n) +1) diviseurs de n.
i=1

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.29

Il s’agit de remarquer qu’un entier k est une puissance n®™ si et seulement si pour tout
p €2, v,(k) est divisible par n.

En effet, si k = ¢, on a alors pour tout p premier, v, (k) = v,(c") = v,(c).

Et inversement, si pour tout p premier, v,(k) = ng,, alors

k = l_lpm]k: l_[prp

peP peP

n

Si ab est une puissance n®™, ab = c", alors on a ab = l_[ p””P(C).
peP
Soit encore, pour tout p € %, v,(ab) = nv,(c) & v,(a) +0,(b) = nv,(c).
Mais a et b étant premiers entre eux’, pour tout p € %, v,(a) = 0 ou v,(b) = 0.
Siv,(a) = 0, alors v, (a) est divisible par n, et v,(b) = nv,(c) est divisible par n.
On conclut de méme si v, (b) = 0.
Donc pour tout p € 2, vp,(a) et v, (b) sont des multiples de n, donc a et b sont des puissances

émes
n .

Et inversement, si a = ¢" et b = d" sont des puissances n®mes alors ab = (cd)™ est une
puissance néme,

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.30

Il s’agit donc de prouver que 100! s’écrit comme un nombre impair fois 2°7.

Soit encore que dans la décomposition de 100! en produit de facteurs premiers, 2 apparait
97 fois. Ce qui signifie que v,(100!) = 97.

Par définition, 100! =1 X 2 X --- X 98 x 99 x 100.
Les facteurs 2 ne proviennent que des nombres pairs 2, 4,6, ...,98, 100.
Autrement dit, puisque 1 X3 X5 X -+ X 97 X 99 est impair,

02(100!) = 0 (2x4x- - -x98%100) = v2(2"x1x2x- - -x49%50) = v2(2°°)+0,(50!) = 50+0v,(50!).

De la méme maniére, v5(50!) = 25 + 05(25!).
Onaalors v3(25!) =02 (2X 4 X -+ X 22 % 24) = 12+ 02 (12)).
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Le fait qu’on fasse un produit
sera vraiment justifié plus
tard dans I’année, mais cela
doit vous sembler naturel.
Un exemple plus simple
serait celui ot1 vous avez le
choix entre 3 langues et deux
options (SI ou info).

Pour chacun des 3 choix

de langue, il y a donc deux
options, soit un total de 3 x 2
couplages langue/option.

Gardons a Pesprit que
ceci vaut notamment si
oy (k) = 0.

O Et cest ici qu'il s'agit d’une
hypothese fondamentale.
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CORRECTION 9

Puis v2(12)! = 6 + v2(6)).

Et un calcul direct” nous donne v5(6!) = v2(2) + v2(4) +v2(6) = 4. 7 Ou une étape supplémen-
Et donc enfin, 2(100!) = 50 + 25 + 12+ 6 + 4 = 97, d’ot1 le résultat annoncé. taire si le cceur vous en dit.
Notons que nous n'avons pas déterminé la valeur de Uentier n, mais énoncé demandait juste de

prouver son existence, pas de le calculer.

1 (100!
3\
Plus généralement, il existe une formule pour la valuation p-adique d’une factorielle, due a Legendre,
qui affirme que pour tout premier p,

Si vraiment vous en voulez la valeur, n =

+
| S| n Cette somme ne comporte
vp(nl) = Z - |- qu’un nombre fini de termes
k=o LP non nuls.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.31
I est évident que si a et b sont des puissances k*™, alors ab aussi.

Pour la réciproque, commengons par noter que ab est une puissance ktme §i et seulement si
pour tout p € 2, v, (ab) est divisible par k.

Soit donc p € 2. Nous savons que 0, (ab) = v,(a) +v,(b). Comme a et b sont premiers
entre eux, pour tout p € %, on a min(v,(a),v,(b)) = 0, donc 0vp(a) =0 ouv,(b) = 0.
Siv,(a) =0, alors v, (a) est divisible par k. Et si v, (b) = 0, alors v,(a) = v, (ab) est divisible
par k.

Donc pour tout p € 2, v,(a) est divisible par k, donc a est une puissance k*™e.

On prouve de méme que b est une puissance k¢me,

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.32
2n+1
Notons «,, = (1 + \/3) .

En utilisant la formule du binome, il vient

2n+l 2nal 2l o0 1\ e 2 on g k
(143) ™ 4 (1-v3) ™" - (”]j )vz +Z(”k+ )(-\6)
k=0 k=0
_2’2](2”4-1) (1+(_1)k) \/3k
k=0 k
2n+1
= (2n * 1)2\/3k Si k est impair, 1+ (-Dk=o0.
k=0 k Etsi k pair, 1+ (=1)% = 2.
k pair
n
2n+1 .
= 2.3 eN.
i=0( 2i ) ©

Donc déja (1 + V3)2™*! + (1 — V3)2"*! est un entier.
Drautre part, puisque V3 €]1,2[, 1 — V3 €] = 1,0[, de sorte que -1 < (1 - V3)>**! < 0.
Et donc (1 +V3)2™! 4+ (1 — v/3)2"*! est un entier, avec

2n+1 2n+1
an—1<(1+\/§) +(1—«/§) <ay,

)2n+1

2n+1
Donc nécessairement, (l + \/5) + (1 -3 = |an]| = up.

La formule prouvée ci-dessus nous donne

= (14V3) ((1 + ‘/3)2)’1 +(1-3) ((1 - «/3)2)n
= (1+3) (4+2«/§)"+ (1-3) (4—2\/5)"
2 1)1 o
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On adonc a(uy) = n+0s [ (1+3) (2+¥3)" + (1-v3) (2-v3) ).

On a alors

(1+V3) (24¥3) (1 =V3) (2= V3)" = (24 ¥3) "+ (2= V3) "+ V3| (2+V3) - (2-¥3)'|.

=v, =wy,

De nouveau avec le bindme, on a

1 n k k Ln/ZJ n . 2i
— n— — 1Hyn—21
on_zz(k)\/iz ‘220(21‘)32 .

k=0
k pair
I est clair qu’il s’agit 13 d’un entier pair.
» Si n est pair, alors tous les termes de la somme sont divisibles par 2, sauf le dernier qui est
n 3n/22n—n
n
Donc v, est divisible par 2, mais pas par 4, donc v5(v,,) = 1.
» En revanche, si n est impair, alors tous les termes de la somme sont divisibles par 2, y

. . . [ n _ (n— _
compris le dernier qui est cette fois ( 1)3(" D/2pn=(n=1) = p3(n=1/2,
Non seulement ce terme est pair, mais en plus il n’est pas divisible par 4 car n est impair.
Tous les autres termes de la somme étant divisibles par 4, on en déduit que v5(v,,) = 2.

Pour le dire autrement, on a v, = 2 (mod 4) sin est pair et v, = 0 (mod 4) si n est impair.

Sur le méme principe, on a

n L(n-1)/2]
n k n 2i+1 :
=2 271*/( =2 271*2171 =9.
wp =2V3 E (k)\/? V3 éo (2i+ 1)\/3 3

k=0
k impair

[(n-1)/2]
n 3i2n72i71
2i+1 '

Comme pour vy, on prouve que v2(wy,) = 2 si n est pair et v3(w,) = 1 si n est impair.
Autrement dit, que w, = 0 (mod 4) si n est pair et w, =2 (mod 4) si n est impair.

i=

On peut utiliser le résultat de
Iexercice 22, en notant que

Donc dans tous les cas, v, + w, =2 (mod 4), ce qui signifie que v (v, +wy) = 1 : il agit o) % oa o) ot o

d’un nombre divisible par 2 et pas par 4.
Et donc au final, on a v3(u,) = n+v2(v, + wy) = n+ 1. 0 (0 + Wp)

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.33 = min(2(0n), 02(wn)) = 1.

Soit x € [ 1, p — 1]. Puisque p est premier et ne divise pas x, x et p sont premiers entre eux.

Et donc par le théoréme de Bézout, il existe (u,v) € Z? tels que xu + po = 1.

Remarquons que u ne peut étre divisible par p, faute de quoi 1 serait lui aussi divisible par

p, ce qui est absurde. ]

Notons alors u = ap + b la division euclidienne de u par p, de sorte que 1 <b<p—-1.11 Sg;s Zir:i?gissieledliquiiz;nc
vient donc xu + pv = xb + p(ax +v) = 1 et par conséquent xu = 1 [p]. b OP v par e,
Ceci prouve donc I'existence demandée.

Passons 4 'unicité, et supposons qu’il existe deux entiers y; et y» dans [1, p — 1] tels que
xy1 =xy2  [pl.

Alors x(y1 —y2) =0 [p] et donc est divisible par p.

Puisque x est premier avec p, par le lemme de Gauss, on a donc p | (y1 — y2).

Or, —(p—2) <y1 —y2 < p — 2, et le seul nombre divisible par p dans [-(p — 2), (p - 2)]
est 0. Donc y1 = y».

Nous avons donc prouvé qu’il existe un unique y € [1,p — 1] tel quexy =1  [p].
p-1
Rappelons que (p — 1)! = ]—[ k.
k=1
L’idée est de regrouper chacun des termes k de ce produit avec son inverse modulo p,
C’est-a-dire avec I'unique élément y de [1,p — 1] tel que ky =1 [p].
Toutefois, ce regroupement ne sera pas possible lorsque k est égal i son inverse modulo p.
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CORRECTION 11

En effet, chacun des éléments de [ 1, p — 1] n’apparait qu’une seule fois dans (p — 1)!
Autrement dit, les termes qu’on ne pourra simplifier avec leur inverse sont les k tels que
=1 [p].

Mais k2 = [plek’-1=0 [plep|k’-1.

Puisque k? — 1 = (k+1)(k — 1), alors p divise k> — 1 si et seulementsip | k—1oup | k+1.
Pour k € [[1,p — 1], ceci n’est possible que dans deux cas :k=1etk=p— 1.

Ainsi, aprés avoir regroupé les termes deux 2 deux lorsque c’était possible, il vient
p-Dl=1x(p-1)=p-1=-1 [p].

Supposons donc que (n—1)! = -1 [n].

Alors il existe k € Z tel que (n—1)!=-1+kn o kn-(n—-1)!=1.

Par le théoréme de Bézout, n et (n — 1)! sont premiers entre eux.

En particulier, aucun des entiers de [2,n— 1], qui sont des diviseurs de (n—1)!, ne divise n.
Et donc les seuls diviseurs positifs de n sont 1 et n : n est premier.

Commentaires : si on sait que Z|pZ est un corps, la premiére partie est évidente : tout élément
non nul posséde un unique inverse.

Et alors le regroupement des termes deux par deux dans la question 1.b. revient a regrouper chaque
élément avec son inverse, ce qui n'est possible que pour ceux qui ne sont pas égaux a leur propre
inverse modulo p.

Ordans Z/pZ, x =x"' @ x* =1 (x+1)(x-1) =0.

Puisqu’un corps est intégre, ceci ne peut se produire que six +1 =0 (et donc x = =1) oux —1=0
(et done x = 1).

Donc

(p-1)=1x2x--xp-2xp-1=1-1=~1
si bien que (p — 1) = -1 [p].

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.34

Notons tout de suite qu’il y a un cas trivial : celui ot m = n =1, ot alors H,, =1 € N.

Nous allons prouver qu’il s’agit de la seule solution.

Dans la suite, on suppose donc n > 2. Puisque % n’est pas un entier, on peut également
supposer m < n.

Comme indiqué, nous allons donc nous intéresser aux valuations 2-adiques des k € [m, n].

Plus précisément, notons « la plus grande de ces valuations, c’est-a-dire & = max{vz(k), m < k # n}.
Notons que a > 1, puisque m étant différent de n, il existe au moins un entier pair entre m

et n.
Alors cette valuation n’est atteinte qu’une seule fois : il existe un unique k € [m, n] tel que
(k) = a.

En effet, supposons par I'absurde qu’il existe deux tels entiers k < k’.
Alors k + 2%, qui est le multiple de 2% immédiatement supérieur a k est également entre m

et n (il est inférieur ou égal 2 k’). De deus multiples successif

o o +1 A ,
Mais puisque k = 2%p, avec p impair, k +2% = 2%(p+ 1) = Qe+l PT, qui possede une de 2%, T'un des ‘feux est un
multiple de 2#+1.
valuation 2-adique supérieure ou égale 3  + 1. Cela généralise un résul-
tat bien connu : de deux
Notons alors p = 2%q, avec g impair, le PPCM des entiers de [[m, n]. Notons également ¢ nombres pairs successifs, I'un

unique entier de [m, n] tel que v2(¢) = a. est multiple de 4.

Et pour tout k € [m, n]], notons aj l'entier tel que % = %" & kag = p.
Alors pour k # ¢, puisque v2(k) < @, v2(ax) > 1, donc ay est pair.
En revanche, v5(a,) = 0, et donc a, est impair.

1 v 1 <
Et alors Hypp = — Z ar=— Y ag.
p 2%q
k=m k=m
n n
Puisque Z ay est impair, p ne divise pas Z a, et donc H,y, , n’est pas entier.
k=m k=m

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.35
Nous savons que 1) = {k(T), ke Z}, ou pour k > 1, kI1=1+1+---+1=k.

Et donc en particulier, pour k € [1,n], k € (1).
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12 TD 16

Puisque Z/nZ = {k,1 < k < n}, on a donc Z/nZ c (1), et I'inclusion réciproque étant
évidente, on a égalité.

Soient a,a’ deux représentants de la méme classe de congruence modulo n.

Alors il existe k € Z tel que @’ = a + nk. Mais alors, par le lemme d’Euclide, a An=a’ A n.

Par Bézout, il existe u, v € Z tels que au + bo = d, et donc d=au=ua € (a).

Donc déjil <E> c (@). Le groupe engendré par d est
— — _ _ inclus dans tout sous-groupe
Inversement, il existe a’ € Z tel que a = da’, et donc @ = da’ = a'd € d, donc (a) C (d). de Z/nZ contenant d.

Donc (@) = (d).

Pour le cardinal de (d), notons simplement que 5d = n, et donc gE =n =0.

Et pour 0 < k < %, alors 0 < kd < n, donc les kd sont deux 3 deux distincts. Donc déja (d)
est de cardinal supérieur ou égal 4 Z.

Par ailleurs, pour k € Z, si k = Zg+r estla division euclidienne de k par 5, alors kd = nq+dr

et donc kd = rd, avec 0 <r < Z.

Et donc (d) = {kg 0<k< %} est donc de cardinal Z.

SOLUTION DE L’EXERCICE 16.36

Soit k € Z/mZ. Alors k est inversible si et seulement si m A p” = 1, donc si et seulement si
p ne divise pas m.

Donc I(A) = {kp,k € Z/mZ}.

1l est aisé de vérifier quil s’agit d’un sous-groupe de Z/mZ, et si @ € Z/mZ, alors akp =
akp € I(A).

Ainsi, Z/mZ est local.

L'une des implications vient d’étre prouvée. Supposons donc 4 présent que Z/mZ est local.
I s’agit donc de prouver que m posséde un unique diviseur premier.

Supposons par 'absurde que m posséde deux diviseurs premiers distincts p et g.

Puisque p et g divisent m, alors p et g ne sont pas inversibles dans Z/mZ, et donc se trouvent
dans I(A).

Par ailleurs, par Bézout®, il existe deux entiers u et v tels que pu + qu = 1. 8 Deux premiers distincts
Etalorspu+g+2 = 1 sont toujours premiers entre

Mais p € I(A), et puisque I(A) est stable par produit par un élément de A, pu € I(A). o
De méme, qu € I(A), et puisque I(A) est un sous-groupe de (A, +), 1=pu+qoel(A).

C’est absurde puisque 1 est inversible’ dans A. 9 Clest I'élément neutre
de x, qui est évidemment
inversible.
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