TD 13 : SUITES NUMERIQUES

» Epsilonage

Exercice 13.1 Soient (uy,) et (vy,) deux suites convergentes.
Onnote £ = lim u, et ¢’ = lim v,, et on suppose £ < ¢’.

n—+oo n—+o0o

Montrer qu’a partir d’un certain rang, u, < up.

ExEercice 13.2 Montrer qu'une suite (u,)nen 2 valeurs dans Z est convergente si et seulement si elle est stationnaire.
Que dire alors de la limite de (u,) ?

Exercice 13.3 Soient (uy,) et (v,) deux suites, et soient a et b deux réels tels que Yn € N, u, < aeto, < b.
Montrer que si u, +v, — a+b, alorsu, — aetv, — b.

n—+oco n—+oo n—+oco
Exercice 13.4 Théoréme de Cesaro

Soit (u,) une suite réelle convergeant vers un réel ¢.
upt+uy+---+u
On pose alors, pour tout n > 1, v, = ————.
n

1. On suppose dans cette question que £ = 0.
lur| + lual + -+ + |up, -1l L £

(a) Soit e > 0. Justifier qu’il existe ny € N* tel que pour tout n > ng, |v,| <
n

b) En déduire que v, — O.
q +

2. Sans nouveaux calculs, montrer que dans le cas général, onav, — ¢.

n—+oo

» Limites des suites

Exercice 13.5 Soient (up) et (v,) deux suites 4 valeurs dans [0, 1], telles que lim w0, = 1.
n—-+0o
Montrer que lim u, = lim o, = 1.
n—+o0o n—+oco

Exercice 13.6 Soient (uy,) et (v,) deux suites telles que pour tout n € N, u,, < v,.
Est-il vrai que si (v,) converge, alors (u,) converge ? Et si on ajoute I'hypothése que (uy,) est croissante ?

ExEercice 13.7 Vrai ou Faux ?
Toutes les suites considérées ici sont réelles.

1. toute suite décroissante et minorée par O 5. une suite strictement croissante et minorée tend vers +co.
nver rs 0. . o .
converge vers 0 6. soit (u,) une suite réelle. Si u} — 0, alors u> — 0.
. . o o . A
2. le produit de deux suites minorées est minorée. e e
. . 7. Soit (u,) une suite réelle. Siu? — 1,alorsu, — 1.
3.siVn € N, u, > a > 0etsi (u,) converge vers ¢, alors (un) "o st " —stco
£>0. 8. |up| — +ocosietseulementsiu, — +ocoouu, —
. . , n—+oo n—+oo n—+oo
4. toute suite convergente est minorée. —00

Exercice 13.8 Déterminer les limites des suites dont le terme général est donné par :

1 —sin?(2n) 5 Lyl 5 Z n? + 2knsin(k)
N nn ) P 2n* 4+ n2In(k)
1 1 n_pn
2. — 4. ) a*-b *
\/ﬁ\‘\/ﬁJ ;T’l2+k2 6. m,a,b€R+
Exercice 13.9 Quelques séries de Riemann
o1
1. Soit @ > 2. On pose, pour n > 1, u, = Z —.
ka
R
Montrer que pour tout k > 2, T < P et en déduire que (u,) converge.
S| 1 1 .
2. On pose, pour tout n > 1, v, = %+ Montrer que pour tout n € N*, 05, —0, > = En déduire que hT Op = +o0.
n—+oo
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ExErcIce 13.10

[3S]

x
1. Montrer que pour tout x > 0, x — 5

n
k
2. Pour n > 1, on pose u, = 1_[ (1 + —2)
n
k=1

Montrer que la suite (u,), converge, et calculer sa limite.

Exercice 13.11 Soit (u,) une suite définie par ug € R} et Vn € N, i =

1. Prouver que (up) est convergente, puis déterminer sa limite.

2. En calculant de deux maniéres la somme S,, = —

11 1
nZ(u—z‘uz—)

Exercice 13.12 Soit (un)ns1 la suite définie par : Vn € N*, u, =

n

u 1 L.
2. Montrer que pour tout n, us, < — + —=. En déduire la valeur de ¢.

2 2vn

k=1 k-1

1

LA |

1. Montrer que (u,) est convergente, et que sa limite ¢ est dans le segment [0, 1].

Un

\/1+u,21'

< In(1 + x) < x. En déduire la limite de (1 + %) .

, montrer que Vnu, — 1.

n—+oo

Exercice 13.13 Soit @ € R\ 7Z. On pose pour tout n € N, u, = cos(na) et v, = sin(na).

1. Pour tout n € N, exprimer u,1 en fonction de u, et v,,. Méme question pour Upy1.

2. En déduire que si 'une des deux suites (u,) et (v,) converge, alors 'autre aussi.

3. Prouver alors que (u,) et (v,) divergent.

ExEercice 13.14

1. Montrer que pour tout n € N*, I'équation x" = cos(x), d’inconnue x € [0, 1] posséde une unique solution, que 'on

notera xy.

2. Etudier la convergence de la suite (x,)n51, et le cas échéant, préciser sa limite.

1 (2
Exercice 13.15 Pour n € N, on pose u, = 2711( n).

1. Etudier la convergence de la suite (uy).

n

2. On pose v, = (n + 1)u2. Montrer que (vp,) converge.

3. En déduire la limite de (uy,).

Exercice 13.16 Regle de d’Alembert

Soit (u,) une suite a termes strictement positifs. On suppose qu’il existe ¢ € R tel que

1. On suppose que ¢ > 1. Montrer qu'il existe ny € N tel que pour n > no, ups1 >

En déduire que lim wu, = +co.

n—+oo

2. On suppose que £ < 1. Montrer que lim u, =0.
n—+o0

Un+1
Un
1+¢

2

— {.
n—+o0o

—Up.

3. Donner des exemples de suites (u,) pour lesquelles £ = 1, qui tendent vers 0, qui tendent vers un réel non nul, ou

encore qul tendent vers +o0o.

ExErcICE 13.17 Suites sous-additives et lemme de Fekete (Oral ENS)
Soit (un)ns0 une suite réelle telle que ¥(m, n) € N2, tpem < uy + .

Up . Up . . .
Montrer que — Converge vers £ = ll'lf —, nz 1} si ¢ existe et vers —oo sinon.
n /nx1 n

» Suites adjacentes

n
1
Exercice 13.18 Pour n € N*, on pose u, = Z ﬁ —2vneto, =
k=1

n
Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes, et en déduire la limite de Z

MP2I
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Exercice 13.19 Théoréme des segments emboités
Soit ([@n, bn])n une suite décroissante (au sens de l'inclusion) de segments non vides de R et dont les longueurs tendent

vers 0 lorsque n — +co. Montrer que ﬂ [an, by] est un singleton.
neN

0 0
Exercice 13.20 Soit 8 e ]0; % [ Pour n € N, on pose u, = 2" sin 2—n) et v, = 2" tan (E)
Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. Quelle est leur limite commune ?

ExEercice 13.21 Critére des séries alternées
Soit (uy) une suite décroissante de limite nulle.

n
Pour n € N, on pose S, = Z(—l)kuk.
k=0
1. Etudier les monotonies de (S2y) et (Sonst).-
2. En déduire que (S,) converge.

Exercice 13.22 Moyenne arithmético-géométrique
Soient a > b deux réels positifs. On définit deux suites (an)nen et (bn)neN en posant ag = a, by = b, et pour tout n € N,

an + by
Ant1 = ——=, bup1 = Vauby,.

2

Montrer que (a,) et (b,) convergent vers une méme limite qu’on ne cherchera pas 2 calculer.
q g q p

» Suites complexes

Zn — 370

Exercice 13.23  Soit (z,), une suite a valeurs complexes vérifiant, pour tout n € N, z,41 = 5

Donner I’expression de z, en fonction de n, et étudier la convergence de la suite (zy,).
ExEercice 13.24 Pour n € N*, on pose z, = ¢/"". Montrer que (z,) diverge.

Exercice 13.25 Soit (z,) une suite complexe. On suppose que Vp,qg € N, p # q = |z, — 24| > 1.
Prouver que |z,| -, oo
n—+0o

» Suites extraites

Exercice 13.26 Soit (u,), une suite (réelle ou complexe). Parmi les suites suivantes, toutes extraites de (uy), trouver
celles qui sont extraites d’'une autre :

(u2n)ns (U3n)ns (Usn)ns (Uen)ns (Ugne1)n, (Upnet)n, (U3x27)n.

ExEercice 13.27 Soit (u,) une suite telle que les trois suites extraites (uzp), (uzn+1) €t (u3,) convergent. Montrer que
(un) converge.

nuy,

Exercice 13.28 Soit (un)nen- une suite telle que uy > 0 et pour tout n € N*, uppq = 1

Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

ExEercice 13.29 Soit (uy) une suite telle que up > 1 et Vn € N, upp1 = Vuz +u, — (-1)™.

Montrer que u, —> 400,

n—+oo

Exercice 13.30 (Oral ENS)

1. Soit (u,) une suite bornée. On suppose qu’il existe un réel £ tel que toute suite convergente extraite de (u,) posséde
¢ pour limite. Montrer que (u,) est convergente.

. . , 02 .
2. Soit (v,) une suite bornée telle que v, + ?" converge vers un réel £. Montrer que (v,) est convergente.
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» Caractérisations séquentielles

ExEercICE 13.31 Déterminer les bornes supérieures et inférieures, si elles existent, des ensembles de réels suivants :

-1nH" . 2"
a={E0 L enl B2l enxNY e {2 () eN?
n+1 P>+q? 2m 4 3nim
Exercice 13.32 Dans cet exercice, on note A = {v/n — \Vm, (m, n) € N?}.
1. Déterminer lir% ﬂ
x— X

2. Soitr € Q, etsoient p € Z, q € N tels que r = §.

(a) Justifier que pour n suffisamment grand, le réel u, = v/g2n? + 2np — \/g?n? est bien défini.

(b) Prouver que u, — r.
n—+0o

3. En déduire que A est dense dans R.
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CORRECTION

CORRECTION DES EXERCICES DU 1D 13

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.1

Soit € = % Puisque v, — ¢, il existe ny € N tel que pour tout n > no, |v, — | < e.
n—+co
. , roe UL
En particulier, pour n > ng, v, > ¢’ - e

De méme, puisque u, —> ¢, il existe ny € N tel que pour n > ny, |u, — | <e.
n—+oo
’_ ’
Et donc pour n > ny, u, < £+ 5% = 5E.
Ainsi, pour n > max(np,nq), on a

'+

<o,

et donc u,, < v,.
Ainsi, a partir d’un certain rang, up < .

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.2
1l est évident qu’une suite stationnaire?, est convergente.
Inversement, soit (u,), une suite convergente d’entiers, et notons ¢ sa limite.

. 1 o g
Soit alors ¢ = 5 Par définition de la convergence il existe ny € N tel que pour n > ny,
1
5
Et alors pour n > ng, on a

|un_[| <

1 1
|un_uno| = |(un_[)+([_uno)| < |un_{|+|unn -] < 5"'5 =1
Ainsi, pour n > no, Up — Un, € Z et |u, — up,| < 1.
On en déduit® que uy, — up, = 0, et donc uy, = uy,. Et donc (u,) est stationnaire.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.3
Llerreur a ne pas commettre serait de supposer que lim wu, ou lim o, existent : rien ne permet
n—+oo n—+oo

de garantir a priori que ces suites sont convergentes |
Premiére option : pour toutn € N, v, < bet donc —v, > —b.
On en déduit que pour tout n € N,

U, +0v, —b<u,+v,—v, <a.
————
=up

Mais lim u,+v,—b=a+b—-b = a, et donc par le théoréme des gendarmes, lim u, =a.
n—+oo n—+oo

Onaalorsv, =u,+v, —u, — a+b—-a=>.
n—+oo

Deuxiéme option : en «epsilonant».
Soit & > 0. Alors il existe ny € N tel que pour tout n > no, up +v, > a+b—e.
Et puisque pour toutn € N, v, < b & v, > -b, alors pour tout n > no,

Uy =Up+0,—0p, >a+b—c+b=a—c.

Et donc pour tout n > ng, a — € < u, < a, si bien quelu, —a| < e.
Nous venons donc de prouver que Ve > 0, 3ng € N,Vn € N, n > nop = |u, —a| < ¢,
Clest-a-dire que u, — a.

n—+oo

Etalorsov, =u, 40, —u, — a+b—-a=>b.

n—+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.4

Puisque u, —> 0, il existe ny € N tel que pour tout n > no, |u,| < 5. Notons que quitte
n—+oo 2

a remplacer ng par ng + 1 (qui satisfait la méme propriété), on peut suppose ny € N*.

Alors pour n > ny, il vient

n

1 1 v ur| + |ua| + -+ - + |up, - Upo| + -+ |u
|Un|=—ZUk<—Z|uk|<|1| |uz] [79% 1|+|n0| |t |
nk:1 nk:1 n n

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

1 A valeurs entiéres ou non.

Méthode

Dans la définition de suite
convergente, la condition est
valable pour tout ¢ > 0. On
peut donc le choisir comme
bon nous chante !

2 Bien entendu, si on ne
suppose plus la suite 2 valeurs
dans Z, ce passage n’est plus
valable.

Notons au passage que ceci
prouve un résultat assez
intuitif : ¢ =up, € Z.

Mais on ne peut pas partir
du principe que ¢ € Z pour
prouver le résultat. Ou alors
il faut le justifier.

Ce qui garantit ici la conver-
gence de (op,) Clest que la
somme de deux suites conver-
gentes est convergente (résul-
tat prouvé en cours).

M. VIENNEY




1.b.

AU~ W

2 TD 13

|u1|+-~~+|un0_1|+n—n0+1£

<

h n n 2

< |u1|+“'+|un(]—1|+£

= n 2" Onan-ngp+1<n.

lur] + -+« + [tpy-1]

Puisque ny est fixé, 0, et donc il existe ny € N tel que pour n > ny,

n n—+oo

lug] + -+ ung-1] €
<
n

Soit alors & présent n > max(no, n). Alors

lug| + -+ Jupg-1| € €
ol < +=-<=
lon] < n 2 2

+ - =¢&.

&
2
Nous venons donc de prouver que pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel que Vn > N, [v,| < e.
C’est la définition de v, — 0.

n—+oo

Dans le cas général, posons, pour n € N*, u = u,, — ¢, de sorte que u}, . 0.
uy+--+u
Par la question 1, la suite (o) définie par o}, = ————" tend vers 0.

n
u—t+up—t+---+uy, -t up+-tu, o,

. * * —_
Mais pour n € N*, ona v, = " " -=u, -1
Etdonco, —¢ — 0, si bien quev,, — ¢. @7
n n—+oo q n n—+oo ] Danger '
On ne Sait PQ.S encore que

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.5 (un) et (v,) convergent.
Puisque pour tout n € N, 0 < v, < 1, alors 0 < upv, < up < 1. 1'1 est hors de question duti-
Et donc par le théoréme des gendarmes, u, — 1. liser alors les l,lmlFeS de ces

n—+oo suites avant d avolr PrOUVe
On prouve de méme que v, — 1. leur existence !

n—+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.6
Cest faux, par exemple si on prend les suites définies pour tout n € N par u, = (=1)" et
o, = 2.

C’est en revanche vrai si on ajoute I'hypothése que (uy,) est croissante, et cela découle du
théoréme de la limite monotone.
En effet, (v,) étant convergente, elle est majorée, et donc tout majorant de (v,) est aussi ‘

. 4 pas & prouver que (u,) est
un'majorant € (un) . majorée, puisque v, n’est pas
Puisque (u,) est croissante et majorée, alors elle converge. une constante indépendante

de n.

2
& Danger !

L'inégalité u, < v, ne suffit

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.7
Faux. La suite de terme général 1 + — est décroissante, minorée par 0, et tend vers 1.
n

Faux. Posons u, = —1 et v, = n. Alors (u,) est minorée, puisque constante, et (v,) est
minorée, puisqu’elle tend vers +oo.
Pourtant u,v, = -n —> —o0, et donc ne saurait étre minorée.

n—+oo
Vrai. C’est du cours.
Vrai. En effet, ona ¢ > a > 0.
Vrai. Nous savons que toute suite convergente est méme bornée.

Faux. Toute suite croissante est minorée par son premier terme. Mais nous savons qu’il
. . . . 1
existe des suites strictement croissantes convergentes, par exemple u, =1-—.
n
Vrai. Nous pourrions utiliser la racine carrée, mais nous n’avons pour I'instant rien prouvé
au sujet des limites des racines.

Notons plutdt que puisque u;, 2 alors a partir d’'un certain rang ng, 0 < uj} < 1.
n—+oo

On a alors nécessairement

Faux. Par exemple u, = (-1)".

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.8

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



CORRECTION

1 -sin?(2 1
Posons unzL(n).AlorsO<un < —.

Vn Vn

Or, Vn —> +o0. Ceci peut sembler évident, mais n’a pas encore été prouvé avec les outils

n—s+co
a notre disposition cette année...
Soit donc A > 0. Alors pour n > I_AZJ +1,onan?>> Aetdonc vn > A. Donc Vn — +co,
n—+oo

1 .
de sorte que — —> 0, et donc par le théoréme des gendarmes, u, — 0.
n—-+0o

\/ﬁ n—+co
Pourn>2,0< ! <1 etdonc{ ! J—O Etdoncn{ 1 J —
T v T vl V| noves
1
Nous savons que 0 < @ < ﬂ = —. Donc comme 2 la question 1, lim L] =
n n \n n—+co 1
1 1
—— <.
n?+ k2 n2

Et donc en sommant ces inégalités, 0 < u, < — < =.Onen déduit par le théoreme des
n n

0.

Pour tout k € [1,n], 0 <

gendarmes, u, — 0.

n—+oo
Par I'inégalité triangulaire,

n

0 < Jun <

k=1

n? + 2nksin k
2n* + n2In(k)

< i n? + 2n? < " 3n2 < 3n3
=< 4 =< Z X _4-
p 2n — 2n 2n

Donc par le théoréme des gendarmes, |u,| — 0, et donc u, — 0.
n—s+0co

n—+oo

.. . . . gt —pn
Distinguons plusieurs cas. Il est clair que si a = b, alors pour tout n € N*, —— — 0.
am + b" n—+oo

» Sia < b, alors le terme «le plus fort» est b". Donc factorisons numérateur et dénominateur
par b" :

n
a"—b" b ()" -1
= — = — —1.
a™ + bn bn (2) + 1 n—o+o
b
at — "
» De méme, si a > b, en factorisant par a”, il vient —— — 1.

am™ + b" n—+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.9

Pour k > 2,0ona
1 1 1 1 1

o= > >
k-1 k kk=-1) k%2 =k«
En sommant ces inégalités, on a donc, pour n > 2,

=1 & 1 1
ék—ﬁz(m‘z)-

k=2
. , . . 1
Or, cette derniére somme est une somme télescopique, qui vaut 1 — = < 1.
n

n
. 1
Onendédu1tqueun=1+zk—a<1+1<2.

k=2
1

" (n+1)e
Par le théoréme de la limite monotone, (u,) étant croissante et majorée, elle converge.
Ona

Drautre part, ty41 — Up > 0, de sorte que (u,) est croissante.

i 1 Z”: 1 i 1 &1 a1
Vop —Up = - = == -z 2o 2.
k=1 k k=1 k k=n+1 k k=n+1 2n 2n 2

Puisque (v,) est croissante, par le théoréme de la limite monotone, soit elle converge vers
une limite finie ¢, soit elle tend vers +co.
Or, siv, — ¢, alors la suite extraite (v2,), converge également vers .

n—+o0o

Et donc vop, —v, — 0.

n—+oo
L 1 T 1 .
Mais puisque v2, — v, > 5> en passant 3 la limite, il vient 0 > 3> Ce qui est absurde.

On en déduit donc que v, —> +oo.
n—+oo

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Pas de forme indéterminée
ici : on a la suite nulle !

Puisque a < b, 0 < % <1,
donc

(%) o V-

Notons au passage que sa
limite est alors inférieure ou
égale 2 2, le majorant obtenu
précédemment.

La croissance de (v,,) se
prouve de la méme maniére
que celle de (u;,) ala ques-
tion précédente, mais elle est
assez intuitive : pour passer
de vy, A vy, il faut ajouter

ﬁ > 0, donc v,41 > vp.

M. VIENNEY



4 TD 13

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.10

2
Etudions la fonction f: x — x — x? —In(1 +x) sur R,.
1 1-x2-1  —x?
Elle est dérivable, avec f'(x) =1 —x — o= 1}-C|—x =1 j_cx < 0.
Donc f est décroissante, avec f(0) = 0, de sorte que pour tout x > 0, f(x) < 0, et donc
2
x-= < In(1 + x).

Par ailleurs, il a été prouvé en cours que pour tout x > 0, In(1 +x) < x.

1 n
Pour tout n € N*, (1 + —) = enn(1+3),
n

Draprés ce qui précéde, on a
1 1 1 1
nl--—)<nln{1+=] <n=
n 2n? n n

1
et donc par le théoréme des gendarmes, lim nln (1 + —) =1.
n—+o0o n

L. ) 1 .
On en déduit®, que lim enIn(1+5) — o1 — ¢, 3 Car la fonction exponen-
n—teo tielle est continue en 1.

Onaln(u,) = Zln (1 + 52)
k=1 "

Par la question 1, on a donc

S (kK ok
Z (; - 2_714) < lIn(uy) < ;

k=1 k=1
vk 1T 1 n(n+1) 1
MalsZ—z— k= —n 7 5 Z
2 2 2 teo

~in n® n 2 n—+oo 2

De méme,
k_iz%zkz:%w o
o~ 2n 2n — 2n 6 n—+0co

1
Et donc par le théoréme des gendarmes, In(u,) — 5>
n—+00

On en déduit alors que u, — e!/? = .
n—+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.11

Une récurrence facile prouve que pour tout n € N, u, > 0. Ceci est trivial lorsqu’on dis-

, . ose de résultats sur les suites
Et alors pour tout n € N, un41 < up, de sorte que (u,) est décroissante. pose )
extraites, mais la preuve que

Etant minorée par 0, elle est convergente. nous en donnons ici prouve
Un t qu’il n’est pas indispensable
m n—+eo \[1 3 22 : de disposer de résultats géné-

n

s d’ raux pour étudier certaines
Mais d’autre part, up1 b suite extraites.

Notons ¢ sa limite. Alors

En effet, pour tout & > 0, il existe ny € N tel que pour tout n > no, |u, — | < e.
Et donc pour n > ng, n+ 1 > ng, et donc |ups1 — | < e.

.. , . t
Ainsi, on a hécessairement £ = —2, et donc £ = 0.
1+¢

D’une part, en reconnaissant une somme télescopique, on a

11 1 1{1 1
Snz—z —2—— = — —2——

2 2
o\ W) M\un Y
w2
da 2 _ k-1 d
Et d’autre part, en notant que pour k > 1, u = ———,etdonc
1+u
k-1
1 1 T+u_, 1 _
I R 2 2
U Y U1 U1
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CORRECTION

1 n
Et donc pour tout n € N*, S, = — Z 1=1.
n
. . k=1
Donc—2=5n+—2 — 1.
nuz nug n—+eo

2

On en déduit donc que nu? v 1, et donc Vnu, — 1.

n—+oo
SOLUTION DE L’EXERCICE 13.12

Etudions la monotonie de (u,) :on a, pour toutn > 1,

S

181 181
Upyl — Up = - — = -
n+1kzz;\/E n &k
_( 1 1\ 1 .\ 1
n+l n)ek (n+1)Vn+1

1
‘n(n+1>2ﬁ+<n+1>«/m

n(n+l)2 \n (n+l)\/n+
1
C(n+ 1)\/5 (n+)Vn+1

1 1 1
< -—| <0
n+l\vn+1 +n
On en déduit donc que (uy,) est décroissante. Puisqu’elle est clairement positive, elle est
minorée? et donc par le théoréme de la limite monotone elle converge vers un réel ¢.

Puisque de plus on a, pour toutn > 1,0 <

Z 1, alors, par passage 4 la limite dans

i
———
=1
I'inégalité, il vient 0 < ¢ < 1.
Pourn>1,0ona
141
Up = = =
2nk=1 k
Ta 1 131
w2t m AT
nkZl k k=n+1 k
w11
2 2nk=n+1 k
U 131
A RE T
nk=n+1 n
Un 1

+—.
2V
4
En passant a la limite dans cette inégalité, il vient donc ¢ < <5
Soit encore £ < 0, mais £ € [0, 1], donc nécessairement, £ = 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.13
Soit n € N. Alors par les formules d’addition, on a

Un+1 = cos(na + a) = uy, cos(a) — vy sin(a) et vyy1 = sin(na + @) = u, sin(a) + v, cos(a).

Supposons que (u,) converge vers un réel ¢.
upcos(a) — upsy1 . . t(cos(a) — 1)
/2 ™ lviento, — ——~ 7,
sin(a) n—-+oo sin(a)
Un+1 — On COS(CY)

Alors en utilisant v,, =

Et de méme, si (v,) converge versunréel ¢, alors u, =

t'(1 - cos(a))

sin(a) n—+co sin(a@)
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Pour tout k < n,
1 1

T =7 T =

i n
et on prend bien soin de
changer le sens de I'inégalité
en raison de la présence du
signe —.

4 Par 0.

Relation de Chasles.

Siu, — ¢, alors up,, — £ car
il agit d’une suite extraite de

(un)-

Puisque a n’est pas nul mo-
dulo 7, sin(a) # 0.

M. VIENNEY
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Supposons par 'absurde que l'une de ces deux suites converge.
Alors par la question précédente, I'autre aussi, et leurs limites respectives sont liées par les

) , cos(a)—1 ,1 —cos(a)
relations #/ = ¢——— et =¢'——~,
sin(a) sin(a)
1-— 2
Onadonc ¥ = —l'w.
sin“ (@)
1-— 2
Soit encore ¢’ (1 + ﬂ) =0.
sin” a

Et donc nécessairement, ¢/ = 0, et donc £ = 0. Or, on a toujours u,z,l + 0,21 =1, ce qui par

assage A la limite nous donne £2 + £2 = 1 soit encore 0 = 1, ce qui est absurde.
passag q
On en déduit que les deux suites (uy) et (vy,) sont divergentes.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.14
[0,1] — R

Pour n € N*, posons f, :
" P fn x > x"—cos(x)

Alors f, est continue® sur [0, 1], strictement croissante car somme de deux fonctions qui le
sont®, et on a f,(0) = —1 et f,(1) = 1 — cos(1) > 0.
Donc par le théoréme de la bijection, I'équation f,(x) = 0 posséde une unique solution
dans [0, 1].

n+1

Notons que pour tout n € N, fri1(x,) = x5 — cos(xp).
Mais cos(x,) = x, donc fy41 () = ™! — x" = x(x, — 1) < 0.
Ainsi, fp+1(x) < frr1(xn+1), et donc par stricte croissance de foi1, Xn < Xpi1.
Ainsi, la suite (x,) est (strictement) croissante.
Etant majorée (par 1), elle converge vers un réel ¢ € [0, 1].
Supposons que ¢ < 1. Alors, pour tout n € N*, x,, < £ et donc 0 < xp < £", sl bien que par
le théoréme des gendarmes, x?! — 0.
n—+

00

Donc cos(x,) — 0. Mais par continuité de cos, cos(x,) —> cos(¢).
n—+o0o n—+o0o

Or cos(?) > 1, d’ott une contradiction.
On en déduit donc que x, — 1.
n—-+oo

AOn n’en déduit pas que x? — 1, ce qui serait absurde puisqu’on aurait alors
n—-+00
cos(1) =1.

En effet, 1% est une forme indéterminée, et donc mémesix, — 1,onn’apasx) — 1.
n—+o0o

n—+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.15

2 2n)!
On a, en notant que " - (2n) ,
n (n!)2

Unst 22" (2n+2)! n? 1 (2n+2)(2n+1) 2n+1 -1

Uy 222 (n41)12 (2n)! 4 (n+1)2 T 2n+2

La suite (u,) étant positive, on a donc (u,) décroissante. Etant positive, elle est minorée,
donc converge par le théoréme de la limite monotone.

Sur le méme principe, on a
Unet  nA2 Uny  n+2(Qn+ 1) 4nd + 1202 +9n+2

= = = <1
n+1(2n+2)2 4n3+12n2+2n+4

Un n+l 42

Et donc (v,) est décroissante, et minorée, donc elle converge.

Notons ¢ la limite de (uy,).

Si on avait £ > 0, alors (v,) tendrait vers +oo, ce qui n’est pas le cas, puisqu’il s’agit d’une
suite convergente.

Et donc nécessairement, £ = 0.

. 0
Alternative : u, = Vu2 = : T
\ n

. Uy
Mais — 0,etdoncu, —
n+ 1 n—+oo n—+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.16
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5 Car dérivable.

6_ cos est strictement crois—
sante sur [0, ].

Puisque f;,41 est strictement
croissante, pour a, b € [0, 1],

a<bo fu(a) < fo(b).

Etant limite d’une suite po-
sitive, on a nécessairement
£>0.

M. VIENNEY



CORRECTION

Up+1 1+¢

Il s’agit donc de prouver qu’a partir d’'un certain rang,

Un 2
-1
Posons e = —— > 0.
2

. Un+1 . . Un+1

Puisque —— — ¢, alors il existe ng € N tel que pour n > ny, —f| < e
Uy n—o+oo n
L. Unt1 Un+1 1+¢ 1+¢
En particulier, pour n > ng, —— > - = —— > > et donc upy1 > Up.
n un

Une récurrence rapide sur n prouve alors que pour n > ng, on a

14+¢\"™
U, = T Up,-

— 400, et donc lim u, = +oo.

n—+o0o n—+o0o

1+¢ T+e\"™
Mais puisque - > 1, (T)

. . 1+¢ . . .
Alternative : une fois qu’on a uy1 > 5 Uns il est clair que (up)nsn, est croissante.

Par le théoréme de la limite monotone, soit elle converge vers une limite finie, nécessaire-
ment strictement positive car supérieure a uy,, SOit elle diverge vers +oo.
Un+1

L
—=1#4

U, n—+oo L

Mais si elle convergeait vers L > 0, alors on aurait

Doncu, — +oo.
n—+co

Sur le méme principe, on prouve que pour n sufisamment erand, u, est inférieur au terme
q g
général d’une suite géométrique de raison strictement inférieure a 1, et donc de limite
nulle. 1
L., A . .
Plus précisément, posons ¢ = — > 0. Alors il existe ng € N tel que pour n > ny,

1+¢
—Uy.

2

Un+1

Un

— £| < ¢, et en particulier, un4 <

, o, 1+£\"™
Une récurrence aisée prouve alors que pour n = no, 0<u, < (T Up,-

Et donc par le théoréme des gendarmes, u, — 0.

n—+co
Les deux questions précédentes ne tirent aucune conclusion lorsque ¢ = 1. Et pour cause
1 Untt n

=, alors = — 1,etu, — O.
n Un n+ 1 n—+oo n—+oo

»siuy,

. Un+1 n+ 1
»siu, = n, alors — = — 1,etu, — +oo.
Un n n—o+oo n—+oo

Un+1 , .
" — 1, et évidemment, u, — 2.

U, n—o+w n—+co

»enfin, si (u,) est constante, égale 4 2, alors

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.17
Notons qu’une récurrence immédiate prouve que pour tout (n,k) € N2, uy,, < ku,.
Commengons par supposer que £ existe, et soit ¢ > 0. Alors, par définition d’'une borne

. . . " Un,
inférieure, il existe ng € N* tel que £ < — < £ +e.
n
Soit alors n € N*, et soit n = gng +r la division euclidienne de n par ng, avec r € [0,n9 - 1].

On a donc
Un = Ugno+r S Ugny + Uy < QU + Uy,

u u e\ qnyg u
Et donc — < gun0+—r < (f+_)u+_'.
B T o 2/ n n
Deplus,ﬂz—=1__'
o o o
Donc =2 < (t’+—) (1 ——)+—r,
n 2 n n
Notons alors M = max{uo, u1, - - -, un,—1}, qui est bien défini puisque plus grand élément
d’un ensemble fini.

u
Alors — < —.
n n "

£
Donc ¢ < ({’+—) + —.
2 n

Or, le terme de droite tend vers ¢ + ¢, donc pour n sufisamment grand’, on a

([+£)+M < (f+£)+£
2) " n 2) 2
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Le méme résultat reste va-
lable si £ = +o0.

Méme si la notation que
nous employons ne le fait
pas clairement apparaitre,

r dépend de n. Et donc il
n’est pas directement possible

d’affirmer que 2 — 0
que
n—+oo

En revanche, maintenant, M
est une constante, et donc

= .o
n n—+o

7 Clest-a-dire qu'il existe un
nitel que pour n > ny...

M. VIENNEY
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u £
Etdonct < = <¢’+2E <t+e.
n

.. u
C’est donc la définition de = — ¢.

n n—+co
u
Supposons 2 présent que £ n’existe pas, c’est-3-dire que n’est pas majorée.
n
Soit alors A € R. Il existe donc ny € N tel que Yno < A.
no
Et alors le méme raisonnement que précédemment, avec les mémes notations, on prouve

que pour tout n, 2 < A+ .

<1

BIE

M
Et puisque — — 0, 11 existe un rang N tel que pour n > N,

n n—+4o

U,
Etdoncpourn > N, —= < A+1,etdonc — — —co.
n n—+o0o

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.18

Notons qu’il n’est pas forcément immédiat de savoir laquelle des deux suites sera croissante,
et laquelle sera décroissante. Mais :

»il n’y a pas besoin de le savoir, I'étude du signe de w41 —u, nous donnera sa monotonie.

»si lune des deux est clairement plus grand que l'autre (et c’est ici le cas de uy), c’est
forcément celle qui est décroissante !

Soit donc n € N*. Alors

n+1

Upel — U Z——ZW—Z—+2\/—

= —2Vn+1+2vn
Vn+1

_2Vn+1-(2n+1)
- Vvn+1 .

Or,ona2n+1>2yn(n+1) © 2n+1)> > 4n(n+1) © 4n° +4n+ 1 > 4n® + 4n, ce qui
est toujours le cas.

Donc 41 — up, < 0, et donc (u,) est décroissante.

De méme, on prouve que (v,) est croissante puisque pour tout n € N¥,

n+l1

vn+1—0n—z——2\/n+ Z—+2\/n+

+2Vn+1-2Vn+2
n+1

B 1+2n+2-2Vn+2
Vn+1 .

Mais2n+3 > 2Vn+2 & 4n® +12n+9 > 4n+8 & 4n” + 8n+ 1 > 0, ce qui est vrai.
Enfin, on a

Vn+1+ —
—o,=2Vn+ —2«/5_2(«/F—«/‘) n+l+n Astuce
Vo+1++/n On a multiplié au numéra-

teur et au dénominateur par

V n+1 ‘/_ ) 1 50 la «quantité conjuguée» de
\/_+\/n+1 i+ Vn+ 1 no+e ’ {Vn+ — +/n, ce qui est sou-

vent un bon moyen de se
débarasser des différences de

Donc les deux suites sont adjacentes, et par conséquent tendent vers une méme limite ¢ € R. ‘
racines.

n

1
Onaalorsz%zun+2\/ﬁ —> oo,

n—+oo
k=1

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.19
Notons que la décroissance au sens de I'inclusion signifie que pour tout n € N,

[an+1sbn+1] Cc [ans brl]

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



CORRECTION 9

En particulier, aps1 > ay, et donc la suite (a,)neN est croissante.

De méme, la suite (b,),en est décroissante.

Enfin, I'hypothése faite sur la longueur des segments est que lim b, —a, = 0.
n—

+00
Et donc les suites (ay) et (b,) sont adjacentes.
Elles convergent donc vers une méme limite £. On a alors ¥n € N, a, < ¢ < by, et donc
¢ € [ap, by], de sorte que £ € ﬂ [@n, bn].
neN
Inversement, si x € ﬂ [@n, b,], alors pour tout n € N, a, < x < by.
neN
Et donc par passage a la limite, ¢ < x < ¢, de sorte que x = ¢.
Ceci prouve donc que ﬂ [an, bn] C {£}.
neN
Et donc par double inclusion, ﬂ [an, by] = {t}, qui est donc bien un singleton.
neN

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.20
Nous allons montrer que les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
On a, pour tout n € N,

sin (2%) 0 1
Upyp = 2" sin( n+1) =2m = > 0Min (—n) car ——— > 1.
2 2 cos (2%) 2 cos (2%)

On en déduit que la suite (up) est croissante.
2 tan(x)

m,doncztan(x) = (1-tan?(x)) tan(2x).

Par ailleurs, pour x € |-%, Z[, tan(2x) =

Et donc tan(2x) > 2tan(x).

0 0 0
Donc pour x = el 2tan (W) < tan (5)

En multipliant par 27, il vient 0,41 < v, :la suite (v,) est décroissante.

Enfin, pour n € N,

. 1l est classique que
. sin i,, que q
Mais — 0. . sinx
0 no+oo lim =1.
on x—0 X

Et donc par produit v, — u, —> 0, si bien que (up) et (v,) sont adjacentes, et donc
n—+oo

convergent vers une méme limite.
Notons qu’on a déja calculé la limité de (u,) : c’est 0, et donc v, — 6.
n—+oo

En réalité, il aurait également été possible de calculer directement la limite de (v,) avec le
méme type d’argument de taux d’accroissement, puisque

. tanx
lim —= =tan’(0) = 1 + tan?(0) = 1
x—0 X
6
tan 5
et donc v, = 6—2 0.
0 notoo
ion !
SOLUTION DE L’EXERCICE 13.21 A\ Attention !
2n+2 2n Le terme de (Sz,) qui suit
Soit n € N. Alors Syp2 — Son = Z (—1)kuk - Z(—l)kuk = Uppso — Uopst < O. Son Mest slirement pas Szp41,
k=0 k=0 qui n’est pas un terme de
Donc (Sz,,) est décroissante. (S2n), mais Sp(n+1) = Son+2-

De méme, on prouverait que (Sz,4+1) est croissante.

OnaSops1 = Son = —Uonet i 0.

— 400
Par conséquent, les deux suites (S2,) et (S2n41) sont adjacentes, et donc convergent vers
une méme limite.
Ceci implique alors que (S,) converge.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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SOLUTION DE L’EXERCICE 13.22
Prouvons par récurrence que b, < bpy1 < dpy1 < G

+b
Pourn=0,0n3a1=a2 <a=ageth =Vab>b=b,.

+b
Et il est classique® que Vab < aT’ si bien que by < ay.

Soit alors n tel que by < byi1 < apst < ap.
an+1 t+ bn+]
Alors a0 = — < Apy1 CAr bpa1 < Apyt.

De méme, bn+2 = Vbn+1 an+l 2 bn+1 car ap1 2 bn+1~
. . u+o ane1 +bpe1
Enfin, toujours 4 I'aide de vuv < , Vani1bpi < B soit encore bpio < Anio.

Et donc on a bien byi1 < bpso < ans2 < ansi, si bien que la propriété est héréditaire.
Donc par le principe de récurrence, pour tout n € N, b, < b1 < apy1 < ap.

Ainsi, (a,) est décroissante et (b,,) est croissante.
Puisque (a,) est minorée par by = b et (by,) est majorée par ap = a, par le théoréme de la
limite monotone, ces deux suites convergent.
Notons #; = lim a, et f, = lim b,.
n—+0o n—+0o
an + by, h+6

Alors a4 = ——— — .
n+l 2 oo 2

Et donc par unicité de la limite®, ¢ =

L+ 0

, si bien que £ = 6.

Donc (ap) et (b,) convergent vers une méme limite.

Commentaire : cetie limite commune aux deux suites (notons la M(a, b)) est appelée la moyenne
arithmético-géométrique de a et b.

On peut prowver qu’elle a les propriétés qu'on attend pour une moyenne, par exemple que
M(a,a) = a et que M(Aa, Ab) = AM(a, b), mais on ne sait pas l’exprimerfacilementw a laide de
aetbh.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.23
Notons a, = Re(z,) et b, = Im(z,).
Alors pour tout n € N,
an +iby, — 3an + 3ib, _ —2an + 4iby,

Zntl = Ayl +ibpyq = B = B = —a, + 2ib,.

Et donc!! a,41 = —a, et by = 2b,,.

Donc pour tout n € N, a, = (=1)"ag et b, = 2"by.

Ces deux suites' sont donc convergentes si et seulement si ag = by = 0, c’est-a-dire si et
seulement si zp = 0, auquel cas (z,) est la suite nulle, qui converge vers 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.24
Supposons par I'absurde que (z,) converge vers un complexe ¢.
Notons que ce complexe sera nécessairement de module 1 puisque les z,, le sont. En effet,

sizy, — a+ib,Re(z,) — aetIm(b,) — b, desorte que
n—+oo n—+oo n—+oo

1zn| = VRe(an)? + Im(by)2 — a2 + b2 = ||,

Et donc si pour tout n € N, |z,,| = 1, alors || = 1.
Mais (z2,) converge également vers £.

Or zo, = eiln(2)+i1n(n) — 6i1n(2)2n.

Et donc ¢ = ¢/ ¢ su bien quee’™? = 1 et donc In(2) = 0 [2x].

Mais In(2)

€]0, 1[ ne peut étre entier, ce qui est absurde.
SOLUTION DE L’EXERCICE 13.25
Supposons par 'absurde que (|z,]) ne tend pas vers +oo.

Alors 3A € R, YN € N, 3n > N, |z,| < A.

MP2] Lvycie CaampoLLION 2024-2025

8 Cela découle d’une identité
remarquable :4ab < (a+b)?
car (a—b)2 > 0.

90na également a1 — .

101] existe tout de méme des
formules 4 base d’intégrales.

1 pyr identification des
parties réelles et imaginaires.

12 Géométriques.

Nous avons ici utilisé le fait
que ¢ # 0, ce qui découle du
fait que |£] = 1.

M. VIENNEY
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11

Considérons alors un tel A, et posons ¢(0) = min{k € N | |z| < A}.

Puis pour tout n € N, posons ¢(n + 1) = min{k > ¢(n) | |zx| < A}. Notons que ¢(n + 1)
est bien défini puisque pour tout N € N, {k € N | |zx| < A} est non vide.

Ainsi, ¢ est une extractrice telle que (zy(,)) soit bornée.

Mais alors par Bolzano-Weierstrass, il existe une suite extraite (2o (y(n))) qui converge vers
un complexe ¢.

Et alors par injectivité de ¢ o i, pour tout n € N, |24y (n)) = Zo(y(n+1))| > 1.

Or |2y (y(n)) = Zp(y(n+1))| ol |¢ — €] =0, ce qui est absurde.

On en déduit donc que |zx| — +oo.
n—s+co

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.26

Le dessin suivant représente les liens entre les différentes suites : un trait entre deux suites
signifiant que celle du bas est extraite de celle du haut.

La relation «étre extraite de» étant transitive, certaines fleches sont implicites et ne sont
donc pas dessinées (par exemple, (ugn+1) est extraite de (uz,).

Je vous laisse le soin de chercher les extractrices si vous en éprouvez le besoin.

Un
Uon Usn
Ugn
U6n Uzxon
Upn+l Ugn+1

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.27
Nous savons que si (u2,,) et (42n41) convergent vers une méme limite, alors (u,) converge.
Malheureusement, ici nous ne savons rien des limites de (u2,) et (u2n+1), si ce n’est qu’elles
existent.
Prouvons qu’elles sont égales.
Notons #; = lim wuo,, & = lim upyeq et 3 = lim uzy,.

n—-+oo n—-+oo n—-+co
Alors la suite (ugy) est extraite 2 la fois de (uz,) et de (u3,).
Etant extraite de (uzp), elle converge vers £1. Mais étant extraite de (u3,), elle converge
vers ¢3. Et par unicité de sa limite, on a donc ¢ = 6.
De méme, la suite (ugn+3) est 2 la fois extraite de (uz,+1) (la suite des termes d’ordre impair)
et de (usn). Donc par le méme raisonnement, £, = 3.
On en déduit que £ = £, et donc que (u,) converge vers | = £5.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.28

Commengons par noter qu’une récurrence rapide prouve que pour tout n > 1, u, > 0.
On a alors, pour tout n > 1, (n+ V)upe1 = \/nuy,.

Posons donc v, = nuy, de sorte que vp41 = \oy.

) 1 L
Autrement dit, on a In(v,41) = 3 In(vy,), de sorte que (In(v,))n>1 est une suite géométrique

1
de raison —.
e raison -

) In(oy)
, de sorte que v, =2 T — 1.

n—+oo

11’1(1)1
on-1

Donc pour tout n > 1, In(v,) =

0
Etdoncu, == — 0.

n n—o+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.29
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Un multiple de 6 est 2 la
fois un multiple de 2 et un
multiple de 3.

M. VIENNEY
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Notons qu’il n’est pas totalement évident que (u,) soit bien définie, et il faut pour cela
sassurer que pour tout n, u> + u, + (—1)" est bien positif, afin que sa racine soit définie.

Prouvons par récurrence sur n € N que u, > 1.
La récurrence est initialisée grice a I'hypothése faite sur uo.
Supposons alors u, > 1. Alors

Wt + (D" > uiu—1>u > 1.

Et donc up41 est bien défini et par croissance de la fonction racine, u,.1 > Vi1,
Donc pour tout n € N, u, > 1.

Mais alors pour tout n € N, w2 +u, + (=1)" > u2 +up, — 1 > u2.
Et donc ups1 > Vuz > u,. Donc la suite (u,) est croissante.

Par le théoréme de la limite monotone, soit elle converge, soit elle tend vers +oo.

Supposons par I'absurde que (u,) — ¢ € R. Notons que nécessairement, ¢ > 1, puisque
n—+oo

VneN, u, > 1.
Alors les deux suites (u2,)n €t (42q+1)n convergent également vers ¢.

Or nous savons que Un41 = ,/ugn +um+1 — V2 +o+1.

n—+0o

Or, upps1 —> ¢, et donc par unicité de la limite, £ = V2 + ¢ + 1.
n—+o0o

Soit encore £2 =2+ ¢+ 1 & £ = -1, ce qui est impossible.
Donc forcément, u, — +oo.

n—+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.30

Si (u,) converge vers un réel L, alors toute suite extraite de (u,) convergente doit converger
vers L. Mais il existe de telles suites extraites par Bolzano-Weierstrass. Puisqu’une suite
extraite convergente a pour limite ¢, par unicité de la limite L = ¢.

Supposons donc par I'absurde que (u,) ne converge pas vers ¢.
Alors il existe € > 0 tel que pour tout N € N, 3n > N, [u, — €] > «.

Et alors, il existe une infinité de termes de la suite (u,) tels que |u, — €| > e.

Construisons alors une extractrice ¢ de la maniére suivante :

¢(0) = min{k € N, |ux—¢| > ¢}, etpour toutn € N, p(n+1) = min{k > ¢(n) | |lux—£| > €}.
Autrement dit, (u,(n)) est la suite formée des termes de (uy) tels que [u, — €] > e.

Alors cette suite extraite est encore bornée, et donc par le théoréme de Bolzano-Weierstrass,
il existe une ex‘tractrice tﬁ telle que (Up(y(n))) converge. ‘

Comme il sagit d’une suite extraite de (u,), sa limite est nécessairement ¢.

Mais pour tout n € N, |uy(y(n)) — €| > ¢, et donc par passage a la limite, |[¢ — ¢ > ¢, ce qui
est absurde. Et donc (u,) converge vers ¢.

Il semble légitime d'utiliser la premiére question.
Considérons une suite (v, (n)) extraite de (v,), que 'on suppose convergente, de limite .

02
Notons alors w, = v, + 7", de sorte que w, — ¢.

V2¢(n)
Alors Wo(n) = Vp(n) t o .

Donc V2p(n) = 2(W<p(n) - v¢(n)) n_>—+>oo 2([ - (X).

Et (v24(n)) est bien une suite extraite de (v,), de sorte que nous venons de prouver qu’il
existe une suite extraite de (v,,) de limite oy = 2(¢ — a).

Mais alors le procédé peut étre itéré : il existe une suite extraite de (v,,) de limite ay = 2(¢ — o).

an =
o1 = 2(L — an)

Et ainsi de suite : la suite définie par est formée de limites de suite

extraites de (v,,).
Mais il s’agit 12 d’une suite arithmético-géométrique de raison —2, dont nous savons donc
trouver le terme général.

. 20\ 2¢
Le point fixe de x > 2(¢—x) estx = &, et donc pour toutn € N, a, = (=2)" (ao - ?)+?
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Notons que si n est pair, on
peut faire bien mieux que la
majoration que nous venons
de donner, mais peu importe,
Iessentiel étant que pour tout
neN, (-1)" > -1.

En effet, nous venons de dire
que pour tout N, il existe un
n > N tel que |u, — €] > ¢.
S’il n’existait qu’un nombre
fini de tels termes, cette pro-
priété ne serait pas vérifiée
pour N plus grand que tous
ces termes.

A\ Attention !

(v2(n)) est pas (en gé-
néral) une suite extraite de
(Op(n))- )
Donc nous ne pouvons rien
dire de sa convergence.

M. VIENNEY




2.b.

CORRECTION

13

. ., . . {
Mais une telle suite n’est bornée que si ap = 3

Or si (vy,) est A valeurs dans [-M, M], toute suite extraite de (v,,) est encore A valeurs dans
[-M, M], et en particulier, si elle converge, alors sa limite se doit d’étre dans [-M, M].
Et donc en particulier, (a,) est bornée.
On en déduit que a = ap = &.
Nous venons ainsi de prouver que toute suite extraite de (v,) convergente doit avoir %
pour limite.

2

Par la question 1, on en déduit que 0o, — 3.
n—+o0o

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.31
n .
Pour tout n € N, —7 < 1, et donc 1 est un majorant de A.
n

. 2n . 1, .
De plus, si on pose u, = EPEE alors (uy) est une suite d’éléments de A, qui tend vers 1, et
n

donc 1 =sup A.

A . . . 2n+1
De méme, il est facile de constater que —1 est un minorant de A et que — 5

— -1,
n+2 n—o+o
et donc —1 = inf A.

I est évident que 0 est le plus petit élément de B, et donc sa borne inférieure.

. . 1 L
Drautre part, il est classique que 2pg < p? + ¢%, et donc < 3, avec égalité si et

P+q
seulement si p = q.

Et donc 3 est le plus grand élément de B, et donc sa borne supérieure.

n
Il est clair que C est minorée par 0, et si on pose ¢, = T alors (c,) est une suite a
valeurs dans C qui tend vers 0, et donc 0 = inf C.
n n
, < .
2m ¢ 3man ] 4 30
Or, 1+3™1 > 2(1 +3"), de sorte que

Drautre part, pour tout (m, n) € N2

2n+1 B 2.0n - on
143m1 7 143n40 1430
on on 20
Donc la suite de terme général est décroissante et donc, pour toutn € N, < =
1+ %Z ) 1437 " 1430

1
Ainsi, pour tout (m,n) € N2 < > de sorte que > =maxC.

P om oy 3n+m
SOLUTION DE L’EXERCICE 13.32
On reconnait le taux d’accroissement en 0 de la fonction f : x = V1 +x.

1
Mais f est dérivable sur ] — 1, +oo[, avec f/ : x » ———, et donc
/ ! 2V1 +x
Vi+x-1 1
lim —————— = f/(0) = =.
xir%) pe f( ) 2

1l s'agit surtout de s’assurer que pour n suffisamment grand, ¢>n® + 2np est positif, ce qui

n’est pas automatique si r < 0 car p < 0.

Mais ¢>n*+2np = n (q°n+2p) — +oo, si bien qu’a partir d’un certain rang, g*n” + 2np > 0.
n—-+0o

On a donc, pour n sufisamment grand pour que u, soit défini,

2np 2p 2p  ¢°n 2p
— Jo2n2 _1] = 1] = il <
Up = qn( 1+q2n2 1)—qn( 1+q2n )_qx2p 1+q2n .

2p

g*n n—+co

[ 2p

2 2 1+Tn_1 1
ar( W 2P 4= _a» 2
Zp q2n 22_1’ n—+oco 2

qn

Mais par la question 1, puisque

>

1 _p_

Et donc v/¢2n2 + 2np — /g?n? ol 42" q
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11 était de toutes fagons pré-

visible que si up, possédait

une limite ¢, celle-ci devait
vérifier

M. VIENNEY
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TD 13

Soit x € R, et soit n € N*. Par densité de Q dans R, il existe r, = g—" € Q tel que

1 1
X =5 <Tp <X+ 5.

<

\/q%né + 2nopn — \/q%ng -y

Posons alors v, = \/q,z,n(z) +2n0pn — \/q,z,né, qui est un élément de A.

Alors |o, — x| < |og = ral +|rn — x| < 5 + 2 < 1.
Et donc par le théoréme des gendarmes, lim v, = x, si bien que x est la limite d’une suite
n—+co

. , I 1
Et par la question précédente, il existe ny € N tel que -

d’éléments de A.
Ceci étant vrai pour tout réel x, A est dense dans R.
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Une partie A est dense dans
R si et seulement si tout
réel est limite d’une suite
d’éléments de A.

M. VIENNEY
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