TD 11 : APPLICATIONS, RELATIONS BINAIRES

» Généralités sur les applications

Exercice 11.1 Lecture graphique

Soit f la fonction définie sur [—1, 6[ dont le graphe est ci-contre. 63 \
Déterminer 5
4
L f([-1,6[) 4. f~1([-26D 3 \/
2. £(1,2)) 5. f71([4.5]) 1
3. f71([0,6]) 6. f71(J2,3])

A\ ¥

1 12345
CcC — C

EXERCICE 11.2 Soit f : ey Pazal

1. Déterminer f(C), f(C*) et f(R).
2. Déterminer f~'(C), f~1(C*) et f~'(R).
Exercice 11.3 Soit E un ensemble. Pour A, B € % (E), on pose AAB = (AU B) \ (AN B).
1. Montrer que Laag = (14 - ]lB)Z.
2. Montrer que pour A,B,C € 2 (E),ona : AAB = AAB, AN (BAC) = (AN B)A(ANC) et AA(BAC) = (AAB)AC.

Exercice 11.4 Soit f : E — F. Prouver que :
1. Pour tout A € 2 (E),A C f~1(f(A)) et pour tout B € % (F), f(f~Y(B)) c B.
2. Pour tout A, A’ € P (E), f(AUA') = F(A) U F(A") et fIANAY) C F(A) N FA).
3. Pour tout BB € P (F), f/(BUB') = - (B)U f~'(B') et f{(BNB) = f~1(B) n f~1(B).

» Injections, surjections, bijections

Exercice 11.5 Soit f : E — F. Ecrire avec des quantificateurs les propositions suivantes :

1. «f n’est pas injective» 2. «f n’est pas surjective»
3. «tout élément de F admet au moins deux antécédents par f»

Exercice 11.6  Les applications suivantes sont-elles injectives ? Surjectives ? Bijectives ?

I f: RZ — R 3 h- RZ — RZ
T (wy) o x+ty U vy — (2x+yy-—x)
RZ — R3 RP — RS

4. 10:

29 (xy — (ux-uy) (1y.2) — (x+2y+z,y—x—4y+2)

. z+a |, .. .. . , .
Exercice 11.7 Soita € C tel que |a| # 1. Montrer que f; : z +— = ) réalise une bijection de U sur U, et déterminer
az

sa bijection réciproque.

Exercice 11.8 Soit f: R? — R? définie par f(x,y) = (x +y, xy). f est-elle injective ? Surjective ? Mémes questions
en changeant espace de départ et d’arrivée en C°.

N — N
N — N {O sin=0

Exercice 11.9 Soient f: etg:

— n+1 n .
n—1 sinon

1. Montrer que g o f = idn. Que vaut fog ?
2. Les applications f et g sont-elle bijectives ?

Exercice 11.10 Soit E un ensemble non vide, et soit A € % (E).

Onnoter//:@(z : )Q;Ei)q

1. Déterminer Imy. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit surjective.
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2. Soit B € Im . Déterminer ¢y~ ({B}). En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que ¥ soit injective.
Exercice 11.11 Soit f: E — F. Montrer que f est injective si et seulement si VA € 2 (E), f~1(f(A)) = A.

Exercice 11.12 Soit E un ensemble, et soit f : E — E une application telle que fo fo f = f.
Montrer que f est injective si et seulement si elle est surjective.

Exercice 11.13 Vrai ou faux
Soient f:E— Fetg:F — E,Ac 2 (E)etBe%(F).

1. Si f est surjective, f réalise une bijection de E sur F. 6. gof estinjective si et seulementsi f et g sont injectives.
2. f réalise une bijection de E sur f(E) 7. Si f est surjective, alors f(f~!(B)) = B.
3. Si f est injective, alors f réalise une bijection de E sur S. f(A)=B o f1(B) = A.
f(E).
4. Si f est injective et g surjective, alors go f est bijective. 9. Si f est injective, alors f (Z) C f(A)

5. Si (g o f)? est bijective, alors f est injective et g est _
surjective. 10. f (B) = f~1(B).

Exercice 11.14 Soient E, F, G trois ensembles non vides et soient f : E — Fetg: F — G.
1. Montrer que si g o f est surjective et g injective, alors f est surjective.

2. Montrer que si g o f est injective et f surjective, alors g est injective.

Exercice 11.15 Déterminer toutes les injections f : N — N telles que Vn € N, f(n) < n.
Exercice 11.16 Soit f : E — F. Montrer que f est bijective si et seulement si VA € 2 (E), f (Z) = f(A).

Exercice 11.17 Soit E un ensemble, et soient A et B deux parties de E.
PE) — P(A)xXP(B)
X +— (XNAXNB) "
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit injective (respectivement surjective, resp. bijective).

On considére Papplication f :

ExEercice 11.18 Deux caractérisations de I'injectivité.
Soient E et F deux ensembles non vides, et soit f : E — F.

1. Une application g : F — E est appelé un inverse 2 gauche de fsi go f = idg.
Montrer que f est injective si et seulement si il existe un inverse 4 gauche de f.

2. On dit que f est un monomorphisme si pour tout ensemble G, et quelles que soient g1,92 : G = E, fog; = fogr =

g1 = g2.
Montrer que f est un monomorphisme si et seulement si elle est injective.

Exercice 11.19 (Oral Polytechnique 2017)
Déterminer toutes les applications f : N* — N* telles que f + fo f+ f o fo f =3id.

» Relations binaires

Exercice 11.20 Sur Z, on définit une relation binaire & par :V(a,b) € Z%, aR b & a® - b> =a - b.
Montrer que Z est une relation d’équivalence et déterminer la classe d’équivalence d’un élément a € Z.

Exercice 11.21 On définit une relation < sur N en posant p < g < 3n € N, g = p".
Montrer que < est une relation d’ordre. Est-ce un ordre total ?

Exercice 11.22 Soit E un ensemble non vide. On suppose qu’il existe sur E une relation % qui soit a la fois une
relation d’ordre et une relation d’équivalence. Que dire des classes d’équivalence de % ?
Si on suppose de plus que la relation d’ordre % est totale, que dire de E ?

Exercice 11.23 Montrer que la relation % définie sur C par z% 2’ < |z| = |2/ est une relation d’équivalence.
Décrire géométriquement ses classes d’équivalence.

Exercice 11.24
1. Montrer que la relation % définie sur R par xRy < xe? = ye* est une relation d’équivalence.

2. Déterminer le cardinal des classes d’équivalence de la relation %.

ExEercice 11.25 Soit E un ensemble, et soit A € 9 (E).
On définit alors une relation ~ sur ?(E) par X ~Y © XNA=YNA.
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1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur & (E).

2. Prouver que I'application ¢ qui 3 un élément X de 2 (A) associe sa classe d’équivalence pour ~ est une bijection de
% (A) sur Pensemble des classes d’équivalence de ~.

ExErcice 11.26 Soit E un ensemble non vide, et soit F = RE.
On définit une relation binaire < sur F de la maniére suivante : pour (f,g) € F?, f < g © Vx € E, f(x) < g(x).
Montrer que < est une relation d’ordre sur F. A quelle condition est-ce un ordre total ?

Exercice 11.27 Sur E ={z € C | Im(z) > 0}, on définit une relation < par :
Y(z,7) € B, z< 7 & (|]z| < |7’]) ou (|z| = |Z’| et Re(z) < Re(Z)).
Montrer que (E, <) est un ensemble totalement ordonné.

Exercice 11.28 Soit E un ensemble non vide et soit A ¢ % (E) une partition de E.
Montrer qu’il existe une unique relation d’équivalence ~ sur E telle que A soit 'ensemble des classes d’équivalence de ~.

Exercice 11.29 Soit E un ensemble possédant au moins deux éléments. Montrer que % (E) \ {E} ne posséde pas de
plus grand élément pour I'inclusion.

Exercice 11.30 Soit E un ensemble ordonné tel que toute partie non vide de E posséde un plus grand et un plus petit
élément. Montrer que E est fini.

Exercice 11.31 Soit E = F (R, R) et soit € R. Montrer que la relation ~ définie sur E par f ~ g si et seulement si il
existe un intervalle ouvert I contenant « tel que fj; = g|r est une relation d’équivalence sur E.
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A

CORRECTION

CORRECTION DES EXERCICES DU 1D 11

SoLuTION DE L’EXERCICE 11.1

Notons que f ([-1,6[) est 'image de tout I'ensemble de départ, c’est ce que nous avons

appelé Im(f).

I s’agit donc de I'ensemble des valeurs prises par la fonction, c’est [1, 4[U[5, 6].

I s’agit cette fois de trouver 'ensemble des valeurs atteintes par f sur [1,2[, c’est 5, 6].

I s'agit de trouver tous les antécédents par f des réels de [0, 6], cest £71([0,6]) = [-1,6].
Puisque f ne prend pas de valeurs entre —2 et 1, on a f~1([0,6[) = [-1,6[\{1}.

Remarquons qu’il s’agit de trouver les x tels que f(x) € [4,5], c’est-a-dire de résoudre
4 < f(x) <5.

Graphiquement, il faut donc trouver tous les x € [-1, 6[ dont 'image «tombe» entre les
droites d’équations y = 4 et y = 5.

Ce nest le cas que pour x = 2, et donc f71([4,5]) = {2}.

Sur le méme principe, en cherchant les nombres x d’image entre 2 et 3, on trouve
f7102.3])) =] - 1,01 u [2,3].

6 \ 64
5 * 571 \
e 4
. i

/2 o2 \/
1| i 1

-1 1 2 3 4 5 6 -1 1 2 3 4 5

Ficure 11.1 — A gauche f~'([4,5]), 2 droite f~'(]2,3]).

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.2

Rappelons que f(C) = Im f est 'ensemble des complexes! qui possédent au moins un
antécédent par f.

Mais pour tout a € C, I'équation f(z) = a, d’inconnue z € C, est une équation polyno-
miale de degré 2, qui posséde donc au moins une solution. Et donc a posséde au moins un
antécédent par f, et donc est dans f(C).

Ainsi, f(C) = C.

f(C*) est I'ensemble des éléments de C qui posseédent au moins un antécédent non nul
par f.

Puisque Im f = C et que f(0) = 1, le seul complexe susceptible de ne pas avoir d’antécédent
non nul est 1.

Or les antécédents de 1 par f sont 0 et —1. Puisque -1 € C*, 1 = f(-1) € f(C*), et donc
fcH=C.

Enfin, f(R) est 'ensemble des complexes qui ont au moins un antécédent réel par f.

Notons que si z € R, alors f(z) € R, si bien que f(R) c R.
Et pour € R, léquation f(x) = @ © x* +x+ (1 —a) = 0 posséde au moins une
solution x € R si et seulement si son discriminant est positif ou nul, soit si et seulement si

3
1—4(1—0{)20(:)0521.

Et donc f(R) = [3, +co].
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Mei Pespace d’arrivée de f.

f est surjective.

La restriction de f a C* est
encore surjective.

Le graphe de la fonction

x > x2 +x + 1 posséde un
minimum égal 3 % atteint en
-1

7.
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2 TD 11

Onaf ' (C)={zeC| f(z) eC}=C. Pour f : E — F,ona
toujours fYF)=E.

Les seuls complexes dont I'image est nulle sont —% + i; =jet].
Et donc f~1(C*) = C\ {j.j}.

Onaf!(R)={zeC|f(z) €R}.

Soit alors z = a + ib un complexe sous forme algébrique (avec a,b € R).
Alors f(z) eRe 22 +z+1eRe 22+ze R e Im(22 +2) =0.

Mais Im(2? + z) = Im(z?) + Im(z) = 2ab + b.

Et donc

1 1
zef‘l(R)®2ab+b=0<:>b(2a+1)=0<:>b=00ua=—§@zeRU{zeClRe(z)z—E}.

Donc f~'(R) =R U {z € C| Re(z) = -1}
SOLUTION DE L’EXERCICE 11.3

1¢re méthode : pour montrer que deux applications sont égales, il faut montrer qu’elles
ont mémes ensembles de départ et d’arrivée, et qu’elles coincident en tout point de leur
ensemble de départ.

Ici, les ensembles de départ et d’arrivée sont respectivement E et {0, 1}.

Soit donc x € E.

»Six € AN B, alors L1aap(x) =0, et puisque x € Aetx € B, 14(x) — 15(x) = 0.
Donc Taap(x) = (La(x) — 1p(x))*.
»Six € A\ B. Alors x € AAB, et donc 1aap(x) = 1. Mais 14(x) = 1 et 1g(x) = 0, donc
(La(x) = 1p(x)* = 12 = 1.
»Six € B\ A. Alors de méme Tpp(x) = 1 et (La(x) — 15(x))* = (-1)2 = 1.
»Enfin, si x ¢ AU B, alors 14ap(x) = 0 et (1a(x) — 1g(x))> =02 =0.
Donc dans tous les cas, Taag(x) = (La(x) — 15(x))?, donc Tuap = (14 — 1p)°.

2tme méthode : il est également possible de se débrouiller avec les propriétés des indicatrices
déja vues en cours.

Ona AAB = (AUB)N (AﬂB).Et donc

Taas = Lauplgrg = (La+ 1p — 141p) (1 = 1anp)
= (1a+1p—1415)(1-141p)

2 2 242
:]1A+]1B_]lA]IB_]lAlB_]lA]lB"']lA]lB ASU:CG
Une indicatrice est toujours
=1 1g—1415-1,415-141 1,1 J
Atlp A°B A%B Alpt Lalp égale a son propre carré car
=1+ 15-21,15= (14 - 1p)>. 0°=0et1?=1.
uisque nous disposons d’une bijection entre les parties de E et leurs tonctions indicatrices,
Puisq d d’une biject tre les parties de E et leurs fonct dicat
pour prouver que deux parties de E sont égales?, il s’agit de prouver qu’elles ont les mémes 2 Lapplication qui 2
fonctions indicatrices. A € P (E) associe 14 est

bijective, donc injective.
On a donc J J

I = (15 -15)° = (1= 14 = (1= 1)) = (1 - 14)% = Lap.
Et donc AAB = AAB.

De méme

Liansyaanc) = (Lang — 1ang)* = (Lalp — 1alc)?. = 13 (15 — 1¢)? = Talpac = Lancsac)-

Pour le dernier point?, il suffit de développer les indicatrices des deux membres : 3 Que P'on appelle 'asso-
5 ciativité de la différence
Laasac) = (1a — 1pac)* = (ILA - (1 - 10)2) = (14— 1p - 1¢ +2151¢)> symeerique.

= ]]-A + ]]-B + ]]-C - 2]].,4]].3 - 2]]-A]]-C - 2]].3]].(; +4]1A]]-B]]-C~

On obtient la méme chose en développant 1 (aap)ac-
Et puisque deux parties de E qui ont la méme fonction indicatrice sont égales, on en déduit
Iégalité voulue.
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CORRECTION

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.4

Soit A une partie de E, et soit x € A. Alors f(x) € f(A).
Mais c’est exactement la définition de x € f~1(f(A)), donc x € f~1(f(A)) et on a donc
bien Pinclusion A ¢ f~1(f(A)).

Soity € f(f~'(B)).

Alors, par définition, il existe x € f~1(B) tel que y = f(x).

Mais puisque x € f~!(B), on a donc f(x) € B, et donc y = f(x) € B.

Ainsi, f(f-'(B)) < B.

Remarque : il est facile de se convaincre que ces inclusions ne sont pas toujours des égalités.

Soient A, A’ deux parties de E.

Le plus simple est de travailler directement avec des équivalences*

:soit y € F. Alors
ye flAUA) e Ixc AUA y=f(x) © IxeAy=f(x)ouTx € A",y = f(x)
syef(Aouye f(A) @ ye f(AUFA).
Et donc f(AUA) = f(A) U f(A).
Soity € f(ANA’). Alors il existe x € AN A’ tel que y = f(x).
Et en particulier, x € A, donc y = f(x) € f(A) et de méme, x € A’ donc y = f(x) € f(A)).
Ainsi, y € f(A) N f(A'), donc F(ANA)) C F(A) N F(A).
Soient B et B’ deux parties de F.
Raisonnons directement par équivalence plutét que par double inclusion : soit x € E. Alors

xe f'(BUB) e f(x) e BUB

& f(x) e Bou f(x) € B

o xe f1(B)ou fxe f1(B)

exe fY(BUFB).
On a donc directement ’égalité f~1(BUB’) = f~1(B) U f~1(B’).
Et de méme, en remplagant les unions par des intersections®, on prouve que
fBaB) =f1B)NfHB).
SoLuTION DE L’EXERCICE 11.5
Rappelons que f est injective si et seulement si

V(x,y) € E f(x) = f(y) = x =y.

La négation de cette proposition est donc
A(xy) € B x £y et f(x) = f(y).
La proposition f est surjective s’écrit
VyeF, Ix € E, f(x) =y.

Sa négation est donc

dyeF Vx €L f(x)#y.
Ce qui signifie encore qu’il existe un élément de F qui n’admet pas d’antécédent par f.
Vz € F, A(x,y) € E%, (x # y) et f(x) = f(y) = z.
SOLUTION DE L’EXERCICE 11.6
£(0,0) =0 = f(1,-1), donc f n’est pas injective.
En revanche, pour tout x € R, f(x,0) = x, donc x posséde au moins un antécédent par f :
f est surjective.
Btant injective et surjective, elle est bijective.
Soient (x,y) et (x",y’) deux couples de réels tels que f(x,y) = f(x",y"). Alors (x,x —y,y) =
(x’,x’—y’,y’) et donc en particulier, x = x" ety = y’. Donc (x,y) = (x,y’) : f estinjective.
Montrons qu’elle n’est pas surjective, et que (0, 1,0) ne peut admettre d’antécédent.
Supposons qu’il existe (x,y) € R? tel que f(x,y) = (0,-1,0). Alors (x,x — y,y) = (0,1,0),
de sorte que x =y = 0 et x —y = 1, ce qui est impossible.
Nous avons donc exhibé un élément de R® qui n’admet pas d’antécédent par f : elle n’est
pas surjective.
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— Méthode

Une bonne habitude, sans
que ce soit une obligation
est de noter x les éléments

{ de lespace de départ et y

ceux de I’espace d’arrivée. En
effet, nous sommes bien plus
habitués 2 y = f(x) qua

x = f(y).

Hles images réciproques

se prétent bien aux équiva-
lences, car x € f~'(B) &
f(x) € B.

C’est moins facile avec les
images directes en raison des
quantificateurs existentiels

LA encore, I'inclusion n’est
pas nécessairement une éga-
lité.

> Et donc les ou par des et.

M. VIENNEY
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TD 11

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.7

Commengons par remarquer qu’il n’est pas forcément évident sur la définition qu’il s’agisse
12 d’une application qui, sur U, prend ses valeurs dans U. Pour le vérifier, considérons
z € U, et prouvons que f,(z) € U.

On a alors

(z+a)(z+a) |z|> + az + za + |a|? 3 1+az+za+|al? 3
(az+1)(az+A) |az|?+az+az+1 |a>+az+az+1

(@) = fu(@) fa(2) =

Donc £, est bien A valeurs dans U.
a+z

az+1’

Soit 4 présent y € U, et cherchons a résoudre I’équation y =
—a

—_ 5y :

Donc la bijection réciproque de f; est f_,.

Apres calculs®, on obtient z = 1y

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.8
Quel que soit (x,y) € R%, ona f(x,y) = f(y, x), donc clairement, f n’est pas injective, par
exemple car £(1,0) = £(0,1).

x+y=z
Xy=p
Mais nous savons qu’un couple (x,y) est solution d’un tel systéme si et seulement si {x, y}
est Pensemble des solutions de X% — sX + p = 0.

Or, si s> — 4p < 0, cette équation n’admet pas de solution réelle.

Donc par exemple (0, 1) ne posséde pas d’antécédent par f, qui n’est donc pas surjective.

Soit (s, p) € R%. Un couple (x,y) € R? vérifie f(x,y) = (s, p) si et seulement si {

En revanche, si on remplace R2 par C?, puisque toute équation polynomiale de degré 2
posséde au moins une solution, tout couple (s, p) € C? posséde au moins un antécédent
par f, et donc f est surjective.

En revanche, elle n’est toujours pas injective, pour les mémes raisons que dans le cas réel.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.9

Soitn € N. Alors f(n) =n+1# 0etdonc g(f(n)) =(n+1)-1=n.
Ceci étant vrai pour tout n € N, g o f = idn.

De méme, pour n € N*, on a g(n) = n -1 et donc f(g(n)) = n.
En revanche, pour n =0, on a g(n) = 0 et donc f(g(n)) = 1.
i 0
Ainsi, (fog):nms " STFY.
1 sin=0

L’application f n’est pas bijective, car son image est N* et non N, elle n’est donc pas
surjective (bien qu’elle soit injective).

L’application g n’est quant 2 elle pas injective car g(1) = g(0) = 0. En revanche, elle est
surjective.

SoLUTION DE L’EXERCICE 11.10

Rappelons que Im ¢ = {¢(X), X € P (E)}.
Il est clair que pour tout X € P (E), ¢(X) = X N A C A, donc déja Imy ¢ P (A).

Inversement, si Y est une partie de A, alors Y =Y N A =y(Y) € Imy.
Et donc 2 (A) c Im ), si bien que par double inclusion, 2 (A) = Imy.

Soit donc B € % (A).
Alors Y1 ({B}) = {X € P (E) | #(X) € {B}} = {X € P (E) | AN X = B}.
Prouvons alors que cet ensemble est égal 3 {BUY, Y € P (7\)}.

SiXNA=B,posonsY =X \A=XNACA.
On a alors _ _
X=XN(AUA) = (XNA)U(KXNA) =BUY.

Inversement, si X = BUY, pour Y € % (A), alors

XNA=(BNAYU(YNA) =BUO=B.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Notons que si 'on demande
ace que |a| # 1, Cest seule-
ment pour s’assurer que le
dénominateur ne s’annule pas
sur I’ensemble de définition.

6 Rien de bien méchant,
multipliez tout par le déno-
minateur, puis isolez z en
fonction de y.

Cet exemple montre bien
que pour que deux applica-
tions f: E— Fetg:F > E
soient bijections réciproques
I'une de l'autre, on ne peut
pas se contenter de prouver
que g o f = idg, il faut bien
avoir également f o g = idf.

Il n’existe pas de méthode
générale pour déterminer
I'image d’une application,
donc ce type de question est
potentiellement difficile, et
il faudra un peu d’intuition,
et probablement de taténne-
ments.

Méthode

Tout élément qui s’écrit sous
la forme 1/(#), ol1 & est n’im-
porte quel élément de I’es-
pace de départ de  est dans
I'image de ¢. Cest méme la
définition de I'image !

M. VIENNEY




CORRECTION 5

Ainsi, nous avons entiérement décrit y~! ({B}), qui est 'ensemble des antécédents de B par

Par définition, ¢ est alors injective si et seulement si pour tout B € 2 (A), = ! ({B}) est de
cardinal au plus 1.

C’est le cas si et seulement si 2 (A) contient au plus un élément, donc si et seulement si
A=0 o A=E.

Commentaire : plus simplement :si A = E, alors ¢ = idg (g est injective.
Etsi A # E, alors 0 et A # 0 ont méme image (0) par ¥, donc i n’est pas injective.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.11

Supposons f injective, et soit A € 2 (E).

Alors pour tout x € A, f(x) € f(A), si bien que x € f~1(f(A)). L'injectivité ne nous a pas
Donc A c f~1(f(A)). été utile pour cette inclusion,
Inversement, soit x € =1 (£(A)). Alors f(x) € f(A) = {f(y).y € A}, si bien qu'il existe déja prouvée dans lexercice
y € Atel que f(x) = f(y).

Mais f étant injective, x = y € A, et donc f~1(f(A)) c A.

Donc par double inclusion, A = f~1(£(A)).

Supposons que YA € 2 (E), f~1(f(A)) = A.

Soient alors x, y € E tels que f(x) = f(y).

Alors {x} € 2 (E), et donc f~'(f({x})) = {x}.

Mais f({x}) = {f(1).y € {x}} = {f(x)}.

Et done (1) = f(x) € f({x}), si bien que y € f~'(f({x})) = {x}.
Donc nécessairement, y = x.

Ceci prouve donc que f est injective.

SoruTioN DE L’EXERCICE 11.12

Raisonnons par double implication.

» Supposons que f soit injective.

Alors pour tout x € E, on a f(x) = f (f(f(x))) et donc x = (f o f)(x). o
Autrement dit, f o f = idg. Bt donc f est bijective, et f~! = f : f est une involution. — A Artention .

Et en particulier, f est surjective. Sans la surjectivité de f, on
peutJuste affirmer que pour

tout y € Im f,

» Supposons f surjective.

Soit alors y € E. Par surjectivité de f, il existe x € E tel que y = f(x). (feNy =y

Et alors (fofNy=(fofof)lx)=f(x)=y. mais cela ne suffit pas 3 prou-
Donc f o f = idg, si bien que f o f est injective, et donc f est injective. {ver que f o f =idg.

Et donc au final f est injective si et seulement si elle est surjective’. 7 Et donc si et seulement si

elle est bijective.
SOLUTION DE L’EXERCICE 11.13

Faux. Une application surjective n’est pas nécessairement injective.

R — R,

Par exemple f : > estsurjective mais non bijective.
X — X

Faux. Dés que f n’est pas injective (et nous venons de voir un exemple de telle fonction),
elle ne peut étre bijective, méme si on restreint 'ensemble d’arrivée.

Notons qu’il faut bien comprendre que lorsqu’on dit que f réalise une bijection de E sur
f(E), cela signifie en fait que fIfE) réalise est bijective. Soit encore que tout élément de
f(E) posséde un unique antécédent par f.

Par définition, tout élément de f(E) posséde un antécédent par f, en revanche l'unicité
n’est pas assurée si f n’est pas injective, puisque cela signifie précisément qu’il existe deux
élément de méme image (donc un élément de f(E) possédant deux antécédents).

Vrai. Par définition de I'image, tout élément de f(E) posséde au moins un antécédent par
f- Side plus on suppose f injective, alors un tel antécédent est unique, et donc f réalise
une bijection de E sur f(E).

Faux Prenons pour f la fonction Arctan : R — R et pour g I'identité de R. Alors f est
injective (car strictement croissante), g est surjective (car bijective), mais g o f = Arctan
n’est pas bijective.
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Vrai. Ona (go f)’ =go(fogofogo f) quiestsurjective (car bijective), et donc g est
surjective.

De méme, (go f)° = (go fogo fog)o f estinjective (car bijective), donc f es injective.
Faux. Nous savons que si f et g sont injectives, alors leur composée ’est. En revanche, la
réciproque est fausse.

Par exemple on peut prendre E=R, F =R\ {% +kx, k € Z}, f = Arctan et g = tan.
Alors go f = idg est évidemment injective, pourtant g ne I'est pas, puisqu’elle est périodique.
Plus simplement, on peut considérer E = {1}, F = {2, 3}, f I'application qui 4 1 associe 2 et
g la fonction constante® égale a 1 sur F.

Alors g o f = id, mais g n’est pas injective.

Vrai. Nous venons de voir qu’une inclusion est déja vraie, prouvons I'inclusion réciproque.
Soit y € B. Alors, par surjectivité de f, il existe x € E tel que y = f(x). Et donc, par
définition, un tel x est dans f~!(B).

Onaalorsy = f(x) € f (f'(B)).

Etdonc B c f (f~1(B)).

Faux. Si f désigne la fonction carré. Alors f({2}) = {4}, mais f~! ({4}) = {-2,2}.

Viai. Soity € f (Z).

Alors il existe x € A tel que y = f(x).

Supposons par I'absurde que y € f(A). Alors il existe x” € A tel que y = f(x’). Mais par
injectivité de f, x = x’, ce qui est impossible puisque x € Aetx’ € A.

Doncy ¢ f(A) & y € F(A).

On a donc prouvé que f (Z) c f(A).

Vrai. On a

xef‘1(B)@f(x)iB@f(x)eE@xef’l(E).

SoLuTION DE L’EXERCICE 11.14
Pour les deux questions, nous donnons deux solutions : 'une n’utilisant que les définitions
du cours, l'autre utilisant des propriétés sur I'injectivité/la surjectivité d’'une composée.

Supposons g o f surjective et g injective.

Premiére méthode : soit y € F. Alors par surjectivité de g o f, il existe x € E tel que
(g o f)x) =9g(y).

Mais par injectivité de g, puisque g(f(x)) = g(y), alors y = f(x).

Donc y posséde un antécédent par f, et donc f est surjective.

Seconde méthode : puisque g o f est surjective, g est surjective.

Et étant injective par hypothése, elle est bijective, et donc admet une bijection réciproque
-1

gL

Mais alors f =g~ o (g o f) est surjective car composée de deux surjectionsg.

Supposons g o f injective et f surjective

Premiere méthode : soient yi,y» deux éléments de F tels que g(y1) = g(y2). Alors par

surjectivité de f, il existe x1, x> € E tels que y1 = f(x1) et y» = f(x2).

Mais alors g(f(x1)) = g(y1) = g(y2) = g(f(x2)), de sorte que par injectivité de go f, x1 = x>.

Et donc Yy = f(X1) = f(XQ) =1Y2.

Ainsi, on a prouvé que g(y1) = g(y2) = y1 = y2, donc g est injective.

Seconde méthode : puisque g o f est injective, f est injective.
Etant surjective par hypothése, elle est donc bijective et admet donc une bijection réci-

proque f~1.

Etalors g = (go f) o f~! est injective car composée de deux injections.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.15

Il est clair que idn est une solution, montrons que c’est la seule.

Soit donc f : N — N une injection telle que pour tout n € N, f(n) < n.

Alors £(0) < 0, donc £(0) = 0.

De méme, f(1) < 1, donc f(1) € {0, 1}. Mais on ne peut avoir f(1) = 0 = f(0), car cela
contredirait I'injectivité de f. Donc f(1) = 1.

Montrons par récurrence forte sur n que pour tout n € N, f(n) = n.
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8 En fait, I'unique application
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CORRECTION

La récurrence est largement initialisée.

Supposons donc que pour tout k < n, f(k) = k.

Alors f(n+1) <n+1,donc f(n+1) € [0,n+1].

Mais on ne peut avoir f(n+ 1) = ¢, avec £ € [0, n], car alors on aurait f(n+ 1) = £ = f(¢),
contredisant I'injectivité de f.

Donc f(n+ 1) = n+ 1, et donc par le principe de récurrence forte, pour tout n € N,

f(n) =n.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.16

Procédons par double implication.

» Supposons dans un premier temps que f soit bijective, et soit A € % (E).

Soit alors y € f(A). Alors y admet un unique antécédent par f, qui est x = f~!(y).
Nécessairement, x ne peut étre dans A, faute de quoi on aurait y = f(x) € f(A).

Donc x € A, et par conséquent, y = f(x) € f (7\) Ceci prouve donc déja que f(A) C f (7{)
De méme, soity € f (Z) Alors 'unique antécédent de y est x = £~ (y), qui par hypothése

est dans A.

Donc f ne peut pas étre 'image d’un élément de A, car cet élément serait nécessairement
x ¢ A.

Donc y € f(A), de sorte que f (Z) = f(A).

Par double inclusion, on a donc f (Z) = f(A).

» Inversement, supposons que pour tout A € % (E), f(Z) = f(A).
En particulier, pour A = 0, on obtient

f@) =f(0) =0« f(E)=F.

Donc déja, f est surjective.

Soient x,y € E tels que f(x) = f(y).
Soit alors A = {x}, de sorte que f(A) est le singleton {f(x)}.

Alors f (&) = F(A) = F\ {f()}.
Puisque f(y) = f(x) ¢ F\ {f(x)}, on en déduit que f(y) ¢ f (Z).

Et donc y, qui est un antécédent de f(y), ne peut appartenir a A, et donc appartient 4 A.
Mais A ne contient qu’un élément, qui est x, de sorte que y = x.
Et donc f est injective, et par conséquent bijective.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.17 o o
Supposons que f soit injective. Alors f (A N B) = (A NBNAANB ﬁA) =(0,0) = f(0).

Et donc ANB =0. 3
En passant au complémentaire, cela nous donne AUB =0 =E.

Inversement, supposons que AU B = E, et soient X, Y € % (E) telles que f(A) = f(B).
Alors X =XN(AUB) = (XNA)U (XnNB).

Et de méme, Y = (YN A)U (Y N B).

Mais puisque f(A) = f(B), XNA=YNAetXNB=YNB.

Donc X =Y, si bien que f est injective.

Ainsi, f est injective si et seulement si AU B = E.

Supposons a présent f surjective, et soit x € A. Alors ({x},0) € 2 (A) X P (B) possede un
antécédent par f : il existe X € P (E) tel que f(X) = ({x},0).

XNA={x}

XNB=0

Alors x € X, et puisque X N B =0, alors x ¢ B.

Ainsi, nous venons de prouver que x € A = x ¢ B, et donc ANB = 0.

Inversement, supposons que A N B = 0, et montrons que f est surjective.

Soit donc (A1, B1) € P (A) x P (B), et soit X = A; U By € 9 (E).

Alors

f(X) = (XNA,XNB) = ((A1UB1)NA, (A1UB1)NB) = ((A1NA)U(B1NA), (A1NB)U(B1NB)).

Soit encore {
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Mais puisque By C Bet que ANB =0, By NA=0. Etpuisque A; C A, Ay NA=A;.
Et de méme, Aj NB=0et B; N B = B.

Et donc f(X) = (A1, By), de sorte que (Ay, By) posséde un antécédent par f.

Ceci étant vrai pour tout élément de & (A) X P (B), f est surjective.

Et par conséquent, f est bijective si et seulement si elle est 4 la fois injective et surjective,

. |AnB=0
donc si et seulement si
AUB=E

ou que l'une des deux est vide et autre égale a4 E.

, soit si et seulement si A, B forme une partition de E,

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.18

Supposons que f soit injective. Par la question précédente, il existe un inverse 4 gauche
g:F— Edef.

Soient alors G un ensemble et soient g1, g2 : G — E telles que fog; = f o go.

En composant 4 gauche par g, il vient go (f o g1) = go (f 0 g2), et donc par associativité de
la composition, (g o f) o g1 = (g o f) o g2, soit encore idg o g1 = idg © g2, et donc g1 = g».
Donc f est bien un monomorphisme.

Inversement, supposons que f soit un monomorphisme, et soient xq1,x, € E tels que
f(x1) = f(x2).

Considérons alors G = {0}, et soit g1 I'application de G dans E qui envoie 0 sur x;.

De méme, soit g» : G — E qui envoie 0 sur x».

Alors f o g1 = f o g», puisque les deux sont égales a I'application qui envoie 0 sur f(x;) =
f(x2).

Et donc g1 = g2, si bien que x1 = g1(0) = g2(0) = x2.

Ainsi, f est injective.

SOoLUTION DE L’EXERCICE 11.19
Il est évident que id convient.

Soit f une application de N* — N* vérifiant la condition requise.

Alors (id + f + £2) o f = 3id est injective.

Et donc f est injective.

Montrons par récurrence forte sur k que pour tout k € N*, f(k) = k.

Ona f(1)+ F(F(1) + FFCF()) = 3.

Or, chacun des entiers f(1), f2(1) et f2(1) est supérieur ou égal a 1, et donc ils sont
nécessairement tous trois égaux a 1.

Et en particulier, f(1) = 1, ce qui initialise la récurrence.

Supposons que pour tout n < k, f(n) = n.

Alors f(k+1) + f2(k+1) + f2(k+1) = 3(k + 1).

Puisque f est injective, et que f(1) =1, f(2) =2,...,f(k) =k, f(k+1) > k+ 1.

Et donc, toujours par injectivité de f, f(f(k+1)) > k+1et f(f(f(k+1))) > k+1.

Par conséquent, on doit avoir f(k+1) =k+1, f(f(k+1)) =k+1et f(f(f(k+1))) =k+1.
Et puisque f(k + 1) = k + 1, nous venons de prouver 'hérédité.

Par le principe de récurrence, pour tout k € N*, f(k) = k, et donc f = id.

Ainsi, f = id est la seule application vérifiant la relation demandée.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.20

» Soit a € Z. Alors @® — @®> =0 = a — a, si bien que a% a. Donc % est réflexive.
» Soient a,b € Z tels que a% b, soit encore a®> — b> = a — b.

Alors b —a® = b — a, et donc bR a. Donc R est symétrique.

» Enfin, soient a,b,c € Z tels que aR b et bR c.

Alorsa® - =a-betb> - =b—c.

Donc en sommant terme 2 terme ces égalités, a® — ¢® = a — ¢, et donc a % c.
Donc % est transitive, donc est une relation d’équivalence sur Z.

3
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On notera qu’on a utilisé
une minuscule partie de I'in-
formation contenue dans
lassertion «f est un mono-
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Sigo f est injective, alors f
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«avoir méme image par f :
x - x - x.
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CORRECTION

Soit a € Z. Par définition, cl(a) ={b € Z |aR b} ={be Z | a®> - b> =a—b}.
Soit donc b € Z. On a alors

@d-=a-be (a-b)(a®+ab+b*)=a-b
@(a—b)(a2+ab+b2—l)=0
oa-b=0oua’+ab+b*>-1=0

ea=boub’+ab+ (a®>-1)=0.

Notons qu’on retrouve déja le fait que a est dans la classe de a.

Par ailleurs I'équation b* +ab+ (a®> — 1) = 0 est polynomiale de degré 2, donc elle ne possede
pas de solution réelle lorsque A = a®> — 4(a®> - 1) < 0 & 4 - 34> < 0.

Donc déjasi' |a| > 2, cl(a) = {a}.

Pour a = 0, on a donc b € cl(a) si et seulement si
(b=a=0)ou (b*-1=0) & be{-1,0,1}

Donc cl(0) = {-1,0, 1}.
Sans calculs supplémentaires, on en déduit que cl(1) = cl(-1) = cl(0) = {-1,0,1}. En effet,
deux classes d’équivalence sont égales ou disjointes.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.21

» Réflexivité : puisque pour tout p € N, p = p!, < est réflexive.

» Antisymétrie : soient (p,q) € N2 tels que p < get ¢ < p.

Alors il existe n € N tel que g = p" et il existe m € N tel que p = ¢™.

Et donc p = (p™)™ = p™™.

Sip=0,alors g=0, et donc p = q.

Sip=1,alorsqg=p"=1,doncp=q.

Sip ¢ {0,1}, alors 1 = p™~!, de sorte que mn—1=0 & mn=1& m=n= 1. Et donc
une fois de plus, p = g.

Donc < est antisymétrique.

» Transitivité : supposons 4 présent que p < g et g < r. Alors il existe deux entiers n et m
tels que g = p" et r = ¢™. Et donc r = (p™)™ = p™™, de sorte que p < r. Et donc la relation
< est transitive.

Ainsi, nous avons bien une relation d’ordre sur N.

Cet ordre n’est pas total, car on n’a ni 2 < 3 (car 3 n’est pas une puissance de 2), ni 3 < 2
(car 2 n’est pas une puissance de 3).

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.22

Soient x, y deux éléments de E tels que x%Ry. Alors par réflexivité!! Qui provient du fait
qu’il s’agit d’une relation d’équivalence. de %, y% x.

Mais puisque % est antisymétrique'?, on a donc x = y.

Et donc les classes d’équivalence de % sont toutes des singletons.

Si on suppose de plus que % est total, soient alors x et y deux éléments de E. On a alors
soit xRy, soit yR x.

Mais alors d’apreés ce qui précede, x = y. Et donc E ne posséde qu’un seul élément.

Et inversement, sur un singleton, il n’existe qu’une relation d’équivalence”, qui est alors
une relation d’ordre total.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.23

Pour z € C, on a |z| = |z|, donc R est réflexive.

Si|z1] = |z2] et |z2| = |z3], alors |z1| = |z3], donc R est transitive.

Enfin, il est évident que |z| = |2’| & |Z/| = |z|, et donc & est symétrique.
Ainsi, nous sommes bien en présence d’une relation d’équivalence.

Soit z; € C, et soit r = |z1| le module de z.

Alors la classe d’équivalence de z; est {z € C, |z| = r}, c’est-a-dire I'ensemble des points
qui sont a distance r de lorigine : c’est le cercle de centre (0,0) et de rayon r.

Notons que le cas de la classe d’équivalence de 0 est un peu particulier : elle ne contient
que 0, ce qui peut étre vu comme un cercle de rayon 0.
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10 Nroublions pas que a est
un entier.

A\ Attention !

m et n n’ont aucune raison
d’étre égaux !

n 5mm

12 Car relation d’ordre.

13 Bt méme une seule re-
lation réflexive : c’est
% =EXE.

FIGURE 11.2— Les classes
d’équivalence sont disjointes,
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(bien que toutes ne tiennent
pas dans la marge...)
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SOLUTION DE L’EXERCICE 11.24

Soit x € R. Alors xe* = xe*, et donc R est réflexive.

Soit (x,y) € R? tel que xR y. Alors xe¥ = ye* et donc ye* = xe¥, donc % est symétrique.
Enfin, soient (x,y,z) € R> tels que xRy et y%z. Alors xe¥ = ye* & xe ™™ = ye Y, et de
méme ye ¥ = ze %, Et donc xe™ = ze™* & xe® = ze*, de sorte que x% z.

Par conséquent, & est transitive, et donc est une relation d’équivalence.

Notons que comme mentionné précédemment, on a xRy si et seulement si x et y ont la
méme image par f : ¢ — te”’.

La classe d’équivalence de x est donc I'ensemble des réels ayant méme image par f que x.

Etudions rapidementla fonction f : elle est dérivable sur R, de dérivée égalea f” : t — (1 —t)e",

et donc son tableau de variations est le suivant :

X —00 1 +00
J'(x) + 0 -
fx) 0 ———— & ———— 0

L'image de f est donc | — co,e™!], et il est facile de constater que tous les éléments de
] —c0,0]U{e" "} possédent un unique antécédent par f et que ceux de 0, e [ possédent
deux antécédents'* par f.

Et donc les classes d’équivalences de % sont de cardinal 1 ou 2.

Plus précisément : la classe d’'un élément de R} \ {1} est de cardinal 2, les autres sont de
cardinal 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.25

» Réflexivité :soit X € P (E). AlorsXNX =X NX.

» Symétrie :soient X et Y deux parties de E telles que X ~ Y.
AlorsXNA=YNASYNA=XNAo Y ~X.

» Transitivité : soient XY et Z trois parties de E telles que X ~ Y et Y ~ Z. Alors
XNA=YNA=ZnNA,etdoncen particulier XNA=ZNA : ~ est transitive.

Notons F I'ensemble des classes d’équivalence de ~.
. 9A) — F
Soit f : B +— d(B)
Alors f est surjective. En effet, si X € % (E), notons alors B=A N X, qui est une partie de

A, pour laquelle ANB=B=ANX.
On a donc B ~ X, de sorte que la classe d’équivalence de B (c’est a dire f(B)) n’est autre
que celle de X. Donc toute classe d’équivalence de ~ est dans I'image de f.

, qui A une partie de A associe sa classe d’équivalence.

Prouvons 4 présent que f est injective :soient B, B deux parties de A telles que f(B) = f(B),
cest-a-dire telles que cl(B) = cl(B’), soit encore telles que B ~ B'.

Alors BNA =B NA.Mais Bc A, donc BNA =B, etde méme B NA=H.

Et donc B =B’ : f est injective.

Ainsi, f réalise une bijection de % (A) sur 'ensemble!® des classes d’équivalence de ~.

SoLuTION DE L’EXERCICE 11.26

Soit f : E — R un élément de F.

Alors Vx € E, f(x) < f(x), donc f < f. Ainsi < est réflexive.

Soient f,g € F tels que f < getg < f.

Alors pour tout x € E, f(x) < g(x) et g(x) < f(x), donc f(x) = g(x), si bien que f = g.
Donc < est antisymétrique.

Soient enfin f,g,h € F tels que f < getg < h.

Alors pour tout x € E, f(x) < g(x) et g(x) < h(x), si bien que f(x) < h(x).

Et donc f < hsi bien que < est transitive.

Donc ¥ est une relation d’ordre sur F.

Si E = {x} est un singleton, alors il s’agit d’une relation d’ordre total puisque pour tous
f,g € F, on asoit f(x) < g(x), et alors f < g, soit g(x) < f(x) et alors g < f.

En revanche, si E contient au moins deux éléments distincts x et y, notons alors f :
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11, +oo].

Une partie de A est en parti-
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CORRECTION 11

E — R E — R
0 sit=x 1 sit=x

. et notons f : .
I — 1 sit=y f t — 0 sit=y

-1 sité¢{xvy} -1 sité¢{xy}

Alors on n’a pas f < g car g(y) < f(y), eton n’apas g < f car f(x) < g(x).
Et donc f et g ne sont pas comparable, donc < n’est pas un ordre total.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.27
» La réflexivité de < est évidente.

» Soient z,z’ € E tels quez<z etz <z
On a donc 4 a fois
|z] < |Z’| ou (|z| = |z’| et Re(z) < Re(z"))

et
|z’| < |z| ou (|z] = |Z’]| et Re(Z") < Re(2)).

En particulier, on a 4 la fois |z| < |2/ et |2/] < |z], de sorte que 2] = |2/].

Et alors Re(z) < Re(2’) et Re(z’) < Re(z) de sorte que Re(z) = Re(2’).

Enfin, puisque z et z’ sont de parties imaginaires positives, Im(z) = v|z|> — Re(2)? =
VIZ’|2 = Re(z’)? = Im(2').

Et donc z = 7/, ce qui prouve l'antisymétrique de <.

» Pour la transitivité, soient z,z’,z” € E tels que z < 2z’ et 2/ < 2",
Comme noté ci-dessus, on a en particulier |z| < |Z| et |2/| < |2”].
Sil'une de ces inégalité est stricte, alors |z| < |z”’], si bien que z < 2.
Et sinon, on a [z| = |2/| = |z”’], et de plus Re(z) < Re(z’) < Re(z”).
Donc [z] = |z”]| et Re(z) < Re(z”), si bien que z < z”.

Ainsi, < est transitive, et donc est bien une relation d’ordre sur E.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.28

Procédons par analyse-synthése.

Si une telle relation d’équivalence ~ existe, c’est-a-dire telle que A = {cl(x), x € E}.
Alors pour tous (x,y) € E%, x ~y & cl(x) =cl(y) & IX € A, cl(x) = cl(y) = X.

Et inversement, s'il existe X € A tel que {x,y} c X, alors il existe z € E tel que cl(z) = X,
et donc cl(x) = cl(z) = X et de méme cl(y) = X.

Donc x ~ y.

Notons qu'on a utilisé ici le fait que deux éléments sont en relation si et seulement si ils ont la
méme classe d’équivalence.

Inversement, définissons une relation ~ sur E en posant :
V(x,y) € E%, x ~y @ 3X € A {x,y} C X.

Prouvons que ~ est une relation d’équivalence sur E, et que 'ensemble de ses classes d’équi-
valence est A.
Soit x € E. Puisque A est une partition de E, U X = E, et donc en particulier, x € U X.

XeA XeA
Donc il existe X € A tel que x € X. Et donc {x,x} = {x} C X, si bien que x ~ x.

Donc ~ est réflexive.

I est évident que ~ est symétrique puisque {x,y} = {y, x}.

Soient x,y,z € E tels que x ~ y et y ~ z.

Alors il existe X1, Xz € A tels que {x,y} € Xj et {y,z} C Xz.

Mais alors {y} € X1 N Xo, si bien que Xj N X, # 0.

Et donc par définition d’une partition, X; = Xo. Et donc {x,z}  {x,y} U {y,z} C Xi.
Donc x ~ z, si bien que ~ est transitive.

Et donc ~ est bien une relation d’équivalence sur E.

Reste & prouver que {cl(x),x € E} = A.
Soit X € A. Alors puisque!® X # 0, et donc il existe x € E tel que x € X. 16 Cest encore dans la défini-

Mais alors pour touty € E, x ~y & 3Y € A, {x,y} C Y. tion de partition.
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Mais un tel Y contient x, et donc X NY # 0, et donc X =Y.
Et par conséquent, y € cl(x) & x ~y & y € X.
Autrement dit, nous venons de prouver que X = cl(x).

Donc déja, tous les éléments de A sont des classes d’équivalence de ~, sibien que A c {cl(x), x € E}.

Inversement, soit x € E, prouvons que cl(x) € A.

Mais comme précédemment, il existe X € A tel que x € X, et alors cl(x) = X.

Donc toute classe d’équivalence de ~ est un élément de A, et donc {cl(x),x € E} c A.
Par double inclusion, on a donc {cl(x),x € E} = A.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.29

Remarque : notons que 'hypothése que E contient deux éléments est indispensable : si
E = {a} est un singleton, alors % (E) = {0, {a}} = {0, E}, si bien que 2 (E) \ {E} = {0}, qui
posséde un plus grand élément.

Cest encore pire si E = 0, car alors 2 (E) \ E = {0} \ {0} = 0, qui ne posséde pas de plus
grand élément (il ne posséde pas du tout d’élément).

Supposons a présent que E posséde au moins deux éléments, et soit A € P (E) \ {E}.
Autrement dit, soit A une partie non vide de E distincte de E.

Une telle partie existe puisque E contient au moins deux éléments.

I existe donc x € E tel que x ¢ A. Et alors {x} ¢ A, et {x} est encore une partie de E
distincte de E.

Donc A n’est pas le plus grand élément de & (E) \ {E}, et ceci étant vrai pour tout A,
% (E) \ {E} n’a pas de plus grand élément.

Alternative : par I'absurde.

Supposons que & (E) \ {E} posséde un plus grand élément A.

Soit x € E. Puisque E contient au moins deux éléments, {x} # E.

Et donc {x} C A, si bien que x € A.

Et donc Vz € E, z € A, de sorte que A = E, ce qui est absurde.

On en déduit & (E) \ {E} ne posséde pas de plus grand élément pour Iinclusion.

SOLUTION DE L’EXERCICE 11.30
Raisonnons par I'absurde, et supposons que E soit infini.
On définit alors une suite par :

Xo =minkE, x1 = mmE\ {xo}, x; =minE \ {XO,X1}

et plus généralement, pour tout n € N, x,1 = minE \ {xo,x1, ..., %}
Notons que cette suite est bien définie, puisqu’a chaque étape, E étant infini, on a bien
E\ {x0,x1,...,%,} qui est non vide, et donc admet un plus petit élément.

La suite (x,) ainsi construite est croissante. En effet, xo étant le plus petit élément de E,
xo < x1. Bt puisque pour tout n € N*, xp1 € E\ {x0,...,x,} C E\ {x0,X1,...,%p-1}, €t
que x, est le plus petit élément de E \ {xo, x1, ..., xp—1}, alors x, < xp41.

Elle est méme strictement croissante puisque xn41 # x, par définition.

Considérons alors A = {x,, n € N}. Puisqu’il s’agit d’une partie non vide de E, par hypo-
theése elle possede un plus grand élément a, et il existe donc ny € N tel que a = xp,.
Mais alors x,,,+1 € A, si bien que x,,,+1 < a = xy,, contredisant la stricte croissante de (x,).

On en déduit donc que E ne peut pas étre infini, et donc est fini.

Remarques : le fait que E soit infini a en fait ici été utilisé pour dire qu'a chaque étape,
E\ {x0,X1,...,Xn} est non vide. Si E était fini, on pourrait faire de méme, mais au bout d’un
certain nombre d’éiapes (égal au cardinal de E), il n’y aurait plus rien dans E \ {xo, -+, xn-1}, et
donc on ne pourrait pas aller plus loin.

SoruTtioN DE L’EXERCICE 11.31

Soit f € E. Alors pour tout intervalle ouvert I contenant a (et il existe bien de tels
intervalles'”), on a fi; = fir.

Donc f ~ f :larelation ~ est réflexive.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Dans un ensemble ordonné,
un singleton posséde toujours
un plus grand et un plus petit
élément.

E est alors un élément de

9% (E) \ {E}, c’est-a-dire une
partie de E qui n’est pas égale
a E tout entier.

xg est le plus petit élément de
E, xi le «deuxiéme» plus petit,
etc.

17pyr exemple R tout entier
oula—-1a+1f.
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CORRECTION

Soient f, g deux éléments de E tels que f ~ g. Alors soit I intervalle ouvert contenant « tel
que fir = gy Alors g1 = fir, donc g ~ f, de sorte que ~ est symétrique.

Soient enfin f, g, h trois fonctions de E telles que f ~ get g ~ h.

Alors il existe deux intervalles ouverts I; et I, contenant « tels que fi;, = g1, et gj5, = hyy.
On pourrait prouver que I3 = I; N I, est encore un intervalle ouvert, contenant a, et tel
que fi, = hi.

Mais le point fastidieux est de prouver que l'intersection de deux intervalles ouverts est
encore un intervalle ouvert. En effet, rappelons qu’un intervalle ouvert peut étre de I'une
des 4 formes suivantes : ]a,b[,]a,+oo[, ] — co,b[ ou R. Donc il nous faut distinguer de
nombreux cas.

Notons plus simplement qu’il existe a et b dans I tels que a < & < b, et de méme, il existe
cetd dans I tels que c < a < d.

Et alors J =] max(a, c), min(b, d)[ est un intervalle ouvert, inclus dans I; N I,. Et donc pour
tout x € J,

fir(x) = fin (x) = g1, (x) = g5 (x).

Et de méme, g|;(x) = hj;(x), de sorte que fj;(x) = hj;(x).
Ainsi, fi; = hyj, et donc f ~ h. On en déduit que ~ est transitive, et donc est bien une
relation d’équivalence.
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A\ Attention !

Toute la difficulté vient du
fait que I et I ne sont pas
nécessairement les mémes,
dans la définition de ~, I'in-
tervalle I dépend du choix de
(f.9).

Le faitque @ € I} NI est
évident.
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