TD 10 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Sauf mention explicite du contraire, les fonctions cherchées sont a valeurs réelles.

» Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Exercice 10.1 Résoudre les équations différentielles suivantes sur les intervalles I indiqués

1.y +y=e>*1=R 6.y —y=sh(x),I=R

2. 2ty (t) - 3y(t) =3, I=R: 7. (P + 1)y +2t(P+ 1)y =2,I=R
3. (t=1Dy —2y=(t—1),1=] -0, 1]
4. N1 -2y —y=2,1=]-1,1[.

- , . T T
5. xy’ — 2y = x’sin(x), [ = R* 9. ¥y +ytanx =sin(2x), [ = ]—5 5[

8. (1+x>)y' -y=1,I=R

Exercice 10.2 Avec des conditions initiales
Déterminer les solutions aux problémes de Cauchy suivants :

1. ¥’ +y = cos(t)e’, y(0) = -1
2. (x+ Dy + (P +x+Dy=x,y(1) =e
3.y +2xy = e, y(0) =0
Exercice 10.3 Non annulation des solutions d’une équation homogene
Soit v’ (t) + a(t)y(¢) = 0 une équation différentielle linéaire homogene d’ordre un, ot a : I — R est une fonction continue

sur un intervalle I, et soit yo une solution de 'équation.
Montrer que s'il existe t € I tel que yo(to) = 0, alors yo est la fonction nulle.

ExEercice 10.4 Raccordement de solutions
Résoudre les équations différentielles suivantes sur R :

1. xy’ -2y = 2x*. 4. xy —y=x>
2. x(x®+ 1)y — (x* - 1)y = —2x
3. 1=-x%)y +xy = x. 5. X%y —y= (x> - 1)e*

Exercice 10.5 (Oral Mines PSI)

Existe-t-il des solutions sur R de ’équation différentielle 4 sin x + y cos x = sin?

x ?

1
ExercICE 10.6 Déterminer toutes les fonctions dérivables sur R telles que pour tout £ € R, f(2)+f(t) = / f(x)dx (E).
0

» Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

ExEercice 10.7 ]::quations homogenes
Résoudre les équations différentielles suivantes :
1.y" -2y +y=0 3.y +4y —-6y=0 50"+ (-1+i)y +(i-2)y=0
2. y"+y'+y=0,K=CpuisK =R 4. y”" —4y" +ay=0,a e R. 6. y"+2y +10y=0,K=CouR
Exercice 10.8 Une équation a coeflicients complexes

Résoudre I’équation complexe suivante :y” — (1 — i)y’ = 2(1 +i)y = 0.
Déterminer ['unique solution telle que y(0) = y’(0) = 1.

Exercice 10.9 Equations avec second membre
Résoudre les équations différentielles suivantes :
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Ly +2y +y=sh(x) 4. y” —y=e*cos(2x)
2. ¥’ + 4y + 5y = e > sin(x)
3. y” — 3y’ + 2y =sinx + cos x. 5. y” +y =sin(x)

Exercice 10.10
1. Résoudre y”” + 2y’ = x*> — x + 2 ch(x).
2. Résoudre y” — 3y’ + 2y = xe~.
Exercice 10.11 Equation différentielle d’Euler
Soient (a,b) € R?, et ¢ : R} — R continue. On cherche a résoudre, sur R, Iéquation différentielle (linéaire, d’ordre 2, 2

coefficients non constants)
x%y” + axy’ + by = ¢(x) (E).

1. On procéde au «changement de variable t = In(x)», c’est-a-dire que pour y deux fois dérivable sur R}, on définit
une fonction z sur R par z : t — y(e).

(a) Exprimer y,y’ et y” en fonction de z, 2’ et z”".

(b) Montrer que y est solution de (E) si et seulement si z est solution d’une équation a coefficients constants que
l'on précisera.

2. Résoudre l'équation x?y” +xy’ +y = x> +x + 1.

» Divers

ExEercice 10.12
1. Déterminer toutes les fonctions dérivables sur R telles que Vx € R, f’(x) = —f(—x).

2. Déterminer toutes les fonctions dérivables sur R telles que Vx € R, f(x) = f(—x) +xe™™.

Exercice 10.13 Trouver toutes les fonctions continues sur R telles que :

Vx € R, f(x) + /x(x— Hf()dt = 1.
0

Exercice 10.14 Changement de fonction inconnue
Résoudre I’équation différentielle (non linéaire, du 1¢" ordre) y’ = e¥*¥ en posant z = e~ Y.

» Suites récurrentes linéaires
Exercice 10.15 Donner les termes généraux des suites suivantes :

1. up =7, uny1 = 3u, + 4, 3. up=1ur =1, 2upy> = Supyt — up

2. up=1,u1 =0, upyo + 4u, = 4up 4. up=1,u1 =2, Upso = Upy1 — Un
Exercice 10.16 Soit 6 €]0, x[, et soit (uy) la suite définie par
up=u; =1letVne N, uo=2cos(0)up1 — uy
Déterminer le terme général de (uy).

Exercice 10.17 Montrer qu’une suite arithmético-géométrique (v,) vérifiant ¥n € N, vp41 = avy, + b est une suite
récurrente linéaire d’ordre 2. Déterminer les racines de son polynoéme caractéristique.

=2
Retrouver alors le terme général de la suite (v,) définie par o0
VneN, uy =20, -3

Exercice 10.18 (ENS MP)
Déterminer I'ensemble des applications f : R} — R} telles que

Vx>0, f(f(x)) = 6x - f(x)
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CORRECTION

CORRECTION DES EXERCICES DU ID 10

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.1
Par facilité, nous nommerons 4 chaque fois (E) "équation de I"énoncé et (Ey) I’équation
homogene associée.

L’équation homogene est v’ + y = 0, dont les solutions sont les x > 1e™, 1 € R.
Cherchons une solution particuliére de (E) par variation de la constante, sous la forme
y:x > A(x)e™, ott A est une fonction dérivable.

Alors y est solution de (E) si et seulement si

N (x)e™ = Ux)e™ + A(x)e ™ = e o 1V (x) = .

3x 2x
e _ e .
Donc par exemple A(x) = —~ convient, de sorte que x = est solution de (E).

2x
Et donc les solutions de (E) sont les x +— % +e7™, 1 eR.

; . iy 3 t
Commengons par mettre I’équation sous forme normalisée :y’'(t) — Z—ty(t) =3

3
Les solutions de 'équation homogene y'(t) — —ty(t) = 0 sont les fonctions de la forme

2
t > Ae2n) = AtyE, A € R.
Cherchons une solution particuliére sous la forme y : t — A(t)tVr.

Alors v’ (t) = X (t)tVt + A(t)%\/f.
Et donc y est solution de I'équation si et seulement si pour tout ¢ € R},
22VEN (1) + 3MOIVE - 3M)tNE =12 o V(1) = %
t

On peut donc choisir A(t) = Vt, et donc une solution de '’équation de départ est ¢ — t2.

Et donc les solutions de (E) sont exactement les fonctions de la forme ¢ — >+ Atv/t, A € R.

. " 2
L’équation sous forme normalisée est y’ — Pt (t-1)>%

Les solutions de I’équation homogene sont les ¢ > Ae2!"(1=0 = 1(1 —1)2, 1 e R.
Cherchons une solution particuliére 4 I'aide de la méthode de variation de la constante,
sous la forme y : t +— A(t)(t - 1)°.

Alors y est solution de (E) si et seulement si

MO -D2 420D =1D =24 t=1 = (t-1)> o V(1) = 1.
Et donc A(t) = t convient, de sorte que les solutions de (E) sontlest > (t—1)?(A+t), A € R.

Ona (Ey) :y —

1
y=0
V1 -1t2

Or une primitive de t

> est la fonction Arcsin, de sorte que les solutions de
1-1t¢

P’équation homogene sont les ¢ > AeArein(t) ) e R.
Plutot que d’appliquer la méthode de variation de la constante, notons que la fonction
constante ¢t — —2 est solution.

Et donc les solutions de (E) sont les ¢ — —2 + AeAresin() 3 ¢ R,
Sous forme normalisée, I'équation sécrit y’ — =y = x* sin(x).
x

z . N . . . 2
L’équation homogene est alors y' — =y = 0. Or, une primitive de x — —= sur R est
x x
x - —2In(-x) = —In (x?).
: 4 : N In(x2) _ 3.2
Donc les solutions de I'équation homogene sont les x — Ae =x? 1 eR.
Pour trouver une solution particuliére, utilisons la méthode de variation de la constante en

la cherchant sous la forme y : x — A(x)x?.
La fonction y est alors solution de (E) si et seulement si

X (x)x% + 2xM(x) — 2xMx) = x*sin(x) © V(x) = x? sin(x).
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Astuce

Le but de la méthode de
variation de la constante

est de trouver une solution
particuliére. Si on en voit une
directement, il ne faut pas se
priver de Tutiliser.
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2 TD 10

Pour déterminer une primitive de x > x?sin(x) réalisons deux intégrations par parties :

/x2 sinx dx = [—x2 cos x] + 2/ x cos(x) dx
= —x? cos(x) + 2[xsin(x)] — 2 / sin(x) dx
= —x? cos(x) + 2x sin(x) + 2 cos(x) + C.

Et donc une solution particuliére de (E) est x — x2 ((2 — x?) cos(x) + 2x sin(x)).
Et par conséquent, les solutions de (E) sont les

x o x2 ((2 — x2) cos(x) + 2x sin(x) + /1) ,AeR.

L’équation homogene est y’ — y = 0, qui posséde pour solutions les A — Ae*, A € R.
Cherchons une solution particuliére sous la forme y : x — A(x)e*.
Alors y est solution de (E) si et seulement si

A (x)e* + A(x)e* — A(x)e” = sh(x) @ 1V (x) = Sh% = % (1 - 6_2") )

-2x

2

1
Et donc A(x) = 3 (x 4+ & ) convient.

-X

3 . xeX e .
Par conséquent, une solution de (E) est x St donc les solutions de (E) sont les

=X
xr—>ex(/1+§)+eT,/1€R.
2t 2
1+27 " +22

L’équation sous forme normalisée s'écrit y’ +

L’équation homogene est y’ + Y 0.
+

est t — In (1 +¢2), de sorte que les solutions de (Ey) sont les

.. 2t
Une primitive de t 5
1+t

t s Ao~ In(1+%) — ,AeR.
+ 12 5
t
Cherchons une solution particuliére sous la forme y() = %
Alors y est solution de (E) si et seulement si
A(t 2tA(t 2tA(t 2 2
(1 ()+ ()= o N (1) =

L+ (142 (14 (1+2) ETE

Et donc A(t) = 2Arctan(t) convient, de sorte qu'une solution particuliere de (E) est

; 2 Arctan(t)
e ——
Y 1+t2

Et donc les solutions de (E) sont les

2 Arctan(t) + A
t— —mM—

s ,AeR.

1
1+2) 142
Les solutions de (Eo) sont les ¢ > AeArcan(t) ) ¢ R,
Cherchons une solution sous la forme y(t) = A(t)eA™®@ () Alors y est solution de (E) si et
seulement si pour tout t € R,

La forme normalisée de ’équation est y’ —

1 1 1 1
M(t eArctan(t)_'_A ¢ eArctan(t)_/l ¢ eArctan(t) — o V() = e—Arctan([).
) ()1+t2 ()1+t2 1+¢2 ) 1+1¢2
Or, une primitive de i e~ Arctan(t) ege 1 —e~ Arctan(®) ‘et donc une solution particuliére Si on remarquait dés le dé-
de (E) est t > —e~ Arcran(t) pArcran(t) — _q part que la fonction constante

égale 2 —1 érait solution,
alors il ne fallait pas se priver
de l'utiliser !

On en déduit que les solutions de (E) sont les

t > Aefrean(®) _q ) e R,
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CORRECTION

Rappelons qu’une primitive de ¢ + tan(t) sur ]—g, %[ est t > —In(cost).

Et donc les solutions de 'équation homogene sont les ¢ Aeln(ost) = ) cost A e R.
Cherchons une solution particuliére sous la forme y : t — A(t) cost.
Alors y est solution de (E) si et seulement si

A (t) cos(t) — A(t)sin(t) + tan(t)A(t)cos(t) = sin(2t) & A'(t) = Scizs((ztt)).
Mais sin(2t) = 2sin(t) cos(t), de sorte que A’ (¢) = 2sin(t).
Donc A(t) = —2cos(t) convient, et donc les solutions de (E) sont les t — Acost —

2cos’t, A €R.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.2

Les solutions de 'équation homogene sont les t — Ae™*, 1 € R.
Cherchons une solution particuliére sous la forme y : t > A(t)e™".
Alors y est solution de (E) si et seulement si pour tout ¢ € R,

N (t)e™" — eTtAT) + e~ PA(t) = cos(t)e’ & A/ (t) = cos(t)e™.

Utilisons les nombres complexes pour trouver une primitive de t + cos(t)e? = Re(e*)?).
Une primitive de ¢ > e(>*)? est

t> —e e** (cos(t) +isin(t)).

L vy _ 271
2+4i 5

2t
Donc une primitive de sa partie réelle est t - % (2 cos(t) +sin(t)).
Et donc les solutions de (E) sont les
t
y:t— e+ % (2cos(t) +sin(t)), A € R.
. 2 7
En particulier, on a y(0) = A+ zet doncy(0)=-1o 1= -z

1
Donc l'unique solution au probléme de Cauchy posé est t + z (=7e~" + e’ (2cos(t) +sin(t))).

2
[ . . ., x“+x+1 x
Résolvons I’équation normalisée y’ + y= sur | — 1, +oo][.
5 x+1 x+1
. . N x“+x+1
L’équation homogene esty’ + Ty =0.
+x+1 3 1

Mais une division euclidienne nous donne Xt T
+ X+

Une primitive de x — x +

T est alors x — % +In(x +1).

Et donc les solutions de 'équation homogene sont les

X - Lle_’g/z, AeR.

Ax
X+

Cherchons une solution particuliére par variation de la constante, sous la forme y(x) =

ot A est une fonction dérivable.

’ ’ e~ x°/2 2/ — _
Onaalors y/(x) = X' (x) 5o + A(x)e™ /2 x((;:1))2 L
2
+x+1
Et done y'(x) + %y(x) = % si et seulement si
X+ X
-x2/2
X (x) - o XV (x) =xe 2

x+1 x+1

. 2 . . . , .
Une solution est alors A(x) = e¥/2, de sorte qu’une solution particulié¢re de ’équation
compléte! est x - L.

Donc les solutions de I'équation compléte sont les

de X241
XH;,AGR.
x+1

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

-x2/2
16

Notons qu’il n’y a pas besoin
de valeur absolue dans le lo-
garithme car sur I, le cosinus
est positif.

Notons qu’on n’a pas vrai-
ment le choix dans l'inter-
valle de résolution, puisque
nous voulons que 1 en soit un
élément au vu de la condition
initiale.

! Avec second membre.

M. VIENNEY



4 TD 10

En particulier, ona y(1) = e & 2e = Ae 241 & 2= (2e—1)el/2.
Et donc l'unique solution de I’équation satisfaisant  la condition initiale est

1+ (2e — 1)e(1=1/2
X B .
x+1

L’équation homogene est y’ + 2xy = 0, qui est facile 4 résoudre : ses solutions sont les
x> e, 1eR.

Cherchons une solution particuliére par variation de la constante, sous la forme y(x) = Ax)e ™.
Alors y est solution si et seulement si A’ (x)e™ = ™" & 1'(x) = e*.

Donc A(x) = €* convient.
On en déduit que x — e
I’équation sont les

2
X=X~

est une solution particuliére, et donc que les solutions de

x> le ™ + ex_xz, AeR.
Et donc 'unique solution telle que y(0) = 0 correspond 3 A = -1, c’est donc x — e (X - 1).

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.3

Une solution simple consiste 4 remarquer qu’il y a unicité de la solution vérifiant y(ty) = 0,
et que la fonction nulle satisfait cette condition.

Donc si yo(tp) = 0, nécessairement g est la fonction nulle.

Plus simplement, nous savons que les solutions de 'équation sont les t — de=4() o1 A est
une primitive de a.

Donc il existe Ay € R tel que V¢ € I, yo(t) = doe A1),

Et une exponentielle n’étant jamais nulle, il vient yo(ty) = 0 & Ay = 0, de sorte que yo est
la fonction nulle.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.4
Analyse : soit y une solution de I'équation sur R tout entier. Alors y(0) = 0, et sur chacun
des intervalles R% et R*, y doit satisfaire ’équation normalisée (E’) : v’ — =y = 2x°.

x

Sur R} et sur R*, les solutions de I'équation homogene (E)) sont les x — Ax?, 1 € R.
Et une solution particuliére est x — x*.
Donc sur chacun des deux intervalles R} et R*, ensemble des solutions de (E) est

{x —Ax2+xt A e R}.

Ainsi, il existe deux réels A1, A tels que pour tout x € R,

MxZ+xt six>0
y(x) =40 six=0
boxZ+xt six<0

On a alors, par continuité de y en 0, ling y(x) = lin01 y(x) = 0 = y(0).
x—0% x—0~

Mais lim y(x) = lim ;%% +x* = 0, et de méme, lim Ax? +x* = 0, donc la continuité Puisque cette continuité ne
x—0* x—0* x—0~ . o
nous apprend rien, il n’est
pas nécessaire de Iécrire, je
ne le fais que pour clarifier le
L. . y(x)—y(0) . (x) —y(0) i
De plus, y est dérivable en 0, donc lim YXOZTRD _ fim LY raisonnement.
x—0* x-=0 x—0~ x-=0
Mais ces deux limites sont toujours nulles, donc 13 non plus, la dérivabilité ne nous apporte
rien que nous ne sachions pas déja.

de y en 0 ne nous apporte aucune information supplémentaire.

Mxz+xt sixz0 .
~ " Alors y est dérivable

Synthése :soient 41,42 € R, et soity : x > i
six <0

Aox? + x*

sur R*, et sur chacun des intervalles R} et R*, elle est solution de (E’), si bien que pour
tout x € R*, xy’ (x) — 2y(x) = 2x*.

—y(0 -y(0
Enfin, on a lim M = lim A;x + x> = 0, et de méme lim M =0, si
x%?*) x(z)) x—0* x—0~ x—-0
yx)—y

bien que lim =0, et donc y est dérivable en 0 (avec y'(0) = 0).

x—0 x -0

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



CORRECTION

Et donc pour x = 0, la relation xy’ (x) — 2y(x) = 2x* est encore valable.
Donc y est solution de (E) sur R tout entier.

En conclusion, ensemble des solutions de xy’ — 2y = 2x* sur R est

. A1x2+x S?X/O,(A,,u)eRz .
box?+xt six<0

Ficure 10.1 — Question 1 : toute solution sur R se raccorde en 0 a toute solution sur R*.

Analyse :soity : R — R une solution de (E). Alors nécessairement, y(0) = 0.

Sur R} et R%, y est solution de I'équation différentielle linéaire sous forme normalisée
, x*-1 2

4 x(x2+1)y_ x24+1

X2 -1 1 2X

—_— =
X(X%2+1) X X241
22 +1

Une décomposition en éléments simples nous donne

Et donc les solutions (sur R comme sur R*) de ’équation homogeéne sont les x + A

X
En procédant a la variation de la constante, en cherchant une solution particuliére sous la

2
2
,onarrive a2 A’(x) = —ﬁ, qui s’integre en A(x) =
X

forme x — A(x)

1+x2°

Et donc une solution particuliére est x > —.
x

X

1 1
Ainsi, sur chacun des intervalles R% et R* , 'ensemble des solutions est {x — A (x + —) +—, e R}.
x

Donc il existe deux réels A1 et A, tels que pour tout x € R,

1 1
Mlx+—|+— six<O
X X

y(x) = P (x+ l) + 1 Gy >0 Avec (A k) € R?

x x
0 six=0

Par ailleurs, y est continue en 0, donc lin(} y(x) = lino1 y(x) = 0.
x—0% x—0~
Mais
1 1 1 +oo  siAg > -1
lim Ay (x+—)+—= lim (A +1)- =40  sid =-1
x—0~ X X  x—0" X
—00  S§i /11 < -1

On en déduit donc que A = -1.

Et sur le méme principe, la limite 4 droite en 0 nous informe que A, = —1.

Etdoncy: x — —x.

Syntheése : inversement, il est évident que la fonction y : x + —x est dérivable sur R et
que pour tout x € R, x(x?+ 1)y (x) — (x*> = D)y(x) = —x(x* + 1) +x(x* — 1) = —2x, et donc
y est solution de (E).

Donc l'unique solution de I"équation (E) sur R est x — —x.
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6
2 ~___ 2
1 1
-2 -1 1\2 J2 -1 1
41 -1
NV -2

FiGuURE 10.2 — Question 2 : une seule option pour le raccord.

Sur chacun des intervalles ] — 0o, —1[,] — 1, 1[ et ]1,+oo[ I’équation est équivalente 2
’ x /X
Yy +iey = ie
X

Une primitive de x — =5 est x — —3 In |1 — x?|, si bien que sur chacun des intervalles,

les solutions de I’équation homogeéne sont les x Aed (=D = 3 \/[T=x2|, A e R.

Enfin, la fonction constante égale a 1 est solution sur chacun de ces intervalles.

Analyse : soit y une solution de I’équation sur R, alors y(1) = 1 et —y(-1) = -1, donc

y(-1) =1.
Par ailleurs, y est solution de 'équation sur chacun des intervalles ] — oo, =1[,] = 1, 1[ et
11, +oo[, donc il existe trois réels A, p, v tels que

AVx2 =141 six<-1
yix uVl-x2+1 si —l<x<1
vWx2—-1+1 six>1

Puisque y est dérivable en —1 eten 1,

—y(-1 —y(-1
lim Y YCD o, YO YED g iy
x—-1- x+1 x—-1* x+1 x—1- X — x—1* x—1

Mais pour x < -1, Vx2 -1 = Vix-Dx+1) = /(1 -x)(-1-x) = VI -xV-1-xet
x+1=—(—1—x)=—\/—1—x2.
Et donc

—oc0 §iA>0

x+1 =2 -1-x _—)1* 0 sid=0
“V=1-x +o0 siA<0

2 _ — A1 — _
/1\/x 1:/1\/1 xV—-1 X P 1-x

On en déduit donc que A = 0.
Le méme type d’argument nous conduit 4 g = v = 0, si bien que pour tout x € R, y(x) = 1.

Synthése : la fonction constante égale 4 1 est bien solution de I’équation.

Et donc la fonction constante égale 4 1 est I'unique solution de I'équation.

Analyse : soit y une solution de I’équation sur R. Alors y(0) = 0, et y est solution de
y - % =x sur R} et sur R*.

I est facile de constater que les solutions de cette équation, sur R} et sur R* sont les
x - Ax+x2, avec 1 € R,

g Ax+x? six>0

Et donc il existe A, p € R tels que pour tout x € R, y(x) = ,

ux+x® six <0

Par ailleurs, y est dérivable en 0, et donc

b YO =Y _ Ly —y(0)

x—0~ x-0 x—0* x-0
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2 |
& Danger !
Attention aux signes, on
serait tentés d’écrire

2
x+1=Vx+1,

mais puisque x + 1 < 0, cette
racine n’est pas définie.
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Ficure 10.3 — Question 3 : La plupart des raccords, bien que continus ne sont pas dérivables,
et il y a une seule solution.

e Y = y(0)

Ici, = lim A4+x=A
x—0~ X -

x—0
—-y(0
Et de méme lim yx) ~y©)
x—0* x—=0
Et donc pour tout x € R, y(x) = Ax + x2.

=y, si bien que A = p.

Syntheése :soit A € R, et soity : x > Ax + x2.

Alors y est clairement dérivable? sur R et pour tout x € R, 2 Car polynomiale.
xy' (x) —y(x) = x(A +2x) — (Ax + x°) = x°

si bien que y est solution de (E).

En résumé, I'ensemble des solutions de (E) sur R est {x — Ax + x>, A € R}.

23 2%
1 1
- 2 - -1 1
-1+
-2 -2

FiGURE 10.4 — Question 4 : beaucoup de raccords continus (deuxiéme figure) ne sont pas
dérivables, et toute solution sur R* se raccorde a une unique solution sur RY.

Analyse : soit y une solution de (E) sur R. Alors y(0) = 1, et y est solution, sur R} et sur

y _ x>-1
Rf dey' — % =X e
Une résolution classique montre que sur chacun de ces intervalles, les solutions de cette

équation sont les x > de~!/* +¢*.

Donc il existe A, u € R tels que

Ae71*4eX six <0
y:x—> 91 six =0
pe Vx4 eX six >0

Puisque y est continue en 0, lirgli y(x) =y(0) = 1.

+o0 siA>0
Mais lim y(x) = lim de™/*+e5=31  si1=0.
x—0~ x—0~ .
—00 SsiA<0
Donc nécessairement, A = 0.
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-1/x

On notera qu’en revanche, on a toujours lim pe +e* =1, et donc qu’on n’en tire

x—0t

aucune information sur p.

On pourrait également s’intéresser a la dérivabilité de y en 0, 12 encore sans en tirer
d’information supplémentaire’

e six <0

Synthése : soit y € R, et soity : x — {ye‘”x

+e six>0

2

-1
L;f):x_ex_

Alors y est dérivable sur R*, et pour tout x € R*, y(x) — 5
x

En revanche, la dérivabilité en y en 0 n’est pas claire.

(x) —y(0) e*-1 ,

T
Yo —y(0) 1 Ly e

x—=0 x )

Nous avons déja justifié ci-dessus que lim
x—0

Pour x < 0,ona

Et pour x > 0,on a
X
e —1 3

X

1.

Et si on pose X = 1, 400, alors
X x>0+

1e_l/"z)(e_x — 0.
X X—+00

Et donc lim Y® =4O _

x—0* x—=0

o . yx)—y(0) . y(x)—y(0)
Ainsi, puisque xh_1>13+ 0 - xll»n(;l‘ 0
y'(0) = 1).

Et alors on a bien 0%y (0) — y(0) = =1 = (0% — 1)¢°.
Donc pour tout x € R, x?y’(x) — y(x) = (x* — 1)€*, et donc y est solution de (E) sur R
tout entier.

= 1, y est dérivable en 0 (avec

En conclusion, 'ensemble des solutions de (E) sur R est

x ix<0
xS MEST o ert.
le Vx4 six>0

i L

2 i
— -1 2 2 Jl v 2
_2 + _2 1
-\

Ficure 10.5 — Question 5 : seule x — e* sur R* se raccorde A une (et en fait A toutes) les
solutions sur R¥.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.5 cos x
Commengons par mettre ’équation sous forme normalisée : ¢’ + y—— =sinx, ce qui
sin x

n’est valable que sur un intervalle de la forme ]k, (k + 1)7[.

. , . . . A
Les solutions de ’équation homogene sont les x - e~ lsinxl = _—_ " e R,
. . N , .. s x

Cherchons une solution particuliére par la méthode de la variation de la constante, sous la

Ax
forme y(x) = Q

sin x )

cos x
Alors y' (x) = A (%) =— = A(x) ——.
sin x sin? x

MP2] Lvycie CaamPoLLION 2024-2025

3 Voir la synthése pour les
calculs.

Détails
€ Pas besoin de faire de calculs
pour le vérifier : y est sur
chacun des deux intervalles
de la forme des solutions
de I’équation normalisée
obtenue précédemment.
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Et donc on a y/(x) + %y(x) =sinx & A/ (x) = sin(x).

1- 2 in(2 o
Mais sin® x = w’ et donc on peut prendre A(x) = g _ Slni x) _X 51n2x Ccosx
Soit en (x) X cos x
oit encore y(x) = - .
Y= phnx T 2

x+21  cos(2x)
2sinx 2

Et donc les solutions de I’équation sont les x
kr

Une telle fonction ne peut admettre de limite finie en kx que pour 2A = —kx & A = ——.

2

k+1
Et de méme, y ne peut avoir de limite finie en (k + 1)z que pour A = —M.

Donc quel que soit A, y n’a pas de limite finie en au moins 'une des bornes de ]k, (k+1)x[.

Prouvons a présent que I'équation ne posséde pas de solution sur R tout entier, en raisonnant
par I'absurde.

Soit donc y une solution de (E) sur R. Alors y est solution de (E) sur 0, z[, et donc il existe
x+21  cos(2x)

2sinx 2
Puisque y est continue en 0, 111%1+ y(x) = y(0), et donc comme expliqué ci-dessus, A = 0.

A € R tel que pour tout x €]0, [, y(x) =

x cos(2x . . Sy
Mais alors 1 1m y(x) = lim (20) _ +00, ce qui contredit la continuité de y
x—m- 2s1n(x) 2

en .

Et donc I’équation ne posséde pas de solution sur R.

Commentaire : avec un peu plus de travail, il est possible de montrer que sur un intervalle
la forme ]k, krr + 2x[, il y a toujours une solution, obtenue en recollant 'unique solution
sur ]k, (k + 1)x[ qui posséde une limite finie en (k + 1)x, avec I'unique solution sur
1(k + 1)x, (k + 2)x[ qui posséde une limite finie en (k + 1) 7.

Mais que sur tout intervalle de longueur strictement plus grande que 27, il n’y a aucune

T
AN

SoLUTION DE L’EXERCICE 10.6

1
Supposons que f soit une solution. Alors / f(x) dx est une constante, notons la A.

0
Donc f satisfait ’équation différentielle v’ + y = A, dont les solutions sont de la forme
t— e t+A AeR.
Par conséquent, il existe A € R tel que pour tout t € R, f(¢) = Ae™" + A

D’autre part, on a alors
1 1
=/ f(x)dx = /1/ e dx+A.
0 0

Et donc nécessairement, A = 0, de sorte que f est constante, égale 4 A.

MP2] Lvycie CaamMPoLLION 2024-2025

— Remarque

Nous ne prouvons méme pas
que pour un tel A, y admet
une limite finie en kr, et
nous contentons de dire
qu’il s’agit d’une condition
nécessaire 3 l'existence d’une
limite.
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1
Inversement, pour tout A € R, on a / Adx = A, et donc la fonction constante égale 2 A
0

est solution de (E).
Donc les solutions de (E) sont les fonctions constantes.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.7

Puisque 1 est racine double du polyndme caractéristique, les solutions sont les

y:t o (At+p)el, (A, p) € R Astuce
Ces racines se retrouvent sans
Le polyndme caractéristique est r?+r+ 1 qui possede j et j comme racines. calcul si vous vous souvenez

que la somme des racines

. Jjt Jjt 2
Donc les solutions complexes sont les t + Ae/’ + pe’?, (A, p) € C*. cubiques de I'unité est nulle.

, . , 1.3 ,
Pour obtenir les solutions réelles, il faut se souvenir que j = -3+ i ER Et donc les solutions

réelles sont les
ts et (/1 cos (?t) + psin (?t)) (A p) € R%.

Les racines (réelles) du polyndme caractéristique sont —2 — V10 et -2 + V10, donc les
solutions sont les
t— Ae(_m_z)t + ,ue(m_z)t, (A e R,

Le discriminant du polynome caractéristique est A = 4(4 — a), dont le signe est celui de
4 —a.
Sia < 4, alors il y a deux racines réelles qui sont 2 + +V4 — a et donc les solutions sont les

(2+V4—a)t (2-V4-a)t (A ﬂ) c RZ.

t— Ae + pe

En revanche, si a > 4, alors le polyndme caractéristique posséde deux racines complexes
conjuguées qui sont 2 + £iVa — 4, et donc les solutions de I'équation différentielle sont les

o 2 (/1 cos («/ﬂt) + usin (w/mf)) , (Au) €R2.

Les racines complexes du polynéme caractéristique sont —1 et 2—i, de sorte que les solution
sont les
yit o de 4 pe® Dt (A p) e C

Le discriminant du polynoéme caractéristique vaut —36, donc ses racines sont —1 + 3i.
On en déduit que les solutions complexes de I’équation sont les

y it del 710! +ye(_1_3i)t, (A p) € C2.
Et les solutions réelles sont les
t > e ' (Acos(3t) + pusin(3t)), (A, p) € R%

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.8

Le polyndme caractéristique est 2= (1=i)r=2(1+i).

Son discriminant est A = (1 —i)® + 8(1 +i) = 8 — 6i.

Une racine carrée en est § = 3 + i, donc les racines en sont 2 et —1 — i.
Donc les solutions de I'équation sont les

Yyt et +,ue_(1+i)t, (A p) e C2.

En particulier, on a y(0) = y’(0) = 1 si et seulement si

3 7+i
/1+/.l=1 = 1
’ N 1= 391.
2A-(1+ipu=1 =
10

Donc la solution cherchée est

THi o 3=0 _(laiy
Prs ey 2 .
Y0 "0 ¢

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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SoLuTION DE L’EXERCICE 10.9

Le polynome caractéristique est r*+2r+1 = (r+1)2, qui posséde —1 comme racine double.
Donc les solutions de 'équation homogene sont les x — (Ax + p)e™, (A, p) € R>.

. e —e . TR , .
Puisque sh(x) = — cherchons des solutions particuliéres aux équations

—-X

r 7 ex 1’7 , e
(E1) :y’ +2y ty=et (E2) :y” +2y ty=-—>

puis appliquons le principe de superposition.
Puisque 1 n’est pas racine du polynome caractéristique, il existe une solution de (E;) sous
la forme y(x) = Ae*.

e* e* 1
Onaalorsy” +2y +y= — © 41" = — © A= —.
2 . 2 8
Donc une solution de (E;) est x — %.

D’autre part, —1 étant racine double du polynéme caractéristique, il existe une solution de
(E») sous la forme y : x > Ax%e™*.

y est alors solution de (E) si et seulement si pour tout x € R,

- 1 1
A(x® = 4x +2)e ™ + 2A(=x> + 2x)e ™ + AxZe* = —% o 24 = -5 S A= 7
x%e™
Et donc une solution de (E5) est x — —
. . . e x%e
Par le principe de superposition, une solution de (E) est x — T donc les

solutions de (E) sont les

x2 e
X - ((Ax+,u) - Z) e X+ < (A p) e RZ,

Les racines* de I'équation caractéristique sont —2 + i, donc 'ensemble des solutions réelles
de I’équation homogene est

{x > Ae™>* cos(x) + pe~ > sin(x), (A, p) € RZ}

Mais les solutions complexes sont également connues, ce sont les x Ae(=2H)x 4 ye(=2=0)x
olt (A, ) € C2.
Puisque e~>* sin(x) = Im (e{=2*1*), cherchons une solution particuliére de y”” + 4y + 5y = (=21,

il sufhra ensuite d’en considérer la partie imaginaire.
Puisque —2 + i est racine simple du polynéme caractéristique, il existe une solution sous la
forme y : x > axe(72+)x,
On a alors i/ (x) = ae™2)% 4+ g(=2 + i)xe"2)* = ge"2D* (1 4 (=2 + i)x).
Et de méme, y”’(x) = ae 2% (=2 +i -2+ i(-2+1)%x) = a (—4 + 2i + (3 — 4i)x) e "HDx,
Ainsi, il vient

y” (x) + 4y (x) + 5y (x) = a2ie~Zx,

e AT s Hx o i

Et donc ceci est égal 4 e(=2*)% s et seulement 2ai = 1 & a = 53
1

e~ ?*x cos x

.. .. i o .
Et dans ce cas, la partie imaginaire de ——xe(=2+D)x g5 — , qui est donc une

solution particuliére de ’équation.
Enfin, les solutions de ’équation sont les

A—x
x > e ¥ [cos(x)

+ psin(x)
ot A et i sont deux réels.
: 5 —2x 1 (=2+i)x (-2-i)x
Alternative : une autre méthode est de remarquer que e™** sin(x) = % (e —e ),
i

de chercher des solutions (complexes) aux deux équations

(=2+i)x (—2+i)x

1 1
Yy’ +4y +5y=—e ety +4y" +5y = —e

2i 2i
puis d’appliquer le principe de superposition.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

4 Conjuguées bien entendu.
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Les solutions de I'équation homogene sont les x > Ae* + pe®, (A, p) € R2.

Pour trouver une solution particuliére, utilisons le principe de superposition : il sufhit de

trouver une solution particuliére de y”” — 3y’ + 2y = cos(x) et une 3 y” — 3y’ + 2y = sin(x).

Pour trouver ces solutions particuliéres, passons par les complexes en notant que cos(x) = Re(e’)

et sin(x) = Im(e™).

Dans les deux cas, il nous faut trouver une solution® de y”’ — 3y’ + 2y = e'*. > Complexe.
Puisque i n’est pas racine du polynoéme caractéristique, il existe une telle solution sous la

forme y : x > ae™.

Et alors pour tout x € R, y(x) = iae™ et y”(x) = —ae™, si bien que

, . . 1 1+3i
Yy (x) =3y (x) +2y(x) = @ a(1 -3)e* =" ©a= - = L
1-3i 10
1430 — 3si
Et on a alors Re( IO le”‘) _ costn) 0 MY i bien qu’une solution particuliere de
Yy — 3y’ + 2y = cos(x) est x cos(x)l—osmx.
Et de méme,
1430 4, sin(x) + 3 cos(x)
Im = ——————
10 10

qui est donc une solution particuliere de y”” — 3y’ + 2y = sin(x).
Etalors en appliquant le principe de superposition, une solution particuliére de y” -3y’ +2y =
2 cos x — sin(x)
5 .
Et donc enfin, les solutions de 'équation sont les

cos(x) +sin(x) est x

2cosx sinx
x+—>/1ex+pezx+ CERi

(A p) € R%.

1 . . .
Passer par les complexes, en notant que e* cos(2x) = 5 (e(1+2’)" + 6(1‘2’)x) et que ni 1+ 2i,

ni 1 — 2i ne sont racines du polynéme caractéristique.
On trouve alors pour solutions les

X
x> Ae* + pe* — % (cos(2x) +sin(2x)) .

Cette fois, i et —i sont racines. On trouve

x — Acos(x) + psin(x) — g cos(x).

SoruTION DE L’EXERCICE 10.10

Par le principe de superposition, il suffit de résoudre

(E1) 1y’ +2y =x?—x, (E2) 1y +2y =e“ et (E3) :y’ +2y=e~.
Sipour 1 < i < 3, y; est une solution de (E;), alors y; + y» + y3 est une solution de notre
équation compléte.

» Résolution de (E;) :le second membre est polynomial® et 0 est racine simple de X?+2X, % Donc de la forme P(r)e".
donc il existe une solution de (E;) qui est un polynéme de degré 3.

Cherchons donc une solution sous la forme y : x — ax® + bx? + cx +d.

Onaalors ¢’ : x > 3ax? + 2bx + c et y” : x > Gax + 2b.

Et donc y est solution de I'équation si et seulement si pour tout x € R,

Y’ (x) + 2y (x) = x> — x © 6ax> + (6a+2b)x +c+2b = x> — x.

Par identification des coefficients, c’est le cas si et seulement si

= -1
6a=1 a=5 Puisque d n’intervient pas
6a+2b=-1 S ab= —% dans ce systéme, on peut le
_ _1 choisir comme bon nous
c+2b=0 €=32 semble.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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X

Donc y; : x » — — — + = convient.
v 6 272

» Résolution de (E,) : puisque 1 n’est pas racine de X2 + 2X, il suffit de chercher y, sous

la forme y, : x = Ae®.
X

N e -
Apres calcul, yp : x — 3 convient,

» Résolution de (E3) : suivant le méme principe, puisque —1 n’est pas racine de X? + 2X,
on peut chercher y3 sous la forme x > pe™, et aprés calculs, y3 : x — €*! convient.

2 x2 x €

Donc x S 3t3t3t e~ est une solution particuliére de (E).

Puisque les solutions de I'équation homogene sont les x — A + pe™*, avec (4, p) € R?,
I'ensemble des solutions de (E) est

3 2 X
{xr—>/le_2x+,u+%—x?+§+%—e_x, (A,H)ERZ}

Cette fois le second membre est de la forme P(x)e*, et 1 est racine simple du polynoéme
caractéristique de P'équation.

Donc on cherchera une solution sous la forme x — (ax? + bx + c)e*.
. NEs . . . R
Apres calculs, x — —e 5 + x| est une solution particuliére, et les racines du polynome

caractéristique étant 1 et 2, I'ensemble des solutions de (E) est
2
{— (? +x +/1) e+ pe®, (M) € R2; .

SoruTiON DE L’EXERCICE 10.11

Pour x € R1%, on a donc y(x) =y (elnx) = z(In x), et de méme,

Z”(Inx) — 2’ (Inx)

x2

lnX) — Z’(lnx) lnX) —
X

y'(x)=y'(e ety”(x) =y" (e
La fonction y est solution de (E) si et seulement si pour tout x € R,

’’

x%y” (x) + axy/ (x) + by(x) = c(x) © x%y” (x) + axy’ (x) + by(x) = ¢ (elnx) .
Soit si et seulement si pour tout x € R},

2 z” (Inx) —2 Z' (Inx) rax Z'(Inx)

X

Mais puisque la fonction In réalise une bijection de R sur R, c’est le cas si et seulement si
pour tout t € R,

27 (t) + (a— 12/ (t) + bz(t) = c(eh).
En effet, si pour tout x € R}, 2’ (Inx) + (a — 1)z’ (Inx) + bz(Inx) = c(e¥), alors pour tout
t € R, il existe x € R} tel que t = In(x), et donc 2"’ (t) + (a — 1)z’ (t) + bz(t) = c(e).
Et inversement, si pour tout ¢t € R, 2/ (t) + (a — 1)z’ (¢) + bz(t) = c(e), alors en particulier
pourx €e Riett=Ilnx, ona

Z"(Inx) + (a - 1)z’ (Inx) + bz(Inx) = c(x).

Et donc c’est le cas si et seulement si z est solution sur R, de I'équation a coefficients
constants f” + (a—1)f" +bf = c(e), de fonction inconnue f.

Avec le changement de variable précédent, il s’agit donc de résoudre
2'(1) +z(t) = e* + el + 1.

Les solutions de 'équation homogene sont les t — Acost + psint, (4, p) € R%
La recherche d’une solution particuliére peut se faire  I'aide du principe de superposition,
en notant que 2,1 et 0 ne sont pas racines du polynéme caractéristique.
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+bz(Inx) = c(e"*) & 2" (Inx)+(a=1)2' (In x)+bz(In x) = c ().
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N . C e 1 1
Apreés calcul, une solution particuliére est t — —e*' + zet +1.

Ne reste alors plus qu’a revenir a la fonction de départ : pour x > 0, on a y(x) = z(In(x)),
et donc les solutions de I’équation sont les

2
x - Acos(Inx) + psin(Inx) + % + % +1, (A, p) e R%

b
SOLUTION DE L’EXERCICE 10.12 Sassurer de la dérivabilité de

Soit f une fonction satisfaisant a la condition de I’énoncé.
Puisque f est dérivable, alors par composition, f” I’est aussi.

7 avant de dériver la relation
de départ est indispensable,
puisque I'énoncé ne supposait

Et alors en dérivant la relation donnée, on obtient : Vx € R, f”(x) = f’'(-x). Or, pas f deux fois dérivables.
f’(—x) = —f(x) et donc f” (x) + f(x) =0. Mais nous venons de prouver
Et donc f est solution de I’équation différentielle y” +y = 0. que C’est automatique.

Son polynéme caractéristique posséde i et —i comme racines, de sorte que f est de la forme
x > Acos(x) + psin(x), avec (A, y) € R2,

Inversement, soit f une fonction de la forme x + A cos(x) + psin(x), avec (A, ) € R?.
Alors f’(x) = —Asin(x) + p cos(x) et donc pour tout x € R,

f(x) = =f(-=x) & —Asin(x) + pcos(x) = —Acos(—x) —psin(-x) (%).
S—— ——
=cos(x) =sin(x)

En particulier, en évaluanten x = 0, il vient y = —A, et donc f est de la forme x + A (cos(x) —sin(x)), 1 € R.

Et inversement, il est clair qu’une fonction de cette forme vérifie () et donc satisfait a la
condition initiale.
En résumé, les fonctions vérifiant la condition sont exactement les x +— A(cosx —sinx), A € R.

Si f est une solution, alors en dérivant la relation de I’énoncé, il vient
Vx €R, f"(x) = —f'(—x) +e™* —xe™*.
Mais par hypotheése, f'(-x) = f(x) — xe*, donc f vérifie
Vx € R, [ (x) = —f(x) +xe* + (1 —x)e ™.

Donc f est solution de y”” +y = xe* + (1 —x)e ™ (E).
Les solutions de 'équation homogene sont les x > A cosx + psinx, (A, p) € R
Pour trouver des solutions particuliéres, cherchons des solutions de

(E1) y"+y=10-x)e et(Er) vy’ +y=xe".
Cherchons des solutions sous la forme y; : x — (ax +b)e™ et y» : (cx + d)e*.
On a alors yi(x) =e*(a—ax—-Db)ety(x) =e*(a—a+ax+b).

Et donc y; est solution de (E;) si et seulement si pour tout x € R,

yy(x)+yi(x)=(1-x)e* @ e (ax+b+ax+b)=(1-x)e™ © 2ax+2b=1-x.

o=

Par identification, on a donc 2a = -1 et 2b = 1, de sorte que a = —% eth=

Sur le méme principe, on obtient y : x = —5e™*.

Donc f est de la forme x +— X e %e‘x + Acos(x) + psin(x).

2

Réciproquement, supposons qu’il existe deux réels A et y tels que pour tout x € R,

x—-1

fex) =25

er — ge_x + Acos(x) + psin(x).

x—-1

Alors f'(x) = %ex +

Et donc on a pour tout x € R, f'(x) = f(—x) + xe™™ si et seulement si

e~ — Asin(x) + pcos(x).

-1 —x—1
ge"+x2 e — Asin(x) + pcos(x) = x2

-X

e+ %ex + Acos(x) — psin(x) + xe™™.
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CORRECTION 15

Soit si et seulement si pour tout x € R
—Asin(x) + g cos(x) = Acosx — psin(x).

Une évaluation en 0 nous donne A = p, et inversement, si A = p, alors ’équation est
satisfaite.
Donc I’ensemble des solutions est ’'ensemble’ des fonctions de la forme 7 Infini.

-1
X e - %e_x + 2 (cos(x) +sin(x)), A € R.

fixe—

SoruTtioN DE 1’EXERCICE 10.13
Soit f une fonction vérifiant la relation de I'énoncé.

Commencgons par noter que / (x-t)f(t)dt = x/ f(t)dt - / tf(t)dt.
0 0 0
Or, par le théoréme fondamental de I'analyse, x — / f(t)dtetx / tf(t),dt sont
0

de classe ‘61, et ont pour dérivées respectives f et t > tf(t).
Et donc la fonction g : x — x/ f(t)dt - / tf(t)dt est de classe 6", et sa dérivée est
0

donnée par :
@ = [ foderafo-xf0= [ rwa

Le théoréme fondamental de I'analyse s’applique de nouveau, de sorte que g’ est dérivable
et Vx € R, g’ (x) = f(x).
Et donc f = 1 — g est deux fois dérivable, et

f'(x)==¢"(x) ==f(x) & f"(x) + f(x) =0

Ainsi, f est solution de I'équation différentielle f” + f = 0, de sorte qu’il existe deux réels A
et u tels que pour tout x € R, f(x) = Acos(x) + psin(x).
0

0
Par ailleurs, £(0)+ /O (O-t)f(dt =1 f(0) =1,et f'(0) = —¢'(0) = — /O f(H)dt=0 Noublions pis sy

Donc nécessairement, A = 1 et = 0. nous avons pour linstant uni-
Inversement, soit f : x — cosx. quement procédé a l'analyse :

Alors pour tout x € R, il existe au plgs une solution.
Reste a voir si f = cos est

x solution.

/x(x—t) cos(t)dt = [(x —t) sint]’o‘+/ sintdt
0 0

=0+ [—cost]j
=1-cos(x) =1- f(x).

Et donc on a f(x) + / (x —t)f(t)dt = 1 pour tout x € R, si bien que f est solution au
0
probléme posé.
Donc l'unique fonction f continue sur R telle que pour tout x € R, f(x)+/ (x=t)f(t)dt =
0

1 est la fonction cos.

Alternative :soit f : R — R continue, et notons F; 'unique primitive de f qui s’annule
en 0, donc F; : x — / f () dt. Et notons F> 'unique primitive de F; qui sannule en 0.
0

Alors en procédant par intégration par parties, on a, pour tout x € R,

Fx) + /O (= Of (D dt = F(x) + [(x - DE (D] + /0 Fu(t) dt
= F(x) = x F1 (0) +F>(x) + F2(0)

S~—— S~——
=0 =0

= FJ/(x) + F2(x).

Donc f est solution du probleme de départ si et seulement si Vx € R, Fy/ (x) + F2(x) = 1.
Les solutions de cette équation différentielle sont les x + A cos(x) + psin(x) + 1, pour
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(A, p) € R2.

Comme on a de plus F»(0) = F;(0) = 0, f est solution du probléme posé si et seulement si®
pour tout x € R, F>(x) =1 — cos(x).

Et donc si f est une solution du probléme posé, pour tout x € R, f(x) = cos(x) (la dérivée
seconde de x — 1 — cosx).

Et inversement, la méme synthése que précédemment prouve que f = cos est solution du
probléme posé.

SoLuTION DE L’EXERCICE 10.14

On cherche donc les fonctions y dérivables sur un intervalle I telles que pour tout x € I,
y/(x) — ex+y(x).

Pour y fonction dérivable sur I, posons, conformément 4 I'indication de I'énoncé, z = e7Y.
Alors z est dérivable sur I, avec 2/ (x) = —y/ (x)e™Y),

Et donc y est solution de y’ = e**V¥ si et seulement si

Vx € I, Z/(x) = —ex+y(x)e_y(x) —

Soit si et seulement si il existe A € R tel que z(x) = —e* + A.

Mais alors, on ne peut avoir e ¥*) = —¢* + 1 que pour 1 > O et 1 > ¥ & x < In(A).

Et donc les solutions de I’équation de départ sont les x +— —In(1 — €*), définies sur
] — oo, In(A)[, pour A > 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.15

Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique.

Puisque ¢ = 3¢+4 & ¢ = -2, on sait qu’il existe A € R tel que pour tout n € N, u,, = —2+13".
Puisque up = 7, il vient A = 9, et donc pour tout n € N, u, =9 x 3" -2

Nous sommes en présence d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2, dont le polynome
caractéristique est X2 —4X +4=(X-2)>2

Il y a donc 2 pour racine double, si bien qu’il existe A et p réels tels que pour tout n € N,
up = (An+ p)2".

Les valeurs de ug et u; conduisent 3 A = -1 et g = 1, de sorte que pour tout n € N,
u, =2"(1-n)

4
Up = -3+ 2—n

Le polyndme caractéristique X 2 — X + 1 posséde deux racines complexes conjuguées, qui

sont1+‘\/3
—*xl— =€
2 2

+i

“IN

Donc il existe deux réels A,y tels que pour tout n € N,
Aeos () + psin ()
u, = Acos (n= sin(n=).
3)TH 3

Onaalors 1 =ug=Aet2=uy =Acos 5 + psin §, ce qui aprés calcul nous donne A =1 et

p=3.

Notons alors que pour tout n € N,

up =12+ V3 (% cos (%) + g sin (n;—t)) =2 (cos (%) cos (%) +sin (g) sin (%))
=2

=2cos (Q) .

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.16

Le polyndme caractéristique est r> — 2cos 0r + 1, de discriminant A = 4(1 — cos?0) =
—4sin% 6 < 0.

Donc les racines® en sont cos @ + isin @ = e'? et cos @ — isin 0 = e~%. 1l existe donc deux
réels A et B tels que u, = A cos(nb) + Bsin(nb).

Pour n =0, on obtient A = 1, et pour n = 1, on a cos(#) + Bsin(9) = 1, d’ou

9

_1-cos(9) _ 2sin?(0/2)  2sin?(0/2)

sin(9)  sin(8)  2cos(8/2)sin(6/2) = an(6/2)

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

511 s'agit de trouver I'unique
solution 3 y”” + y = 1 vérifiant
les conditions initiales y(0) =

y'(0) = 0.

asin x + b cos x s’écrit encore

Acos (x — @)
ol A = Va2 + b2,
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On a donc

(2n-1)0
cos(0/2) cos(nf) +sin(0/2) sin(nd) cos (T)
cos(0/2) ~ cos(6/2)

u, = cos(nd) + tan(6/2) sin(nf) =

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.17

Soit (uy,) une suite telle que pour tout n € N, upy1 = aup, +b.

Alors up.p = aups1 + b = et + (Upe1 — aup) = (a+ Dupyr — auy,.

Et donc pour tout n € N, up2 — (@ + 1)upst + au, = 0. On reconnait bien 13 une relation
définissant une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Son polynéme caractéristique est alors X2 — (a + 1)X + a, de discriminant

A=(a+1)?-4a=a>-2a+1=(a-1)>%

. . L. a+1-(a-1
Et donc les deux racines du polyndme caractéristique sont r; = % =1et
a+1l+a-1
rnp=—f/FT——"=4d
2

En particulier, la suite (v,) donnée par I'énoncé vérifie la relation :

Vn € N, v,40 — 30,41 + 20, = 0.
Son polyndme caractéristique posséde 1 et 2 comme racines. Il existe donc deux réels A et
u tels que pour tout n € N, v, = A + p2".
vp=2=21+ H
01 =1=1+2u
Et donc pour tout n € N, v, =3 - 2.

En particulier, on a { , de sorte que A =3 ety =-1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.18
Supposons que f soit une fonction satisfaisant aux conditions de I'énoncé.
Soit x > 0. Définissons une suite u, en posant ug = x et uns1 = f(un), de sorte que

un = f*(x) = (fofo-of)(x)

—_————
n fois
L’équation fonctionnelle de I'énoncé, appliquée 4 f™(x) permet de montrer que

FUEU" ) =6f"(x) = f(f"(x)) =0 © unsz2 = 6un — Uns1.

Le polyndme caractéristique de cette suite récurrente linéaire d’ordre 2 est
rP+r—6=(r—2)(r+?3).

Donc il existe deux réels A et B tels que pour tout n € N, u, = A2" + B(-3)".
Puisque ug = x et u; = f(x), ona

=2x—f(x) . :3x+f(x)
5

B
5

tA
Si B > 0, alors pour tout n € N,

Uopsl = A22n+1 _ B32n+1 — _32n+1

2n+1
B—A(g) ) —> —00.

3 n—+0o

Ceci contredit la positivité de £, puisque f2"*!(x) = f (f>"(x)) doit étre positif strictement.
De méme, si B < 0, alors pour tout n € N,
2 2n+1
u2n=32” B—A(g) ) —> -0

n—+oo

ce qui n’est pas davantage possible.

On en déduit que B = 0, et donc f(x) = 2x.

Inversement!?, si f est la fonction x + 2x, alors f est bien a valeurs positives sur R et

pour tout x > 0,
f(f(x)) = 4x = 6x — 2x.

Donc la seule solution est f : x + 2x.
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Ces deux racines sont
confondues si et seulement si
a = 1, soit si et seulement si
(un) est arithmétique.

19 Noublions pas la syn-
thése !
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