MP2I 28.11.25

DEVOIR SURVEILLE 3

» Exercice 1 : une équation fonctionnelle

Le but de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions f : RY — R, dérivables, vérifiant
* / 1 2
Vx e Ry, f/(x) =xf|—-|+x (%).
x

I. Résolution d’équations différentielles.
1. Résoudre ’équation différentielle (E) : y”(¢) — 2y/(t) + y(¢) = 0.

2. Soit a € R\ {1}. Déterminer I'ensemble des solutions de I’équation différentielle
(Ea) = y" (1) = 2¢'(t) +y(1) = e

II. Analyse
Dans cette partie, f : Rf — R est une fonction dérivable vérifiant (x).

3. Justifier que f est deux fois dérivable.
4. Déterminer une équation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefhicients non constants, satisfaite par f.
5. On définit une fonction z sur R par : Vi € R, z(t) = f (¢).
a. Justifier que z est deux fois dérivable, et exprimer f, f/, f” 4 I'aide de z, 2/, 2".
b. Déterminer une équation différentielle linéaire d’ordre 2, 4 coefficients constants dont z est solution.
c. En utilisant la partie I, montrer qu’il existe deux réels A, j tels que
Vx € R%, f(x) = AxIn(x) + px — 4% + x;

III. Syntheése
6. Déterminer toutes les fonctions f : R* — R dérivables et vérifiant (*).
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» Exercice 2 : irrationalité de tanr et Arctanr, r € Q*.

Dans toute la suite, r est un nombre rationnel tel que r # 0 [x].
On fixe deux entiers a € Z et b € N* tels que r = £.
: r : : T r T r 7
On souhaite prouver que tan 5 (qui est bien défini car 5 £ 0 [%] etdonc § # %
: P r : * r_P
On raisonne par I'absurde en supposant tan 5 € Q, et on fixe deux entiers p € Z et g € N* tels que tan § = <

[O,F] — R r
Pour tout entier n € N, on note f;, : (x(r —x))" ,etonnote I, = / fn(x) sin(x) dx.
X — — 0

n!

[7]) est irrationnel.

\S)

,
1. a. Prouver que pour tout x € [0,7r], 0 < x(r —x) < T
r2n+1

nl4n’
2. Un résultat de croissance comparée. Soit x € R}.

b. Montrer alors que pour tout n € N, |I,,| <

n
x" X .
a. En notant que — = l_[ %» prouver que pour tout entier 1 > [x],ona
O
n

b. En déduire que lim X _o.

n—o+oo pn!

n X.XLxJ

M R
nl  onx]!

c. Montrer alors que lim b"I, = 0.

n—-+o0o

3. Calculer I et justifier que I} = 2(1 — cosr) — rsinr.

4. Soitn > 2.
.
a. Prouver que I, = —/ £ (x) sin(x) dx.
0
b. En déduire que I, = (4n — 2)I,,1 — r’I,_o.

5. Montrer soigneusement que pour tout n € N, il existe an0, ..., ann bnos-- ., bnn € Z tels que

n n
I, =(1—cosr) Z an’krk +sinr Z bn’krk.
k=0 k=0

n n
Dans la suite, pour n € N, on notera a,, = Z an,krk et B, = Z bn,krk de sorte que I, = ap(1 — cosr) + B, sinr.
k=0 k=0
6. Prouver que pour tout n € N,
I, r
—— =aptan = + S,
sinr "2 P
n

b
7. En déduire que pour tout n € N, —qIn eZ.

sinr
8. Le cas r €]0, [. Dans cette question on suppose que r €]0, x[.

a. Montrer que pour toutn € N, I,, > 0.
b"q

sinr

> 1.

b. En déduire que pour tout n € N, I,

c. Aboutir alors 4 une contradiction et en déduire que tan § ¢ Q.
9. A l'aide de la question précédente, prouver que 7 est irrationnel.
10. Le cas général : dans la suite, r est de nouveau un rationnel non congru 3 0 modulo 7.

a. A laide de la question 4.b, prouver que pour tout n € N, 'un au moins des deux nombres I, et I+

est non nul.
n+1

q

sinr

b"q

sinr

b. En déduire que pour tout n € N, Ll + Il = 1.

c. Prouver alors que tan % est irrationnel.

11. Montrer finalement que pour tout ¢ € Q \ {0}, tangq est bien défini, et que tangq et Arctanq sont
irrationnels.
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» Exercice 3 : autour des solutions d’une équation de degré 2.

Dans cet exercice, a et b désignent deux nombres complexes non nuls, et on note (E) ’équation z* — 2az+b = 0,
d’inconnue z € C.

Soient z1, z> deux complexes tels que 'ensemble des solutions de (E) soit {z1, z2}.

En d’autres termes, z; et z, sont les deux solutions, éventuellement confondues, de (E).

1. Question préliminaire : exprimer z; + 25 et z1z en fonction de a et b. Justifier alors que z; et z; sont
non nuls.

Partie I. Etude d’un cas particulier
Dans toute cette partie, et seulement dans cette partie, on suppose que b = —6 + 8i.
On note M; le point du plan d’afhixe z1, M> le point d’afhixe z,.

2. Résoudre I'équation (E) dans le cas ot a = 3 — 2i. Indication : 41> = 1681.

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que le milieu du segment [M;M,] soit situé
sur I’axe des ordonnées.

4. Existe-t-il des valeurs de a pour lesquelles M; et M sont symétriques par rapport a I'axe des abscisses ?
5. Soit A le point d’affixe 2a.
a. Montrer que le triangle AM; M, est isocéle et rectangle en A si et seulement si z; € {a(1+1i),a(1-i)}.
b. En déduire que AM; M, est isocele et rectangle en A si et seulement si b = 2a.

c. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles AM; M, est isocéle et rectangle en A.

Partie II. Etude des solutions d’une équation de degré 2.
On revient au cas général (avec ab e C*), et on note zy = rief! et z, = rpe
22, avec (r1,12,01,6>) € (Ri)zx] -, 1]

192 Jes formes exponentielles de z; et

6. Une condition nécessaire et suffisante pour que z; = 2.
Montrer que z; et z sont conjugués si et seulement si a et b sont tous les deux réels et que a®-b<0.

7. Une condition nécessaire et suffisant pour que |z;| = |z

, . ) L. 2
a. On suppose que rq = rp. Déterminer alors les formes exponentielles de a et b, et en déduire que %
est un nombre réel, appartenant a I'intervalle ]0, 1].
2
a
b. Inversement, on suppose que €]0,1].
Montrer que le discriminant de (E) est égal a (2a)? (1 - %), et en déduire que |z1| = |z2|.
8. Une condition nécessaire et suffisante pour que arg(z;) = arg(z>).

2 2
a. On suppose que 0; = 6. A I'aide de la forme exponentielle de %, montrer que % est un réel

appartenant a [1,+oo[.
2
b. A l'inverse, on suppose que % € [1,+oo[. Prouver que arg(z;) = arg(zz).

MP21 Lycie CHAMPOLLION 2025-2026



5.b.

CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 3

» Exercice 1 : une équation fonctionnelle

I. Résolution d’équations différentielles.
L’équation est homogene, de polyndme caractéristique égal 3 X2 = 2X + 1 = (X — 1),

Donc I'ensemble des solutions de (Eo) est| {t — (At + p)e’, (A, p) € R?}.

Puisque 1 est la seule racine du polyndme caractéristique, et que a # 1, nous savons qu'’il
existe une solution de (E,) sous la forme t > Ae%.
Soitalors A € Rety: t — Ae?. Alors y est solution de (E,) si et seulement si

Vi € R, a?1e® — 2a1e® + e = e,

1
(a-1)%

e est une solution particuliére de (E,), si bien que I'ensemble des

Soit si et seulement si A(a> —2a + 1) = 1, donc si et seulement si A =

Ainsi, t —

1
(a—1)2
solutions de (E,) est

at

(a—-1)%

{tv—> (At + p)e' + (A, p) eRQ}.

II. Analyse
Par hypothése f est dérivable sur R;. Mais alors par composition x > f (%) est encore

dérivable, et donc par somme et produit, f’ : x — xf (%) + x? est dérivable sur R.

Donc | f est deux fois dérivable. ‘

En dérivant la relation (), on a donc, pour tout x € R},

[ (x) =f(1) —x%f’ (%) +2x=f(1) 1f’ (}C) +2x.

X X X

Orf(%) = % (f'(x)—x%) = %f’(x) — x. Et par ailleurs, f’ (%) = %f(x) + é

On en déduit que pour tout x € R,
1’ 1 4 1 1
f(x) = ;f (x) —x - ;f(x) - ;"'Zx-

Soit encore . . .
F6) = o f )+ () = x = .

1 1 1
Donc | f est solution de ’équation différentielle y’ (x) — —y/(x) + y(x) = x - .
x x x

Puisque f est dérivable, z 'est avec 2’ : ¢ > e’ f7 (e*).
Et donc par produit et composition, z’ est encore dérivable.

Par ailleurs, pour tout x € R}, on a f(x) = f (elnx) = z(Inx).

Et donc en dérivant, il vient, pour tout x € R,

f(x) = 1:/:’(ln x) |puis | f”(x) = %z” Inx) - izz’(ln x).
x x x

Utilisons 'équation différentielle vérifiée par f établie 2 la question 4 :
1
Vx € R, X2 f"(x) = xf'(x) + f(x) = x> — —.
x
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Détails

L’équation homogéne asso-
ciée a déja été résolue a la
question précédente.

1
en ..

Détails ——————
%’est la relation (%) évaluée
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2

DEVOIR SURVEILLE 3

Et donc en remplagant,

Vx € R%, 2’ (In(x)) — 2’ (Inx) — 2’ (Inx) + z(Inx) = x° - %

Et donc pour tout t € R, en prenant x = el,
27 (t) = 22/ (1) + z(t) = e — 7.

Notons (E’) Péquation différentielle vérifiée par z. L’équation homogene associée est celle
qui a été résolue 2 la question 1, donc il s’agit de trouver une solution particuliére.

Pour cela, utilisons le principe de superposition, en cherchant des solutions particulieres
aux deux équations

(E}) :27(t) =22/ (1) +2(1) = e et (Ey) :2"(t) =22/ (1) + z(t) = e ".

Ces deux équations sont de la forme étudiée 2 la question 2, et donc une solution par-

1 s _ 1,

26 = —e
B-1 4

t

ticuliere de (E7) est t
1 -t _ 1 —t

T Co2t TR

1 1
Et donc! une solution particuliére de (E’) est t — +Ze3f - ¢

et une solution particuliére de (E}) est

t
_t.
On en déduit que I'ensemble des solutions de (E’) est

e3t e—t
{t - (At+y)ef+T - (A ) eRZ}.

. . . . , 3t -t
Eten particulier, il existe deux réels A et  tels que pour tout ¢ € R, z(t) = (At+p)e’ +- -5~

Et alors pour tout x € R,

5
f(x) =z(In(x)) = AxInx + px + *
4 4x
III. Synthese
3 1
Inversement, soient A, i € R, et soit f : x — Ax + pxInx + XZ e
3 2
Alors f est dérivable, et pour tout x € R}, f(x) = A+ pln(x) + p + % et
X
1 1 1 1 1 3x2 1
Par ailleurs, xf (;) +x>=2 *px— In (;) mxgXAx +x2 =) - pln(x) + % t e

Donc f vérifie (%) si et seulement si pour tout x € Ry, p(Inx + 1) = —pIn(x).

En particulier, si f vérifie (%), alors pour x = 1, y = 0.

Et inversement, si p = 0, alors pour tout x € R}, p(Inx + 1) = 0 = —pIn(x), si bien que f
vérifie ().

Puisqu’on a déja dit que toutes les fonctions vérifiant (%) sont de la forme ci-dessus,
I’ensemble des fonctions f : R* — R dérivables et vérifiant (x) est

1 x>
Ax——+—,1eR;}.
{x+—>x 4x+4’ € }

» Exercice 2 :irrationalité de tanr, r € Q.

La positivité est évidente. La fonction f : x + x(r — x) est dérivable sur [0,r], avec
Vx € [0,r], f/(x) =r—2x.
Et donc f est croissante sur [O, %] et décroissante sur [% r]. Elle admet donc un maximum

entégalaf(5)=5(r-4) =15

5]

Et donc | pour tout x € [0,7], 0 < x(r —x) < %
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Iparle principe de superposi-
tion.

Alternative
Il est bien connu qu’une
fonction de la forme
x> ax?+bx+caveca <0
posséde un maximum en
—%, qui ici est égal 3 5.
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CORRECTION

1.b. Soit n € N. Par l'inégalité triangulaire pour les intégrales®, on a 2 Qui s'applique puisque

r>0.

] = ’ / " f () sin(x) dx| < / ")l sin(x) | dx

r r2 n r2n+1
_/ |x(r—x)|ndx —/ ( ) dx\—'(?) < W

2. Un résultat de croissance comparée.

2.a. Soitn > |x]. Alors n! = l_[k si bien que

k=1
n
x" Bx oo ﬁx ﬁ X X Lxe x| xxtxl
—=—= - = - X —X= < =X =< =—.
| n |
n! . k=1k k=1k k:LxJ+1k n k=1k n|  nlx]!
—_———
k=1 <1
xlxl 1 x xlxl
2.b. Comme x est une constante et que — — 0, alors lim = =0.
[x]! n n—+oo n—+oo n | x]!
x” x xlx x"
Et puisque 0 < , par le théoreme des gendarmes, | lim — =0.
n|x J' n—+oo p!
r2n+1 br
n n
2.c. Onadonc, pour toutn € N, [b"],| < b T < r( 7 ) 5

n—+oo

br? br2\" 1 i
Par la question 2.b, appliquée avec x = R > 0, on a donc lim | i 0, si bien que
n!

par le théoréme des gendarmes, | lim b"I, = 0.

n—+oo

3. OnaIO:/ sin(x) dx = [—cosx]}, =| 1 — cos(r).
O :

A
Puis I = / (rx — x?) sin(x) dx. Procédons alors a deux intégrations par parties :
0

L = [—(rx -x%) cos(x)](r) + ‘/Or(r —2x) cos(x) dx = /Or(r — 2x) cos(x) dx

=[-(r-2x) sin(x)]6+2/0rsin(x)dx:—rsinr+2/0rsin(x) dx:‘Z(l—cosr)—rsinr.‘

4.a. La encore, procédons 2 des intégrations par parties3 :

3 Légitime puisque toutes les

fonctions en jeu sont bien

= [~ fu(x) cos(x)] O+/ fr(x) cos(x) dx = / S (x) cos(x) dx = [fn (x) s1n(x) / "’ (x) s1n2§c) dx.

Mais pour tout x € [0,7],

1
(n-1)!

On en déduit notamment que f;(r) = 0 et donc, [f](x)sin(x)], =

Ainsi, / " (x) sin(x) dx.

fa(x) = %(r - 2x) (rx —xz)n_1 = (r —2x) (rx _xz)”_l '

4.b. De plus, pour x € [0,r],ona f(x) = (—21)'( rx—x?)n1 ﬁ(r—Zx)2 (rx—xz)"_z.

Notons alors que (r — 2x)? = 4x> — 4rx + r> = —=4(rx — x%) + r?, si bien que

n— _ 2y _
_2/ (rx - le))| 1sm(x) dx + "D 4r(lric])!x) i )(rx—xz)"_zsin(x) dx

sin(x) dx — r? ‘/Or %

Z)n 1
=2I,- 1+4(n—1)/ 1)|
= 2In_1 + 4(n - 1)In_1 -r In—2

2\n—2
(rx ) sin(x) dx

= (4n -2y — Pl |
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4 DEVOIR SURVEILLE 3

Procédons par récurrence double sur n € N.

Pour n = 0, puisque Iy = 1 — cosr, il suffit de prendre ag = 1 et by = 0.

Pour n =1, puisque I} = 2(1 — cosr) — rsinr, on peut prendre a11=0,a10=2,b11 =-1
et b1,0 =0

Soit n > 2. Supposons qu'’il existe des entiers ap—10, .. ., Gn-1,1-1, bp-1,0, - - -, bn—1,n—1 €t des
entiers ap—20, . - -, An-2n-2, bn-20, . .., bn_2,n—2 tels que

n-1 n-1 n-2 n-2
I,_1 = (1-cosr) Z an_1,krk+sin r Z bn_l,krk etl, » = (1-cosr) Z a,,_g,krk+sin r Z bn_g,krk.
k=0 k=0 k=0 k=0

Alors par la formule de la question 4.b,

I, = (4n - 2)In71 - r21n72

n—1 n-1 n-2 n-2
= (4n-2)(1 —cosr) Z a,,_Lkrk + (4n-2)sinr Z bn_lykrk —r?(1 = cosr) Z an_z,krk —r’sinr Z bn_g,krk
k=0 k=0 k=0 k=0

n-1 n-2 n-1
= (1-cosr) (4n - 2)ap_ 1" - Z Ao ™| +sinr Z(4n — 2)by_q i - Z bp_pjr**?
k=0 k=0 k=0 =
n-1 n n—1 n
= (1--cosr) (4n-2)a, 4 krk Z an,g,k,grk +sinr (4n - 2)bn,1,krk - Z bn,g,k,grk
k=0 k=2 k=0
Pour k € [0, n]], posons alors
(4n—2)an_14 S0<k<1 (4n = 2)bp_14 S0<k<1
anie =1(4n—2)an_1x —an-2k-2 si2<k<n-1 et bur=14n- 2bp_1k —bpok-2 si2<k<n-1
—Ap-2n-2 sik=n —bn_g’n_z sik=n
Il est aisé de vérifier que les a,x et les b, x sont entiers*, et alors # Car somme et produit
d’entiers.
n n
w=1(1-cosr) Z an,krk +sinr Z bn!krk.
k=0 k=0
Ainsi, la propriété est vérifiée au rang n.
Par le principe de récurrence double, pour toutn € N, il existe des entiers an, . - ., @nns bn0s - - - bun
squeI (l—cosr)Zankr +serbnkr
On notera que puisque bn,n = —bn_g,n_g et qu'on connait bog = 0 et by = -1, alors on
. 1 s . 0 si n est pair
pourrait en déduire facilement que b, , = L p ) .
(=1)? sin=2p+1 estimpair
On pourrait de méme obtenir une expression de ay, ,, ainsi que de ap et by .
Soit n € N. On a donc )
I, 1—-cosr sinr
. =Qap . + ﬁn . .
sinr sinr sinr
r
. 1—-cosr 1 = cos (25) 2sin’ 5 sin 5 r Rappel
Mais " = r = 29 = 7 = tan E £05(2x) =1- 2sin2(x)
sinr sin (2_) sin5cos5  COS 5 .
I
Etdonc| —— = a, tanr + B,.
sinr
Soit n € N. Avec les notations précédentes®, on a 3 Et en se rappelant que

n n k n
a
b"a, =b" E anir® =" E Anj = E anrab"* e Z.
k=0 k=0 k=0

n
De méme, b, = > bppdb"* € Z
k=0
Enfin, gtan § qq—peZ
bl‘l
Et donc par somme d’entiers, qun = b"apqtan 5 +qb" B, € Z.
sinr
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8.b.

10.
10.a.

10.b.

10.c.

11.

CORRECTION

Le casr €]0, x|.

Puisque [0,r] c [0, x], pour tout x € [0,r], sin(x) > 0 et donc f,(x) sin(x) > 0.

Par positivité de I'intégrale, on a donc I, > 0.

Mais puisque la fonction x — f,(x) sin(x) est continue et positive sur [0, r], et que ce n’est
pas la fonction nulle (par exemple car elle ne s’annule pas en g), alors I,, # 0, si bien que
I, > 0.

n

b
q;
;

bn
"9l
sinr

Ainsi, pour tout n € N, est un entier non nul’, si bien que

Puisque b"I, — 0, par passage a la limite dans I'inégalité de la question précédente, il
n—+oo
vient 0 > 1, ce qui est absurde.

C’est donc que notre hypothése de départ est fausse, et donc|tan § ¢ Q.

Supposons par I'absurde que 7 soit rationnel. Alors Z est un rationnel dans ]0, z[, et donc
par la question précédente, tan § ¢ Q.

Ortan § =1 € Q, d’oti une contradiction. Ainsi, ‘ 7 est irrationnel. ‘

Le cas général.

Procédons par récurrence simple surn € N.Onadéjaly=1-cosr #0carr 0 [x].
Soit n € N tel que 'un au moins des deux nombres I, et I, soit non nul.

Si Iy1 # 0, alors 'un au moins des deux nombres I,,.1 et I,,42 est non nul.

Et si Iy1 = 0, alors c’est que I, # 0. Mais alors par la question 4.b,

Liwo = (40 + 6) Ly — 1L, = =11, # 0.

Et donc dans tous les cas, 'un au moins des deux nombres I,41 et I,,.4» est non nul, si bien
que notre propriété est vérifiée au rang n+ 1.

Par le principe de récurrence simple, pour tout n € N, 'un au moins des deux nombres I,
et I,+1 est non nul.

bnq n+1

Soit n € N. Comme a la question 9.b, —1I, et I,+1 sont deux entiers, dont I’au au
sinr sinr

moins est non nul.

pn bn+1
Et donc ,—qIn + |— qIn+1 > 1.
sinr sinr
bnq n+l
Comme en 9.c, puisque b"[, — 0, —1I, — Oet ——1I;;; — 0.
n—+oo sihr n—+oco sinr n—+oo

Et donc par passage a la limite dans I'inégalité de la question précédente, 0 > 1, ce qui est
absurde.

Et donc

Soit g € Q\ {0}. Alors 2q € Q, et 2qg £ 0 [r].

En effet, dans le cas contraire, il existerait k € Z \ {0} tel que 2¢q = kr, et donc 7 = Zk—q e Q.
Or nous avons déja prouvé que 7 est irrationnel. On en déduit donc que 2q # 0 [x].

Et donc d’aprés la question 10.c, tan g = tan 27‘] ¢z Q.

Enfin, si on avait Arctan(q) € Q, puisque g # 0, Arctan g # 0 et donc Arctan(q) € Q\{0}.
Mais alors comme prouvé précédemment, g = tan(Arctanq) ¢ Q, ce qui est absurde.

Et donc pour tout g € Q \ {0}, Arctang ¢ Q.

» Exercice 3 : autour des solutions d’une équation de degré 2.

Il s’agit des relations racines-coefhicients données en cours : on a‘ zZi+2zy=2a ‘et‘ 2122 = b. ‘

Puisque b # 0, on a donc z; et z» non nuls.

Partie I. Etude d’un cas particulier
I s’agit donc de résoudre I'équation du second degré z2 — (1 — 4i)z — 6 + 8i = 0.
Son discriminant est A = (1 — 4i)?> = 4(=6+8i) =1 — 8i — 16 + 24 — 32i = 9 — 40i.
Cherchons donc une racine carrée de A sous forme algébrique § = ¢ + id.
c-d*=9
On aalors 6> = 9 — 40i & 2 2cd = —40
+d%>=|A| = V1681 = 41
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Rappel

Une fonctions continue et
positive sur [a, b], avec a < b,
est d’intégrale nulle si et
seulement si c’est la fonction
nulle.

6 Car aucun des facteurs du
produit n’est nul.
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5.a.

5.b.

7.a.

6 DEVOIR SURVEILLE 3

Alors en sommant la premiére et la derniére équation, il vient 2¢%2 =50 et donc ¢ = +5.
Puisque cd = =20, si ¢ = 5, alors d = —4 et si ¢ = =5, alors d = 4.
Donc § = 5 — 4i est une racine carrée de 9 — 40i.
Et donc les solutions de 'équation (E) sont

1 —4i+5—4i 1—4i—5+4i

ST T 3 g — 2

2 2

Le milieu de [M;M,] est sur I'axe des ordonnées si et seulement si 252 € iR.
Mais z1 + z» = 2a, donc le milieu de [M;M>] est sur I’axe des ordonnées si et seulement si a
est imaginaire pur.
Les points M; et M, sont symétriques par rapport a 'axe des abscisses si et seulement si
zZ1 = z
Mais si c’est le cas, alors b = z122 = 21771 = |z1/%

Puisque b n’est pas réel, ceci n’est pas possible :|il n’existe pas de tel a.

Le triangle AM; M, est isocele et rectangle en A si et seulement si M; est I'image de M, par
la rotation de centre A et d’angle Z ou par la rotation de centre A et d’angle —3.
Autrement dit si et seulement si
z1= €2 (zp-2a)+2a0uz = e '2 (2, —2a) +2a.
S~ S~

=i =—i
Mais puisque z; + z2 = 2a, alors z, — 2a = z1, et donc

2a  2a(1+1)

21=i(zz—2a)+2a<:>zl=izl+2a(:>z1(l—i):2a<:>z1=1 T
—i —i

=a(l+i).

Et de méme, z; = —i(z2 — 2a) +2a © z1 = a(1 —i).

Et donc AM; M, est isocéle rectangle en A si et seulement si z; = a(1 +1) ou z; = a(1 - i).
Sizi = a(1 +1i), alors zp = 2a — z; = a(1 —i).

Etalors b = z120 = a®(1 +i)(1 — i) = 24>,

De méme, si z; = a(1 — i), alors z> = 2a — z; = a(1 + i), et donc b = 242

Inversement, si b = 2a2, alors 'équation (E) est I'équation 22 —2az+2a® = 0, de discriminant
A = 44> - 84> = —44® = (2i)%a® = (2ia).

2a+ 2i 2a—2i
Donc les solutions de (E) sont % =a(l+i)et % =a(l-1).
Et par conséquent, z; = a(1 +1i) ou z; = a(1 — i), de sorte que par la question précédente,
AM; M, est isocele rectangle en A.
Par double implication, AM; M, est isocéle rectangle en A si et seulement si b = 2a°.

Il s’agit donc de trouver les racines carrées de % = -3 +4i.
Ce sont 1 +2i et —1 — 2i, de sorte que AM; M, est isocéle rectangle en A si et seulement si
a==+(1+2i). A=0

Le cas oti le discriminant est

Partie II. Etude des solutions d’une équation de degré 2. nul est un peu particulier :
onaalors z; =z, € R.

Il est classique que si a et b sont réels, avec A = 4(a® — b) < 0, alors les deux solutions de Donc on peut bien affirmer
l’équation sont conjuguées. que z1 et zp sont conjuguées.

Inversement, supposons que zj = 2.

Alors 2a = z1 + 20 = z1 +z1 = 2Re(z1). Donc a est un réel.
Etb=2z120 =z1z1 = |Zl|2 € R.

Enfin, a®> — b = Re(z1)? - |z1|*> < 0.

Rappel

Pour tout z € C,

.. . . |Re(2)| < Izl
Une condition nécessaire et suffisante pour que |z;| = |z
_ Zi+zy i, . 0140y [ 01=0, _.0,-0, 01— 02\ .01+9,
S1r1=r2,alorsa=Tza(e'91+e’93)=r1e’ 7 (elm 7 +e 77| =r cos —— etz

Et donc @2 = rl2 cos? (—91592) el(01%02) Bep =7z, = rlze"('?”@”‘
a’ 01-0
On en déduit donc que 7= cos? (%), qui est donc bien un réel de [0, 1], nécessaire-

ment non nul car on a supposé a#+0.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2025-2026 M. VIENNEY



CORRECTION 7

2 b
Inversement, supposons % €]0, 1], si bien que — € [1,+oo[. Alors le discriminant de (E)
est a4
A=4a> - 4b = (2a)* |1 - b avec 1 — L un réel négatif.

a2’ a? 2 Danger !
. , b N’oubli
Donc une racine carrée de A est § = 2ai ol 1. unociniglr;iz?;?;f pe:;
20+ 8 b b b question d’écrire Va2.
Etdonconaz = =a+iay 5 —1=all+iy/5 —1|etzm=all-iy/5 - 1]
2 a? a? a?

Et donc on en déduit que Conjugués

b
Les deux réels 1 + i,[—z -1
a

sont conjugués. En revanche,
z1 et zp ne sont pas forcé-
ment conjuguées.

1+ 1-1i

z1| =|a = -1=|a — = 1| = |z
1211 = lal > a = 22|

Donc ‘ z1 et z ont bien le méme module. ‘

Une condition nécessaire et suffisante pour que arg(z;) = arg(z2)

. zZ1+ 22 .+ .
Cette fois, onaa= == = ¢l == et b = 2125 = rirpe?if.

2
2
_+_
Et donc ‘; % Donc déja % est un réel positif.
De plus, (r + )2 —4rir = r12 +2riry + r% —4riry=(r1 = 1)?> >0

2

l
b

2

On en déduit que (rq +r2)? > 4rr2 et donc que > 1.

Le discriminant de (E) est toujours A = 4 (a® — b) = (2a)* (1 - %)
a

b b
Cette fois, — <let donc 1 - — 2 0.
a a

Donc les racines carrées de A sont +2a./1 — %.

b b
On en déduit que les solutions de (E) sont z; = a + a4[1 - — =a (1 +4/1- —2) et
a

b
—alt-4/1-2].
4} a ( az)
Puisque /1 - = 5 estun réel dans [0,1], 1+4/1 - = s etl— [1-= 5 sont des réels positifs, Argument —

ils sont tous deux d’argument nul. Rappelons que la multipli-
cation par un réel positif ne

change pas Pargument (alors
que la multiplication par un
réel négatif lui ajoute 7).

Et donc ’ arg(z1) = arg(z») = arg(a). ‘
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