MP2I 10.10.25

DEVOIR SURVEILLE 2

» Exercice 1 : un systéme a parametre @ 20 minutes

B-Mx+y+2z=0
Soit A € R. Déterminer suivant la valeur de A le nombre de solutions du systéme {x + (1 - )y =0

—x+y+(2-1)z=0
» Exercice 2 : ensembles @ 50 minutes

Si A et B sont deux parties de N, on note A < Bsi et seulementsi (A C BetVx € A, Vy € B\ A, x <y).
1. Soit I = {2n+ 1,n € N} 'ensemble des entiers impairs. A-t-on I <N ? A-t-on N <] ?
2. Déterminer toutes les parties M € 2 (N) telles que VA € 2 (N), M < A.
3. Montrer que :VA,B,Ce€ % (N), (A<BetB<dC) = ALC.
4. Soit A € 2 (N). Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i) VBe ?(N),ASB= A=B
ii) Vme N, Ja€ Aa > m.
5. Soient A,B,C € 2(N) tels que A< Cet B<C.
a. Montrer que si A ¢ B, alors B C A.
b. En déduire que A< BouB<A.

» Exercice 3 : nombres de Bernoulli et formule de Faulhaber @ 1h

n—1
Pour p € N* et n € N*, on note S,(n) = Z kP.
k=0

1 v (n+2
On définit une suite (b,)nen en posant by = 1 et Vn € N, byyq = — ") (n v )bk.
n

Les by, sont appelés les nombres de BERNOULLL.

1. Donner sans justification les valeurs de S;(n) et S»(n) pour n € N*.

Partie I. Nombres de Bernoulli
2. Calculer by, b, et bs.

3. Prouver que pour tout n € N, b, € Q.

. 1
4. Justifier que pour tout n € N*, Z (n-]: )bk =0.
k=0

Partie I1. Formule de Faulhaber

P
1
Soit p € N* fixé. Pour n € N, on note T, (n) = Z (p-]: )bknp+1_k.
k=0

p p-k
1 1-k .
5. Démontrer que pour toutn € N, T,(n+1) — T,(n) = Z Z (p * )(p " . )bknf.
- k Jj
k=0 j=0
6. Soient k, j deux entiers naturels vérifiant k < pet j < p — k.
p+1

E .
Xprimer ( k

1-k
)(p * , ) comme produit de deux coefficients binomiaux dont un seul dépend de k.
J
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7. En utilisant le changement de variable i = p— j, prouver que pour tout n € N*, T,(n+1) - T, (n) = (p+1)n?.

1
8. En déduire que pour tout n € N*, S, (n) = mTp(n).

n
9. On admet que b3 =0 et by = —3—10. Pour n € N*, donner la valeur de Z k*.
k=0

» Probléme : autour du sinus hyperbolique @ 2h

Dans tout le probléme, on note ¢ la fonction définie sur R par Vx € R, p(x) = e —e™™.
1. Etudier la parité de ¢, et prouver qu’elle est strictement croissante.

2. Justifier que ¢ est dérivable et pour tout x € R, simplifier ¢’ (x)? — ¢(x)>.
En déduire que pour tout x € R, ¢’(x) = v4 + ¢(x)2.
Les deux parties I et II sont indépendantes.

Partie I. Etude d’une somme

np
1
Soit N* fixé. P N* te S, = — .
oit p € xé. Pour n € N*, on note S, ;(p(ﬂc)
On note g la fonction définie sur R par : Vx € R, g(x) = e?™®) — 1 - 2x.
3. Justifier qu’il existe un unique a € R tel que 2¢(a) + 1 = 0, et prouver que cet unique a est négatif.

4. En déduire que pour tout x € R, ¢(x) + ¢’ (x)? > 0.

5. Prouver que pour tout x € R, g(x) > 0. On pourra notamment dériver deux fois g pour dresser son tableau de

variations.
1

6. En déduire que pour tout x € ]O,%[, 142x <e?™) < T
—2x

+1 -1
7. Montrer que pour tout entier n > 2, In (np ) <S,<-In (n 5 )
n

8. En déduire que la suite (S,),>1 converge et déterminer sa limite.

Partie II. Etude d’une fonction

(O . 1
On définit une fonction f sur R} en posant pour tout x € R, f(x) = —

o
o(3)
9. Justifier que f est dérivable sur R} et que Vx € R, f/(x) = %(p’ (%) f(x)2.

10. Justifier que f réalise une bijection de R} sur Rj.

Dans la suite, on note f=1 la bijection réciproque de f.

1 1
11. Prouver que pour tout x € R}, ¢ (—) = —

i) x
')’

12. En déduire que f~! est dérivable et que pour tout x € R%, (f71)’(x) = ———=

xV1+4x2

13. Soit y € R}. Montrer que ’équation ¢(x) = y, d’inconnue x € R} posséde une unique solution que I'on
déterminera.

14. En déduire une expression de f~!. Retrouver alors le résultat de la question 12.

15. Asymptote 2 6 au voisinage de +o0
flx) 1

, . . X L1 . .
a. Déterminer la valeur de lim () et en déduire que lim —— = —.
x—0 X X—>+00 X 2

b. On admet que 2 < e < 3. Prouver que pour tout x € [0,1], 0 < ¢(x) — 2x < 2x2.

c. En déduire que 65 possede une asymptote au voisinage de +co.
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CORRECTION 1

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 2

» Exercice 1 : un systéme a parametre

Commengons par observer que le systéme aura toujours au moins une solution, A savoir

0,0,0). Ce qui nous assure déja qu’il n’y aura jamais aucune solution. L
( ) 9 Jaq Y J Un systeme linéaire dont

Résolvons le systéme avec la méthode habituelle : pour (x,y,z) € R*, on a le second membre est nul a
toujours (0, ..., 0) comme
B-MDx+y+2z=0 —x+y+(2-1)z=0 —x+y+ (2= A)z =0 | solution.
x+(1-)y=0 = {x+(1-Dy=0 = 12-Dy+2-Dz=0
o 2 Lo+l
-x+y+(2-1)z=0 . B=-Dx+y+2z=0 LlC-au | (4=Dy+ (1> -51+8)z=0
. . —x+y=0 NN e . ,
» Si A =2, alors il reste qui posséde une infinité de solutions (que I'on peut
2y+2z=0

aisément déterminer, ce sont les (y,y, —y), y € R).

» Si A # 2, alors en divisant la seconde équation par 2 — A # 0, le systéme est équivalent a

—x+y+(2-2)z=0 -x+y+(2-1)z=0
y+z=0 — y+z=0
Ly—Ly—(4-A)Ls
A-Dy+(A>-51+8)z=0 AN —41+4)z=0
Or A2 =41 +4 = (1-2)% # 0 puisque 1 # 2.
Et donc le systéme est triangulaire 4 coefhicients diagonaux non nuls, donc il possede

une unique solution (et bien que ce ne soit pas demandé, cette solution a été trouvée
précédemment : c’est (0,0,0)).

Donc le systéme de I’énoncé posséde toujours une unique solution, sauf lorsque A = 2, ou
il posséde une infinité de solutions.

» Exercice 2 : ensembles

On a bien I ¢ N, mais il n’est pas vrai que Vx € LYy e N\ Lx < y.
Eneffet,1 €1,0 € N\ I, mais 0 < l.Donc’onn’apaslslN.

Et puisque N ¢ I, ‘ onn’apas N < I.‘

Si un tel ensemble M existe, il doit notamment vérifier VA € 9 (N), M C A.
Or le seul ensemble possédant cette propriété est M = 0.
Donc si un tel ensemble M existe, c’est 'ensemble vide.

De plus, pour tout A € P (N), ¥x € 0,Vy € A\ 0, x < y. Toute assertion commengant
Et donc M = 0 a bien la propriété souhaitée. par Vx € 0 est vraie.

Ainsi, | I'ensemble vide est I'unique partie M € 2 (N) telle que VA € 2 (N), M < A.

Soient A, B, C trois parties de Navec A< BetB<C.

Alors A c Bet B C C, si bien que A c C.

Soitalorsx € Aety € C\ A.

»Siy e B,alorsy € B\ A, et puisque A < B, alors x < y.

» Sinon, y € C\ B, et puisque x € A, alors x € B. Mais B < C, et donc x < y.

La négation de

Ainsi, nous avons bien prouvé que Vx € A, ¥y € C\ A, x < y, si bien que
VmeN,JacAa>m

Supposons que VB € ?(N), A<B = A=B. .
es

Supposons par 'absurde que ii) est fausse, c’est-a-dire qu’il existe m € N tel que Va € A,
a < m, et soit alors un tel m.

Posons B = AU {m}. Alors A C B, et puisque m est strictement plus grand que tous les
éléments de A, m ¢ A. ! Car par définition de m,
Ainsi, B\ A = {m}, et donc' Ya € A,Vx € B\ A, a < x.

dm € N,Va € A,a < m.

Yae A m>a.
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5.b.

2

DEVOIR SURVEILLE 2

Et donc A < B.
Mais par hypothése, ceci implique A = B, ce qui est faux puisque m € Bet m ¢ A.
On en déduit donc que 2) est vraie.

Supposons que 2) est vraie, et soit B € 2 (N) telle que A < B.

Alors par définition, A C B. Supposons par 'absurde que B # A, et soit donc m € B tel que
méA.

Puisque ii) est vraie, il existe a € A tel que a > m. Soit un tel a.

Alorsa € Aetm € B\ A, si bien que a < m, ce qui contredit a > m.

C’est donc que B C A, et par double inclusion A = B.

Nous venons de prouver que AIB= A=B, et donc i) est vraie.

Supposons A ¢ B. Considérons alors un élément a € A tel que a ¢ B.

Soit alors b € B. Puisque B C C, alors b € C.

Supposons par 'absurde que b ¢ A, si bien que b € C \ A.

Puisque A < C, alors a < b.

Mais par ailleurs, puisque A € C,a € C\ B, et b € B, si bien que b < a, ce qui est absurde.

Ainsi, b € A, et ceci étant vrai pour tout b € B, on a prouvé que

La question précédente prouve que A C Bou B C A.

Supposons par exemple que A C B, et prouvons qu’alors A < B.
Soita € Aetsoithb € B\ A. Alors b € C (car B c C) et donc b € C \ A.
Puisque a € Aet que A< C, alors a < b.

Nous venons donc de prouver que Ya € A, Vb € B\ A, a < b, et donc A < B.
On prouve de méme que si B C A, alors B < A.

Etdonc’AﬂBouBﬂA.‘

» Exercice 3 : nombres de Bernoulli et formule de Faulhaber

Il s’agit juste d’appliquer les formules du cours® : pour tout n € N*,

—_

n—

(n—Dn| S, = "Z‘i 2 (= D=1 +1) _|(n=Dnn-1)

Si(n)=) k= >
1 k=1

6 6

~
Il

Partie I. Nombres de Bernoulli

0
1 2 1(2 1
On adonc by = bpyy = ) ,;,0 (k)bk = —E(O)bo =|-3

. 1((3 3 1 1 1
puis = =3 o o) =5 (133 =
L[4, (4, (4 1, 11
Enfin b = by = ~7 ((O)bo + (1)171 + (Z)bz) =-1 (1 43 +6g) =[o.]

Prouvons par récurrence forte sur n € N que b, € Q. On a déja by € Q.
Soit n € N tel que Yk € [0,n], b € Q.

1 G (n+2
AlOI'Sbn_H——me:;)( k ) bk EQ.

—— €Q
€ZcQ

Par le principe de récurrence forte, ‘ pour toutn € N, b, € Q. ‘

Soit n € N*. Alors

k=0 k=0 k=0

Partie II. Formule de Faulhaber
Soit n € N. Alors

p

P
T,(n+1) = T,(n) = Z (P Z 1)bk(n + )Pk Z (p;; 1)bknp+1‘k
k=0

k=0
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= (n+1 il n+1 i+l Y n+l
Z( . )bk:Z( § )bk+( ) )bn: ( L )bk+(n+1)bn_1+1: ( L )bk—(n+1)

— A\ Attention !
Si A ¢ B, alors la négation de

Yac A,ae B
est fausse. Clest-a-dire que
Jae A,a¢B.

On notera que ce n’est pas la
méme chose que

Yae A,a¢ B

qui signifie que A et B sont
disjoints.

2 En notant que la somme
définissant Sp, (n) s’arréte 4
n — 1 et non 2 n comme on
en a I’habitude.
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CORRECTION

bk (n + 1)p+1—k _ np+1—k)

<
DI S

k=0 j=0
On a donc
(p+1)(p+1—k)_ (p+1)! (p+1="k)!
k j CK(p+t=R)i(p+1—k— )
(p+1)!

Tk p+1-k-j)!
_ (p+1-Pip+1)! _
(p+1-NKlp+1—-j-k)!

)

Soit n € N. Par la question précédente,

P p-k
T,(n+1) - To(n) = ZZ(FH_J)(I)H)bknJ-

k=0 j=0

(p+1-))! (p+ 1!
Kp+1-j-k)!jl(p+1-))!

Comme indiqué, procédons au changement d’indice i = p — j, si bien que j = p —i et donc

»
Ty(n+1) = Ty(n) = Z(p+1_(P_’))(P+1)b p-i

—1
e p

_ (z-;—cl)(p+l)b i
0<k<i<p p-t

1
) ) ) i+1 1 ..
Mais par la question 4, pour tout i € N*, Z ( P )bk = 0, si bien qu’il ne reste dans la
k=0
somme ci-dessus que le terme i = 0. Et donc

ty(ns 1) =Ty = (72 o = (P o =[G e

Soit n € N*. Alors par somme télescopique,

—_

(Tp(k+1) = T,(k)) = Tp(n) — T,(0) = Ty(n).
0 ——
=0

=
Il

Et par ailleurs, d’aprés la question précédente,

n—1
(Ty(k+1) = T,(k))
k=0

n—1 n-1
=D+ DR = (p+1) D K = (p+ 1)Sp(n).
k=0 k=0

1
Et donc| S, (n) = mTp(n).
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Binéme de Newton.

— Méthode

Puisqu’on a du k! au dénomi-
nateur, on aimerait bien que
le coefficient binomial dépen-
dant de k soit de la forme (§).
4 Ce qui ferait apparaitre un

(a — k)!au dénominateur.
Puisqu'on a déjaun (p+1 -
j — k)! au dénominateur,

il est légitime de prendre
a=p+1-j.

Lorsque j = 0,i = pet
lorsque j=p -k, i=k.

M. VIENNEY
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DEVOIR SURVEILLE 2

On a donc, pour n € N*,

n 4
1 5
;} k* = S4(n) +n* = z Z (k)ban_k +n?

U5\, 5 (5Y, 4 (5, 3.(5\, 2, (5 s 1[5 54 1 4
= 5((O)b0n +(1 bin +(2)b2n +(3)b3n + 4 byn|+n" = z n 2n +106n 5%

_6n° —15n* +10n° — n+30n* | 6n° + 150" + 10n° — n
= 30 B 30 )

» Probléme : autour de la fonction sinus hyperbolique

Soit x € R. Alors ¢p(—x) = e ™ —e¥ = —(e¥ —e™™) = —@(x).

Par ailleurs, x +— e* est strictement croissante, donc x — e * est décroissante, et donc
x > —e~* est croissante’.

Par somme de fonctions croissantes, et 'une des deux* étant strictement croissante, ¢ est
strictement croissante.

Par somme de fonctions dérivables, ¢ est dérivable et pour tout x € R,

o' (x) =¢e +e ™.

On a alors pour tout x € R,

¢/(x)2_(p(x)2 = (e* + efx)Z_(ex _ efx)Z — e2X 40 X +e*2x_(62x —De¥e X +e*2x) :
~——
=1

Et donc ¢’(x)? = 4+ (x)>.
Puisque par ailleurs il est clair® que ¢’ (x) > 0, alors| pour tout x € R, ¢’(x) = v/4 + ¢(x)2.

Partie I. Etude d’une somme.
La fonction ¢ est dérivable, donc continue sur R, et nous avons prouvé 2 la question 2
qu’elle est strictement croissante.
Par ailleurs, lim ¢(x) = —coet lim ¢(x) = +oo.
xX——00 x—

+00
Donc par le théoréme de la bijection, ¢ réalise une bijection de R sur R.
Et donc il existe un unique & € R tel que ¢(a) = —3, soit encore 2¢(a) + 1 = 0.

On a alors ¢(a) = —% < 0 =¢(0), et donc par stricte croissance de ¢,

Notons & : x — ¢(x) + ¢’ (x)>.
Alors h est dérivable car somme et produit de fonctions qui le sont, et pour tout x € R,

K (x) = @' (x) +2¢"(x) 9" (x) = ¢’ (x) (1 +20(x)) .
—_——

=¢(x)

Or ¢’ est a valeurs positives, donc pour tout x € R, /'(x) est du signe de 1+ 2¢(x).

Mais x +— 1+ 2¢(x) est croissante, et donc ' est négative sur | — oo, [ et positive sur
Ja, +oo].

On en déduit que h est décroissante sur | — oo, a] et croissante sur [a, +oo[.

Elle admet donc un minimum en a, et h(a) = ¢(a) +¢’(2)? = =3 + 4+ p(2)? > 0.

——
1

2

Et par conséquent, pour tout x € R, h(x) > h(a) > 0.

Nous avons donc prouvé que | pour tout x € R, ¢’ (x) + o(x)> > 0.

La fonction ¢ étant dérivable, g I'est car somme et composée de fonctions dérivables, et
pour tout x € R,

g(x) = ¢/ (x)e?™ ~2.
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—n|+n*

30

3 Et méme strictement crois-
sante.

4 Bt en fait les deux.

2 C’est une somme d’expo-
nentielles.

Pour une fonction stric-
tement croissante, on a
f(a) < f(b) © a<b. Alors
que pour une fonction crois-
sante, l'implication < n’est
pas nécessairement vraie.

M. VIENNEY



CORRECTION

Puisque ¢’ est encore dérivable car somme de fonctions dérivables, g’ est dérivable, et pour
tout x € R,

g (x) = ¢/ (027D 49" (1)’ (x)e" D) = e (7 () + ' (x)?).

Mais ¢ = ¢, et donc pour tout x € R, g”(x) = e?® (p(x) + ¢’ (x)?) > 0.

On en déduit que ¢’ est croissante. Mais ¢’ (0) = ¢ (0)e?(?) —2 = 2¢" —2 = 0.

Par croissance de ¢’, ¢’ est négative sur R_, croissante sur R,.

Et donc g est décroissante sur R_, croissante sur R, et donc admet un minimum en 0.

On a utilisé I'inégalité de la
question précédente.

x —o0 0 +00
9" (x) +
9 (x) 0 —
g9'(x) - 0 +

g(x) \
0

Ce minimum vaut g(0) = e?®) — 1 = 0, si bien que ’ pour tout x € R, g(x) > 0.

On a donc déja, par la question précédente, pour tout x € ]O, %[, 1 +2x < e?™,
Et par ailleurs, pour x € |0, 1[, par imparité de ¢,

1

e?(X) — p=e(=x) _
e‘/’(_x) ’

1 1
< ——.
e?(=x) ~ 1 -2x

Mais par la question 5, ¢(—x) > 1+2(-x) = 1 - 2x > 0, et donc e?*) =

Soit n > 2. Alors pour tout k € [n,np], i € ]O, %[ et donc

Par croissance du In, In (1 + %) <o (%) <-In (1 - %)

Soit encore In (%) <¢ (ﬁ) <-ln (%)

On en déduit, par somme d’inégalités, que

np np
Or Z In (%) = kZ (In(k +1) = In(k)) = In(np + 1) = In(n) = In ("p: 1).

k=n

np k _
Et de méme, la somme — Z In (

! ) est télescopique, égale a —(In(n — 1) ~In(np)) = ~In (nr;;l )
k=n

+1 -1
Et donc nous avons prouvé que |In (np ) <S,<-In (n 5 ) .
n n

C’est la continuité du

. 1 ., np+1 In en p qui garantit que
Puisque =p+ el p, par continuité duln , In ( - ) = In(p). puisque 72" o
n-1 1 np+l
De méme, — In ( ) —s —In (—) = ln(p) In (T) e In(p).

np n—+o0o p

Et donc par le théoréme des gendarmes, | (S,,) converge vers In(p). ‘
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

6 DEVOIR SURVEILLE 2

Partie II. Ecude d’une fonction
. . . o 1 ) 1
Puisque ¢ est dérivable sur R}, de méme que x + <, alors par composée, x - ¢ (;) est

dérivable sur R%.
Et donc par quotient, f est dérivable sur R}. On a alors, pour tout x € R},

pw--2 ) =0 (3)

X

Puisque ¢’ est a valeurs strictement positives, de méme que f, pour tout x € R}, f/(x) > 0.

Donc f est strictement croissante sur R¥, et continue car dérivable.

Puisque par ailleurs lim f(x) =0et lim f(x) = +co, par le théoréme de la bijection,
x—0* X—+00

f réalise une bijection de R} sur R}.

Soit x € Ry, Alors f (f~1(x)) = x.

. 1 1 1
Soit encore ————— = x et donc | ¢ | - =—.
(;) fx) x

P\

Nous avons déja mentionné que f est dérivable, et que sa dérivée ne s'annule pas sur Rj.
Nous savons qu’alors f~! est dérivable sur R}, et que pour tout x € R},

1 )2 _ w2

1\ x) = - = :
) 0= r o (i) L 0P o (He )@

1 1) 1
() Ve i) =V

AN i O B AR €O
(f ) (X)_xz\/4+L2 ClaVaZ a1

Or par la question 2,

Et donc

Lexistence et 'unicité pourraient se prouver en appliquant le théoréme de la bijection 2 ¢,

mais il ne nous donnerait pas la solution cherchée®. 0 Cest-a-dire la bijection

Soit donc y € R% et x € R*. Alors réciproque de ¢.
y=p(x) oy=e"—e oy =()’ -1 () —ye* - 1=0.

Donc y = ¢(x) si et seulement si e* est solution de '’équation X2 — yX — 1 = 0, d’inconnue

X.

Le discriminant de cette équation est A = y*> + 4 > 0, et donc les deux solutions sont
y+y2+4 y—+y2+4

X= I ey = I

Y+ +4

Puisque X; > 0 et X, < 0, on a donc x = ¢(y) si et seulement si e* = 5

y+\/y2+4)

, qui est donc la seule solution de I’équation.

Soit si et seulement si | x = In ( 5

Soient x,y € R%. Alors

y=f(x)@L=y@<P(l)=

(%)

Et donc pour tout y € R, iy =
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15.

15.a.

15.b.

15.c.

CORRECTION 7
Par opération sur les fonctions usuelles, on retrouve alors la dérivabilité de f -1, Pour
L, ) , 14+ V4x2+1
calculer sa dérivée procédons par étape, et notons u : x > —
X
Alors pour tout x € R},
8yx2y _ ( P} )
V() = N 2(1+ V4x2 +1
4x2
_8x? —2V4Ax2 +1-2(4x% +1) 1+ Vax2+1
4x2VAxZ + 1 2x2VAxZ 41
Si on pose v = In(u), alors pour tout x € R},
e
) W(x)  aovics  1+VaZ+l 2« 1
0 (x) = = — = — = — .
u(x) el o 2VAZ + T 1+ VAZ+ T xVax? + 1
Etenfin, f~! = L si bien que pour tout x € R%,
- v'(x) 1,22 ' (x)?
F 1 (x)=- ==0'(X)f (%) =| —V—.
0(x)? xV4x2 +1 .
Rappelons que par défini-
tion,
Asymptote 3 6 au voisinage de +co. #(0) = lim p(x) = 0(0)
. o) _ o) -0(0) Loy = 0 X0
On a, pour x € R_,_, = ~—0 3:) @ (0) =2. Ici on utilise le fait qu’on sait
par ailleurs calculer ¢’ (0) par
Posons alors X = £ — 0, si bien que d’autres moyens.
X x—+oo Attention au fait que ¢’ (0)
n’est pas égal au taux d’ac-
f(x) 1 X 1 croissement, mais 2 sa limite.
= = —_ =,
X xp (1) P(X) x—+e0 2

Prouvons ces inégalités en étudiant des fonctions bien choisies.
Définissons deux fonctions g; et g sur [0, 1] par

g1:x+—><p(x)—2xetgz:xr—>(p(x)—2x—2x2.

Alors gy est dérivable sur [0, 1], et pour tout x € [0,1], g} (x) = ¢’ (x) — 2.
Puisque ¢’ est croissante sur [0, 1], il en est de méme de g/. Mais

g (0)=e"+e"-2=0

si bien que pour tout x € [0, 1], ¢ (x) > 0.

On en déduit que g; est croissante sur [0, 1].

Puisque g1(0) = ¢(0) = 0, gy est positive sur [0, 1] et donc pour tout x € [0,1], 0 <
(x) — 2x.

De méme, g, est deux fois dérivable sur [0, 1], et pour tout x € [0, 1], g5 (x) = ¢’ (x) —2—4x
et g5 (x) = p(x) — 4.

Donc g5 est croissante sur [0,1], et g5 (1) = el—el-4<3-4<0.

Par conséquent, g, est décroissante sur [0, 1], avec g5 (1) =el +e" ! -6 <3+1 -6 <0.
Donc g} est négative sur [0, 1], et donc g> est décroissante sur [0, 1].

Orgx(1) =e' —e7! =2 -4 <0, si bien que pour tout x € [0, 1], g2(x) < 0.

Et donc | pour tout x € [0,1], 0 < ¢(x) — 2x < 2x°.

A ce stade, 'existence d’une asymptote n’est pas acquise, mais s’il en existe une, par la
question 15.a. elle posséde 3 pour coefficient directeur.
Reste a prouver que f(x) — 5 posséde une limite finie.
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el = 1 etpuisque e > 2,

alorse™! < %

M. VIENNEY



DEVOIR SURVEILLE 2

X 1 2—x¢7(
Pourx e R}, f(x) — = = —— —

R

Posons X =1 — 0, si bien que
X x—+00

(X)
Foy - Fox2T X (Ko _2X-e(X) X
2 9(X) P(X) X eX)
Lorsque x > 1, X €]0, 1], et donc par la question précédente, —2X? < 2X — ¢(X) < 0, et
2X — (X
donc —2X < 2= o) <0.
2X — (X
Par le théoréme des gendarmes, on a donc )l(mb % =0.
X 1

Puisque par ailleurs lim —— = —, on a donc

X-0@(X) 2

2X —p(X) X

lim

. x
lim % 000 - 0 et donc xl;rzﬁf(x) -5= 0.

f 1o.e . 5z . X N ..
On en déduit que | la droite d’équation y = 5 estasymptote 3 6 au voisinage de +oo.

— f(x)
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Nous n’allons établir des
inégalités que pour les x > 1,
et pas pour tout x € R}.
Mais la limite en +oco ne «re-
gardant» que les trés grandes
valeurs de x, cela devrait suf-
fire.

Ces points seront clarifiés
dans le chapitre consacré aux
limites.

M. VIENNEY
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