MP2I 26.01.24

DEVOIR SURVEILLE 5

» Exercice 1 : arithmétique de la suite de Fibonacci

Dans tout le probléme, on note (F,)nen la suite définie par Fy = 0, F; = 1 et pour tout n € N, Fup = Fp, + Fyyq.

Partie I. Premiere propriétés de la suite de Fibonacci
1. Montrer que (Fy)n>2 est strictement croissante.

2. En déduire la limite de (F,),.

3. Montrer qu’il existe deux réels a, B, que 'on déterminera, tels que

<] o]

Vn € N, Fnza( > >

Retrouver alors la limite de (F,).

Partie II. Arithmétique de la suite de Fibonacci
4. a. Prouver que pour tout n € N, F3+1 — F,Fpp = (-1)™

b. En déduire que pour tout n € N, F, et F,4; sont premiers entre eux.

5. a. Prouver que pour tout n € N* et tout p € N, Fnyp = Fy1Fp + FpFpy1.
Indication : on pourra procéder par récurrence sur p.

b. En déduire que pour (n,p) € N* XN, Fyyp A Fy = F, A Fp.
c. Montrer alors que pour tout (n, p, k) € N>, Fyp AFp = Fy A Fp.

6. En utilisant I'algorithme d’Euclide, prouver que ¥(n, p) € N2, F, A F, = Fupp.
En déduire que si p divise n, alors F,, divise F,.

7. Montrer que si F, est premier, alors soit n = 4, soit n est un nombre premier impair.

Partie III. Puissances de 2 dans la suite de Fibonacci
Dans cette partie, on cherche pour quelles valeurs de n le n*™ nombre de Fibonacci est une puissance de 2,
cest-a-dire qu’il existe k € N tel que F, = 2k,
8. Déterminer tous les entiers naturels n pour lesquels F, est une puissance de 2 inférieure ou égale 4 8.
9. Soit n € N. On suppose qu’il existe k > 3 tel que F, = 2k,
a. A laide de la question 6, montrer que n est un multiple de 6. On note alors m l'entier tel que n = 6m.

b. Montrer que Fy, est une puissance de 2. En notant que F3 = 2, sur le méme principe qu’a la question
précédente, prouver que 3 divise m.

c. Prouver que F, est divisible par Fy, et aboutir 2 une contradiction.

10. Donner la liste de toutes les valeurs de n pour lesquelles F,, est une puissance de 2.
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» Exercice 2 : théoréme du point fixe de Banach-Picard

Dans tout I'exercice, I désigne un intervalle de R. On ne suppose pas nécessairement I borné, mais on suppose
que si I posséde une borne supérieure (resp. une borne inférieure), alors supI € I (resp. inf I € I).
Soit f : I — I une fonction telle qu’il existe k € [0, 1] tel que

V(x,y) € I, |f(x) - f(y)] < klx —yl.

On dit alors que f est k-contractante. Dans toute la suite, on considére k € [0, 1[ comme ci-dessus.

On souhaite prouver le résultat suivant : f posséde un unique point fixe ¢, et pour tout a € I, la suite définie

Uy =a ..
par est convergente de limite ¢.
Vn € N, ups1 = f(un)

1. Montrer que f est continue sur I.
2. Prouver que f posséde au plus un point fixe.
Dans la suite, on considére a € I, et on note (u,), la suite définie par ug = a et ¥n € N, ups1 = f(uy).

3. Montrer que pour tout n € N, [up41 — un| < k™ug — ug).

4. Prouver alors que pour tout n € N, |u, — up| <

lur — uol.

1-k
5. Montrer qu’il existe £ € I et ¢ : N — N, strictement croissante, telle que 1y, — .

n—+0o
6. En remarquant que pour tout n € N, f(£) =€ = f(£) = f (up(n)) + f (tpn)) — Up(n) + Upn) — €, Vérifier
que ¢ est un point fixe de f.

7. Prouver que pour tout n € N, |u, — £ < k"|ug — £|.
8. Conclure.
9. Application : soit f une fonction de classe 6! sur un intervalle I telle qu’il existe k € [0, 1[ telle que
vxe L |f/ ()] < k.
y
a. En remarquant que Y(x,y) € I%, f(y) — f(x) = / f’(t) dt, montrer que f est k-contractante.
X

R; — R}
b. Soit f: x 1 .Montrer que [1,2] est stable par f et que fj[1 2] est k-contractante pour
X — =+ -

2

g

une valeur de k € [0, 1[ 2 déterminer.

1 . e up =2 , .
c. En déduire que la suite (u,) définie par y est convergente, et déterminer
Vn e N, g = 4 +

Un

sa limite.
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» Exercice 3 : groupes finis 3 un seul automorphisme

Dans tout le probleme, (G, -) est un groupe fini d’élément neutre e.

On rappelle qu’un automorphisme de G est un morphisme bijectif de G dans G et on note Aut(G) I'ensemble
des automorphismes de G.

On note Z(G) ={g € G | Vh € G, gh = hg}.

Partie I. Automorphismes d’un groupe
1. Montrer que Aut(G) est un sous-groupe de (S(G), o), 'ensemble des bijections de G dans G.

2. Prouver que si G est de cardinal inférieur ou égal a 2, alors Aut(G) = {idg}.

. — G
3. Soit g € G. On note ¢, : _q -
X > gxg

a. Montrer que ¢, € Aut(G).
b. Montrer que ¢, = idg si et seulement si g € Z(G).

4. Montrer que g — g~ ! est un automorphisme de G si et seulement si G est abélien.

Partie II. Groupes dont tous les carrés sont triviaux.
Dans cette partie, on suppose que Card(G) > 3 et que pour tout g € G, g°> = e.

5. Montrer que G est abélien, et pour tout g € G, exprimer g~! en fonction de g.

Une partie A de G est dite génératrice de G si le seul sous-groupe de G qui contient A est G lui-méme.
On note Gen(G) I'ensemble des parties de G qui sont génératrices de G.

6. Montrer que Gen(G) est non vide.

7. En déduire qu’il existe Ay € Gen(G) tel que Card(Ap) = min{Card(A), A € Gen(G)}.
Un tel Ay est appelé une partie génératrice minimale de G.

Dans toute la suite de cette partie, Ay désigne une partie génératrice minimale de G, on note n son cardinal, et
on note Ap = {g1,.-.,gn}-

8. Prouver que n > 2 et que si a € Ay, alors Ag \ {a} n’est pas génératrice de G.

9. Prouver que {g{'¢5*---gn", (e1,...,€n) € {0, 1}"} est un sous-groupe de G qui contient Ay.
10. En déduire que pour tout g € G, il existe un unique n-uplet (ey,...,&,) € {0,1}" tel que g = ¢{'g5> - - - g1".
G G
11. Prouver que ¢ : oo 6 e — o 6 6 est un automorphisme de G.

9=919595 90" > 979595 - gn

Partie III. Groupes finis tels que Aut(G) = {idg}.
12. En exploitant les résultats des parties I et II, montrer que la réciproque de la question 2 est vraie, c’est-3-dire
que si Aut(G) = {idg}, alors Card(G) < 2.

» Question subsidiaire : 2 n’aborder que si vous avez trés bien réussi tout le reste.

On définit une fonction f sur R de la maniére suivante :si x € R est irrationnel, alors f(x) = 0, et si x est
1

min{q € N* | gx € Z}"
éterminer ’ensemble des points en lesquels f est continue.
Dét 1§ ble des points en lesquel t cont

rationnel, f(x) =
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CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 5

» Exercice 1 : arithmétique de la suite de Fibonacci

Partie I. Premiére propriétés de la suite de Fibonacci.
OnaFb=F+F=1,Fs=F +F,=2etF;=F,+F; =3.

Prouvons alors par récurrence double sur n > 2, que Fpyq > Fy.

Nous venons donc de prouver que F3 > F> et F; > F3, donc la récurrence est initialisée.
Soit n > 2 tel que Fyy1 > Fy et Fpip > Fuyq. Alors

Fui3 = Fuy1 + Fpy2 > By + Fpyt = Fugo.

Donc par le principe de récurrence double, pour tout n > 2, Fpyq > Fy, si bien que (F,)ns2
est strictement croissante.

Une récurrence double sans difhicultés prouve que pour tout n € N, F, € N.

On serait alors tentés de dire que nous avons un résultat qui a été prouvé au sujet des
extractrices qui nous dit que si (up,) est une suite strictement croissante d’entiers, alors pour
toutn € N, u, > n.

Mais ici il faut étre un peu prudent, puisque ce résultat ne sapplique pas tel quel car (F,)
n’est croissante qu’a partir d’'un certain rang. Et de fait, F, = 1 < 2.

En revanche, on peut par exemple dire que (Fy42)neN est strictement croissante et a valeurs
entiéres, si bien que pour tout n € N, F,.» > n, et donc pour n > 2, F, > n— 2, si bien que

lim F, = +oo.

n—+co

La relation Fo = F, + Fpyq signifie que la suite (F,) est récurrente linéaire d’ordre 2.
Son polyndme caractéristique est X* — X — 1, qui posséde deux racines réelles distinctes

1+v5 1-45
2

égales 2 et

D’aprés un résultat du cours, il existe alors deux réels a et f tels que pour tout n € N,

S
2 2

On aalors Fy = 0 = a + f si bien que f = —a.

1+x/§+ 1_\/§=a(1+\/§—1_\/§):a\/§.

Etl=F=a

2 p 2 2 2

. 1
On en déduit que & = —, et donc pour tout n € N,

V5

"5

1 (1+v3) 1 [1-+5)"
vl 2 S5l 2

—> 400,
n—+oo

n
Puisque “T‘FS > 1, (“2‘/5)

n
De méme, -1 < =¥ 1, et donc =) 0, si bien que | lim F, = +co.
2 2 400

n n—+oo

Partie II. Arithmétique de la suite de Fibonacci
Prouvons le résultat par récurrence simple sur n.
Pour n=0,0naF} — FoF, =1 = (-1)".

Ssoit n € N tel que F2,_ | — F,Fyy2 = (—1)". Alors

F2,, = Fus1Fpes = F2, ) = Fpyt (Fua2 + Fue1)
= I'n+2 (Fn+2 _Fn+1) _F3+1
= FpoFn — F5+1 =-(-D)"= (_1)n+1'

Donc par le principe de récurrence, | pour tout n € N, F3+1 — F,Fppp = (-1
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A\ Attention !
+7Qui dit récurrence double dit

initialisation double.

On aurait aussi pu directe-
ment prouver par récurrence
(simple si on utilisait la ques-
tion précédente) que pour
toutn € N, F, > n—2.
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4.b.

5.b.

2

DEVOIR SURVEILLE 5

Soit n € N. Posons u = (=1)"Fpy1 et 0 = (=1)"* F,p. Alors Fpyqu + F,o = 1, de sorte que

par le théoréme de Bézout,

F, et F,,41 sont premiers entre eux.

Prouvons le résultat par récurrence simple sur p, en prouvant la proposition
P(p) :«¥n €N, Fupp = Fo 1 Fp + FyFpyp.
Pour p = 0, cette proposition est correcte puisque pour tout n € N*,

F,=F,_1xX0+F,x1=F, 1Fy+ F,F;.
Soit p € N tel que 2 (p) soit vraie. Alors pour tout n € N*,

Foipt1 = Fustep = FuFp + Fpi1 Fpra
= FuFp + FyFpi1 + Fyo1Fpyg
=Fy1Fp1 + Fn(Fp + Fp+1) = Fy-1Fpr1 FpFpio.

Donc par le principe de récurrence, pour tout p € N et pour tout n € N¥,

Fn+p=Fn—1Fp+Fan+1~‘

Soient (n,p) € N* x N, et notons d = Fyp A Fp, 6 = F; A Fp.
Alors 8 | F, et § | Fp, de sorte que & | FyFpi1 + FpFp—1 = Fyp.
Donc § divise Fyp et F,, donc divise d.

Inversement, d divise F,y, et F,, donc divise Fpyp — Foo1Fp = FpFpiq.

Or d divise F,, et F, est premier avec Fp,1, donc d est premier avec Fyy1.

Puisque d | Fp41F, et d A Fpyq = 1, par le lemme de Gauss, d | F,. Etdonc d | F, et d | Fp,
de sorte que d | 6.

Comme d et § sont positifs, on a donc d = §, soit encore ’ Forp NFy = Fy A F,. ‘

C’est une récurrence facile sur k : Fyiip AFp = Fpu(k-1)pAFp = Fri(k—2)p AFp = - - = FyAFp.

Soient n, p deux entiers tels que n > p. La question précédente prouve que si n = bp +r est
la division euclidienne de n par p, alors F, A Fy = Fy_pp A Fp = Fr A F.

Supposons donc 2 présent, quitte 2 échanger n et p que n > p et reprenons alors les
notations utilisées dans le cours pour l'algorithme d’Euclide, avec r; le reste de la division
euclidienne de n par p, r» le reste de la division euclidienne de b par ry, etc, et ry =n A p
le reste de la division euclidienne de ry_» par ry_1. Alors le reste de la division euclidienne
de ry_1 par ry est nul.

Alors Fy AFy = Fy AFy = Fy AFyy =+ =Fpy  AFpy = Fry AFy = Fry AO = Fpy, =

Side plus_;? | n, alors p An=p. Et donc F, A F, = Fypp = F.

Par définition du pgcd’, on a donc F, | F,.

Supposons que F, soit un nombre premier, et soit p un facteur premier de n.

Alors nous savons que F, | Fy.

Sip > 2, alors F, > F, = 1, donc par primalité de Fy, F, = F,.

Or la suite de Fibonacci étant strictement croissante a partir de 2, ceci signifie que n = p,
et donc que n est premier.

Si n n’est pas un nombre premier impair, n posséde donc 2 comme unique facteur premier.
Notons k = v3(n), de sorte que n = 2K, Il est clair que k = 0 et k = 1 ne conviennent pas
puisque F; et F, ne sont pas premiers.

Si k > 2, alors 2K est divisible par 4, et donc Fy = 5 divise F,.

Mais F, étant premier, on a alors F, =5, ce qui, toujours pas stricte croissance de (Fp)ns2,
ne se produit que pour n = 4.

Donc | si F, est premier, alors n = 4 ou n est premier impair.

Remarque : la réciproque est fausse .5 est premier, mais Fs = 8 ne Pest pas.

Partie III. Puissances de 2 dans la suite de Fibonacci
En calculant les premiers nombres de Fibonacci, on constate que Fs = 8. Puisque (Fp)n52
est strictement croissante, pour tout n > 7, F, > 8.
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On utilise ’hypothése avec
n+ 1 au lieu de n. D’oti 'im-
portance de mettre un «pour
tout n» dans Phypothese de
récurrence et de ne pas tra-
vailler 2 n fixé.

Un entier divise deux entiers
a et b si et seulement si c’est
un diviseur de a A b.

1 Cest un diviseur commun
de F, et Fp, et en particulier
un diviseur de Fj,.

Autrement dit, 'application
définie sur N \ {0,1} par
n — Fy est injective.

M. VIENNEY



9.a.

9.b.

10.

CORRECTION

Donc il suffit de lister les puissances de 2 parmi Fo, Fy, ..
Fi=F,=1,F3=2et Fg = 8.

LFs 1l y en a quatre, A savoir

Si F, = 2K, avec k > 3, alors F, est divisible par 8, et donc F, A8 = 8, soit encore F, AFs = Fe.
Par la question 6 cela signifie donc que Fyu6 = Fe, et donc? que n A 6 = 6, et donc que n
est divisible par 6 : il existe m € N* tel que n = 6m.

Notons qu’alors m > 2 puisque n est nécessairement? supérieur ou égal a7.

Puisque Fy, | Fom = Fp, qui est une puissance de 2, F,, posséde un unique facteur premier
qui est 2, et donc est également une puissance de 2.

Onaalors F3p, =F3 AF,, =2AF,, =2.

Mais le seul terme de la suite de Fibonacci égal a 2 est F3, donc 3 A m = 3 si bien que

Puisque n = 6m et que 3 divise m, alors 9 | n, et par conséquent, Fy | F,. Mais Fy = 34 ne
divise pas Fy,, car 17 est premier avec F,, = 2k,

Il n’existe donc pas de valeur de n pour laquelle F, est de la forme 2k avec k > 3.

La liste a été donnée 4 la question 5 : les seules puissances de 2 dans la suite de Fibonacci
sont 1,2 et 8, égaux respectivement a Fy, F>, F3 et Fg.

» Exercice 2 : théoréme du point fixe de Banach-Picard

Donnons deux solutions : une purement «epsilonesque» et une a I'aide de la caractérisation
séquentielle de la continuité.

Nous pouvons tout de suite laisser de coté le cas ot ¢ = 0, puisqu’alors pour tout x, y € I,
If(x) = f(y)] <0, et donc f(x) = f(y). Donc f est constante, et donc continue.

» Preuve epsilonesque : soit x; € I, et soit ¢ > 0. Posons alors n = £. Alors pour x € I,
si |x — xo| <, alors [f(x) — f(xo0)| < k|x —x0| < kf <e.
Et donc on a bien prouvé que :

Ve>0,3n>0,¥x el |x—x0] <n=|f(x)— f(x0)] <e.

C’est la définition de lim f(x) = f(xp), et donc de la continuité de f en xo.
X—X0

Ceci étant vrai pour tout xg € I, f est continue sur I.
» Preuve séquentielle : soit x € I, et soit (x,,) € IN une suite d’¢léments de I qui converge
Vvers x.
Alors pour tout n € N, 0 < |f(x,) — f(x)| < k|x, — x| si bien que par le théoréme des
gendarmes, |f(x,) — f(x)] — 0, etdonc f(x,) — f(x).

n—+0o n—+co

Ceci étant vrai pour toute suite (x,) de limite x, f est continue en x. Et ceci étant vrai
pour tout x € I, f est continue sur I.

Supposons que f posséde deux points fixes £ et £. Alors f(¢1) = £ et f(£) = t>. Et donc

[t — & =f(6) — f(&)| <kl - .

Mais k étant strictement inférieur 3 1, si £ — £ # 0, on a alors |£; — & < | — £, ce qui est
absurde.
Et donc £ = &, :|si f posséde un point fixe, il est unique.

C’est une simple récurrence : pour n =0, on a |u; —ug| = KO luy = uo.
Soit n € N tel que |ups1 — un| < k™us — ug|. Alors

|tns2 = Uns1] = |f (ns1) = Ftn)] < kltnst — | < kK" ug — ol < K™ ug — uol.

Donc par le principe de récurrence, ‘ pour tout n € N, [ups1 — un| < k™|ug — ug|.

Pour n = 0, le résultat est évident, et pour n > 1, on a

[(tn = tn—1) + (Un—1 —up—2) +- -+ (ug — uo)|
n—1

Z(un—i - un—i—l)

i=0
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|tn — uol

MP2I
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2 Cest encore la stricte crois-
sance de (Fy,)pns2 : lasuite
(Fn) ne prend qu’une seule
fois la valeur Fe, et c’est pour
n=06.

3 Cest la question précé-
dente.

— Méthode
La continuité est une notion
ponctuelle : pour prouver
qu’une fonction est conti-
nue, 3 moins de disposer
d’un théoréme (par exemple
un résultat sur les sommes/-
produits/etc de fonctions
continues sur I) prouvant
directement le continuité sur
I, il faut prouver qu’elle est
continue en chaque point de I.

Somme télescopique.
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6.

4 DEVOIR SURVEILLE 5

< nzl [tn—i — up—i—1] Inégalité triangulaire.
i=0
n-1 n—1
< Ky =gl < ijlul — u|
i=0 j=0
n
11__]; [u1 — uol| < 1 ik |1 — ug). rSa?;l;ran %'éométrique de

On en déduit en particulier que pour tout n € N,

1
ltn| = fun = tho + 10| < fun = wio] + o] < T lur = uol +fuol.

Et donc* (u,) est bornée. “Le majorant de |uy,| que
nous venons d’obtenir est

. . L . q. . indépendant de n.
Puisque (uy,) est bornée, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une extractrice P

¢ : N — N telle que (uy(n))n converge vers un réel ¢.

I s’agit donc de prouver que la limite ¢ de cette suite extraite est encore dans I.

Cest ici que nous allons avoir besoin des hypothéses de 'énoncé au sujet des éventuelles
bornes de ’énoncé. En effet, en utilisant le théoréme de classification des intervalles de R,
et le fait que les bornes de I, si elles existent, sont dans I, on peut affirmer que I est de I'un
des types suivants : I = R, I =] — co,a], pour a € R, I = [a,+co[ pour a € R, ou I = [a, b],

, I est 'un des types d’inter-
avec a < b deux réels. P

valles que nous avons appelé
»SiI =R, il est évident quef €l fermé (ou éventuellement R).

»Si ] =[a,b] aveca < b :alors pour tout n € N, a < uy) < b et donc par passage 2

la limite, a < £ < b, de sorte que £ € I.
] L’an prochain vous appellerez

»Si =] —co,a],avec a € R :alors, pour tout n € N, u,(n) < aetdonc ¢ < a, de sorte fermée toute partie I de R

que £ €] — 00, a]. telle que toute suite conver-
gente d’élements de I posséde
encore une limite dans I.
Ce que nous venons de prou-
ver, C’est précisément que les
intervalles fermés sont des

»Si I = [a,+oo[, avec a € R, on conclut comme dans le cas précédent.

Par I'inégalité triangulaire, on a, pour tout entier n € N,

lfe) = =1f(¢) _f(“qJ(n)) +f(u(/7(n)) — Up(n) T Up(n) ~ ¢| parties fermées de R.
< |f({) _f(uq)(n))l + |f(u<p(n)) _uqo(n)l + |u<p(n) —f
—_———
=Up(n)+1

< k|{’ - uq,(n)| + k(p(n)|u1 — u0| + |u¢(n) — i’l

< (k+ Dlgny — €+ kMg — ug).

Puisque pour tout n, ¢(n) > n, on a donc 0 < k?( < k" et donc k2™ — 0.

n—+co

Et de méme, |u,n) — ¢ =, 0, et donc par passage 4 la limite dans les inégalités,

|f(£) — €| = 0. Et par conséquent, | f(£) =¢ : L est un® point fixe de f. 3 Et donc l'unique point fixe,
d’aprés la question 2.

Procédons par récurrence. Pour n = 0, c’est évident.
Supposons que |u, — €| < k™|ug — ¢|. Alors

st = €1 = |f (un) = FO1 < klun — €] < K™ uo - €].

Et donc par le principe de récurrence, pour tout n € N, |u, — £] < k"|ug — £|.

Onadonc 0 < |u, — ¢| < klug — £|.
Et puisque k" —> 0, par le théoréme de gendarmes, |u, — | — Oetdonc|u, — ¢.
n—+oo n—+co

n—+oo

Application

Soient (x,y) € I?, avec x < y. Alors pour tout t € [x,y], |f’(t)| < k, et donc par inégalité
triangulaireé, 0 Ce qui nécessite que les

bornes soient dans le bon
y
f(t)dt
/

sens.
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</ |f’(t)|dt</ kdt < k(y—x) < kly — x|



9.b.

9.c.

CORRECTION

Etsiy > x, alors

/xyf’(t)dt ='—/yxf’(t)dt

Et donc au final pour tout (x,y) € I,

< klx —y| < kly —x|.

/yxf’(t)dt
/xyf’(t)dt

If(x) = f(y)l = < klx —yl.

Et donc ’ f est k-contractante. ‘

_ . L 1 1 x*-2
La fonction f est dérivable sur R} et a pour dérivée f” : x 3T AT o
x x
Elle est donc décroissante sur ]0, V2] et croissante sur [V2, +oo[.

On aalors f(1) = % €[1,2], f(V2) =V2 e [1,2] et f(2) = % € [1,2].
Soit x € [1,2]. Alors soit x € [1,V2], et alors V2 = f(¥V2) < f(x) < f(1) = 3, donc

fx) € [1,2].
Soit x € [V2,2], et alors V2 = f(V2) < f(x) < f(2) = 3, donc f(x) € [1,2].

Au final, Vx € [1,2], f(x) € [1,2], donc‘ [1,2] est stable par f. ‘

De plus, f” est encore dérivable avec Vx € [1,2], f”(x) = 5
[1,2], si bien que pour tout x € [1,2], -3 = £(1) < f'(x)
pour tout x € [1,2], |f'(x)] < %

0. Donc f” est croissante sur
f'(2) = 1. Eten particulier,

. L 1
Par la question précédente, fij12; est 5-contractante.

Par ce qui précéde, toute suite (u,) de premier terme dans [1,2] et vérifiant la relation de
récurrence un41 = f(up) sera convergente, de limite 'unique point fixe de fjj12;.
C’est notamment le cas si ug = 2.

Reste 4 déterminer la valeur du point fixe de fj[; 2]. Mais pour x € [1,2], 0on a

1
f(x)=x<:>§+—=x<:>x2=2<:>x=\/§_
X

Et ainsi, |u, — V2.

n—+oo

» Exercice 2 : groupes finis 3 un seul automorphisme

Partie I. Automorphismes d’un groupe

Il est évident que idg, qui est le neutre de &(G) est un automorphisme de G.

Soient ¢, deux automorphismes de G. Alors =1 est encore un automorphisme de G, et
par composition de morphismes, ¢ o ¢~ aussi.

Donc Vo, € Aut(G), ¢ oy~ € Aut(G), donc| Aut(G) est un sous-groupe de (S(G), o).

Si G est de cardinal 1, G = {e}. Etsi ¢ € Aut(G), alors ¢(e) = e, donc ¢ = idg.
Si G est de cardinal 2, soit x € G \ {e} de sorte que G = {e,x}. Soit alors ¢ € Aut(G). Alors
¢(e) = e, et par injectivité de ¢, p(x) # e, si bien que ¢(x) = x.

Dans les deux cas, on a prouvé que Aut(G) c {idg}, I'inclusion réciproque étant évidente.

Soient g, x,y € G. Alors

0(X)0g(y) = gxg~' gyg = gxeyg™" = gxyg~" = py(xy).

Donc ¢4 est un morphisme.

De plus, pour tout x,y € G,ona ¢y(x) =y © gxg ' =y © gx =yg © x =g 'yg.

Ainsi, tout y € G posséde un unique antécédent par ¢y, si bien que @4 est bijective, et donc
est un automorphisme de G.
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Puisque y < x, une fois
les bornes «remises dans le
bon sens», on peut utiliser
la majoration obtenue au
premier cas.

Cette suite a été décrite au 1¢r
siécle par HERON D’ALEXAN-
DRIE, mais était probablement
déja connue des mathémati-
ciens égyptiens.

Sa convergence vers V2 est
plutdt rapide, et donc elle
fournit rapidement de bonnes
approximations de V2.

On peut facilement générali-
ser la méthode pour obtenir
une suite qui converge vers

Va.

Un morphisme envoie né-
cessairement le neutre sur le
neutre.

M. VIENNEY
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DEVOIR SURVEILLE 5

3.b. Soit g € G. Procédons directement par équivalence :

0g=idc © Vx € G, p4(x) =x & Vx € G, gxg ™' =x
S Vx eG, gx=x9 & g€ 2(G).

1l est évident que g — g~ est bijective, égale 2 sa propre bijection réciproque puisque pour
-1

toutg € G, (g7!)" =g.

Donc f: g+ g ! estun automorphisme si et seulement si c’est un morphisme.

Si G est abélien, alors pour tout x,y € G, f(xy) = (xy) "' =y~ 'x7! = f(y) f(x) = F(x)f(y),
donc f est un automorphisme.

Et inversement, si f est un morphisme, alors pour tous x,y € G, on a
xy= (s =y ) = f (v £ () = ux
et donc G est abélien.

Partie II. Groupes dont tous les carrés sont triviaux.
Soient g € G. Alors g*> = e, si bien que g™' = g.
Et donc Papplication x — x~! n’est autre que l'identité, et en particulier est un automor-

phisme de G. Par la question 4, c’est donc que

Puisqu’un sous-groupe de G contenant G est nécessairement égal 3 G, G € Gen(G).

Puisque Gen(G) est non vide, {Card(A), A € Gen(G)} est une partie non vide de N. Elle
posséde donc un plus petit élément n. Et alors par définition, il existe Ay € Gen(G) tel que
Card(Ap) = n.

L’ensemble vide n’est pas une partie génératrice de G puisque 0 C {e}, et {e} est un
sous-groupe de G différent’ de G.

A présent, soit g € G, et prouvons que le singleton {g} n’est pas une partie génératrice de
G.

Si g = e, alors comme précédemment, {e} est un sous-groupe de G contenant {e} et
différent de G.

Si g # e, alors (g) est un sous-groupe de G contenant g.

Mais si x € (g), alors il existe n € Z tel que x = g".

Si n est pair, soit q € Z tel que n = 2q. Alors x = g" = (¢>)7 = ¢ =e.

Et si n est impair, soit g € Z tel que n =2q + 1. Alors x = g" = (¢°)7g = e9g = g.

Ainsi, (g) C {e,g}, et la réciproque étant évidente®, (g) = {e, g}.

Donc (g} est un sous-groupe de G, différent de G (car Card(G) > 3) contenant {g}.

Ainsi, toute partie génératrice de G est de cardinal supérieur ou égal A 2, ce qui s’applique
notamment a Ag.

Etsia € Ay, alors Ag \ {a} est de cardinal n — 1 < n. Par définition de n, ceci signifie que
Ao \ {a} n’est plus génératrice de G.

Notons donc H = {g;'g5 - -~ g, (1, ..., &) € {0,1}"}.
Alors e = g)g5 -+ - g € H.

Soient x,y € H. Alors il existe (¢1,...,¢,) € {0,1}" et (¢],..., &) € {0,1}" tels que

’
£1 €2

e €
x=g]'g5 - -grety=g,'9;> g
Alors

’ / ! ’
& é‘1+é‘1 £2+52 . entey,

_ €18 PR _
XY=919, " "9'91 95 90 =91 95 “9n
Pour tout i € [[1,n]), notons g;, r; le quotient et le reste de la division euclidienne de &; + ¢
par 2, de sorte que & + ¢ = 2g; + 1, avec r; € {0, 1},
_ 2qi+r1 2qa+r 2qn+rn _ (2 P2 r 2N\Gn fn _ 4192 q
Alors xy = g gy gy = (91191 (95) 295 - ()90 = 4195 9" € H.
Enfin, puisque pour tout g € G, g~ = g, on a en particulier pour tout x € H, x™! = x € H.

Donc H est un sous-groupe de G. Il contient évidemment g; pour tout i € [[1, n]|, puisque

9i=9)"9) 1995 " In-
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7 Car Card(G) # 1.

Nous avons prouvé en cours
que (g) est le plus petit (au
sens de l'inclusion) sous-
groupe de G contenant g.

8 Un sous-groupe conte-
nant g doit contenir g par
définition, et comme tout
sous-groupe qui se respecte,
doit contenur e.

Notons qu’il est possible de
regrouper les puissances d’un
méme élément car G est
abélien.

M. VIENNEY
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11.

12,

CORRECTION

Puisque A est une partie génératrice de G, le sous-groupe H de la question précédente est
égal 4 G tout entier.
Et donc pour tout g € G, il existe (e1,...,&,) € {0,1}" tel que g = g{" - - - gi".
Reste a prouver l'unicité d’une telle écriture. Soient donc (e, ..., &,) et (a1, ..., a,) deux
n-uplets de {0, 1}" tels que g = g7' -~ g5 = 97" -~ - g™
Supposons par I'absurde que ces deux n-uplets sont distincts et notons
k=min{i € [1,n] | & # a;}.
Quitte 4 échanger nos deux n-uplets, on peut supposer que & =0 et aj = 1.
€ Bkol fkel .. En _ 01 .. Gk-l, Gkl ... dn
Ecalors g, - g 51 g0 g =9, 98y gl oo
— — 3 1 + n _— + n
Comme €1 = a1,..., -1 = a1, il vient g - - gi" = grg, ¥ - - gy et donc
— 5k+1 T k41 En—0
g =91 gn
Soitalors A ={g1,...,Gk—1,Gks1>- - -»Jn} = Ao \ {9k}
Si H est un sous-groupe de G qui contient A, alors pour tout i € [k + 1,n], H contient
aussi g;
Et donc par stabilité de H par produit, H contient gy.
Et donc H contient {g1,...,g,} = Ao. Puisque Ay est génératrice de G,H =0G.
Autrement dit, on a prouvé que A est une partie génératrice de G, de cardinal n — 1, ce qui
contredit la minimalité de n.
Par conséquent, (e1,...,¢&,) = (a1, ..
3 £n
forme g = g}' - - g;".

., &) si bien que g s’écrit de maniére unique sous la

Commengons par noter que lapplication ¢ est définie de maniére non ambigiie car 'écri-
ture d’'un élément g € G sous la forme gi' - - - g; est unique.

Il est aisé de constater que ¢ o ¢ = idg puisque si g = gi' - - g,

& &1 &3

o(0(9) = ¢(9,°95 95

Et donc ¢ est bijective, égale 4 sa propre bijection réciproque.

£1 €2

g) =995 9 =9

Reste donc a vérifier que ¢ est un morphisme de groupes.

Soier}zt doncax,y € G, etsoient (ey,...,&,), (a1, ..., ) € {0,1}" tels que x = gi' - - g et
— 1

Yy=9; " 9n"-

Comme a la question 9, si on note r; le reste de la division euclidienne de ¢ + &; par 2,

alors xy = g} - - g. Et alors

r2 T

o(xy) = 9795 95 - g

. _ & & & En Q2 Q1 O3 an _ Etor &1+  E3+a3 Enta,
Et par ailleurs, ¢(x)¢(y) = 979595 - 91 91°95 95" - gu" = 9795 g5 - g
Puisque g7 = e, on a encore g*"* = g* et de méme, g3 = e, et donc g5 "™ =g/

Et donc on a bien ¢(xy) = ¢(x)¢(y), si bien que ¢ € Aut(G).

Partie III. Groupes finis tels que Aut(G) = {idg}.
Soit g € G. Alors 'automorphisme ¢, défini 4 la question 3 est égal 4 idg, nécessairement
g € Z(G). Et donc pour tout g € G et pour tout h € G, gh = hg, si bien que G est abélien.

Puisque G est abélien, par la question 4, g — g~! est un automorphisme de G.

Il est donc égal 2 id si bien que pour tout g € G, g~! = g. Soit encore, aprés multiplication’
par g, g> =e.

Ainsi G satisfait les hypothéses de la partie II.

Supposons par 'absurde que Card(G) > 3.

Donc en reprenant les mémes notations, I'automorphisme ¢ défini 4 la question 11 est bien
dans Aut(G), donc égal 4 I'identité.

Or cet automorphisme envoie g = g]lgg - g% sur g(l)g% -+ g% =g # g1. Ce qui est absurde.

Et donc nécessairement | Card(G) < 2.

Remarque : le résultat reste vrai si on ne suppose pas G ﬁm' : un groupe qui ne posséde quun
automorphisme est de cardinal inférieur ou égal a 2. Mais la preuve de ce fait nécessite laxiome du
choix.
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Nous venons donc de prou-
ver qu’il existe une bijection
entre G et {0,1}", si bien
que G a méme cardinal que
{0,1}", et donc G est de car-
dinal 2",

Ce résultat avait été prouvé
d’une maniére complétement
différente dans I’exercice 8
du TD 15.

En poussant un peu plus loin,
on prouverait que cette bi-
jection est en fait un isomor-
phisme entre G et {0,1}"

Comme mentionné dans

la remarque précédente,

G est isomorphe 4 {0,1}".
Orsin > 2, ce groupe
posséde des automorphismes
non triviaux, par exemple
Papplication qui échange les
deux premiéres coordonnées.
Et donc Aut(G), qui est
isomorphe a Aut({0, 1}™) est
non trivial lui aussi.

M. VIENNEY
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