MP2I 03.06.24

CONCOURS BLANC

» Probléme : critere de Sylvester pour les matrices symétriques définies positives.

Dans tout le probleme, toutes les matrices considérées sont a coeficients réels.
Soit A € M,(R), et soit X € My 1 (R). Alors XTAX est une matrice de ./ (R), qu'on identifiera dans toute la
suite 2 un réel, de sorte qu’on pourra patler du signe de XTAX.

Une matrice symétrique A € M, (R) est dite définie positive si
VX € J%HJ (R) \ {On’1}, XTAX > 0.

1. Montrer que L est une matrice symétrique définie positive, puis plus généralement que c’est le cas de I,,
pour tout n > 1.

1 L, . .
2. Prouver que A = ) est symétrique définie positive.

3. Montrer quesi A € M, (R) est symétrique définie positive, alors Ker A = {0,,1 }. En déduire que det(A) # 0.

Partie I. Déterminant des matrices symétriques définies positives.

Dans toute cette partie, A € M, (R) est une matrice symétrique définie positive, avec n € N*.
On note alors f : 01 — R .
t +— det(tl,+ (1 —1)A)
4. Montrer que f est une fonction continue.
5. Justifier que pour tout ¢ € [0, 1], tI, + (1 — t)A est symétrique définie positive.

6. En déduire que f ne sannule pas sur [0, 1], puis que det(A) > 0.

Partie II. Une caractérisation des matrices symétriques définies positives de ./ (R).

On cherche dans cette partie 4 prouver qu’une matrice symétrique A € >(R) est définie positive si et seulement
si det(A) > 0 et tr(A) > 0.

b
7. Soit A = |

.. . 1 1
€ JM»(R) une matrice symétrique définie positive et soient X = (1) etY = ( 1).

En calculant XTAX et YTAY, prouver que tr(A) > 0.

8. Inversement, soit A =

b
) € M >(R) symétrique, non scalaire, avec det(A) > 0 et tr(A) > 0.
C

a. Soit A € R. Montrer que A — AL est inversible si et seulement si A n’est pas racine du polynéme
xa = X2 —tr(A)X + det(A).

b. Justifier que ya posséde deux racines réelles distinctes, qu’on ne demande pas de calculer, puis, 2
’aide des relations racines-coefficients, que ces deux racines réelles sont strictement positives.
q p
Dans la suite de la question, on notera 11 < A, les deux racines de ya.

c. Justifier qu’il existe deux vecteurs X1, X> € M1 (R), non nuls et tels que AX; = 11X; et AXp = 1Xo.
Prouver alors que (Xj, X2) est une base de 51 (R).

d. En calculant X" AX, de deux maniéres, montrer que X|' X, = 0. En déduire que A est définie positive.
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Partie III. Critére de Sylvester

Pour A = (a;j)1<ij<n € Mn(R) symétrique, et pour k € [ 1, n], on note A la matrice (a;;)1<;j<k € Mr(R), et
det(Ag) est appelé le k*m mineur principal de A.

On notera qu’une matrice A € M, (R) posséde n mineurs principaux.

1 0 1
Par exemple, siA=[0 2 1]|e M3(R) alors ses trois mineurs principaux sont les déterminants des matrices
1 1 3
0
Aq =(1),A2= > et A3 = A.

Une matrice symétrique A € A, (R) vérifie le critére de Sylvester si tous ses mineurs principaux sont strictement
positifs.

Le but de cette partie est de prouver qu’une matrice symétrique A € ,(R) est définie positive si et seulement
si elle vérifie le critére de Sylvester.

9. Soit A € Mn(R) symétrique, k € [1,n] et Xi € M1 (R).
Montrer qu’il existe X € M1 (R) tel que XTAX = X ApX;.
10. En déduire qu’une matrice symétrique définie positive vérifie le critére de Sylvester.
11. Le but de cette question est de prouver la la réciproque, c’est-a-dire qu’une matrice symétrique réelle qui
vérifie le critére de Sylvester est définie positive.
On se propose de raisonner par récurrence sur la taille de la matrice.

a. Soit n > 2, et soit A € M,(R) symétrique avec det(4) > 0. On note alors A = o

A, U)
avec
04

A, € J%n_1 (R), U e J%n_m (R) eta € R.
On suppose que la matrice A,_1 est symétrique définie positive.
Justifier qu’il existe un vecteur colonne V € M ,_11(R) tel que A1V +U = 0p,_11.

) avec f > 0.

Anct Op—1
01,n-1 B

b. Prouver par récurrence sur n € N* que toute matrice symétrique de ., (R) qui vérifie le critere de

I, |4
En notant Q = (O n-l 1), montrer que QT AQ est de la forme
1,n—1

Sylvester est définie positive.
Partie IV. Deux applications

12. Pour quelles valeurs de x € R la matrice C(x) = est-elle définie positive ?

S = DN
P e
- X O

V3 1 0 ... 0
1
13. Pourn > 2,onnote A, =| ¢ . *-. “-. 0o |€Mu(R).
TS |
0 ... 0 1 3
a. Soit n > 2. Déterminer une relation liant det(A,,»), det(A,41) et det(A,).

b. En déduire les valeurs de n pour lesquelles A, est définie positive.
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» Exercice 1 : urnes de Polya

Soient n,a,b € N* et c € N.

On considére une urne qui contient initialement a boules blanches et b boules rouges.

On tire une boule dans l'urne, et on la remet dans 'urne, accompagnée de ¢ autres boules de la méme couleur
(c’est-a-dire de la couleur tirée). On répéte n fois cette expérience, qu’on suppose modélisée par un espace
probabilisé fini (Q,P) qu’on ne cherchera pas 4 déterminer, et sur lequel sont définies toutes les variables
aléatoires de I'exercice.

Pour tout k € [1,n], on note Xj la variable indicatrice de 'événement «la k*™¢ boule tirée est rouge».

k
Enfin, pour k € [ 1,n], on pose S = ZX,-.
i=1
1. a. Que représente la variable S, ? Déterminer S,(Q).
b. Dans le cas particulier ¢ = 0, donner la loi, lespérance et la variance de S,,.
2. Soitk € [1,n—1].
b+ cE(S)

a+b+ke’
b. En déduire que P(Xp1 = 1) = P(X = 1).

c. Déterminer alors la loi de X, ainsi que son espérance et sa variance.

a. Montrer que P(Xpy1 = 1) =

3. Déterminer I'espérance de S,,.
4. Pour i, j € N, on pose
j-1
(i, j) = [(i+ke) =i(i+e) - (i+ (= 1)e).
k=0

. Soit k € [[0,n]. A l'aide des 7 (i, j) définis ci-dessus, déterminer la probabilité d’obtenir d’abord &
rouges, puis n — k boules blanches au cours des n tirages.

V)

b. Montrer que la probabilité calculée 4 la question précédente est aussi celle d’avoir d’abord k — 1 boules
rouges, puis une blanche, puis une rouge, puis n — k — 1 blanches.
n\z(b,k)r(a,n—k)
k) m(a+b,n)

d. Quelle est la loi de S, dans le cas particuliera=b=c=1?

c. En déduire que P(S, =k) = (

e. Montrer que Z (Z)T[(b, kK)r(a,n—k) = x(a+b,n).
k=0
5. Soitn > 2.

a. Montrer que Vi, j € N, (i, j + 2) = i(i + ) (i + 2c, j).

n(n—1)b(b+c)
b. Prouver que E (S2-5,) = (a+b)(a+b+o)

c. En déduire la variance de S,,.
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» Exercice 2 : calcul de la somme d’une série

On considére la suite (u,)n>0 définie par ug = 1 et pour tout n € N, upyq =

1.

2n+2
2n+5

Up.
a. Montrer que la suite (u,) converge. On note alors ¢ sa limite.
b. Justifier que la série de terme général (In(u,) — In(un+1)) est divergente.

c. En déduire que ¢ = 0.
_ (Tl + 1)aun+1

2. Soit a € R. Pour n € N*, on pose v, = ———.

MP2I

n®uy,

a. Déterminer un développement asymptotique de In(v,)  la précision O (%)

b. En déduire qu’il existe un unique & €]1, +oo[, que I'on notera ay, tel que la série de terme général

In(v,) converge.

+00

Dans la suite, on note S = Z In(vx) la somme de la série ainsi obtenue lorsque a = .

k=1

eSU1

a. Montrer que u,, ~ o
n—+c0 n

b. En déduire que la série de terme général u,, converge.

c. Prouver que pour tout n € N,

n+1 n+1 n n
ZZkuk+3Zuk=2 kuk+22uk.
k=1 k=1 k=0 k=0
+00
d. Déterminer alors la valeur de Z Up,.
n=0
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CORRECTION 1

CORRECTION DU CONCOURS BLANC
» Probléme : critere de Sylvester pour les matrices symétriques définies positives (d’apres
CCINP MP 2024)
Soit X = (x) € M21(R) non nul. Alors
y
XThX=X"X=(x y) (’;) =%+

Or une somme de carrés est positive, et elle est nulle si et seulement si tous ses termes sont
nuls, ce qui n’est pas le cas ici'. 1 Car (x) 4 (0)
Yy

Donc XTLX > 0. 0/
x1
Sur le méme principe, pour X =| : | € M1 (R) non nul,
Xn
X1
XTLX=X"X=(x1 -+ xa)|:|=x]+ +x,
Xn

qui n’est pas nul puisque les x; ne sont pas tous nuls.

Puisque de plus I, est symétrique, elle est ‘ symétrique définie positive.

Soit X = (;) € M2, (R) non nul.

Alors XTAX = (x y) (2;C:yy) = 2x2 + 2xy + y2 = x2 + (x + y)2
Une fois encore, c’est un nombre positif, nul si et seulement si
x2=0 x=0
) o ©x=y=0
(x+y)*=0 x+y=0

ce qui n’est pas le cas ici. Donc XTAX > 0.

Puisque A est symétrique, elle est ‘ symétrique définie positive. ‘

Soit X € Ker(A). Alors AX = 0,1, et donc XTAX = 0, ce qui n’est possible que pour

X =0p,1. Donc Ker(A) = {0,,1}, et donc A est inversible, si bien que | det(A) # 0.

Partie I. Déterminant des matrices symétriques définies positives.
Pour tout t € R,

F&) =det(th, + (1-0)A) = Y &) [ [[th + (1 = ) Al
i=1

ceG,

Pour o € &, fixé eti € [1,n], t = t[L]o(i): + (1 — t)[Al5(i); est une fonction affine?. 2 Donc polynomiale de degré
au plus un.

n
Et alors t — 1_[ [tI, + (1 = t)A] ;) est une fonction polynomiale de degré au plus n.
i=1
Si bien que f est somme -de n! fonctions polynomiales de degré au plus n est également

polynomiale de degré au plus n. Et en particulier

Soit t € [0,1]. Alors (tI, + (1 —=t)A)T = tIT + (1 —t)AT = tI, + (1 —t)A, donc tI, + (1 —t)A
est symétrique.
De plus, pour X € 4,1 (R) non nul,

XT(th+ (1 -)AX =tX'X + (1 - t)XTAX.

MP2I Lvcie CaampoLLION 2023-2024 M. VIENNEY



8.b.

8.d.

2 CONCOURS BLANC

»Sit#0,tX'X>0,XTAX > 0et (1 -1¢) > 0,donc X7 (tI, + (1 — t)A)X > 0.
» Sit =0, alors XTAX > 0 car A symétrique définie positive.
Donc dans tous les cas, X7 (tI, + (1 — t)A)X > 0.

Et donc | tI, + (1 — t)A est symétrique définie positive.

Par la question 3, pour tout ¢ € [0, 1], f(t) = det(tI, + (1 — t)A) # 0.
Et donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, f est de signe constant sur [0, 1].
Puisque f(1) = det(I,) = 1 > 0, on en déduit que det(A) = f(0) > 0.

Partie II. Une caractérisation des matrices symétriques définies positives de /> (R).

OnaXTAX = (1 1)(“ i)(l)zu 1)(a+b)=a+2b+c.

b 1 b+c
De méme, YTAY = (1 -1) (Z:IZ) =a+c—2b.
Puisque X, Y sont non nuls, on a donc® a+c¢—2b > O et a+c+2b > 0, si bien que par 3 Par définition d’une matrice

somme 2(a +¢c) > 0, et donc ‘ tr(A) =a+c>0. ‘ symétrique définie positive.

La matrice A — AL est inversible si et seulement si

a-A b ‘

det(A-2b) #0 & [“ 77 7

0 (a=)(c=N)=b*> #0 & 1> —(a+c) Mac—b*> #0 & ya(d) #0.
N——
=tr(A) =det(A)
Le discriminant de y4 est

A = tr(A)? —4det(A) = (a+c)> —4(ac—b?) = a® +c* +2ac — 4ac+4b> = (a—c)> +4b> > 0.

De plus, on a A = 0 si et seulement si* b = 0 et a = c, soit si et seulement si A = al,. Ce # Cest toujours le méme

n’est pas le cas ici puisqu’on a supposé que A n’est pas scalaire. argument : une somme de
L N - — carrés est nulle si et seule-

Donc A > 0, si bien que | y4 posséde deux racines distinctes. ‘ ment si fous ces carrés sont

De plus, par les relations racines coefhicients, det(A) = 4142 et tr(A) = A1 + Ao. nuls.

Puisque det(A) > 0, A1 et A sont non nulles et de méme signe. Et alors leur signe commun
est celui de A + A = tr(A), qu’on a supposé positifs.

Donc A; et A, sont strictement positifs. ‘

Puisque ya(A1) =0, A — A n’est pas inversible, et donc Ker(A — A1) # {021}
Donc il existe X; € A1 (R) non nul tel que (A - 41)X; = 0,1, soit encore AX; = A1 Xj.
Et sur le méme principe, il existe X» non nul tel que AX, = 1,X5.

Prouvons alors que (Xj, Xz) est libre.
Soient a, f € R tels que aX; + Xo =021 (%1).
Alors en multipliant par A, aAX; + BAX, = A0y = 021, soit encore

aliXi + X0 =021 (52).

Si on soustrait Ay (*1) a (*2), il vient ﬂ(ﬂ.z - A1)X2 = 0231 .
Mais 4> # Aj et X» # 05 si bien que = 0. Et donc aX; = 0,1, donc a = 0.

Ainsi (X1, X3) est libre, et étant de cardinal 2 = dim 1 (R), ‘ c’est une base de 21 (R).

Ona X;AXZ = XIT/12X2 = ).2XIX2.
Et par ailleurs, X;—AXZ = X;—ATX2 = (AX1)TX2 = (A]XOTXZ = A]X;XZ.

Ainsi, (A = 22)XT X, = 0. Puisque A1 # Ay, alors m

Soit X € 21 (R) non nul, et soient (a, ) € R?\ {(0,0)} tel que X = aX; + fX. Alors

XTAX = (aX]| + X, ) A(aXi + fX2)
= a?X[ AX; + aB(X] AXy + XT AXy) + B*X] AX,
= X[ AX; + B2X] AXo + af (AX] Xo + A1 X] X1)
=’ X] AX) +f% XJ AX; > 0.

—— ——
>0 >0
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10.

11.a.

11.b.

CORRECTION 3

Et puisque de plus (a, f) # (0,0), on a donc XTAX > 0.

Ainsi, ‘ A est symétrique définie positive.

Partie III. Critere de Sylvester

X1
X1 :
Notons X =| : |etsoit X = X ) | € Mn1(R).
: On—k,l 0
Xk
0

Notons également la matrice A par blocs : A = (

et Dx € M,_i(R). Alors

ék Bk) avec By € Mypn-k(R),Cy € Mp_i i (R)
t Dk

XTAX = (X]

A B X
y Otnk) ( k k) ( k ) = (X0 Ounk) (AcXk  CiXi) = X AeX.

Ct  Di) \On_g1

Supposons A symétrique définie positive. On sait déja que det(A,) = det(A) > 0 par la

partie I.

De plus, pour tout k € [1,n-1], la matrice Ay est symétrique puisque A Dest.

Mais pour Xj. € A 1(R) non nul, en notant comme ci-dessus X = (O Xk ) € Mn1(R)\ {041},
n-k,1

il vient X;7 AxXx = XTAX > 0 puisque A est symétrique définie positive.

Donc Ay est bien symétrique définie positive, si bien que par la partie I, det(Ax) > 0.

Et donc | A vérifie le critére de Sylvester. ‘

Puisque A,_1 est symétrique définie positive, det(A,-1) # 0, et donc A,_; est inversible.
Par conséquent, sion pose V.= —A~! U, alorsonabien A,_1V = —U etdonc A1V + U = 0,_1,1.

Et donc avec les notations de 1’énoncé,

OTAQ = In-t On-11) (A=t U\ (Lot V) _ (I-t On-11) (An-1 ApaV+U
vio1 J\um aflo 1)T\Wvm 1 JluT o UTv+a
A 0 Le coefficient en haut 2
= n-1 n-11 ) droite est nul puisque
VTA,.1+U" U V+a
A V+U-= On—],l .
Mais en transposant la relation A,_1V+U = 0,,_1 1, il vient VT A7 | +UT = 04 ,_1, et donc

~——
=An-1

Ap-1 On-11
T _ n n—1,
Q AQ - (01’,1_1 UV + 0{) ’

. . .y Notons que UTV est bien
C’est bien de la forme annoncée si on arrive a prouver que f=U"V +a > 0. 4 '

une matrice 1 x 1, donc un
réel.

Mais puisque det(Q) = 1, alors

det(A) = det(Q) det(A) det(QT7) = det(QTAQ) = det( ) =det(An_1) X B.

Ap-1 On-1

01,n-1 B La derniére égalité est un
déterminant diagonal par

Puisque det(A) > 0 (par hypothése) et que det(A,_1) > 0 (car A,_; définie positive), alors blocs.

B> 0.

Procédons par récurrence simple sur n € N*.
Une matrice de #1(R) qui vérifie le critére de Sylvester est une matrice de la forme
A = (a), avec a = det(A) > 0, donc pour tout x € R*

(x)TA (x) = ax? > 0.

Donc la récurrence est initialisée.
Supposons donc que toute matrice de taille n — 1, symétrique et qui vérifie le critére de
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12.

13.a.

13.b.

4

CONCOURS BLANC

Sylvester soit définie positive.
Soit alors A € J,(R) symétrique vérifiant le critére de Sylvester.
Alors en particulier det(A) > 0, et donc comme dans la question précédente, il existe
Q € JM,(R) inversible, telle que QTAQ = (é"‘i O”/}l’l), avec > 0.

sh—

Soit alors X € ,(R) non nul, et soit X’ = 0~'X, de sorte que

XTAX = (QX")TA(QX) =X"T(QTAQ)X".

. X’
Puisque X est non nul, alors X’ est non nul, notons X’ = ( ’}‘/‘1) avec X' € Mp-11(R) et
yeR.

, A -1 0 -1,1 Xrll— ’ ’
Donc XTAX = (X'T, ) (01’;] ”ﬁ # U =XT Anai X, + By

Notons que par hypothése de récurrence, A,_1, qui vérifie le critere de Sylvester® est
définie positive.

»SiX! | #0,_11,alors X'T A, 1 X! | >0, et donc XTAX > 0.

»Si X’ | =0,_1,, alors puisque X # 0,1, alors y # 0, si bien que XTAX = fy* > 0.

Nous venons donc de prouver que pour tout X € #,(R) \ {0,,1}, et donc A est symétrique
définie positive.

Par principe de récurrence, pour tout n € N*, toute matrice symétrique de A, (R) qui
vérifie le critére de Sylvester est définie positive.

Partie IV. Deux applications
Soit x € R. Avec les notations précédentes, C(x); = (2) et C(x), = (f 1) ont toujours un

déterminant strictement positif.
Donc C(x) vérifie le critére de Sylvester si et seulement si son déterminant est strictement
positif. Or un développement par rapport a la derniére ligne prouve que

20

det(C(x)) = —x 1 o

‘21

_ 1 _ 2
1 1‘—1 2x

ui est strictement positif si et seulement si x [—L L.
q P lrwe v

Développons det(A,.2) par rapport a sa premiére colonne :

V3 1 0 ... 0 1 0 0 ... 0
1 T T T 1 V3 1 :
det(An2) = V3| 0 -lo 1 0
1 U |
0 0 1 V3l 10 .0 1 V3,
V3 10 0
1
= V3det(An1) - | 0
1
0 0 1 V3

= V3det(An1) — det(Ay).

Ainsi la suite (det(A,))n>1 est une suite linéaire récurrente d’ordre 2 vérifiant la relation
Un2 = \/gun+1 — Un.

V3 i = et

z
6

Son polyndme caractéristique est égal 4 X? — V3X + 1, de racines

Donc il existe deux réels a et § tels que pour tout n € N,
det(A,) = a cos (n%) + fBsin (n%) )

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024

Ap—1 est toujours la matrice
extraite de A obtenue par
suppression de la derniére
ligne et derniére colonne.

5 Car A le vérifie.

On a utilisé des résultats
bien connus sur le signe d’un
polyndme de degré 2.

On redéveloppe le second
déterminant par rapport 2 sa
premiére ligne.

Lorsque les racines du po-
lynéme caractéristiques
sont deux racines complexes
conjuguées qui s’écrivent
sous forme exponentielle
pe*i? alors les suites cher-
chées sont de la forme

p" (Acos(nf) + Bsin(nb)).
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1.b.

2.b.

CORRECTION 5

'\/3
1

Puisque det(A1) = V3 et det(Ay) = \/13‘ = 2, si bien que

a§+ﬂ%=\/§ aV3+p=2V3 a=1
& &
al+pB=2 a+pV3=4 =3

Et donc pour tout n € N*,

det(A,) = cos (n%) +V3sin (n%) =2 (% cos( 76[) + \/75 s1n( Z))

(e [ZJe )05 )
=2c05((n-2)%).

En particulier, on a det(A;), det(Az), det(A3) et det(A4) qui sont strictement positifs. En
revanche, det(As) = 0. Et donc As n’est pas définie positive.

Et pour n > 5, le 5™ mineur principal de A, est det(As), si bien que A, ne vérifie pas le
critere de Sylvester, et donc n’est pas définie positive.

Enrevanche, pour n € [[1, 4], tous les mineurs principaux de A,, quisontles det(4;),1 <i<n
sont strictement positifs, donc A, vérifie le critére de Sylvester, et donc est définie positive.

Ainsi, | A, est symétrique définie positive si et seulementsi n € [[1,4]. ‘

» Exercice 1 : urnes de Polya

La variable S, représente donc® le nombre de boules blanches obtenues au cours des n 6 Clest une somme de va-
tirages. riables aléatoires valant soit

On a alors évidemment S, (Q) c [0, n]. 0 soit 1, sa valeur est donc le
A , L < . nombre de 1 dans la somme)

Et en fait il s’agit méme d’une égalité puisque pour k € [0, n]), on peut tout a fait avoir k

boules rouges lors des k premiers tirages, puis uniquement des boules blanches.

Sic =0, alors le contenu de l'urne ne change pas au cours des tirages : il y a toujours a

boules blanches et b boules rouges, si bien qu’a chaque tirage la probabilité d’obtenir une

boule rouge est 2.

Et par indépendance des tirages’, S, ~ % (n ﬁ). 7 Qui est vraie que parce
que ¢ = 0 :le résultat d’un
Utilisons le systéme complet d’événements {[Sk = i],0 < i < k}. Alors tirage n’influe pas sur la

composition de I'urne pour
les tirages suivants.

k
P(Xer = 1) = 3 P(Sk = )P, (Xewr = 1).
i=0

Mais sachant [Si = i] réalisé, au moment du (k + 1)®™e tirage, 'urne contient a + b + kc
boules, dont b + ic sont rouges.

Et donc la probabilité d’obtenir une boule rouge est a-f;-ﬁcc' Ainsi,
b+ic
P(X1 =1 P =
(Xt = 1) = Z (Sk=D)—r
1 k
= b P(Sc =i iP(S =i
— Z (Sk )+Z0 (S =1)
b+ cE(Sp)
=——— (b+cE(S)) = ———=.
a+b+kc( +cE(Sk) a+b+ke

On a, en notant éventuellement Sy = 0 (dans le cas ot k = 0)

b+ cE(Sy) _b+cE (Sg-1 + Xi)
a+b+kec a+b+ke
b+ cE(Sk_1) N cE(Xy)
a+b+kc a+b+kc

_a +b+ (k- 1)CP(Xk =1)+ P(Xp = 1) X suit une loi de Bernoulli,
a+b+kc a+b+ke donc E(Xx) = P(X = 1).

a+b+ke
P~ 1) =[P = )]

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024 M. VIENNEY

PXip1=1) =

Linéarité de l’espérance.



4.b.

4.d.

6

CONCOURS BLANC

Puisque les X sont des indicatrices, elles ne prennent que les valeurs 0 et 1, et donc suivent
des lois de Bernoulli.
Et la question précédente prouve donc qu’elles suivent toutes la méme loi de Bernoulli.

On a en particulier P(X; = 1) = -2, et donc X, suit la loi de Bernoulli % ( b )

atb’ a+b

b b
On en déduit notamment que | E(X,) = paal V(X,) = ﬁ (1 - ﬁ) = (ai—b)z'

Par linéarité de I'espérance, on a donc

E(S,) = ) E(X¢) = nE(X;) =
k=1

k n

L’événement «obtenir k rouges puis n—k blanches» est I'événement A = ﬂ[Xi =1]n ﬁ [X; =0].

i=1 i=k+1
Par la formule des probabilités composées, on a donc

P(A) =P(X; = DPx,-11(X2 = 1) - - Prxi=1)n-n[xei =11 Xk = DPx =100 [xe=1] Kir1 = 0) - - - Px=1]n---n[x,,_1=0] (Xn = 0)

b b+c b+2c b+ (k-1)c a atc at(n—-k-1)c
T a+ba+b+ca+b+c  a+b+(k-l)ca+tb+kca+b+(k+1)c a+b+(n—-1)c
x(b,k)r(a,n—k)

m(a+b,n)

Si on raisonne comme 2 la question précédente, les seuls termes qui vont changer vont
étre le kéme et le (k + 1)®™e, qui vont étre remplacés respectivement par

a etb+(k—1)c
a+b+(k-1)c a+b+ke

Ceci ne change pas le produit, et donc la probabilité d’obtenir d’abord k — 1 rouges puis
une blanche, puis une rouge, puis des blanches est la méme que celle calculée 4 la question
précédente.

Plus généralement, le méme raisonnement prouve que tout échange d’un tirage donnant
une boule blanche avec un tirage donnant une boule rouge ne change pas la probabilité.

Et plus généralement, si (i1, ..., i,) est un n-uplet d’éléments de {0, 1} comportant exacte-
ment k 1, alors
- ) n(b,k)r(a,n—k)
P X, = =
(Q[ P lp]) m(a+b,n)
Mais si on note Ex = {(i1,...,in) € {0,1}" | iy + -+ + i, = k} Pensemble des n-uplets

comportant exactement k fois 1, alors

[Sa=kl= [ (ﬁ[xp = ipl)

(i15-in) €E \p=1

m(b,k)r(a,n— k)
m(a+b,n)

PGS, =k = > P( [X, = ip]) = Card(Ey)
p

Puisque choisir un élément de Ej. revient a choisir la position des 1, on a donc Card(Ex) =

(Z) et donc

k n(a+b,n)

P(S, = k) = ()w

Dans le cas trés particulierotla=b=c=1,onan(ij) =i(i+1)---(i+j—1), et donc

MP2I Lvcie CaampoLLION 2023-2024
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CORRECTION

a(b,k)r(a,n-k) 1(1+1)---(1+k-DI(1+1)---(1+n-k-1) kl(n-k)!

n(a+b,n) 2x3x(2+n-1)  (n+1)!
si bien que
o [(m\K(n-K)! 1
P(Sn=k) = (k) (n+n!'  n+1’
Et donc | S, suit la loi uniforme sur [0, n]. ‘

4.e. Le plus simple est de remarquer que puisque S, est 4 valeurs dans [0, n]], alors

Z P(S, = k) =P(Q) = 1. Soit encore
k=0

> (”)w =1 etdonc| )’ (Z):r(b, K)r(an—k) = n(a+b,n).

i \k nm(a+0b,n) P

5.a. Iln’y aapeu prés rien 2 dire, il suffit de sortir les deux premiers termes du produit.

5.b. Par la formule de transfert,

E(S2 5 = E(Su(Ss - 1) = 3 k(k = DB(S, =) = Y k(k = B(S, = )
k=0 k=2

-t zn: (k 1)(”)7[(19, K)r(an - k).
k=2 k

m(a+b+n)

Commengons par appliquer deux fois la formule dite «du capitaine» : pour k > 2,

k(k - 1)(2) = n(k - 1)(2:1) - n(n—2)(Z:§).

Et donc
E(S2 - S,) ”(i";b’lr)l) kz_; (Z ) g)ﬂ(b, k)r(an—k)
- %g(”;z)n(mu)n(a,n—z—i)
_ ﬂ'zi”;b’lzl) 22 (” R Z)b(b +o)m(b+2¢)r(an—2—i)
- %n(a+b+20,n—2)

= n(n—1)b(b+c)
) (a+b)(a+b+0)7r(a+b+2c,n—2)”(a+b+2c’”—2)

_n(n—1)b(b+c)
" (a+b)(a+b+c)

5.c. Par la formule de Huygens,

V(Sy) = E(S}) ~ E(Sw)> = E (S} = Su) + E(S:) ~ E(S,)”

_n(n=1)b(b+c) nb n’b?
T atb)(atbic) atb (a+b)
3 nb

" (a+b)2(a+b+c)
3 nb

"~ (a+b)2(a+b+c)

(n=1D)(b+c)(a+b)+(a+b)(a+b+c)—nb(a+b+c))

(n(a+b)(b+c)+al(a+b)—nb(b+c)— nab)

_ nb _| nab(a+b+nc)
= @b (arbig Mebro ralath) —nab) =| FEm e m o
MP2I Lvcie CHAMPOLLION 20232024

Les termes de la somme pour
k=0et k =1 sont nuls.

On a posé

i=k-2ok=i+2.

Cest la formule de la ques-
tion 4.e.

C’est la question précédente.

— Astuce

Un moyen de vérifier notre
résultat :sia=b=c =1,
on doit retrouver la variance
d’une loi uniforme sur [0, n]]
d’aprés 4.d. Cest bien le cas

ici, ces deux variances étant
n(n+2) _ (n+1)%-1
2 = 2

4 égalesa

M. VIENNEY



1.b.

2.b.

3.b.
3.c.

CONCOURS BLANC

» Exercice 2 : calcul de la somme d’une série.

Une récurrence simple facile prouve que pour tout n € N, u,, > 0, et on a évidemment,
pour tout n € N,
Uny1l 2n+2

= <1
Un 2n+5

si bien que (u,) est décroissante.
Etant décroissante et minorée, par le théoréme de la limite monotone, elle converge.

Soitn € N.On a

ln(un)—ln(un+1):ln( Un ):ln(2n+5):ln(1+ > ) &4

Un41 2n+2 2n+2) noteo n’

. ‘o ‘s 3 1. s . T
> s
Puisque la série de terme général 2 diverge, par critére de comparaison pour les séries a

termes positifs, Z (In(uy) — In(ups)) diverge.

La série de terme général In(u,) — In(upn41) est 2 valeurs positives®, donc nécessairement la
suite de ses sommes partielles, qui est croissante, diverge vers +co.
Or pour n € N*,

n

-1
(In(ux) = In(ups1)) = In(uo) = In(u,) = —In(uy,)
k=0

si bien que —In(u,) — +o0. Et donc u, = elnCun) 5 0,
n—+oo

n—+oo
Ona

_ n+1 Unet | 1 2n+2

ln(vn)—aln(—n )+ln(—un )_aln(1+n)+ln(2n+5)
1 3 a 3 1
n_>:+ooaln(1+;)+1n(l_2n+5)n—i—oo;_zn+5+o(;)

1 3 1 1 3 1 1
= ~|a- ol=] = Zla-2+0[=|]+0(=
n—>+oon(a 2+%)+ (n2)n—>+oon(a 2+ (n))+ (nZ)

Sia# %, alors

3\ 1 1 3\ 1
e, = e ao o) -3

si bien que par critére de comparaison pour les séries de signe constant, Y, In(v,) converge.

Maissi @ = 3, alors In(v,) = O (%), et donc la série de terme général In(v,) converge.
n 00

—+

On a donc Z In(og) — S. Or
k=1

—_

n—1

In(og) = Z [ln ((k + 1)3/2uk+1) —In (k3/2uk)] =In (n3/2un) —In (u1)

1 k=0

n—

o~
I

32y, — upeS.
n—+oco

si bien que In (n*?u,) — S+In(w), et donc n
n—+0o

esu1

Puisque uje’ # 0, on a donc n*?u, ~ useS, et donc|u

n—+oco " nteo n3/2 -

Par critére de comparaison9

Soit n € N. Alors

3 une série de Riemann convergente, 3’ U, converge.

n+1 n+1 n

2Zkuk +3Zuk = 2Z(k+ Dtss +3Zuk+1
k=1 k=1 k=0 k=0
MP21 Lvcie CaampoLLION 20232024

8 Par décroissance de (un).

In(1+x) =, %t O(x?).

A\ Attention !

Il est important de mettre 2
part le cas & = % qui ne nous
fournit pas d’équivalent.

90na déja dit que uy, > 0.

M. VIENNEY




CORRECTION

< 2k +2 2k +2
=2 1
ZA(’” Jakrs™ 2k+5"
n n n
= Z(2k+2)uk = ZZkuk+ZZuk.
k=0 k=0 k=0

3.d.  On en déduit donc que pour tout n € N¥,

n+1

3Zuk ~2 S U =2zn:kuk —2Zkuk.
k=1 k=0 k=0 k=1

Mais
n+l
3 Z Ug — 2
k=1 k
Et de méme,

n+1

n+1 n+1

n
U = Z U + 2Upy — 2ug = Z Up + 2upyq — 2.
=0 k=1

k=1

n+1

2 Zn: kup — 2 Z kup = -2(n+ Dupyq.

Ainsi, il vient

Et grice 4 I'équivalent de la question 3.a, on a 2 la fois up1 — Oet (n+ upsy — 0,
n—+oo n—+oo

si bien que

Et donc

MP2I

k=0 k=1

n+l

Z U =2 = 2Upy — 2(n+ Dupyq.
k=1

+00 n+l

ZukI lim Zuk=2.
n—+co

k=1 k=1

+00 +00

S =ty =[]

k=0 k=1

Lvcie CaampoLLION 2023-2024

— A Attention !

Noublions pas de rajouter
ug 2 la somme, si par indif-
férence des premiers termes,
on peut 'oublier au moment
d’étudier la nature de la série,
sa valeur intervient dans le
calcul de la somme. Si on
change le premier terme, on
change la somme !

o

M. VIENNEY
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