MP2I 07.04.23

DEVOIR SURVEILLE 7

» Exercice 1 : inégalités de convexité

1. Pour @ € R, onnote hy :| .
—

a. Justifier que pour tout a € R}, hy est de classe € sur R}, et qu’elle se prolonge en une fonction
continue sur R,.

b. Pour quelles valeurs de «, le prolongement par continuité de h, a R, est-il de classe €2 ?
c. Suivant la valeur de @ € R%, déterminer si h, est convexe, concave ou ni 'une ni l'autre.
2. Montrer que la somme de deux fonctions concaves sur un méme intervalle I est concave sur I.
2
(RY)” — R
x\ .
(xy) +— yeo|-
y
a. Prouver que pour tous x1,x2,y1,y2 € Ry, f(x1,y1) + f(x2,42) < f(x1 +x2,y1 + 12)

b. Montrer que pour tout n € N*,

3. Soit ¢ : R} — R concave. On note f :

V(x1,. . xn) € (RD™ V(y1,...,yn) € (R, Zf(xk,yk) f( xk,Zyk).
k

=1 k=1

4. En appliquant le résultat de la question précédente 2 la fonction ¢ — Vt, prouver l'inégalité de Cauchy-
Schwarz : pour tout n € N* et tous (ay, ..., an), (b1,...,b,) € (R%)"

akbk < 4 ai‘ sz
k=1 k=1

5. Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2. On pose ¢, : t — (tﬁ + 1)
a. En utilisant la formule du binéme, montrer que ¢, est concave sur R}.

b. Que donne I'inégalité de la question 3 appliquée ¢, ? En déduire I'inégalité de Minkowski : pour

toutn € N* et tous ay,...,an, by,...,b, € R},
n 1/p n 1/p n 1/p
(Z(ak + bk)p) < (Z a’;) + ( bi) .
k=1 k=1 k=1
» Exercice 2 : polynémes de Hermite
[X] — R[X]

Dans tout le probleme, on considére f : .
P +— P”-2XP

1. Montrer que pour tout n € N, R, [X] est stable par f.
On note alors f, : R,[X] — R,[X] la restriction de f a R, [X].

2. Pour tout n > 2, déterminer la matrice A, de f;, dans la base canonique de R, [X]. Vous réfléchirez bien a la
taille de cette matrice !

3. En utilisant la matrice A3, déterminer tous les polynoémes P € R3[X] tels que f(P) = —
4. Soitn € N.
a. Pour A € R, déterminer la matrice de f, — Aidg,,[x] dans la base canonique de R, [X]. En déduire les

valeurs de A pour lesquelles f,, — Aidg (x| n’est pas injective.

MP21 Lycie CHAMPOLLION 2022-2023



b. Justifier que P'équation différentielle y” —2xy’ +2ny = 0 posséde des solutions polynomiales non nulles.

c. Prouver qu’un polynéme non nul, vérifiant P — 2XP’ + 2nP = 0 est nécessairement de degré n, puis
qu’il existe un unique polynéme P,, unitaire et de degré n tel que

(P € R[X] | P — 2XP’ +2nP = 0} = Vect(P,).

d. Prouver que (Py, Py, ..., P,) est une base de R, [X].

e. Montrer que A, est semblable 4 la matrice diagonale Diag(0,-2,-4,...,-2n).
. — R ) o , . )
Dans la suite, on note g : >, qui est de classe €, puisque composée de fonctions qui le sont.
x — e ¥

5. Prouver que pour tout n € N, il existe un polyndme H,, € R,,[X] tel que pour tout x € R, g™ (x) = (=1)"Hy,(x)e™>".

Exprimer H, en fonction de H, et H}, et en déduire le degré et le coefhicient dominant de H,,.
6. Soit n € N*. En notant que g™ = (g™, prouver que Hpy = 2XH, — 2nH,_1. En déduire que
H] =2nH,_1.
7. Prouver alors que pour tout n € N, H, est solution de 'équation différentielle v’ (x) —2xy’ (x) +2ny(x) = 0.
En déduire alors une relation entre H, et le polyndme P, de la question 4.c.
8. Dans cette question, on souhaite prouver par récurrence que pour n > 1, H, est scindé A racines simples.
a. Initialiser la récurrence.

b. Soit n € N*. On suppose que H, est scindé a racines simples, et on note a la plus petite racine de H,,.
) 2 ) ) . . ,.
Calculer lim H,(x)e ™ . Justifier alors soigneusement que H,1 posséde une racine dans l'intervalle
X——00

] — 0, af.

c. En déduire alors que Hpyq est scindé a racines simples.

» Exercice 3 : projecteurs spectraux

Soit E un C-espace vectoriel, et soit f € £(E). On suppose qu'il existe (a, b) € C? distincts et (p, q) € £(E)?,
non nuls, satisfaisant les trois conditions suivantes 2 la fois :

) idp=p+gq ii) f=ap+bq i) f2=a’p+b’q

Calculer (f — aidg) o (f — bidg).
Montrer que pog=qop =0g).
Exprimer (f — aidg)? en fonction de g et en déduire que g est un projecteur, puis que p est un projecteur.

On suppose que ab # 0. Montrer que f est un isomorphisme et que Vn € Z, f" = a"p + b"q.

g B~ W N -

Prouver que p est la projection sur Ker(f — aidg) parallélement 3 Ker(f — bidg), et que g est la projection
sur Ker(f — bidg) parallelement 3 Ker(f — aidg).

6. Onpose F = {Ap + pugq, (A, p) € C*}.

a. Montrer que F est 2 la fois un sous-anneau et un sous-espace vectoriel de £ (E). En donner une base.
b. Déterminer les projecteurs et les symétries qui sont dans F.

c. Un endomorphisme g € £(E) est appelé racine carrée de f si g° = f. Justifier que f posséde des
racines carrées, et déterminer combien d’entre elles sont dans F.

211 1 1 1
7. Dans cette question,onnote A=|1 2 1let/=|1 1 1}.
1 1 2 1 1 1

a. Calculer J2, puis J", pour tout n € N*. En déduire une expression simple de A™ en fonction de I et J.
b. Déterminer un réel A € R tel que (1])? = AJ.

c. Justifier qu’il existe deux matrices B et C dans /#3(C), que 'on précisera, et deux complexes b et ¢
tels que pour tout n € N, A" = b"B + ¢"C.

d. Déterminer au moins quatre matrices M € (3(C) telles que M? = A.
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1.b.

3.b.

CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 7

» Exercice 1 : inégalités de convexité

Rappelons que pour ¢ € R, hy(t) = e*!"%, et donc h, est de classe 6* car les fonctions In

et exp le sont.

On a alors lin% he(t) = lin% e?"* = 0. Donc hy se prolonge en une fonction h, continue
t— t—

sur R, en posant h,(0) = 0.
a
On a pour tout ¢ € R%, k,(t) = —e®t = g1,

Et donc en particulier, h, posséde une limite finie en Osi et seulementsia—1> 0 © a > 1.
De méme, pour t > 0, hl}(t) = a(a—1)t*"2, qui posséde une limite finie en O si et seulement
sia—-22>0oa=>2,ousia=1.

Donc si @ > 2 ou a = 1, puisque hg, h), et h, ont des limites finies en 0, alors par le
théoréme de prolongement 62, h, se prolonge par continuité en une fonction ‘62 sur R..
Et inversement, si le prolongement par continuité hy de hy AR, est 62, alors en particulier
sa dérivée seconde est continue en 0.

Mais sa dérivée sur R? coincide avec celle de hy, et donc 1% hl/(t) existe et vaut h.(0).

Et donc par ce qui a été dit précédemment, @ > 2 ou ar = 1.

Donc | hy est 62 sur R, si et seulement si « € {1} U [2, +oo0].

On a donc, pour ¢ € R}, kY (t) = a(a — 1)t%72, qui est positive du signe de a(a — 1).

Notons que si a = 1, hy est

Donc ‘ hy est convexe si @ > 1 et concave sur « < 1. ‘ 1 la fois convexe et concave...

(f+9) (1 =A)a+Ab) = f((1 —Na+Ab) + g((1 — )a+ Ab)

> (1=2)f(a) + Af(b) + (1 = Dg(a) + Ag(b) > (1 = H(f +g)(a) + A(f +9)(b).

Donc ‘ f + g est encore concave sur I. ‘

Soient x1, x2, y1,y2 € R%. Alors

fOayn) + f(x2,y2) = yig (%) + e (B) )

X1+X2 )

Et par ailleurs, f(x1 +x2,y1 +y2) = (y1 +y2)@ (y1+y2

92 € [0,1], de sorte que 1 = A = g
Y1 +1y2 Y +y2

1
AlOI‘S(p((1—/1)ﬂ+/12)=(p( X )z flx) +x2,y1 +12).
n Y2 ity y1ty2 y1+y2
Par concavité de ¢, on a donc

( X1 X2 ) Y1 (x1) Y2 (xz)
@ + > ol—|+——0(|—].
y1+y2 Y1+ y1+y2 \y1 y1+y2 \y2

Et donc aprés multiplication par yi + y2, f(x1 + x2,y1 + y2) > Y19 (%) + 120 (%), soit
encore

Posons A =

‘f(xl +x2,y1 +y2) = fx1,y1) + f(x2,2). ‘

C’est une simple récurrence.

La fonction t — V't = hy/»(t) est concave d’aprés la question 1.c.
Donc par ce qui précéde, pour x1,...,Xn Y1, ..., yn € R}, il vient

n Xx n ZZ=1 Xk n n n
WNEE (zy) 2 o S e < | Sy S
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. . . sans surprise puisqu’elle est
Soient f, g deux fonctions concaves sur I. Soient a,b € I et A € [0, 1]. Alors affine.
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DEVOIR SURVEILLE 7

En particulier, si a1,...,an, b1, ..., b, sont des réels strictement positifs, alors en posant
xi = a; ety = b7, il vient

p p
On a, pour tout t € R}, ¢, (1) = Z (i)t]; =1+ Zh&(t).
P
k=0

k
Pour k € [1,p]), h« est concave sur R} puisque f; < 1.
)

Et donc il en est de méme! de (p)h.k. Par ailleurs, la fonction constante égale 4 1 est
P

concave.
Et alors par la question 2,

¢p est encore concave. ‘

L’inégalité de la question 3 nous donne alors pour tous x1,...,Xp, Y1, ..., yn € R},

n 1/p P n n 1/p p
X 2ot Xk

Yk (—) +1] <) y ( = ) +11] .
; (yk ) ; k=1 Yk

Soit encore?

3

» n 1p n 1/p\P
1 1
(xk/P + yk/P) < (Z xk) + (Z yk) .

k=1 k=1 k=1
. . ’ [ EEN _ p _ p
Pour ai,...,an by,..., b, € R}, appliquons cette inégalité a x; = a, ety =by.Ona alors
n n 1/P n 1/17 p
4 P V4
Z(ak+bk) < Zak + Zbk )
k=1 k=1 k=1

Reste  prendre la racine® p*™ des deux membres pour obtenir I'inégalité annoncée :

n 1p n 1/p n 1/p
(Z(ak + bk)f’) < (Z ai) + (Z b‘:) :
k=1 k=1

k=1

» Exercice 2 : polyndémes de Hermite

Soit P € R,[X]. Alors degP < n, si bien que degP” < n—2etdegP’ < n-1, donc
deg XP' < n.
Et donc deg f(P) < n, si bien que f(P) € R,[X].

Donc | R, [X] est stable par f.

Ona f(1) =0, f(X) = —2X, et pour k > 2, f(X*) = k(k — 1)X*~2 - 2kX*.
Donc la matrice de f dans la base canonique de R, [X] est

0 0 2 0
0 -2 0
0 -4
Ap =Matg,,, (fa) =
0 n(n—1)
: -2(n-1) 0
0 0 0 —2n
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1 Multiplier une fonction par
un réel positif ne change pas
sa convexité.

1
2ue=(y/")r.

3 Notons que x > x!/P est
croissante sur R}.
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4.b.

4.d.

CORRECTION

Il s’agit donc de trouver tous les P = a + bX + cX? + dX> € R3[X] tels que f5(P) = Or(x].

a a
Soit encore tels que Matg,,, (3(P)) = -4 Matg_, (P) & A l; =—4 IC) .
d d
a a 4a +2c =0 c=-2a
or,AlC7 =—4’Z o 2>  +6d=0 o {b=0  Donc f(P)= 4P & P =
d d —2d=0 |d=0

a(1 —2X?) & | P € Vect(1 - 2X°).

La matrice de idg,[x] dans la base canonique est I,..1, et donc la matrice de f,, — Aidg,,[x]
dans la base canonique est

-A 0 2 0
0 -2-2 0
0 —4-2
Ap =M1 =
0 n(n—1)
: —-2(n-1)-2 0
0 ... 0 0 —-2n—-27

Pour A € R, on a f, — Aid qui n’est pas injective si et seulement si elle n’est pas bijective,
donc si et seulement si sa matrice dans n’importe quelle base n’est pas inversible.

Or, dans la base canonique, cette matrice est triangulaire supérieure, donc elle n’est pas
inversible si et seulement si elle posseéde un* coefficient diagonal nul.

Donc ici si et seulement si il existe k € [0,n] tel que -2k =1 =0 & 1 = -2k.

Puisque f,+2nid n’est pas injective (d’aprés la question précédente), Ker(f + 2nid) # {Og,[x]}-
Or ce noyau est par définition {P € R,,[X] | P”” = 2XP’ + 2nP = 0}.

Donc non seulement nous pouvons affirmer qu’il existe des polynémes non nuls solutions
de y” = 2xy’ + 2ny = 0, mais en plus nous avons la certitude qu’il en existe de degré au
plus n.

Si P est un polyndéme non nul solution de P — 2XP’ + 2nP = 0, notons d son degré.

On aalors P” —2XP’ = —2nP.Si on note ay le coefficient dominant de P, alors le coefficient
dominant de P — 2XP’ est —2day, alors que celui de —2nP est —2nay.

Donc par égalité de ces coefhicients dominants, d = n.

Ainsi, toute solution polynomiale de ’équation différentielle est dans R, [X], et donc sont
dans Ker(f, + 2nidg,,[x))-

Autrement dit, {P € R[X] | P — 2XP’ + 2nP = 0} = Ker(f, + 2nidg,,[x])-

Par ailleurs, A, + 2nl,.1 est échelonnée, avec n pivots , son rang est n, et donc rg(f +
2nian [X]) =n.

Par le théoréme du rang, dim Ker(f,, + 2nidg,[x]) = 1.

Doncssi P est un polynéme non nul® de Ker(f+2nidg,,[x)), alors Ker(f,, + 2nidg,,[x]) = Vect(P).

En particulier, cette droite vectorielle contient un unique polynéme unitaire, qui est égal a
P divisé par son coeficient dominant. Si on le note P,, on a toujours P, # 0, et donc

Ker(fy + 2nidg,[x]) = Vect(Py).

Remarque : vous prouverez l'an prochain que Pensemble des solutions de cette équation différentielle
est en fait un espace vectoriel de dimension 2 (comme c’est le cas pour toute équation différentielle
linéaire d’ordre 2, y compris si ses coefficients sont non constants). Puisque nous n'avons qu’une droite
de solutions polynomiales, ceci signifie donc qu’elle posséde aussi des solutions non polynomiales.

Puisque pour tout k € [0,n], deg Py = k, la famille (Py,...,P,) est libre car formée de
polyndémes de degrés deux 2 deux distincts. Elle est de cardinal n + 1 = dim R, [X], donc

c’est | une base de R, [X]. ‘
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40u plusieurs.

En adaptant la méthode de
la question 3, nous serions
méme en mesure de trouver
les solutions polynomiales

de degré au plus n A cette
équation  l'aide de la matrice
Apn.

Noublions pas qu’il s’agit
d’une matrice de taille n + 1.

3 Et nous venons de justifier
qu'il en existe.

Astuce

Plus généralement, toute
droite vectorielle de R[X]
contient toujours un et un
seul polyndme unitaire.

M. VIENNEY




4.e.

4 DEVOIR SURVEILLE 7

Puisque pour tout k € [0,n], f,(Px) = —2kPy, la matrice de f, dans la base B’ =
(Po, Py, ..., P,) est donc

0 0 0
Matgg (f;) = -2 = Diag (0,2, ~4,...,~2n).
0 0 -2n
Donc A, et Diag(0,-2,...,-2n) représentent le méme endomorphisme de R, [X] dans

deux bases différentes : ‘ elles sont semblables. ‘

Procédons par récurrence sur n € N.

On a évidemment pour tout x € R, ¢ (x) = g(x) = (=1)’1e™*", donc le polynome
constant Hy = 1 convient.

Soitn € N, et supposons qu’il existe H, € R[X] tel que pour tout x € R, g™ (x) = (=1)"H, (x)e™™ .
Alors pour tout x € R,

9" (x) = (~1)"H,(x)e ™ + (1)1 2xH, (x)e ™ = (—=1)"*! (2xH,(x) — H,(x)) e .

Donc si on pose Hpy1 = 2XH, — Hj,, qui est encore un polynéme, on a bien pour tout

x € R, g™V (x) = (=1)" Hy4q (x)e_xz.

Et donc par le principe de récurrence, pour tout n € N, il existe un® polynéme H, € R[X] % Unique, méme si ce n’était
tel que pour tout x € R, g™ (x) = (=1)"H,(x)e™* . pas demandé,

On en déduit notamment que deg H,+1 = deg H, + 1, et que le coefhicient dominant de
H,.1 est deux fois celui de H,.

Une récurrence facile prouve alors que pour tout n € N, et le coefhicient
dominant de H,, est

On a pour tout x € R, g’(x) = —2xe~*",
Et donc en appliquant la formule de Leibniz aux fonctions” f : x — x et g, 7 De classe 6.
g™ = (fg)W = 2 Z " fRgn=k) = g _ o f7gn=1) f est affine, donc pour tout
k=0 k k>1,f0 =o.

si bien que pour tout x € R,
g™ (x) = ~2x(=1)"Hu(x)e ™™ ~2n(=1)""' Hy_ 1 (x)e™ = (=1)""! (2xH, (x) — 2nH,—; (x)) ™.
Puisque par ailleurs g™V (x) = (=1)™! Hp1 (x)e=*", on en déduit que

Hy,y (x) = 2X-Hn(x) - Zan—l (X)

Si deux fonctions polyno-

miales coincident en une in-
finité de points, c’est qu’elles
sont associées aux méme po-

Puisque par ailleurs, H,,1 = 2XH, — Hj,, on en déduit que lynomes.

Pour n € N et x € R, Hyy1(x) = 2xH,(x) — Hj,(x). En dérivant cette relation, pour tout
x €R,

Ceci étant valable pour tout x € R, Hyy1 = 2XH, — 2nH,_;.

Hr’1+1 (x) = 2Hn(X) + ZXHr/l(x) - Hr’z’ (x) (=4 2(71 + 1)Hn (X') = 2Hn(x) + ZXH;z (x) — Hr’l/ (x) QlfeStiOIl p}rﬁcédente app]i-
uée pour .
& HJ/(x) — 2xH},(x) + 2nH,(x) = 0. quée pour H,

Donc | H, est bien solution de y”’ — 2xy’ + 2ny = 0. ‘

Donc par la question 4.c, Hy, est dans Vect(P,), si bien qu’il existe A € R tel que H,, = AP,,.
Et H, est de coeflicient dominant 2" et P, est unitaire, si bien que A = 2" et donc H, = 2"P,,.

Le polynoéme H; = 2X est évidemment scindé 2 racine(s) simple(s).
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8.b.

CORRECTION

= o(e).

t—+00

Pour tout « > 0, on a t*

Et donc par le changement de variable t = x? (qui nous donne, pour x < 0, t — vx)
k| = tk/2 =, 0(¢f), si bien que X = o (exz).

X——00

x —> +oo, et donc pour tout k € N, |x

t——00

Et donc par somme?®, H,(x) = o (e"z), etdonc| lim H,(x)e™ =0.
X X——00

——00

I sagit alors d’utiliser une forme généralisé de Rolle pour justifier 'existence d’une racine
de Hyyq dans | — o0, af.

Si Hyy1 ne sannulait pas sur | — oo, a[, par continuité, elle serait de signe constant et non
nulle sur cet intervalle, de méme que g**V : x > (=1)"1H, 44 (x)e~*".

Et donc g™ serait strictement monotone sur ] — oo, a]. Supposons par exemple qu’elle soit
strictement croissante. Alors pour tout x < a — 1, g™ (x) < g™ (a-1).

Et donc par passage 2 la limite,

lim g™ (x) < g™ (a=1) < g™ (a) = (~1)"Ha(a)e™® =0.

Clest absurde car nous venons de prouver que lim ¢ (x) = 0.
X——00

Le raisonnement est le méme si g™ est strictement décroissante sur | — oo, [.
Et donc il existe bien une racine de H,,,1 dans l'intervalle | — oo, «[.

Le méme type d’argument nous donnerait I'existence d’une racine de H,; dans l'intervalle
1B, +00[, otr f est la plus grande racine de Hy,.

Et alors si on note aj < a» < -+ < a, les racines’ de H,, le théoréme de Rolle appliqué
a g™ (qui est dérivable) nous dit que g™ s’annule au moins une fois dans chacun des
intervalles ]a;, @i [.

Et I'exponentielle ne s'annulant pas, ces points d’annulation de g™ sont des racines de
Hn+1 .

Donc on a déja n — 1 racines deux a deux distinctes'® de H,,1.

Comme nous venons de dire que par ailleurs, il existe une racine de H,,1 dans ] —co, a;[ et
une dans Ja,, +oo[, on a donc n + 1 racines distinctes de Hy41, qui est de degré n + 1. Elles
sont donc nécessairement toutes simples, et donc Hy,1 est scindé 2 racines simples.

Par le principe de récurrence, | pour tout n € N, H, est scindé a racines simples. ‘

» Exercice 3 : projecteurs spectraux (extrait de CCP 1988)

Ona

(f = aidg) o (f = bidg) = f2 - (a+b)f + abidg = a®p + b>q — (a+ b)(ap + bq) + ab(p + q)

:a2p+b2q—a2p—ab(p+q)—b2q+ab(p+q):

Notons que f — aidg = ap + bqg — a(p + q) = (b — a)q, et de méme f — bidg = (a - b)p.

Et donc par la question précédente, ((b —a)q) o ((a—b)p) = —(a—b)?>qo p =0 (x).

Puisque a # b, on a donc

Par ailleurs, puisque g = idg — p, p et ¢ commutent :
gop=(idg—p)op=p-p*=po(idg—p)=pog=0gzwm).

On a alors!!

(f - aidg)? = 2 = 2af + a*idg = a®p + b*q — 2a*p — 2abq + a*p + a>q = (b — a)*q.

Et par ailleurs f — aidg = (b — a)gq, et donc (f — aidg)? = (b — a)?q>.
On en déduit donc, toujours car (b — a)? # 0 que g* = g, et donc ‘ q est un projecteur.

Sur le méme principe, on prouverait que p? = p en développant (f — bidg)?.
Mais plus simplement, nous avons déja mentionné que si p est un projecteur, alors idg — p
Pest encore (c’est méme la projection sur Ker(p) parallelement 2 Imp.)
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8 Notons qu’on ne somme
qu’un nombre fini et fixé de
o.

9 Deux 4 deux distinctes.

10 Elles sont dans des inter-
valles deux a deux disjoints.

Un endomorphisme p com-
mute avec tout polynéme en
p, méme si je ne tiens pas &
donner la définition de ce
qu’est «un polyndme en p»,
je vous laisse le soin de le de-
viner (c’est par exemple le cas

de 2 oude f3 +2f% +idg).

T Cest du bindme pour
n =2, en notant que f et idg
commutent.

M. VIENNEY
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En utilisant la formule donnée pour n = —1, on peut trouver expression de f~1, a savoir

1 1 . . .
fl==p+ 5> et constater que cet endomorphisme est bien I'inverse de f.
a

Expliquons plut@t son origine : grice a la premiere question, on a

1 b 1 b
f? = (a+b)f = —abidy & idg = —— f*+ “;b f:fo(—Ef+a;7 idE)

1 1 1 1 1 1
‘:’idE=f°(—; —ZP+(E+Z)(P+CI))=f°(2P+Eq).

Et de méme'?, idg = (%p + %q) o f, de sorte que f est bijective, et que sa bijection réci-

proque est %p + %q.

Prouvons par récurrence sur n € N que pour tout n € N, f* = a"p + b"q.
q

Pour n € {0,1,2}, ce sont les hypothéses de '"énoncé, dont la récurrence est largement

initialisée.
Soit n € N tel que f™ = a"p + b"q. Alors

frHl = frof = (a"p+b™q)o(ap+bq) = a™' p? +a"b pogq+ab” gop +b"! ¢

~—— — N =

=p =0 =0

Donc par le principe de récurrence, ‘ pour tout n € N, f™ = a"p + b"q.

Et alors, nous savons que pour n € N, f™ est bijective car composée de fonctions bijectives,

etona

fo(a™"p+b~"q) = (a"p + b q)o(a "p+b""q) = p+a"b "poq+a "b"qo p+q = p+q=idg.

=0
Etdonc f "= (f")"'=a"p+b"q.
Alternative : plus simplement, puisque p et ¢ commutent!3,

n

n-1

n - n,n n n— n— n_n

1= (ap b = (k)<ap)’<o<bq>" e (k)akb Kk o gk 4+ bgr,
k=1

k=0

Orpourn>1,p"=petq" =gq.
Etpour 1 <k <n-1,pFog"* =p*1o pogogi*t=0.
—_——
=0
Et donc f* = a"p + b"q.
Et le méme raisonnement vaut pour f " = (f1)" = (a"'p+b7'q)".

Rappelons qu’un projecteur p est toujours la projection sur Im(p) parallélement a Ker(p).

Nous avons déja dit que p est colinéaire!* 2 f — bid.
Et donc Ker(f - bidg) = Ker(p).
Il s’agit donc de prouver que Im(p) = Ker(f — aidg).

Or nous savons!> que Im(p) = Ker(p — idg) est l'ensemble des points fixes de p.

Mais p — idg = —q, et donc Im(p) = Ker(p — idg) = Ker(—q) = Kerg.

Et comme ¢ = ——(f — aidg), on a donc Kerq = Ker(f — aidg). Et donc on a bien

b-a
Imp = Ker(f — aidg).

On en déduit que | p est la projection sur Ker(f — aidg) parallélement 3 Ker(f — bidg).

On raisonne exactement de la méme maniére pour gq.

Puisque F = Vect(p, q) c’est un sous-espace vectoriel de £ (E). Et en particulier, c’en est

un sous—groupe.

De plus, on g o f = (Adip + p1q) o (Aop + p2q) = MAzp + pipaq € F, donc F est stable par

produit.
Puisque idg = p + g € F, £(E) est donc un sous-anneau de £ (E).
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Si on choisit cette approche,
enposantg = 1p+ +q, il
faudra bien calculer i la fois
go f et f og, car nous n’avons
faut aucune hypothése de
dimension finie, et donc
inversible 4 gauche n’est pas
nécessairement équivalent a
inversible 4 droite.

12 g4 factorisant & gauche
par f, ce qui est bien pos-

sible.

— an+1p+bn+1q'

Une fois qu’on sait qu’une
application f est bijective, si
on trouve g tel que fog=1id,
pas besoin de vérifier que

go f=id :en composant 2
gauche par f~! (dont l'exis-
tence est assurée), on obtient
directement g = f~1.

13 Hypothése indispensable
pour appliquer le bindme.

M Dans Pespace vectoriel

Z(E).

15 Cest vrai pour tout projec-
teur.

Lidentité est I'élément neutre
de £ (E) pour la seconde loi.
1l est donc indispensable de
vérifier son appartenance a F
pour parler de sous-anneau.

M. VIENNEY



CORRECTION 7

Il est clair que, par définition, (p, q) est génératrice de F.

Soient A,y € C tels que Ap + pg = O (g).

Alors en composant & gauche par p, il vient Ap? + up o ¢ = 0o () © Ap = 0 (g), et p étant

non nul'®, A = 0. 16 Crest une des hypotheéses
Et alors pq = 0 (), et donc p = 0. de Iénoncé.

Ainsi, | (p, q) est libre et forme donc une base de F.

Soient (A, u) € C2. Alors Ap + pq est un projecteur de E si et seulement si
(Ap +pq)° = Ap+pq & Xp+°q = Ap + pq.
Puisque (p, q) est libre, I'identification est possible, et donc

=2
Pp+iPq=2p+uq & {yzzy & (A p) € {0,1)2

Donc F contient exactement quatre projecteurs, qui sont‘ p+q=idg 1p+0qg=p,1q+0p = qet O (E).

De méme, Ap + pq est une symétrie de E si et seulement si

),2_

(Ap+ug)° =ide © Pp+p’g=p+qe { 2.

=1 e (M) e {-1,1}%

Donc | F contient quatre symétries, qui sont p + g = idg, -p — ¢ = —idg, p —g et ¢ — p.

Prouvons directement que f posséde des racines carrées dans F, ce qui prouvera qu’il en
posséde dans £ (E).
Soit donc u = Ap + uq € F. Alors

’2=a
u2:f4:>/12p+,u2q:ap+bq4:> {Az_b

/J =
Or, il existe des racines carrées de a et b dans C, donc il existe (A, p) vérifiant les conditions
requises, et donc il existe au moins une racine carrée de f dans F.
Plus précisément, si a et b sont tous deux non nuls, alors il existe 2 racines carrées de a et
deux racines carrées de b, donc exactement 4 racines carrées de f dans F.
Etsia=0ou b =0 (notons qu’on ne peut pas avoir les deux a la fois car a # b), alors il n’y
a qu'une seule racine carrée de 0, et donc deux éléments de F qui sont des racines carrées

de f.
3 3 3
OnaJj?=[3 3 3|=3].
3 3 3

Puis J? = J2J = 3J%2 = 9], et une récurrence triviale prouve que pour tout k > 2, Jk =3k-17,

Puisque A = I3 + ], et que I3 et ] commutent, par la formule du binéme de Newton
matriciel, pour tout n € N¥,

eewer gl Sl (S
k=1

k=0 k=0

4ne2 4noq 4

n_1 |1
! J=|34 -1 are2 4o,
41 41 4n g2

=13+%((3+1)"—1)]=I3+

2
17\ _1a7_1

Ona (3]) = 53]— 3].

Notons f € £(C?) 'endomorphisme de C’ canoniquement associé a A.

Notons également p € £(C?) 'endomorphisme canoniquement associé 2 1, qui est alors Sip est la projection sur

. . . . . . F paralléelement 3 G, alors
un projecteur par la question précédente, et soit g = id — p. d— p, est la projection sur G

Alors g est encore un projecteur puisque g> = (id — p)? = id* = 2p+p? =id - p. parallélement A F.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2022-2023 M. VIENNEY
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On a donc id=p+qetpuisqueA=]+13=4%]+(I3—%]),310r5f=4P+CI-

Enfin,ona A2 = (h+))2 =L +2]+ 2 =L+5] =161 + (13— %]),etdoncfz =42 4q.
Donc nous sommes bien dans le contexte des questions précédentes : pour tout n € N,
ff=4"p+1"q=4"p+q.

En prenant les matrices de ces endomorphismes dans la base canonique de C?, il vient
donc A" = 471+ (1 - %]).

Nous avons expliqué a la question 5.c que si g = +V4p + Vg, alors ¢° = f.
Donc en particulier ici, les quatre matrices

2 I 1 2 I 1 2 I 1 2 I 1
3]'*‘ 3—3],3]— 3—3],—3]"‘ 3—3],—5]— 3—3]

sont toutes des matrices dont le carré vaut A.
Ces matrices sont

1 4 1 1\ /0 1 1 1 -4 -1 -1 o -1 -1
3141,101,5—1 -4 -1],|]-1 0 -1}.
11 11 0

-1 -1 -4/ \-1 -1 o0
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