MP2I 20.01.23

DEVOIR SURVEILLE 5

» Exercice : sous-groupes et sous-anneaux de R.

Pour a € R, on note aZ = {ka, k € Z}.

1. Montrer que pour tout € R, aZ est un sous-groupe de (R, +).

2. Dans cette question, on considére G un sous-groupe de (R, +), non réduit a {0}.

3.

a. Justifier que GNRY # 0.
b. On suppose dans cette question que G N R} admet un plus petit élément a.

i. Montrer que aZ C G.
ii. Soit g € G. Prouver que g — {QJ a € G. En déduire que G = aZ.
a

c. On suppose a présent que G N R} n’admet pas de plus petit élément, et on note = inf (G NRY).

i. On suppose par l'absurde que a > 0. Justifier qu’il existe deux éléments g et g’ de G tels que
a<g<g <2a.

ii. En considérant ¢’ — g, aboutir 4 une contradiction, de sorte que a = 0.
- x
iii. Soient x < y deux réels. Montrer que ]O, yT[ NG # 0.
En déduire que ]x,y[NG # 0, puis que G est dense dans R.

Montrer qu’un sous-anneau A de (R, +, x) est dense dans R si et seulement si AN]0, 1[# 0.

» Exercice : SLy(Z) est engendré par deux éléments

Dans cet exercice, on note SLy(Z) Pensemble des matrices M de > (R), dont tous les coefhicients sont entiers,
et telles que det(M) = 1.

0
On note S = (1

-1

1 1
0 ) etT = (O 1), dont il est clair qu’il sagit de deux éléments de SL,(Z).

b
Pour M = (“ 2| €SL2(Z). on note p(M) = el
C

On note également (S, T) I'ensemble des matrices M € SL»(Z) telles qu’il existe n € N* et des entiers relatifs

ai,..

191
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cy@n,b1,..., by tels que M = SUTb1§a2Tb2 . . . ganTbn,
. Montrer que SL,(Z) est un sous-groupe de (GL(R), X).
. Pour tout k € Z, calculer T* et S.

1
2
3.
4

Montrer que si H est un sous-groupe de SL>(Z) tel que S € Het T € H, alors (5, T) Cc H.

. Montrer que (S, T) est un sous-groupe de SL»(Z).

Autrement dit, (S, T) est le plus petit (au sens de l'inclusion) sous-groupe de SLy(Z), qui contient d la fois S et T.
Montrer que si M € SLy(Z) est telle que p(M) = 0, alors M € (S, T).

. Soit M € SLy(Z) telle que p(M) > 0. Montrer, a l'aide d’une division euclidienne, qu’il existe k € Z tel

que u(ST*M) < p(M).

. En déduire que SL,(Z) = (S, T).
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» Exercice : calcul de la somme d’une série alternée

1 =1
Pour n € N*, on note u,, = (—1)”M et wy, = Z — —In(n).
n p k

1 1 1
1. a. Prouver que pour tout x > 1, 7 < In (1 + ;) < 5
b. En déduire que ¥n € N*, 0 < w,, < 1.

c. Montrer alors que la suite (wy)n>1 est convergente.

Dans toute la suite de Uexercice, on notera y la limite de (wp)n>1.

L . . Int . .
2. Etudier les variations de la fonction ¢ : t + — sur ]0, +oo[. Dresser le tableau de variations de la fonction

¢ en précisant les limites aux bornes de son ensemble de définition.
n

3. On note pour tout entier n > 1, S, = Z U
k=1
a. Montrer que les suites (San)n>2 €t (Sonst)ns2 sont adjacentes.

b. Prouver alors que (S,)n>1 converge.

" nk  [In(m)]?

4. On note pour tout entier n > 1, v, =

Kk 2
k=1
In(n+1 "1 n(t
a. ]ustiﬁer que pour tout entier n > 3,0na : M < / ﬁ dt.
n+1 n t
b. En déduire que la suite (v,)n3 est décroissante et convergente.
5. Montrer que pour tout entier n > 1,
" n(2k) 4 In(k)
=2), )
k=1 k=1
puis que :
n In(2)|?
Son=1n(2) Y 7 +00 = 020 % ~In(2) In(n).
k=1
, | [In(2)]*
6. Démontrer alors que : lim S, =yIn(2) - —
n—+00

» Probleme :Le grand théoréme de Fermat pour n = 4

Au XVIIE™e siecle, Pierre e FERMAT énonce un théoréme qui en termes modernes (puisque Fermat I'a énoncé
en latin) s'écrit :

Théoreme : Pour n > 3, léquation x™ + y™ = z" ne posséde pas de solutions (x,y, z) € (N¥)°.

otons que la précision que x, y et z sont hon nuls n’est pas superflue puisque pour tout x . X = x".
Notons que | que x,y et t Is n’est f q tout x € N, x + 0" = x"

Ce probléme a fasciné des générations de mathématiciens durant trois siécles et demi avant d’étre prouvé en
1995 par Andrew WiLEs, aidé par son éléve Richard Tavror.

Sil n’est pas question d’aborder la preuve de ce théoréme ici (vous connaissez I'histoire, elle ne tient ni dans la
marge ni sur votre copie), nous nous proposons d’étudier dans ce probléme les solutions a x? + y? = 2%, et de
prouver le théoréme de Fermat dans le cas n = 4.

1. Justifier que si le théoréme de Fermat est vrai pour n = 4 et pour n premier impair, alors il est vrai pour
tout n > 3.

2. Un lemme utile : soient a et b deux entiers non nuls. Montrer que si a? divise b2, alors a divise b. On
pourta par exemple montrer que a A b = a.

MP21 Lycie CHAMPOLLION 2022-2023



Partie I :lecasn=2

Dans le cas n = 2, il existe des solutions non triviales 2 I'équation x? + y* = 22, la plus célebre d’entre elles étant
probablement 32 + 42 = 52,

On cherche dans cette partie 2 déterminer tous les triplets (x, y,z) € (N*)? tels que x? + y* = z°.
Un tel triplet est appelé triplet pythagoricien. On parlera de triplet pythagoricien primitif si de plus
xAyAz=1.

-z

. . . . . _ 7 _ X ’ _ y 7
3. Soit (x,y,z) un triplet pythagoricien, et soit d = x Ay A z. On pose alors x” = £,/ = et 2/ = Z.
Justifier que (x’,y’,z’) est un triplet pythagoricien primitif, et que x’, 3,2z’ sont deux a deux premiers
entre eux.

4. Soit (x,y, z) un triplet pythagoricien primitif.

a. Prouver que x et y ne sont pas tous deux pairs.
A Tl'aide de congruences modulo 4, justifier que x et y ne sont pas tous deux impairs.

Dans la suite, quitte a échanger x et y, on suppose que x est pair et y est impair.
b. Justifier qu'il existe (4,0, w) € (N*)” tels que x = 2u, z+y =20 et z — y = 2w.
c. Montrer que v Aw = 1.

d. Prouver que vw est un carré, en déduire que v et w sont des carrés.
On pose alors v = n? et w = m?, avec (m,n) € (N*)2.

e. Montrer quen >m et quen et m sont premiers entre eux.

5. Montrer que (x,y, z) est un triplet pythagoricien primitif si et seulement si il existe deux entiers n et m
premiers entre eux, de parités distinctes, avec n > m > 0 tels que

x =2nm x = n%—m?

y:nZ—m2 ou {y = 2nm

z=n%+m? z=n%+m?
En déduire tous les triplets pythagoriciens.

Partie Il :lecasn=4
Nous allons prouver dans cette partie que I'équation x* + y* = z% ne posséde pas de solutions dans (N*)°.
Pour cela on raisonne par l'absurde, en supposant qu’une telle solution existe, et on considére (a, b, c) € (N*)?
vérifiant a* + b* = ¢? et

¢ =min{k € N* | A(p,q) € (N)% p* +¢* = k?}.

Autrement dit, on suppose qu'on a un triplet (a, b, c) solution avec ¢ minimal parmi les solutions.

6. Justifier que quitte a échanger a et b, il existe deux entiers m et n, premiers entre eux et de parités

2 2

différentes, tels que a® =2mn,b®> =n?> —m? et c = n% + m2.

7. Calculer m? + b2, et en déduire qu’il existe p,q € N*, premiers entre eux, de parités différentes tels que
m=2pq, b=p>—q¢* n=p>+q-.
8. En notant que a® = 2mn = 4pqn, prouver qu’il existe des entiers u, v, w tels que p = u’, q=0v>etn=w?

2

et qualors u* + o* = w? avec w < c.

9. Conclure, et en déduire le théoréme de Fermat pour n = 4.
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2.b.ii.
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2.c.ii.

2.d.

CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 5

» Exercicel : sous-groupes et sous-anneaux de R.

On a bien 0 = a0 € aZ.

Soient x,y € aZ. Alors il existe deux entiers n,p € Z tels que x = an + ap, et donc
x+y=a(n+p) € al.

Donc aZ est stable par somme.

Enfin, si x € aZ, alors il existe n € Z tel que x = an, et donc —x = a(-n) € aZ.

Donc aZ est stable par passage a I'inverse.

Et par conséquent, ‘ aZ est un sous-groupe de (R, +). ‘

Puisque G # {0}, il existe x € GNR*.

Six > 0, alors x € G N R, qui est donc non vide.

Etsi x < 0, alors —x € G (car G est un sous-groupe!) et —x € G N R.
Dans tous les cas, G N R est non vide.

Une option est de faire une récurrence pour prouver que pour tout k € N, ka € G, puis de
passer a I'inverse pour prouver que pour k < 0, ka € G.

Mais on peut simplement remarquer que aZ est le sous-groupe de (R, +) engendré par a.
Puisqu’on sait que le sous-groupe engendré par un élément est toujours inclus dans le
groupe de départ, aZ C G.

Puisque {2J a€G,g-— {EJ a € G par stabilité de G.
a a

Or, par définition d’une partie entiére, ng < 9 - FJ + 1, donc ng a<g< ng a+a,
[04 [04 [04 o [04
et donc

g
0< —H .
9=\ a<a

Ainsi g — {QJ a est un élément de G N R,, strictement inférieur 3 a.

Et donc il ne peut étre dans R, car ceci contredirait la minimalité de a.

Doncg—{%JazO@gz{gJaeaZ.

Ains, [G= o]

La caractérisation epsilonesque des bornes inférieures, avec ¢ = « prouve qu’il existe ¢’ € G
tel que & < ¢’ < 2a.

Puisque par ailleurs, GNR} n’a pas de minimum, o < ¢’. Mais alors ¢’ n’est pas un minorant
de GNRZ, donc il existe g € G tel que & < g < ¢’. Et comme précédemment, g # a, si bien

que‘a<g<g’<2a.‘

On a donc ¢’ — g € G car G est un sous-groupe, et 0 < ¢’ —g < 2a —a = a.

Ceci contredit la définition de a, qui doit étre un minorant de G N R%. Donc

. - X L, . . . . 1, . ..
Si ]O, yT[ N G était vide, cela signifierait que tout élément strictement positif de G est

supérieur ou égal 3

x>0.

Donc que G N R} est minoré par /

> x .
, et donc supérieure

Par conséquent, sa borne inférieure” serait supérieure ou égale 2 /

stricte 4 0, ce qui n’est pas le cas par la question précédente.
- X

Donc ]O,yT[ﬂG # 0.

Soit donc ¢ un élément de cette intersection.

Alors z = S| ttest dans G car G est un sous-groupe.

——
eZ
Mais alorsona x < z < x+t < y, et donc z €]x, y[.

Donc tout intervalle ouvert non vide de R contient un élément de G :| G est dense dans R.
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L Et donc stable par inverse.

Ici la loi de groupe est no-
tée additivement, donc ce
qu’on notait usuellement
x™ n’est rien dautre que

nx=x+x+---+x.
S —

n fois
Et donc

(a) ={ka,k € Z} = aZ.

t|£| € Z donc
G. Puis g € G donc
a €G.

—m

2 Qui, rappelons-le, est le
plus grand des minorants.

M. VIENNEY



2 DEVOIR SURVEILLE 5

Soit A un sous-anneau de R.
Si A est dense dans R, alors tout intervalle ouvert non vide de R rencontre A, et en particu-
lier, AN]O, 1[# 0.

Inversement, si A est un sous-anneau de R tel que AN]0, 1[# 0.

Alors en particulier, A est un sous-groupe de (R, +), non réduit 3 {0} puisqu’il contient 1.
Et donc soit il posséde un plus petit élément strictement positif @, soit il est dense dans R.
Supposons par I'absurde que A N R} posséde un plus petit élément a, qui est donc nécessai-
rement dans ]0, 1.

Considérons alors g € AN]0, 1[. Par stabilité de A par produit, pour tout n € N, ¢" € A.
Or, ¢" — 0, et donc il existe ny € N tel que 0 < g™ < a, ce qui est absurde.

n—+co
Donc A est dense dans R.
Par double implication, ‘ A est dense dans R si et seulement si AN]O, 1[# 0. ‘

» Exercice 2 : SL,(Z) est engendré par deux éléments

Commengons par noter que les matrices de SL>(Z) étant de déterminant 1 # 0, elles sont
toutes inversibles, et donc SL>(Z) ¢ GL>(R).

0 1
Et si P, Q sont deux matrices de SL»(Z), alors il est clair que PQ est encore a coefficients
entiers, et puisque det(PQ) = det(P) det(Q) = 1, on a bien PQ € SL»(Z).

Par ailleurs, I, = (1 0) est bien de déterminant 1.

fa b L1 (d —b\_[(d -b
Et pour A = (c d) € SLy(Z),ona A" = et ) (—c 4 ) = (—c 4 ) € SLy(Z).
Donc ‘ SL>(Z) est bien un sous-groupe de (GL>(R), X). ‘
, . c (1 k
Une récurrence facile prouve que pour tout k € N, T* = o 1)
. (1 -b o (1 -k
Son inverse étant (O 1 ), on a donc T7F = (O { )
Et donc | pour tout k € Z, T* = o 1)
. 5 3 _ 4 Pour le dire autrement, S

Par ailleurs, S. =D, etdonc S’ = —S.e.t S =D. - est un dlément d'ordre 4 du
Pour k € Z, si on note k = 4q + r la division euclidienne de k par 4, avec 0 <r < 3,0na groupe SLy(Z).
donc Sk = s¥a+r = (s4)T 57 = 57,

12 sik=0 [4]

S ik=1[4
Et donc | SF = ST 4]

-L, sik=2 [4]

5 sik=3 [4]

Un sous-groupe qui contient

Soit H un sous-groupe de SL>(Z) qui contient S et T. Alors (S) = {SK, k € Z} c H , et de g contient (g}, et donc
méme, pour tout k € Z, TF € H. ;Ont;m tous les g, pour
Et donc pour ay,...,an by,..., b, € Z, sa1 .. S4n Tbi  Tbn sont dans H, si bien que €4

par stabilité de H par produit, S4T#§%T?2 ... §anTbn € H.
Ainsi, (S,T)  H.

Onalh =S5"T" e (5, T).
Soient M, N € (S, T). Alors il existe deux entiers naturels non nuls m et n et des entiers
relatifs a1, ..., an, b1, ..., by, c1y ..o Cmudi, ..., dpy tels que

M =S4T ...8%T% et N = §T4 ... §emTm,

Et donc MN = S@Tb1 ...8anTange1Td1 ... §¢mTbm ¢ (S, T).
Enfin, on a

Mt =T bngmanbnrgman-1 L mbigmar = GOT_p gmanTbn-1gman-1 L TmbigmaiT0 ¢ (g T,

Ainsi, (S, T) est stable par produit et par inverse, et donc | est un sous-groupe de SL»(Z).
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6.

1.b.

CORRECTION

b
d
Puisque det(M) =1,onaad =1,donca=d=1oua=d=-1.
1 b
0 1

Soient M = (z ) € SLy(Z). Alors py(M) =0 & ¢ = 0.

>Sia=d=1,alorsM=( ):Tbe(S,T).

»Etsia=d=—1, alors M = -M = ((1) _1b) =T7?,sibien que M = S72T7 € (S, T).

Soit M = (‘C’ z) € SLy(Z).

Alors pour tout k € Z,

k(0 =1\ (1 k\fa b} (0 -1)\(a b\ [ -c —d
STM_(O 1)(0 e a)=\t k)\e a) T \awke cokal
Puisque p(M) = |c| # 0, on a soit ¢ > 0, soit ¢ < 0.

» Sic > 0, notons a = gc + r la division euclidienne de a par ¢, avec 0 < r < c.

Alors ST™M = (a :ch c;(jlq):(_rc cffzq)’avec p(ST~9M) = r < pu(M).

» Sic < 0, notons a = g(—c) + r la division euclidienne de a par —c, avec 0 <r < —c.

Alors STIM = (a ;cqc c ;C;d) = (: c +dqd)’ avec p(STIM) =r < |c|.
Puisqu’on a déja (S, T) € SL»(Z), prouvons I'inclusion réciproque.

Supposons par 'absurde qu’il existe M € SLy(Z) telle que M ¢ (S, T).

Alors il existe un entier k; € SLy(Z) tel que M; = ST* M vérifie u(My) < p(M).

Mais on ne peut alors pas avoir M; € (S, T), faute de quoi on aurait M = T-%S=1M; € (S,T).
Donc il existe k> € Z tel que si on note M, = STR2 My, p(Mz) < p(My). Et de méme,
M, ¢ (S, T).

De proche en proche, on peut construire une suite (My)g>1 de matrices de SL»(Z), telles
que pour tout k € N*, p(Myy1) < p(My).

Donc (p(Mg))ks1 est une suite strictement décroissante d’entiers naturels, ce qui est absurde.

Alternative : un moyen convaincant de rédiger ceci est le suivant : supposons par
Iabsurde que (S, T) # SL»(Z). Alors {u(M), M € SL>(Z) \ (S, T)} est une partie non vide
de N.

Elle posséde donc un plus petit élément c, et soit M € SLr(Z) \ (S, T) telle que p(M) = c.
Alors par la question 5, u(M) # 0, et donc par la question 6, il existe k € Z tel que
u(ST*M) < c.

Par définition de ¢, on a donc ST*M € (S, T). Et donc M = T=kS~1(ST*M) € (S, T), ce qui
est absurde.

Et donc | SLy(Z) = (S, T). |

» Exercice : calcul de la somme d’une série alternée (d’aprés concours ECS 2016)

) i _ 1 1
Notons f la fonction définie sur [1, +oo[ par f(x) =In (1 + ;) -
1 4 _1
x(x+1) + (x+1)2
négative sur [1,+oo[, et donc f est décroissante sur ce méme intervalle.

Lorsque x — +o0, f(x) - In(1) = 0.

ors f est dérivable, de dérivée égale 2 ' : x — e sorte que f” es
Al td ble, de d gl ’ d te q " est

1 1
On en déduit que f est positive sur [1, +oo[, et donc que| pour tout x > 1, In (1 + —) > T
x]  x

L’inégalité In (1 + %) < % a quant 2 elle été prouvée en cours.

1 1 1
Soit n € N*. Alors pour tout k € [1,n] , 1 <ln (1 + E) < -

Et donc en sommant ces relations,

< ln(1+1)< ' 1
k+1 N k k:1k
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3.b.

4 DEVOIR SURVEILLE 5

1 k+1 . . 1
Notons que In (1 + E) =In (T) =In(k+1) -In(k), si bien que la somme ; In (1 + E)

est télescopique :

anln (1 + %) = S [In(k +1) - In(k)| =In(n+1) = In(1) = In(n+1).
k

De la seconde inégalité, on déduit w2 In(n+1)-In(n) >0
Et la premiére, en remplagant n par n — 1, nous donne

1 1
méln(n)@ég—ln(n)<0®

—_

n—

o~
1l

1

Pour n e N*,on a

n+1 n

Wn+1—wn=Z%—ln(n+1)—2%+ln(n): nil—ln(nzl) _ —1n(1+%) <0.

k=1 k=1 n+l

Donc (wy) est décroissante, et étant minorée par 0, elle est donc convergente.

1 -In(t)

La fonction ¢ est dérivable sur ]0, +oo[, de dérivée égale d ¢’ : t — >

Etdoncog’(t) >0 1-In(t) >0 t<e
De plus, on a 1in01 @(t) = —oo et par croissances comparées, tlim p(t) =0
t—0t —+00

Le tableau de variations de ¢ est donc donné par 0.5 4
t 0 e +00 /\
e

-0.5 1

¢'(1) + 0 -
-1 |

-1

o(t) o —— ¢ T/ =157

Figure 0.1- Representatlon graphlque

On a, pour n > 2,

Danger !
i 2 B (52n)n n’est formée que des
Son — S S S (-D¥In(k) (-1)*In(k) termes d’ordre pair de (Sp)n,
2(n+1) = 9O2n T O2n+2 = Z k Z k donc le terme suivant S,
In(2 1) ]k 22 2) k=1 est bien 52,1;2 = So(n+1)s €t
n(n + n(n + surtout pas Sap+1-
= a1 T o(2n+1) —p(2n+2).

Mais pour n > 2, ona2n+1 > 3 > e. La fonction ¢ étant décroissante sur [e, +oo[, il vient
e(2n+1) > ¢(2n+2) et donc Sop — Sans2 = 0 @ (S2n)ns2 est décroissante.
De méme,

Son+1 = S2(niy41 = @(2n+3) —@(2n+2) <0

et donc (S2,41)ns2 est croissante. Enfin,

2n+1 ln(2n)
Sont1 — Son = Z ug — Z Ug = Upp = 0.

n—>+oo

Ainsi, | les suites (Szn)n>2 €t (San+1)ns2 sont adjacentes. ‘

Deux suites adjacentes sont convergentes et de méme limite, donc les suites (Sz,)n>2 et
(S2n+1)n>2 convergent vers une méme limite ¢.

Or, il s'agit des suites extraites des termes d’ordre pair (resp. impair) de la suite (Sp)ns4.
Celle-ci est donc convergente, de limite ¢.
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CORRECTION

4.a. Lafonction ¢ est décroissante sur [3,+co[, donc pour tout ¢t € [n,n+1], (1) > p(n+1).
Alors, par croissance de I'intégrale,

n+1 n+1
/ p(t)dt = / p(n+1)dt > p(n+1)
n n

n n+1

n+1
soit encore ln(n—+1) < / lnﬁ dt. Ficure 0.2- L'intégrale, qui est I'aire de
n+1 n t la partie colorée est plus grande que Iaire

de la partie hachurée, qui vaut ¢ (n +1)
(c’est I'aire d’un rectangle de largeur 1 et
de hauteur @(n +1)).

4.b. Pourn>3,ona

n+l 2 n )
Uptl — Up = Z In (k) _ ln(” + 1)] B Z In(k) .\ [ln(n)]

2 = k 2
_ 1n(n+ 1) [ln(n)] [ln(n+ 1)] Ona
T Tael T 2 e 1,
In(n+1) 1 n ¢ Lot
=1 ~ —dt On reconnait donc une
n+1 t
n fonction de la forme u/u,
<0. dont une primitive est alors
donnée par 1 Ln21?
Donc | la suite (v,),53 est décroissante. ‘ onnee par = :
. . ) Ink k1 It
Comme 3 la question 4.a, on prouve que pour tout entier k > 3, ona — > - dt.
k
Et alors, pour n > 3,0n a
n 2
Ink [In(n)]
Op= )y — —
P k 2
_In2 .\ S Ink  [In(n)]?
2 p k 2
n2 < k1 In ¢ 1 2
2% £ / Int . _ %
k=3 /K t
In2 "1 nt
/n_ + / i d
3
>1n2 N [ln(n+1D]%> [In3)]?> [In(n)]?
2 2 2 2
In2 [In(3)]?
= 2 2 .
Ainsi, la suite (vy,),>3 est minorée, et par le théoréme de la limite monotone, elle est donc
5. Partons de 'expression proposée :
n n n—1 On a séparé la seconde
22 ln(2k) Z In(k) - Z In(2k) < In(2k) Z In(2k + 1) comme on dews somimes,
=1 k =1 2k =1 2k =0 2k+1 formées respectivement des k
n 1 pairs et des k impairs.
_Z In(2k) Z In(2k + 1)
B 2k 2k +1

k=1 k=0

—Z (- 1)kln(k) 5,0,

On en déduit alors que

n 2n
5 :Z In(2) +In(k) Z In(k)

k=1 k k=1 k
~In(2) Z Z In(k) Zn: hl%
k=1 k=1 k=1
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6
SER L) [In(2n)]?
=ln(2) E+UH+T_U2H_T
k=1
n ) ,
C1n2) S L 4oy — oy 4 2= (0(2) + In(m)
k=1 k 2
=In(2) 1 + 0, — 0oy + In(n)? —In(2)? + 2In(2) In(n) — In(n)
k 2
k=1
; In2|?
= 11’1(2) 1 ‘o0, —0, + ln(2) 11’1(7’1) — M
k=1 k 2
De la derniére égalité, il vient
o 1 In(2)]
S>n =In(2) Z - In(n) | + 0, — 02 — [ rl(2 )] .

k=1

Mais si 'on note A la limite de la suite (v,), il vient alors, en passant 2 la limite® dans cette
égalité

2
nlier Sy =In(R)y+1-1- % yIn(2) - w

2

» Probleme :Le grand théoréme de Fermat pour n = 4

Supposons le théoréme de Fermat vrai pour les exposants premiers impairs et pour 4.
Soit n > 3. Supposons par I'absurde qu’il existe (x,y, z) € (N*) tels que x" + y" = 2".
Alors soit n posséde un facteur premier impair p, et donc il existe k € N tel que n = kp.

1 k\P kK\P _ (k\P : : ibl : le théore d :
Etalors (x*)" + (y*)" = (2¥)", ce qui est impossible puisque le théoréme de Fermat est vrai
pour p.

Soit n ne posséde que 2 comme facteur premier, et étant supérieur a 3, il est divisible par
4 :il existe k € N* tel que n = 4k.

Et alors comme précédemment, (x* )4 + (4 )4 = (zk)4, ce qui est également absurde.
Donc si le théoréme de Fermat est vrai pour les exposants premiers impairs et pour 4, alors
il est vrai pour tout n > 3.

Soient donc a et b tels que a® | b2. Notons alors d = a A b, et soient @', b’ deux entiers
premiers entre eux tels que a = da’ et b = db’.

Alors b2 = d?b'? est divisible par a? = d%a’?, si bien que a’> | b”.

Or @' et b’ étant premiers entre eux, il en est de méme de a’ et b”°.

Et donc a’? est un diviseur commun de @’2 et de b’2, et donc divise leur pged qui vaut 1.

Ainsi, @’ = 1, si bien que @’ = 1, et donc d = a, ce qui prouve que a | b.

Alternative : on peut également utiliser des valuations p-adiques pour prouver ce résultat :

pour tout premier p, on sait que v,(a?) < v,(b?), soit encore 2v,(a) < 20, (b), et donc

vp(a) §/vp(b). . .
Et ceci étant vrai pour tout nombre premier, a | b.

Partie I : le cas n = 2 (triplets pythagoriciens)

Il est évident que x’, ' et z’ sont premiers entre eux dans leur ensemble.

2
On aalors x? +y% = %(x2 +1°%) = o= 2.

Donc | (x’,y’, ") est un triplet pythagoricien primitif. ‘

Soit k un diviseur commun a x’ et y'. Alors k? divise x’? + y’> = 2’2, Par la question 2, on
adonc k | 2/, et donc k est un diviseur commun de x’,y’ et z’. Puisque ces entiers sont
premiers entre eux dans leur ensemble, k divise 1, et donc k = 1. En particulier, x’ Ay’ = 1.

Sur le méme principe, un diviseur commun de x” et de z’ est un diviseur de y’ a l'aide de
la relation y’? = 2’ — x2, et donc x’ et z’ sont premiers entre eux.
Donc x’, v/, 2’ sont deux a deux premiers entre eux.
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3 Tous les termes admettent
une limite lorsque n — +oo,
donc le passage 2 la limite est
bien justifié.

Un entier est premier avec
un produit si et seulement si
il est premier avec chacun de
ses facteurs.

On n’a a ce stade pas comple-
tement répondu 2 la question,
puisque x’, y’ et 2’ pour-
raient encore ne pas étre
deux 2 deux premiers.
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4.b.

4.d.

CORRECTION 7

Nous venons de prouver que si (x,y, z) est un triplet pythagoricien primitif, alors x et y
sont premiers entre eux, et donc ne peuvent étre tous deux multiples de 2.

Si k est un entier impair, alors k = 1 [4] ou k =3 [4], et dans les deux cas, k* = 1 [4].
Supposons par I'absurde que x et y sont impairs tous les deux. Alors x> + y* = 2 [4].

Or, x? +y*> = 2%, et modulo 4 un carré vaut 0 ou 1, d’ot1 une contradiction.

Ainsi, | x et y sont de parités opposées.

Puisque x est pair, il existe u € N* tel que x = 2u.

Donc z” est de méme parité que y?, donc* z et y sont de méme parité, et donc z+y et z—y #Un entier et son carré sont
sont pairs. toujours de méme parité.

Il existe donc 0 € N* tel que z +y = 20.

Enfin, 22 = y? + x* > 2, donc z > y, de sorte que z —y > 0.

Et donc il existe w € N* tel que z — y = 2w.

Soit d un diviseur commun 3 v et w.
Alorsd | z+yetd|z-y,doncd® | (z+y)(z—y) =2° — y* = x°. Par conséquent’, d | x. > Cest encore la question 2.

Ainsi, d divise x Ay Az =1, et donc d = 1. On a donc prouvé que
Ona 4ow = y? — 2> = x% = 4u° etdoncvw=u2

AlO.rS pour tout premie? P, vp(ow) = vp(uz) = 20, (u).

Mais v et w étant premiers entre eux, v,(v) = 0 ou v,(w) = 0.

Et donc soit v, (v) = 0, et alors v, (w) est pair, soit v,(w) = 0 et alors v, (v) est pair.

Ainsi, pour tout premier p, v, (v) et v,(w) sont pairs, et donc il existe a,, b, entiers tels que
0, (0) = 2a, et vy(w) = 2b,.

Et alors s
0= np“l’ etw = Hpbﬂ

peP peP

2

sont des carrés.

Puisque y # 0, z+y > z — y, et donc 2n? > 2m?, donc n > m.

Par ailleurs, tout diviseur commun 3 m et n est un diviseur commun 2 v = n% et w = m2, et
donc est un diviseur de v A w = 1.

Do

Nous venons de prouver que si (x,y,z) est primitif, alors il est bien de I'une des deux® ®La premiére si x est pair, la
formes annoncées. seconde sinon.

En effet, dans le cas ot1, comme dans les questions précédentes, x est pair, alors

x?=22-y*=(n*+ mz)2 — (n? - mz)2 = 4n’m? et donc x = 2mn.

Un seul point n’a alors pas été prouvé : c’est que m et n sont de parités distinctes. Mais si m
et n étaient de méme parité, alors m? et n? aussi, et donc y et z seraient tous deux pairs,

contredisant le fait que y Az = 1.

Inversement, reste 2 vérifier que pour n > m premiers entre eux et de parités distinctes,
(x,y,2) = (2nm, n*> = m?, n> + m?) est bien un triplet pythagoricien primitif. Mais
4

(2nm)? + (n> = m?)? = 4°n’m® + n* = 2n°m® + m* = n* + 2n°m? + m* = (W + m?)%.

Donc on est bien en présence d’un triplet pythagoricien. Il est primitif puisque sid = xAyAz, Rappelons quun entier est

alors d est un diviseur commun 2 y et z, et donc aussi un diviseur de 2n® = z—y et 2m? = z+y. premier avec un produi si
Mais puisque n A m = 1, n?> A m? =1, et donc 2n A 2m? = 2. et seulement si il est premier
Donc d =1 oud = 2. Or on ne peut pas avoir d = 2, car m et n étant de parités distinctes, avec chacun des facteurs.

Donc mAan=1=mAn?=1

il en est de méme de m? et n?, et donc de y et z. e
puis m= An- = 1.

Ainsi, x Ay Az =1, et donc (x,y, z) est un triplet pythagorien primitif.

. . . . . . _ X y z
Par la question 2, si (x,.y2 2) est un Frlplet pythagoricien, etsid = x Ay A z, alors (%, &, &)
est un triplet pythagoricien primitif.
Donc il existe n, m premiers entre eux, de parités distinctes, avec n > m tels que
7 =2mn x = 2mnd 2 =2mn y = 2mnd
y _ 2 2 _ 2 2 _ .2 2 _ a2 2
J=n"-m ©qy=d(n°-m°) ouqi=n"-m o 9x =d(n® —m*)
§:n2+m2 z =d(m? +n?) z=n*+m? z =d(m? +n?)
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Et inversement, si n > m sont premiers entre eux, de parités distinctes, et d € N* alors
2 2 2\\? 2( 4 2.2 4 2( 2 2)\? 2 2\\?
(2mnd) +(d(n —m)) =d (n +4m°n +m)=d (m +n) =(d(r1 +m))

de sorte que (2mnd, d (n*> — m?),d (n> + m?)) et (d (n* — m?),2mnd, d (n*> + m?)) sont des
triplets pythagoriciens.
Et donc les triplets pythagoriciens sont exactement les triplets de la forme

(Zmnd, d (nz - m2) ,d (n2 + mz)) ou (d (n2 - mz) ,2mnd, d (n2 + m2))
avec d € N*, n > m premiers entre eux de parités distinctes.

Partie Il :le casn =4

Commengons par noter que ¢ n’est pas égal 2 1 puisque a? + b2 > 2.

Puisqu’il est clair que (a2 b2, ¢) est un triplet pythagoricien’, montrons qu’il est primitif.
Si d est un diviseur commun de a et de b, alors d* divise a* + b*, et donc d* | ¢%.

Donc par la question 2, d° | ¢, si bien que (% g, ﬁ) est encore une solution de I’équation

xt eyt =22

Et puisque 5 < ¢, par minimalité de ¢, ¢ = 2—2, et doncd = 1.

Ainsi, a et b sont déja premiers entre eux, donc a, b et ¢ sont premiers entre eux dans leur
ensemble, si bien que (a% b2 ¢) est un triplet pythagoricien primitif.

Et donc par la partie I, a? et b2 sont de parités opposées.

Quitte 2 les échanger, on peut supposer que c’est a’ qui est pair, et donc a est pair.

Et la caractérisation des triplets pythagoriciens primitifs de la partie I nous assure alors
de Pexistence de trois réels m,n, p, avec m A n = 1, m et n de parités contraires, tels que
a® =2mn, b%> = n? — m? et 2 = n? + m?.

On a alors m? + b? = n%. Donc donc (m, b, n) est encore un triplet pythagoricien. Il est
primitif puisqu’on sait déja m et n premiers entre eux.

Donc par conséquent, il existe p, g premiers entre eux, de parités différentes, tels que
m=2pq,b=p2—q2 etn=p2+q2. .

Comme indiqué, on a bien x? = 4pqn. Puisque m = 2pq est premier avec n, pq est premier
avec n.

Donc par le méme raisonnement qu’en 4.d, pq et n sont des carrés parfaits. Et p et g étant
premiers entre eux, p et g sont aussi des carrés parfaits.

D’ot I'existence de u, v, w tels que p = u?, ¢ = v* et n = w?.
Puisque n”? =c-m? <c,onaw < w? <c.

Et enfin, u* + 0* = p? + ¢°> = n = w?. Donc (u, 0, w) est encore solution de x* + y* = 22.

La solution (u,0,w) que nous venons de construire vérifie w < ¢, ce qui contredit la
minimalité de c. Et donc notre hypothése de départ, i savoir I'existence de solutions non
triviales est absurde, donc I'équation x* + y* = z° n’a pas de solutions dans (N*)°.

Par conséquent, il n’existe pas non plus de triplets (x,y,z) € (N*)3 tels que x* + y* = z*.
Commentaire historique : I'idée globale dans ce qui précéde est que si on a une solution (a, b, c),
on peut en produire une autre, (a’,b’,¢’), avec ¢’ < c.

Le procédé pourrait donc étre itéré une inﬁnité de fois, produisant une suite strictement décroissante

dentiers positifs, ce qui n'est pas possible. C'est ce que Fermat avait nommé le principe de descente
infinie.
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7 Car a* +b* = 2.

Si on dispose de n entiers
avec deux d’entre eux pre-
miers, alors ces n entiers sont
premiers entre eux dans leur
ensemble.

a? et b? étant de parités
opposées, et a> étant pair, b>
est impair, et donc b aussi.
Et donc des deux nombres
m et b celui qui est pair doit
étre m.
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