MP2I 14.10.22

DEVOIR SURVEILLE 2

» Exercice 1 : fonctions usuelles @ 1h

Les questions 1 et 2 sont indépendantes

1. a. Prouver que la fonction th réalise une bijection de R sur un intervalle I que I'on précisera.
Dans la suite, on note Argth la bijection réciproque de th.

b. Justifier que Argth est dérivable sur I et déterminer sa dérivée.

N 1 1
c. A laide de la question précédente, prouver que pour tout x € I, Argth(x) = > In ( hl x) .

1-x
T 1 1
2. a. Prouver que i 2 Arctan 5~ Arctan = (%).
b. Soient p, g, r trois réels positifs vérifiant p # 0 et 1 + p? = gr.
. ) T
i. En raisonnant par I’absurde, montrer que Arctan + Arctan * >
r
.. 1
ii. Calculer alors tan | Arctan + Arctan — |.
p+r
L 1
iii. En déduire que Arctan — = Arctan + Arctan —
r

Cette formule est connue sous le nom de formule de Dodgson, mais aussi sous le nom de formule de Lewis
Caroll, le révérend Dodgson (1831-1898) étant davantage passé a la postérité sous le pseudonyme qu’il a
utilisé pour écrire Alice au pays des merveilles.

c. En partant de la formule (%) et en utilisant la formule de Dodgson, prouver les deux formules

suivantes :
Z_ 2 Arctan 1 + Arctan 1 et z_ 2 Arctan 1 + Arctan 1 + 2 Arctan 1
4 3 7 4 5 7 8
» Probleme 1 : Inégalité de Cauchy-Schwarz et inégalité de Hardy @ 1h30

Partie I. Inégalité de Cauchy-Schwarz

1. Dans cette question, on considére n € N*, et x1,...,Xn, Y1, ..., yn des réels.
n n n 2
a. Prouver que Z (xiy; — xj5:)° =2 (Z x,f) (Z yi) -2 (Z xkyk) .
1<ij<n k=1 k=1 k=1
b. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
n n n
Zxkyk < Zx,% Zyi
k=1 J k=1 J k=1
Partie II. Inégalité de Hardy
Soit n € N*, et soient ay, . . ., a, des réels strictement positifs.
k
Pour tout k € [1,n]), on pose Sy =aj +---+ax = Z ap.
p=1
5k 51
Le but de cette partie est de prouver I'inégalité de Hardy : Z — <2 Z —, soit encore que
pl =1 %k
n n
S Y
k:1a1+---+ak k:]ak
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2. Dans cette question, et dans cette question seulement, on suppose que pour tout k € [1,n], ax = k(k+1).
a. Pour k € [1,n], calculer S.

1 1 1 z
b. En notant que pour k > 1, e D =TT calculer 2. =
. k 51
. P 1 _— < 2 —
c. Prouver alors que E P =

k=1 k=1
3. Montrer, 4 I'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que pour tout k € [[1,n],

k ) 2
Zap 2 >(k(k2+l)) .

p=1 p=1 ap
4. En déduire que pour tout k € [ 1, n]] L , p
S k(kr 17 £
5. Prouver alors que kz; po pZ:: Z_: PUENE
1

6. Pour k € N*, montrer que m < 2 (k+ 1)2

7. En déduire I'inégalité de Hardy. Dans quel cas est-ce une égalité ?

» Probleme 2 : Inégalité de Fejér-Jackson @ 1h30

Le but de ce probléme est de prouver I'inégalité de Fejér-Jackson, qui affirme que :

n . k
VneN', Vx l0,a[, Y. sin(kx) _

ok
[0,7] — R
Dans tout le probléeme, pour n € N*, on note fj, : NN i singckx) , et on note (FJ,) la proposition :

k=1
«x €]0, x[, fu(x) > 0>

Partie I. Préliminaires trigonométriques
1. a. Soit x € R. Exprimer sin(2x) et sin(3x) en fonction de sin(x) et cos(x).
b. En déduire que les assertions (FJ;), (FJ,) et (FJ3) sont vraies.
2. Soit x €]0, x|.

n sin((n+%)x) —sin(%).

a. Prouver que pour tout n € N*, Z cos(kx) =

P 2sin (%)
n sin (5x) cos (”T“x)
b. En déduire que pour tout n € N¥, Z cos(kx) = —
P sin (%)

Partie II. Préliminaires analytiques
3. Dans cette question, on considére deux réels a < b, et f : [a,b] — R une fonction dérivable sur [a, b]. On
suppose de plus que f” est continue sur [a, b], et que f’ s’'annule en exactement (c’est-a-dire ni plus ni
moins) r points de [a,b], avec r € N.
On note x1 < x2 < --- < x, ces points ou f” s’annule, et on note xy = a et x,41 = b. On notera qu’on peut
éventuellement avoir xp = x; ou x, = x,41 dans le cas ot f’ s’annule en a ou en b.

a. Justiﬁer que pour tout i € [0,7], f est strictement monotone sur [x;, x41]-
b. En déduire que f posséde un minimum m sur [a, b], atteint en 'un des x;, 0 < i < r + 1, et que pour
€ [a,b], x & {x0,x1,..., %41} = f(x) > m.
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Partie III. Preuve de I'inégalité de Fejér-Jackson

Dans toute la suite, on cherche a prouver par récurrence que pour tout n € N*, (FJ,) est vraie.

Nous avons (largement) initialisé notre récurrence a la question 1.b, et il s’agit donc de prouver ’hérédité.
Dans toute cette partie, n est un entier fixé, supérieur ou égal a 2, pour lequel on suppose que (FJ,—1) est vraie,
et on cherche alors a prouver que (FJ,) est vraie.

4. Justifier que f, est dérivable, et exprimer sa dérivée sous forme d’une somme.
5. Soit 0 €]0, x| tel que f;(6) = 0.

0 0
a. Montrer, 4 Iaide de la question 2 que sin (n@ + 5) = sin (5)

b. En déduire que sin(nf) = 0 ou sin(nf) = sin(6).
c. Prouver alors que f,,(6) > f,-1(0).
6. Montrer que f, sannule un nombre fini de fois sur [0, 7].

7. A laide de la partie II, terminer la preuve de (FJ,).
» Hors baréme : optimalité asymptotique de la constante dans I'inégalité de Hardy

Cette partie, hors baréme, n'est a aborder que si vous avez trés bien réussi tout le reste.
On reprend le contexte de la partie IT du probleme 1, et on souhaite prouver que la constante 2 du membre de
droite de I'inégalité de Hardy est optimale.

Dans la suite, on considére 1 € R, tel que pour tout n € N*, et tous réels strictement positifs ay, ..., ap,
n n
k 1
> o <A
o ta ak s
=1
1. Pour n € N*, on pose H, = A

k=1

n
1
a. Prouver que pour tout n € N¥, efin > 1—[ (1 + —.

b. En déduire que H, —> +oo.

n—+oo

2. En utilisant la suite (ax)xen+ définie par : Vk € N*, ai = k, prouver que A > 2.
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1.b.

CORRECTION 1

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 2

» Exercice 1 : fonctions usuelles

Daprés le cours, th est dérivable donc continue, strictement croissante!, et lim th(x) = ! Car sa dérivée, qui est -5

X——00 . .. ch
est strictement positive.
et lim th(x) = 1. p
X—+00

Donc par le théoréme de la bijection, | th réalise une bijection de R sur | — 1, 1[.

Pour x €] — 1, 1] tel que th’(Argth(x)) # 0, Argth est dérivable en x.
Mais nous avons déja dit que th” ne s’annule pas sur R, donc Argth est dérivable sur ] -1, 1[
tout entier. On a alors, pour tout x €] — 1,1,

1 1 1
th'(Argth(x) ~ 1—th® (Argth(x))® [1-2*

Argth’(x) =

]-1,1] — R
Soit f: 1 T+x) .
x

Alors pour tout x €] — 1, 1[, f(x) = %ln(l +x) — éln(l - x).

Donc f est dérivable car somme de fonctions qui le sont, et

1 1 1 1-x+1 1
Vx €] = 1,1, f/(x) = = ( ) Xti+x _

+ == = .
x+1 1-x) 2(0+x)(1-x) 1-x2

Donc f est une primitive de Argth” sur | — 1, 1.
Or Argth est évidemment une primitive de Argth/. Donc ces deux fonctions different

1 1-
d’une constante? :soit A € R tel que Vx €] — 1, 1[, Argth(x) = = In ( x) +A. 2 Car ] - 1,1[ est un inter-
2 T+x valle.
En particulier, en évaluant en x = 0, il vient A = Argth(0).
Et puisque th(0) = 0, Argth(0) = 0, si bien que A = 0.
1 1-x
D —1,1[, Argth(x) = =1 .
onc | pour tout x €] [, Argth(x) > n(1+x)
Rappel
2tan (Arctan %) 1 PP
Ona tan (2Arctan%) = = T = = (asb) = tanatanb
1 _1 tan(a + = m

1 —tan2 (Arctan %)

Et donc, toujours 4 l'aide de la formule d’addition pour la tangente,

tan (2 Arctan 5 ) —tan (Arctan %)

1
tan (2 Arctan — — Arctan —)
2 7 1+ tan (2 Arctan 5 ) tan (Arctan )

[SSES
|
Nl

[N
Ll 192
+
[SFS
Nl

SRR

1< T

< 1, donc par croissance de 'arctangente, 0 < Arctan <Arctanl = 7.

Par ailleurs, 0 < 3
0< Arctan <z

Et puisque Z, on en déduit que

3

1 1
—g < 2Arctan§ —Arctan; < 5

1 1
On en déduit donc que | 2 Arctan 3 Arctan 7= %
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2.b.i.

2.b.ii.

2.b.iii.

2 DEVOIR SURVEILLE 2

1 1
Supposons par 'absurde que Arctan + Arctan = g Rappel
p +q p+r Pour x € R},
Alors Arctan =5 Arctan = Arctan(p +r).
r

Arctan i Arctan !
rctanx = — — rctan —.
Mais par stricte croissance de I'arctangente, on a alors 2 x

p%q:p+r(:)l=(p+q)(p+r) & 1=p°+pq+pr+qr.

Mais gr = 1 + p?, donc ceci est équivalentd 1 = p> + pg+p>+1 & 0=p(2p+q+7), ce
qui est absurde puisque p, g, r sont strictement positifs.

. 4
On en déduit donc que | Arctan + Arctan —*5
r
Nous pouvons donc® appliquer la formule d’addition de la tangente : 3 Rappelons que la formule
pour tan(a + b) vaut dés
I que tana, tan b et tan(a + b)
tan | Arctan + Arctan 1 _ _pta  pir sont bien définis, c’est-a-
1—- L L dire lorsque a 2 % [x],
pt+q ptr z s
prgir bz Z[n]eta+bz F ]
@ () _ 2ptq+r
-1 T p2 4 potpr4gr—1
Grairy L TPATPIT
- 2ptg+r — ptg+r — 1 Pour la premiére égalité, on
2p2+pg+pr  pp+q+r) |p a utilisé
1 qr=1+ pz.
Puisque > 0, Arctan € [0, Z[ et de méme Arctan — € [0, Z[.
p+r

Donc Arctan + Arctan

€ [0, x|.

+r
Mais par ailleurs, sa tangente est positive, comme le montre la question précédente, donc

. 1
on ne peut avoir Arctan + Arctan —— € ] %, T [
q+r

Et donc Arctan + Arctan € [O, z [
q+r
. 1 Py
Puisque sa tangente vaut 5 cest donc que
1
Arctan + Arctan = Arctan —.
+q p+r

Ona1+22=1x5.Donc par la formule de Dodgson, avec p =2,q =1 et r =5,

1 1 1 1 1
rctan > rctan ] + Arctan 245 rctan 3 + Arctan 7

Et donc en repartant de (),

T_ 2 Arctan 1 + 2 Arctan 1 — Arctan 1 = |2 Arctan 1 + Arctan 1
4 3 7 7 3 7

De méme, 1 +3%2 =10 =2 x5, donc

1 1 1 1 1
rctan 3 rctan 342 + Arctan 345 rctan 5 + Arctan 3

si bien que

1 1 1
% =2 Arctan 3 + Arctan 5 + 2 Arctan 3
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1.a.

1.b.

2.b.

CORRECTION 3

» Probléme 1 : inégalités de Cauchy-Schwarz et Hardy

Partie I. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Ona
1<izj1<n (xiy; = x41)° = 1(%:<n (xizy? = 2y + xizyf-)
S 2T 2, Kt g,
=ZZ 242 2ZZH+ZZ
-3 S] -2 Sy S+ 33 (3 ) s

1 N
J Dans la premiére somme,

“ - 1 - - " on a sorti (par linéarité) la
2 2 2 2
; x;| -2 E Xiy; E xiy; | + X7 ; n
(j—l yJ) (1_1 ' ) ( - ]y]) ( - lyl) (j J) ( - vi ) constante E yJZ.. Et de méme

=1 i=1
J =

S

pour 1€S autres sommes.
k=1

k= ]

Remarque : on pouvait aller plus vite en se souvenant qu’il a été dit en cours que
n

Z Z aib; (Z ) (Z bj), résultat qu'on a reprouvé ici (avec a; = x7 et b; = y7).

i=1 j= = =1

. . 2 .
Puisqu’il est clair que Z (xiy; — xjy;)” > 0, car somme de termes positifs, on a donc
1<i,j<n

(o) () () >o

k=1 k=1
soit encore
n
(zxkyk) (3] (%)
k=1

k=1

Et donc en passant 2 la racine* des deux cotés, * Ce qui préserve les inégali-
tés puisque la fonction racine
n
3 s
k=1

- - est croissante.
2 2
< A4 Zxk Y-
k=1 k=1

Partie II. Inégalité de Hardy
Il vient donc, pour k € [[1,n],

2 6 3

S"‘ZP(P”)‘ZP +Z K DOr D e D FHEA D 149 = | KEEDEED)
p=

On a donc, pour n € N¥,

n n n Détails
ZL:Z;:Z E_L =1- 1 . On a reconnu une somme
ap k(k+1) = k k+1 n+1 ¢ i

P télescopique.

Grice aux calculs précédents, on a

Zsk Z (k+1)(k+2) Z (k+1)(k+2)
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4 DEVOIR SURVEILLE 2

1 1 1
Mais comme précédemment, on a TS =T o et donc on a de nouveau

affaire 4 une somme télescopique

Zn] 1 _z”: 1 1y 1 1
kzl(k+1)(k+2)_k=1 k+1 k+2) 2 n+2

Donc il s’agit de prouver que

31— ! <2|1- 1
2 n+2 n+1

soit encore® que > Aprés mise au méme déno-
3 n 2n minateur.
—(:)3(n+1) 4(n+2)
2n+2 +1
ce qui est évidemment vrai.
n k n 1 — Méthode
Donc on a bien Z K2 —. Pourquoi avoir choisi ces
o Gt tak =1 %k valeurs de xp et yp ?

Tout simplement pour que

Soit k € [1,n]. Appliquons 'inégalité de Cauchy-Schwarz avec pour tout p € [1,k],
p Z xf, et Z ylz,, qui sont
sz\/@et Yp = —a <p:1 p=1

Vap les sommes apparaissant
dans l'inégalité de Cauchy-
Scwharz soient égales 2
celles qui apparaissent dans
I’énoncé de la question.

11 vient alors

Puisque tous les termes sont positifs, par croissance de la fonction carré sur Ry, on en

déduit que
k pz
ZP qpo hal
p=1 p=1 ap
k
k(k+1) e e 1., )
Et donc en notant que Z p=—5—,ona bien I'inégalité annoncée.
p=1
- e k+1)? _ [P
L’inégalité que nous venons de prouver s’écrit encore kT < Sk Z —
a
p=1 P

Et donc

k P>
k(k+1) Z '

Sommons les inégalités précédemment obtenues pour k allant de 14 n :

n n k

,;‘Sk Zk(k+1) pZ::
. "k n k 1 P2
Smtencore;§<4;;mg

Mais on peut alors intervertir les sommes :

n n

n n 1
sz(k+1)2 = 2 k(k+1)2 sz(k+1)2ap: sz'

k=1 p=1 1<p<k<n p=1 k=p p=1 k=p

NS}

Et donc on a bien I'inégalité demandée.
Notons que pour tout k € N*,

1 1 (k+1)?-k? 2k +1 2k 2

- = = > > .
K2 (k+1)2 kK2(k+1)2  K2(k+1)2 7 KRk+1)2 7 k(k+1)2
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7.

1.b.

CORRECTION 5

Pour tout p € [[1,n]], on a donc

Z 1 1S (1 1
;k(k+1)2<52(k2 (k+1)2)

k=
< 1 i _ 1 Somme télescopique.
2 p2 (n+1)2

1
< —.
2p?

Et donc il vient . .
$ k 21 1
k:1a1+-~~+ak p=1ap P
Ce qui acheve donc la preuve de I'inégalité de Hardy.
. 11 1 1
En aucun cas il ne peut y avoir égalité, puisque I'inégalité Nz oo < — est
p

(n+1)2 2p?
toujours stricte.

» Probleme 2 : inégalité de Fejér-Jackson

Partie I. Préliminaires trigonométriques
Ona ’ sin(2x) = 2sin(x) cos(x). ‘Et

sin(3x) = sin(2x + x) = sin(2x) cos(x) + cos(2x) sin(x) = 2sin(x) cos®(x) + (1 — 2sin(x)) sin(x)

= 2sin(x) (1 - sin®(x)) +sin(x) - 2sin’(x) =| 3sin(x) - 4sin’(x).

I est évident que (FJ;) est vraie puisque Vx €]0, x[, sin(x) > 0.
De ce qui précede, on déduit que pour x € [0, 7],

Sn( x)

£ (x) =sin(x) + = sin(x) (1 + cos(x)). |

Pour x €]0, z[, sin(x) > 0 et cosx > —1, donc sin(x)(1+cos(x)) > 0. Donc (FJ) est vraie.
Enfin,

1n(2x) s1n(3x)
3

= sin(x) (1 +cos(x)+1-— gsinz(x)) = sin(x) (2 + cos(x) — g (1 - cosz(x)))

f(x) =sin(x) +

= |sin(x) (2 + cos(x) + % cos’ (x))

) L 4 2
Puisque le discriminant de t 5t2 +t+ 3 vaut A = 1 — % < 0, pour tout t € R,

4 2 4 2
3t2 +t+ 3> 0 et donc en particulier, pour tout x €]0, [, = cos?(x) + cos x + 3> 0.

Puisque pour tout x €]0, z[, sin(x) > 0, on en déduit que Vx €]0, [, f3(x) > 0, et donc
(FJ3) est vraie.

Procédons par récurrence sur n € N*. On a Rappel
Ona
s . X .(X . 1 s
251n(§) cos(x) = sin (x+§)+31n(§—x) = sin 1+§ x —sm(z). 2sin(a) cos(b)

=sin(a+b) +sin(a - b).

1 sin((1+%)x)—sin(’§‘)
Et donc cos(x) = Z cos(kx) = — )
P 2sin (%)
Donc la récurrence est initialisée.
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2.b.

3.b.

DEVOIR SURVEILLE 2

T T

Ficure 0.1 — Les fonctions fi, f> et f3.

sin ((n + %) x| —sin (3)

Soit n € N* tel que kZ::‘ cos(kx) = 250 (3) . Alors
i cos(kx) = S cos(kx) + cos((n+ 1)x)
k=1 k=1
i 1 —sin (%
= o ((n-;jl)nx()%) oin (3 + cos((n+ 1)x)
sin ((n + %) x) —sin (3) + 2sin (3) cos((n + 1)x)
- 2sin (%)
sin((n+%)x) —sin(%)+sin((n+1+%)x)+sin((%—n—l)x)
- 2sin (%)

sin ((n +1+ %) x) —sin (%)

2sin (%)

pour sin a cos b.

Rappel ————
+7On utilise encore la formule

n sin ((n+%)x —sin (3)

Donc la propriété est héréditaire, si bien que pour toutn € N*, Z cos(kx) =
k=1

2sin (5)

I sufht de noter, toujours a I'aide de la formule pour sin(a) cos(b) que
sin(Ex)cos n+1x :l sin 2+n+1 x| +sin Ex—n+1x
2 2 2 2 2 2 2
= 1 in + 1 —sin (f)
=5 (sin{{n+3]x|=sin(5)]-

sin (4x) cos ("T“x) sin ((n + %) x) —sin (3

) n
sin (%) - 2sin (%) - kz:;cos(kx).

Et donc on a bien

Partie II. Préliminaires analytiques

Soit i € [0, r]. Puisque f” est continue, et qu’elle ne s’annule pas sur ]x;, x;41 [, elle est de
signe constant sur [x;, X;11]. En effet, s’il existait deux réels u et v de [x;, x;41], avec u < v et
f/(u) et f’(v) de signe contraire, par le théoréme des valeurs intermédiaires®, il existerait
t €]u, o[ tel que f7(t) = 0, ce qui est absurde.

Donc f” est de signe constant sur [x;, x;+1], et ne s'annule au plus” qu’en x; et en x;4.1, donc

‘ f est strictement monotone sur [x;, Xi+1]- ‘

Notons m le plus petit des r+2 nombres f(xo), f(x1), . .., f(x;), f(xr+1), etnotons j € [0,r + 1]
tel que f(x;) = m.

Soit alors x € [a,b], etsoit i € [0,r] tel que x € [x;, x41].

» Si f est croissante sur [x;, xi+1], alors f(x) > f(x;) > m.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2022-2023

6 Cest ici que la continuité
de f est nécessaire.
7Sii =0, f(x0) = f'(a)
nest pas forcément nul. Idem
pour f’(b).

Remarque
Notons qu’il n’y a pas néces-
sairement unicité d’un tel

Jj» plusieurs des xj peuvent
avoir la méme image par f.
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5.b.

CORRECTION 7

» Etsi f est décroissante sur [x;, xi41], alors f(x) = f(xi+1) = m.
Et donc pour tout x € [a,b], f(x) > m.
Puisque par ailleurs, m = f(x;) est bien une valeur atteinte par f, f posséde bien un

.. . Mieux
minimum sur [g, b], atteint en 'un des x;.

Nous prouverons plus tard
que sans hypothese de dériva-

Par ailleurs, pour x ¢ {xo,x1,...,%r41}, soit i € [0, r] tel que x €]x;, x4 . bilité, une fonction continue
Alors soit f est strictement croissante sur ]x;, x;+1 [, et alors f(x) > f(x;) = m. sur [a, b] posseéde toujours un
Soit f est strictement décroissante sur |x;, xi41 [, et alors f(x) > f(xi41) = m. minimum.

Dans tous les cas, pour x ¢ {xo, ..., %r+1}, f(x) > m.

Partie III. Preuve de I'inégalité de Fejér-Jackson

Puisque la fonction sin est dérivable sur R, pour tout k € N*, x > sin(kx) est dérivable
sur [0, x].

Et donc par somme de fonctions dérivables, f, est dérivable sur [0, 7] et pour tout x € [0, x],

fu(x) = Z w = Z cos(kx).

k=1 k=1

sin ((n+ 1) 0) - sin (4)

2sin (9)

Puisque f;(0) = 0, par la question 2.a, on a donc = 0, soit encore

(=08

Rappelons que pour a,b deux réels, sin(a) =sin(b) © a=b [2r]oua=x-b [27].
(1), 6 1, 0
Donc ici, (n + 519=3 [27] ou (n + 5) O=m > [27].

. 1\, _ ; -
> Si (n + 5) 0= > [27], alors n@ = 0  [2x] et donc|sin(nf) = 0.

>Etsi(n+%)657t—§ [27], alors (n+ 1O =x  [27].

Mais dans ce cas, on a

>

in(nf) = si 1)0-0) = si 1)6 0— 0) sin(0) = si 0)- in(0) =|sin(0).
sin(nf) = sin((n+1)0-0) = sin ((n + 1)0) cos —cos(nf) sin(f) = sin(rr) cos(8)—cos(r) sin(H)

=0 =-1

On a donc

£6) = for(6) = Z sinike) B i singcke) _ sinin@).
k=1 k=1

Si sin(n0) = 0, alors f,(0) = f,-1(0).

Et si sin(n0) = sin(0), alors £,(0) — f,—1(0) =
£:00) > fu1(0). |

Par le résultat de la question 2.b, pour x €]0, [, f(x) = 0 si et seulement si sin 5x = 0 ou
cos (HTHX) =0.

n+l

Soit si et seulement si 5x = 0[x] ou Zx =% [x].

sin(6)

n

> 0 puisque 6 €]0, x[.

Dans tous les cas,

Soit encore si et seulement si x = 0 [27”] oux =2 %]
Or, pour a > 0 ety € R, il n’existe qu'un nombre fini de réels x € [0, 7] congrus a y

modulo a.
En effet, ce sont les y + ka, avec k € Ztelsque 0 < y+ka < 7 & —g <k<
Et donc en particulier, f ne s'annule qu'un nombre fini de fois sur ]0, z[.

Et donc® s’annule un nombre fini de fois sur [0, z]. 811 faut au plus ajouter deux
points (0 et 7).

-y
-

Remarque : on peut noter que f;(0) =n+1 #0, et que f, (1) = Z cos(kr) = Z(—l)k,
k=1 k=1
qui s’annule lorsque n est pair.
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1.b.

8 DEVOIR SURVEILLE 2

Puisque f est continue® et s’annule un nombre fini de fois, les résultats de la partie II ? Elle est dérivable.

s'appliquent : f posséde un minimum m sur [0, ], atteint en un ou plusieurs des points
X0, X1, - - ., Xr41, €€ pas ailleurs (ot on a repris les mémes notations que dans la question 3 :
X1, ..., %, sont les points de ]0, z[ ol f; s’annule, xp = 0 et x,41 = 7).

Supposons qu’il existe i € [1,r] tel que m = f,(x;) avec x; €]0, [. Alors par hypothése de
récurrence, f,—1(x;) > 0, et donc m = f,(x;) > fu—1(x;) > 0. Donc en particulier, pour
tout x €]0, z[, fo(x) = m > 0.

Mais puisque m est le minimum de f;, sur [0, 7], m < f,(0) = 0, d’ot une contradiction.

Par conséquent, les seuls x; tels que m = f;,(x;) sont égaux a 0 ou 7. Et alors m = 0 puisque
Jn(0) = fu(m) =0

Mais alors pour tout x € [0, 7] \ {x0,x1, ..., %r41}, fu(x) > m par la question 3.b, et pour
x € {x0,x1,...,%+1} \ {0, 7}, fu(x;) > m. Donc pour tout x €]0, [, f,(x) > 0.

Dans tous les cas, on a prouvé que Vx €]0, z[, f,(x) > 0, ce qui achéve de prouver (FJ,).

» Hors baréme : optimalité asymptotique de la constante dans I'inégalité de Hardy

On a
1 L 1
eH" _ e]+ oty ek.
k=1
. . 1
Mais on sait que pour tout x € R, e¥ > 1 +x, et donc pour tout k € N*, ex > 1+ %
Par produit d’inégalités A termes positifs, il vient donc
n n
1 1
et =] [ et > ﬂ(uz).
k=1 k=1
On a, pour tout n € N*,
Détails —————
& 1 Tk+1 n+l o -
1_[ 1+=] = n - = . 1l s’agit d’'un produit télesco-
1 k 1 k 1 pique.
Etpuisque n+1 — +oo, efln — oo,
n—+oo n—+oo
Par composition avec le logarithme, on en déduit que H, = In(ef") — +oo.
n—+o0o
L'inégalité de Hardy'?, appliquée avec ax = k nous dit que pour tout n € N*, 10 Celle avec A, que nous

avons supposée vraie.
<A
Z 1+- Z k

5 2k
soit encore Z m < AH,.

1
Malszk(k+1) Zk+1 ( n—1+m).

2
Donc 2H, — 2+ —— < AH,.
n+1

On en déduit, apres division par H, > 0, que

2 2
2—-—+——< A
H, (n+1)H,
Puisque H, — +00, — — Oet —>
n—+o0o H, n—+w (n+ 1)Hn n—+o0o

Et donc par passage 2 la limite dans I'inégalité précédente,
Autrement dit, la constante 2 obtenue précédemment dans I'inégalité de Hardy est opti-
male : on ne peut pas faire mieux.
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