MP2I 14.03.25

DEVOIR SURVEILLE 7

» Exercice 1 : décomposition spectrale d’'un endomorphisme de R°.

R3 — R3
(x,y,2) — (2x+y+z,—x—-z,x+y+2z)
On note également F = {(x,y,2) € R [ x+y+z=0} et G={(x,y,2) e R’ | x = -y =z}.

Dans cet exercice, on considére lapplication f :

—

. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R? et donner une base de F et une base de G.

\S}

. Montrer que R®* = F & G.

3. Premiére étude de f

a. Montrer que f est un endomorphisme de R>.

b. Justifier que f est surjectif, et déterminer Ker(f).

c. En déduire que f est un automorphisme de R?, et déterminer f~1.

d. Calculer f2. En déduire que f2 = 3f - 2idgs.

~

. Projecteurs associés 3 f : on note a présent p = f — idgs et g = 2idgs — f.

a. Vérifier que p et g sont des projecteurs vérifiant p + g = idgs et 2p + q = f.

b. En déduire que pour tout n € N, f" = 2"p +gq.

c. Vérifier que f est bijective et que f~1 =271p +gq.

d. En déduire que la formule de la question 4.b est valable pour tout n € Z.
5. Exprimer, en fonction de p et g, la projection sur F parallélement a G et la projection sur G parallélement
aF.

» Exercice 2 : étude d’une suite implicite

1. Montrer que pour tout n € N, 'équation In x + nx = 0 admet une unique solution dans R;. On notera x,
cette solution.

2. Montrer que la suite (x,), est monotone.

3. En déduire que (x,), converge et déterminer sa limite.

Pour tout n € N, on pose y, = nx,.

4. Montrer que y, —> +oo et que pour toutn € N, y, +Iny, =Inn.
n—+oo

. Inn
5. En déduire que x, ~ —.

ln_n B In(In n) o (ln(ln n))

6. Prouver que x, =

n—+oo n n n

o Inn
Indication : on pourra poser z, = x, — —.
n
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» Exercice 3 : étude d’une suite de polynomes

Soit (Py)nen la suite de polyndmes définie par

Py=1etVne N, P, =2XP, —

1
1 XZ)P’.
n+1( + n

1. a. Calculer P; et P;.

b. Prouver que pour tout n € N, P, € R, [X].

c. Justifier que pour tout n € N, deg(P,,) = n et donner le coefficient dominant de P,,.
2. a. Montrer que pour tout n € N, P,(-X) = (-=1)"P,(X).

b. En déduire que pour tout entier n, les coefhicients de degré impair de P», sont nuls. Qu’en déduit-on
au sujet des coefficients de Paq ?

Montrer que pour toutn € N, P! | = (n+2)P,.
Prouver que pour tout n € N, P2,,1(0) = 0 et P»,(0) = (=1)".
En déduire les valeurs de P5 et P;.

Montrer que pour tout n € N, Ppyo — 2X Py + (1 + X2) P, =0.

Ny ke

Soit x € R. Pour tout n € N, on note z,, = P,(x).

a. En utilisant la question 6, exprimer z, en fonction de n et x.
L1 1
b. En déduire que pour toutn € N, P, = % (X + )t — (X =)™,
i
8. Montrer que P, est scindé sur R et déterminer ses racines.

9. Factoriser le polynéme P, en produit d’irréductibles de R[X].

10. Calculer la somme et le produit des racines de P, (on pourra distinguer des cas suivant la parité de n).

» Exercice 4 : un endomorphisme sur les polynémes

Soit n > 2, et soit Q € C[X] un polyndme de degré 2.
On note ¢ l'application définie sur C,,[X] par :

VP € C,[X], ¢(P) = 2P'Q — nPQ’.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de C,[X].

2. Etude d’un cas particulier
Dans cette question, on suppose que n = 2. On considére également deux réels u et v, et on considére
0=X?+uX +o.

a. On note Py = ¢(1), P, = p(X) et P3 = p(X?).
Montrer que P; est une combinaison linéaire de Py et Ps.

b. Déterminer une base de Im ¢.
c. Déterminer le noyau de ¢ en fonction de Q.

3. Dans cette question, on suppose que Q posséde deux racines complexes distinctes.
a. Montrer que si P est un polynéme non nul de Ker(g), alors Q divise P.

b. Montrer que si P € Ker(¢) est non nul, alors il existe un entier k > 1 et R € C[X], non divisible par
Q tel que P = Q*R.
c. En déduire que si ¢ n’est pas injectif, alors n est pair.
d. Déterminer Ker(p) en fonction de la valeur de n.
4. On suppose dans cette question que Q posséde une racine double a.
a. Montrer que si P est un polyndéme non nul appartenant a Ker(¢), alors « est racine de P.

b. Déterminer le noyau de ¢.
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3.b.

CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 7

» Exercice 1 : décomposition spectrale d’'un endomorphisme de R3.

Soit (x,y,z) € R3. Alors

(ry2eFez=—x-ye (xy2)=(xy-x-y
& (x,y,2z) =x(1,0,-1) +y(0,1,-1)
& (x,y,2) € Vect((1,0,-1), (0, 1,-1)).

Donc | F est un sous-espace vectoriel de R? | et la famille (1,0,-1), (0,1,-1) en est géné-

ratrice.
Puisque ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, elle est libre et donc forme une base de
F.

De méme, (x,y,2) € G & (x,y,2) =x(1,-1,1) © (x,y,2) € Vect((1,-1,1)).

Donc| G est un sous-espace vectoriel de R? |et une base en est donnée par la famille formée

du seul vecteur (1,-1,1).

Soit (x,y,2z) € R%. Prouvons par analyse-synthése qu’il existe un unique (u,0) € F X G tel
que (x,y,z) =u+o.

Analyse : supposons que (x,y,z) =u+0, avec u = (u1,up, u3) € F et v = (v1,02,03) € G.
Alors u3 = —uy — up et v1 = —vy = 3.
Donc (x,y,2) = (ug + 01, up — 01, —u1 — up +v1). Bt donc

U +ou1=x u+o1=x Uu=-y—-z
up — v = — up — o1 = S up=x+2y+z
2 ! y Ly«—L3+L1+L> 2 ! y 2 y
—U1 —uUr+o1 =2 v =x+y+z N=x+y+z

On en déduit que u3 = —u; —up = —x — y.

Synthése :posonsu=(-y—zx+2y+z—-x—-y)eto=(x+y+z-xX—-y—z,x+y+2).
Alors on a bien u € F (la somme de ses coordonnées est nulle), v € G et u +v = (x,y, 2).

Ainsi, tout vecteur de R? s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de F et

d’un élément de G, si bien que

Premiére étude de f

Puisque f posséde R3 pour espace de départ et d’arrivée, il s’agit de prouver sa linéarité.
Soient donc (x,y, 2), (x",y,z') € R, et soit A € R. Alors

fFAy2)+ (xy.2)=f(Ax+x" Ay+y, Az+2)

Astuce
Un Vect est toujours un sous-
espace vectoriel. Donc cela
nous dispense de prouver la
stabilité de F par combinai-
sons linéaires.

=Q2Ux+x)+Ay+y)+(Az+2),-(Ax+x") — (Az+2'), Ax+x") + Ay +¢) + 2(Az + 2'))
=ARx+y+z,—x—zx+y+22)+ 2x" +y +2,—x" -2/, x +y +272')

= Af(rp2) + f(x, Y. 7).

Donc f est bien linéaire et donc | est un endomorphisme de R>.

Soit (a,b,c) € R>. Nous souhaitons donc prouver qu’il existe (a,b,c) € R’ tel que

(a,b,c) = f(x,y,2).

Mais pour (x,y,z) € R3,0na

2x+y+z=a x+y+2z=c x+y+2z=c
(a,b,c) = f(x,y,z) ©{-x—-z=D — {—x-z=b — +z=b+c
y
LieLs Ly—Ly+Ly
x+y+2z=c 2x+y+z=a b2 |—y—-3z=a-2c
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x+y+2z=c
= qy+z=b+c
L3<—L3+L2
—2z=a+b-c
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3.d.

4.b.

2 DEVOIR SURVEILLE 7

Ce systéme est triangulaire 4 coefficients diagonaux non nuls, donc il posséde une unique
solution, si bien que (a, b, ¢) posséde un unique antécédent par f.

Ce qui signifie que f est bijective, et donc | surjective.
Mais en plus elle est injective, si bien que ‘ Ker(f) = {Op3}. ‘

La bijectivité vient d’étre prouvée.

Pour déterminer !, il nous faut donc déterminer I'unique antécédent d’'un élément
(a,b,c) € R, et donc terminer la résolution du systéme de la question précédente. Repre-
nons donc le calcul 13 ott nous I’avons laissée :

— — _ a=b—c
x+y+2z=c x+y=a+b x =%
— — _ a+3b+c
y+z=b+c Syy+z=b+c & jy=+FF
—2z=a+b-c z= —’“’Zb” z= —’“Eh”

1
Et donc 'unique antécédent de (a, b, c) est 3 (a—b—c,a+3b+c,—a—Db+c)),sibien que

1
f_1 :(a,b,c) —> 5(a—b—c,a+3b+c,—a—b+c).

Soit (x,y,z) € R. Alors
fz(x,y,z) =f(2x+y+z,—x—zx+y+2z) = (4x+ 3y + 3z, -3x — 2y — 3z,3x + 3y + 4z).
Et donc

3f(x,y,2) —2(x,y,2) =3(2x +y+2z,—x — 2, x +y + 22) — 2(x, y, 2)
= (4x + 3y + 3z, —3x — 2y — 32,3x + 3y + 42) = f2(x, 4, 2).

Ceci étant vrai pour tout (x,y,2) € Rs, f2 =3f- 2idR3. Notons que I'identité remar-
. N quable (a-b)? = a® - 2a+b?,
PrOJecteurs associés a f utilisée ici dans 'anneau
Ona p2 =(f- idR3)2 = f2 -2f+ idRs =3f - ZidR3 -2f+ idR3 =f- idR3 =p. % (R3) est un cas particulier
du bindme et nécessite que a
et b commutent. C’est le cas
De méme, ici puisque id commute avec
tout endomorphisme.

Puisque par ailleurs p est linéaire car somme d’applications linéaires, c’est un | projecteur.

q* = (2idgs — f)? = 4idgs — 4f + f> = 4idgs — 4f + 3f — 2idps = 2idgs — f = q.

Et donc ’ g est un projecteur. ‘

On a clairement p + g = f — idgs + 2idgs — f =
Et 2p +q = 2f - 2idgs + 2idge — f = f. |

La formule est clairement vraie pour n = 0 et n = 1 par la question précédente.

Commengons par remarquer que p et ¢ commutent, puisque

pog=po(idps —p) =p—p>=0gpms etqgop=qo (idps —q) =g - > = 0pg3).
Donc par la formule du bindéme, pour tout n > 2,

n n C n n— n,.n S n - n—K— n
fr=p+q"=) (k)Z"p"q F=2mpm+ ) (k)2’“p" fopogogtl+q"
k=0 k=1 v

=0

Puisque par ailleurs, p™ = p (car p? = p) et ¢" = g, il reste donc
" =2"p+q.
La bijectivité avait déja été prouvée, mais nous allons la retrouver puisque

fo'p+q)=2p+q o2 'p+q =p*+2poq+27'qop+q* =p+q=idps.

Et sur le méme principe, (27!p +¢) o f = idgs.

Donc| f est bijective1 , et f_1 = 2_1p +q. Lce qu’on retrouve méme si
on l'avait déja prouvé.
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4.d.

CORRECTION

Exactement sur le méme principe qu’a la question 4.b, pour n < 0 on peut appliquer le
binéme de Newton 2

=™ =(27) Tpra=2"p+a,
Commencgons par noter que pour (x,y,z) € R3,

p(x,y,2) = f(x,y,2) — (x,y,2) = (x+y+2,—-x—y—2,x+y+2)
q(x,y,2) =2(x,y,2) - f(x,y,2) = (-y —z,x+2y +z,—x — y)

Reprenons les calculs effectués a la question 2 :si (x,y,2) € R3, alors

(xy,2) =(-y—z,x+2y+z,~x—y)+(x+y+z,—-x—-y—2z,x+y+2)

€F €G

sibien que la projection sur G parallelementa Fest (x,y,z) — (x+y+zx—y—zx+y+2)

Et alors la projection sur F parallélement a G est idgs — g = p.

» Exercice 2 : étude d’une suite implicite

*

+_)R

— In(x) +nx °

Soit n € N. Notons f, :

Alors f;, est strictement croissante car somme de fonctions qui le sont. Puisque par ailleurs
1in01+ fu(x) = —0 et lim f,(x) = +oo, par le théoréme de la bijection?, f, réalise une
xX— X—>+00

bijection de R} sur R.

Et donc | il existe un unique x, € R} tel que f,(x,) = 0.

Soit n € N. Alors In(x,41) + (n+ 1)x,41 = 0, si bien que
fn(xn+1) = ln(xn+1) + NXp+1 = —Xpt+1 < 0= ﬁl(xn)~

Puisque f; est strictement croissante, et que f,(xp+1) < fu(xn), ona donc x,4+1 < X, si bien

que‘ (xn) est (strictement) décroissante. ‘

Puisque (x,) est décroissante et minorée par 0, par le théoréme de la limite monotone elle
converge vers un réel £.  Puisque pour tout n € N, x,, > 0, alors par passage a la limite,
> 0.
Supposons par 'absurde que ¢ > 0. Alors nx, — +o0, etln(x,) — In(?).

n—-+oo n—

+0oo

Mais pour tout n € N, In(x,,) = —nx,, si bien que In(¢) = —oo, ce qui est absurde.
On en déduit donc que

Pour tout n € N, y,, = nx, = —In(x,) — +o0.
n

—+00

Et par ailleurs, pour n € N, In(x,) + nx, = 0, soit encore

In (%") +1yn = 0 donc | In(y,) + y, = In(n).

Puisque y, —> +oo, par croissances comparées , In(y,) = 0(y,), si bien que
n—+co n—+00

—+

Yn +ln(yn) oo Yn +0(yn) oo Yn-

—+ —+

n 1
Ainsi, In(n) ~ yp, si bien que x, = LLI s
n o n

—>+ n—+oo n

nn nn
Notons z,, = x, — —, de sorte que x, = — + zp.
n n

On a alors, pour tout n € N,

ln(ln—n+zn)+n(ln—n+zn)=0.
n n
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2 Qui s’applique puisque f;,

est continue.

— Astuce

o

Parcourir rapidement le
sujet n’est généralement
pas une mauvaise idée, ici
I’équivalent de la question 5
dit clairement que x,, — 0.
Si ¢a ne dit pas comment le
prouver, ¢a nous dit déja ce
qu’on doit prouver.

Onaln(x) T o(x).

M. VIENNEY



1.a.
1.b.

2.b.

4 DEVOIR SURVEILLE 7

Mais In (lnT" + Zn) =In (lnT" (1 + %)) =In(Inn) —In(n) +1n (1 + %)
Orlnﬁ — Ocarzn:xn—lnTn = O(thn).EtdOHC
nn n—+oo n—+oo
nz, nz,
In (1 + lnn) n—’:l-oo m oo o(nz,).

Il vient donc
In(Inn) = In(n) + o(nz,) +In(n) + nz, = 0

si bien que —In(In(n)) = nz, +o(nz,) T
_ln(lnn)

On en déduit que z, ~ et donc que
n—+oo

n—+co n n n

. - lr1_n_1n(lnn)+0(ln(lnn))

» Exercice 3 : étude d’une suite de polyndmes

On adonc Py = 2XP, =[2X Jet P = 2XP; - 1 (1+X%) x2=[3X>— 1 |

Prouvons par récurrence simple sur N que deg(P,) < n.

Pour n € {0,1,2} cela découle de la question précédente.

Soit n € N tel que deg(P,) < n. Alors deg(2XP,) = deg(P,) +1 <n+1et
deg((1+X?)P,) =2+deg(P,) <2+n-1<n+1.

Et donc Pp41 est la somme de polyndmes de degré au plus n+ 1 : c’est un polyndome de
degré au plus n+ 1.

Par le principe de récurrence, pour tout n € N, deg(P,,) < n, si bien que | P, € R, [X].

Le coefficient dominant de Py est 1, celui de P; est 2, et enfin le coefficient dominant de
P, vaut 3. Il semble légitime de supposer que pour tout n € N, le coefhicient dominant de
Ppestn+1.

Prouvons par récurrence sur n que deg(P,) = n et que le coefficient de degré n de P, est
n+1.

L’initialisation a déja été faite. Soit n € N tel que P, soit de degré n et de coeficient
dominant égal A n + 1.

Notons alors P, = (n + 1)X" + O, avec O, € R,,_1[X].

Donc P}, = (n+ 1)nX""! + Q,, avec deg Q}, < n—2.

On a alors

1 1
Post = 2(n+ )X 42X Q= —— (1 +X2) (n(n L)X 4 Q;) = (2)X"242XQ, = nX"! - ——(1+X7)Q.
n n

eR,[X]
Et donc deg(Pp+1) = n+ 1 et le coefficient dominant de Py,,q est n + 2.
Par le principe de récurrence, pour tout n € N, P, est de degré n, de coefhcient dominant
égalan+1.
La encore, procédons par récurrence puisque Py(—-X) = Py = (—1)°P,. Les mémes méthodes
Soit n € N tel que P,(=X) = (=1)"P,(X). prouvent que la dérwife
4ons : s An D! (_ _ (_1\np’/ ’(_ _ (_1\n+t1lpr une fonction paire, lors-
Alors par dérivation d’'une composée, —P;,(-=X) = (—=1)"P,,(X), donc P, (-X) = (=1)™*' P (X). quelle existe, est impaire et
vice-versa.

Et donc

Pot (=X) = —2xpn(—X)—# (1 + (—X)Z) P (=X) = (1) (ZXPH(X) - nl? (1 +x2) P,;(X)) = (=)™ P (X).

Par le principe de récurrence,

pour tout n € N, P,(=X) = (-1)"P,(X). ‘

2n
Notons P, = Z aka.
k=0
2n 2n
Alors Po,(—X) = Z ar(=X)k = Z(—l)kaka.
k=0 k=0
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7.b.

CORRECTION

Mais puisque P>, (=X) = P2,(X), par identification des coefficients, pour tout k € [0,2n],
ar = (-1)¥a.

Et en particulier, si k est impair, alors ax = —ay, donc a; = 0.

De méme, puisque Prpi1(—X) = —Pani1(X), alors les coeflicients de degré pair de Papy
sont nuls.

Pour changer, raisonnons par récurrence ! On a bien Pi =2=(0+1)P,.
Soit n € N tel que P/, = (n+ 2)P,. Alors

/ 1 / ’
P = (2xpn+1 - mu +X2)Pn+1)

n+2
= (2XPn+1 -1 +X2)Pn), Hypothése de récurrence.
= 2XP!,, +2Puyq — 2XP, — (1 + X?)P,
= 2XP”1+] 4+ 2Py —2XP, — (n+1) (2XP, — Ppy1) Cest la définition de Pp41.
=2X(n+2)P, + 2Pp1 — 2XP, — 2n+2)XP, + (n+ 1)Pyyy Hypothése de récurrence.
= (n+3)Pp41.

. . 7 / —
Par le principe de récurrence, | pour tout n € N, P/ ., = (n+2)P,.

Puisque P2,+1(0) est le coefhicient de degré 0 de P>y, par la question 2.b, | P2p41(0) = 0.

Pour n € N, notons qu’en utilisant 2 la fois la définition de P, et la question précédente, on
obtient

P2y42(0) = 2X 0 X P2yy1(0) — L (1 + 02) P}, (0) = _2;(2”+2)P2n(0) = —P2,(0).

2n+

2n+2 n+2
Puisque Py(0) = 1, P»(0) = —1, puis P4+(0) = 1, et de proche en proche, | P»,(0) = (-1)".
Par la question 3, P; est une primitive® de 4P, = 12X? — 4, et par la question précédente, 3 Cest plutot la fonction
son coefficient constant est nul. polynomiale associée qui

est une primitive de celle
associée a 4P;.

Donc | P; = 4X° - 4X.
Puis sur le méme principe, P4 est une primitive de 5P, = 20X> — 20X, de coefficient
constant égal 4 1.

Donc \ Py = 5X% — 10X2 + 1. \
Soit n € N. Alors

1
Priz = 2XPoy=—— (14 X2) P, = 2XPp1 -
+2 nt

(1 +X2) (n42)P! = 2XPn+1—(l +X2) P,.
n

n+2
D’ot I'identité demandée.

Par la question précédente, on a donc pour tout n € N, z12 — 2x2,41 + (1 +x?)z,, = 0.
Donc (z,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, dont le polyndme caractéristique est
X% = 2xX + (1 +x%).

Son discriminant est 4X2 — 4(1 + x2) = —4.

2x + 2i .
=x =i

Ses racines sont donc

I existe donc deux complexes A et y tels que pour tout n € N, z, = A(x + )" + p(x — i)".
Puisque zo = 1 et z; = 2x, on a donc

A+pu=1 - p=1-2 o pu=1--1
Alx +i0) + p(x —i) =2x Ax+i)+(1 - (x—1i)=2x 2010 —i+x=2x

x+i

De la seconde équation on tire 2iA = x + i, et donc A =

x+i x—1i
Etd —1-A=1- - X7
oncH 2i 2i

1 1
Et ainsi, | pour toutn € N, z, = ?(x +i)m - E(x -
i i

1
Par la question précédente, les deux polynoémes* P, et % (X +i)™ — (X = i)"™1) coin- * A priori dans C[X].
i

cident sur R, et donc sont égaux.
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10.

6 DEVOIR SURVEILLE 7

Soit z € C. Alors
Pa(z) =06 (z+ )™ —(z-)"' =0 & (z+i)"! = (z - i)™

Il est clair que i n’est pas racine de P,. Donc pour z € C\ {i}, on a

n+1
Z+i Z+i
P(z)_O@( ) =le eUn+1
- —
Donc z est racine de P, si et seulement si il existe k € [0,n] tel que j—fll = ¢k, on

£ =exp(22).

Z+l

1l est clair que pour k = 0, 'équation £ = ¢¥ = 1 n’a pas de solution.

Soit donc k € [0, n]). Alors

2ik

zZ+1 k1 end +1
=foz+i=*z-i)oz=i =i .
z—1i é/k _ 1 2ik
e n+tl — 1
Utilisons alors une factorisation par I'angle moitié,
. . . ko
k. k k k L7/
eMF 41 eRF e yend 2008 (n+1)
l 2ikm =1 ikr  ikm _ ikm =1 !
entl — 1 en+l entl — @ n+l 2isin (k_ﬂ)
n+1
cos (%
Et donc les racines de P, sont les ————=, avec k € [[1,n].
sin [ £z
n+l
. . cos ¢ (. (e . 1
Par ailleurs, la fonction ¢ — e est dérivable sur ]0, x[, de dérivée égale 3t > — >
sin sin“ t

donc strictement décroissante.

>~

T
COS (m)

k.
n+l

En particulier, elle est injective, donc les , 1 < k < nsont deux 4 deux distincts.

sin

Ainsi, nous avons 14 n racines distinctes de P, qui est de degré n, donc il est scindé sur R, a
racines simples.

On a donc
n cos (k—”l) A Attention | ———
n+
=(n+1) 1_[ X-——: Ne pas oublier le coefficient
k=1 sin (rlffl ) dominant.
La somme des racines est la plus facile, puisqu’elle est égale au coefficient de degré n—1 de
Py, divisé par son coefficient dominant.
Mais la question 2.b prouve que le coefhicient de degré n — 1 de P, est toujours nul, donc
n_ cos (%)
——— =0.
k=1 sin (%)
De méme, le produit des racines est (-1)nfnQ
’ n+2 ° Si n est impair, n + 1 est
n cos ( k_:fl) pair, et donc pour k = 2,
n
. L o
= — Ccos
» Si n est impair, P,(0) = 0, donc 1_[ ” 0. (,:1) 0. Et donc le
k=1 sin el 5‘“(n+1)
produit est nul puisque I'un
» Si n = 2p est pair, alors nous avons prouvé que P,(0) = (=1)”. de ses facteurs l’est.
nocos(£2) Ly
Et donc =i
k=1 sin ( kfl) P
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2.b.

3.b.

CORRECTION

» Exercice 4 : un endomorphisme sur les polynémes

Commengons par prouver que ¢ est a valeurs dans C,,[X], ce qui n’est pas totalement
évident, car il est clair que pour tout P € C,[X], ¢(P) est un polyndme, il se pourrait que
son degré dépasse n.

Soit donc P € C,,[X], et notons P = Z a Xk,

k=0
Notons également Q = aX?+bX +c. Alors deg(P’Q) = deg(P’) +deg(Q) < n—1+2=n+1,
et de méme, deg(PQ’) = deg(P) + deg(Q’) < n+1.
Mais le coefhicient de degré n+ 1 de 2P’Q est 2naya, et celui de nPQ’ est nay,2a.
Donc le coefficient de degré n + 1 de ¢(P) est nul, si bien que deg(¢(P)) < n, et donc
@(P) € Cyu[X].

Reste 4 prouver la linéarité de ¢ : soient Py, P> € C,[X] et soit A € C. Alors

Le coefficient dominant d’'un
produit est le produit des
coefhicients dominants.

@(AP1+P2) = 2(AP1+P2)' Q—n(AP1+P2)Q" = 2(AP{+P5) Q—AnP1Q'=nP,Q" = A(2P{Q—nP1Q")+(2P;Q—nP2Q’") = Ap(P1)+¢(P2).

Ainsi, ¢ est linéaire, et donc | est un endomorphisme de C,[X].

Etude d’un cas particulier

Onadonc Py = —2Q" = —4X —2u, P, = 20-2XQ’ = 2X?+2uX+20-2X (2X+u) = —2X>+20
et
Py = 4XQ — 2X°%Q" = 4X° + 4uX? + 40X — 2X°(2X + u) = 2uX? + 40X.

Et donc P; = —uP> — vPy| € Vect(Py, P>).

Nous savons que 'image par ¢ d’une famille génératrice est génératrice de Im¢. Or
(1,X,X?) est génératrice® de C,[X], donc (Py, P>, P3) est génératrice de Im g.

Mais puisque P3 € Vect(P1, P2), Im(¢) = Vect(P1, P>, P3) = Vect(Py, P2).

Et Py, P, étant de degrés distincts, (Py, P») est libre, donc est une base de Im .

Soit P = aX? + bX + ¢ € Co[X]. Alors

P e Ker(p) © 2P'Q =2PQ" & (2aX +b)(X? +uX +0) = (aX?> +bX +¢)(2X +u) & 2aX°>

& 2aX> + (b + 2au)X? + (bu + 2av) X + bv = 2aX> + (au + 2b)X> + (bu + 2x)X + cu

au+2b="b+2au b=au b=au

S qbu+2av=bu+2c S Jav=c — c=av
L3<—L3—UL]—ML2

bv=cu bv =cu 0=0

< (a,b,c) =(a,au,av) © P=a (X2 +uX +U) o P e Vect(Q).

Et donc ’ Ker(¢) = Vect(Q). ‘

Notons A1, 4> les deux racines distinctes de Q.

On a donc 2P’Q = nPQ’, de sorte que A; et A, sont des racines de PQ’.

Autrement dit, P(1;)Q’(41) = 0. Mais 4, étant racine simple de Q, Q’(41) # 0, et donc
P(Ay) = 0.

De méme, A, est racine de P. Mais Q est scindé®, et toutes ses racines sont racines de P,
avec une multiplicité en P supérieure a celle en Q puisqu’il s’agit de racines simples de P.

L'ensemble {p € N* | Q7 divise P} est une partie non vide’ de N, majorée pour des raisons
de degré (par exemple elle est majorée par deg P). Donc cette partie posséde un plus grand
élément k.

Ainsi, QF divise P, si bien qu’il existe R € C[X] tel que P = QR.

Et puisque Q*! ne divise pas P, | Q ne divise pas R. ‘

Supposons que ¢ ne soit pas injectif. Alors Ker(¢) # {Oc[x]}, et donc il existe P € Ker(¢)
différent de 0.

Comme 2 la question précédente, notons P = QFR, avec R non divisible par Q.

On a alors ¢(P) = Oc[x], soit encore 2P’Q = nPQ’.
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> Cest la base canonique de
Cy[X].

6 Cest le théoréme de
d’Alembert-Gauss.

7 Elle contient 1.
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4.b.

8

DEVOIR SURVEILLE 7

Ce qui s’écrit aussi 2kQ*~'Q"QR + 2Q*R'Q = nQ¥RQ’, et donc 2kQ’R + 2QR’ = nQ'R.
On en déduit que 2QR’ = (n — 2k)Q'R.

Puisque Ay et A, sont racines simples de Q, ce ne sont pas des racines de Q’.

Si n — 2k était non nul, on aurait alors (n — 2k)Q’(11) R(A1) = 20(A1)R(A1) = 0 et donc
—_—

#0
R(Ay) = 0.
Et de méme R(A,) = 0. Donc comme 2 la question 3.a, Q divise R, ce qui est absurde.

Ainsi, n — 2k = 0, et donc

La contraposée de la question précédente prouve que si n est impair, Ker(g) = {0}.

Etsi n est pair, alors le calcul de la question précédente prouve que tout polynéme non nul
de Ker(¢) est de la forme P = QFR, avec R € C[X] et n = 2k, donc k = 2.

Mais puisque deg(P) < n, et que deg(Q¥) = 2k = n, nécessairement deg R = 0, et donc R
est un polynoéme constant.

Donc il existe A € C* tel que P = AQ"/2.

Ainsi, Ker(¢) c {AQ™?, 1 € C} = Vect(Q™?).
Inversement, ¢(Q™?) = 2§Q"/2‘1Q'Q —20m"2Q’" = 0, si bien que 0"? e Ker(p). Puisque
Ker(gp) est un sous-espace vectoriel, on a donc Vect(Q™?) c Ker(g).

Et donc par double inclusion,‘ Ker(p) = Vect(Q™?). ‘

Notons que a étant racine double de Q, il existe 1 € C* tel que Q = A(X — ).

Puisque P € Ker(g), alors 2P’Q = nPQ’, soit encore 2A(X — a)’P’ = 2nAP(X - a).
Et donc aprés simplification® par 24(X — @), (X — «)P’ = nP.

Et donc X — a | P, si bien que ‘ a est racine de P. ‘

Soit P € Ker(¢) non nul, et soit m la multiplicité de « en tant que racine de P.
Soit également R € C[X], tel que P = (X — a)™R, avec R(a) # 0.
Alors comme ci-dessus,

(X — a)P’ = nP donc (X — a)m(X — @)™ 'R+ (X — 2)™'R' = n(X — a)"R.

Ce qui aprés simplification par (X — @)™ nous donne mR + (X — «)R’ = nR.

Donc (X—a)R’ = (n—m)R, de sorte que (n—m)R(a) = 0. Puisque R(a) # 0, nécessairement
m=n.

Et comme deg P < n, il existe y € C tel que P = p(X — a)" € Vect((X — a)").
Inversement, on a

p(X—a))=2n(X-a)" AKX -a)> —n(X -—a)2A(X —a) =0

et donc (X — a)" € Ker(gp).
Puisque Ker(¢) est un sous-espace vectoriel de C,[X], Vect((X — a)") c Ker(gp), de sorte

Ker(g) = Vect((X - a)"). |

que par double inclusion,
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8 Légitime car C[X] est un
anneau integre.

On notera au passage que

P’ | P, et que nous avions fait
en TD un exercice dont le
but était justement de déter-
miner tous les polynomes tels
que P’ | P.

Si n est pair, on obtient en-
core, comme dans le cas de la
question 3,

Ker(¢p) = Vect(Q™?).

C’est pour cette raison que
la question 2, avec n = 2
pair, ne nécessitait pas de
distinction suivant le nombre
de racines distinctes de Q.
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