MP2I 13.03.2026

DEVOIR SURVEILLE 6

» Exercice 1 : une équation polynomiale
On cherche dans cet exercice 4 déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que
P (x2) —PXOP(X=1) (%)

ol P(X?),P(X) et P(X — 1) désignent des composées et non des produits.
1. Déterminer les polyndmes constants satisfaisant ().

2. Déterminer, sous forme exponentielle, les racines complexes de X* + X2 + 1. En déduire sa décomposition
en produit d’irréductibles dans C[X] et dans R[X].
3. En déduire que X? + X + 1 vérifie (x).
Dans toute la suite, P est un polynéme non constant qui satisfait (%).
4. Montrer que si un complexe « est racine de P, alors @ et (a + 1)? sont aussi racines de P.
5. On suppose que O est une racine de P, et on définit alors une suite en posant uy = 0 et ¥n € N,
Ups1 = (up + 1)2-
a. Montrer que (up) est strictement croissante, puis déterminer sa limite.
b. Prouver que pour tout n € N, P(u,) = 0.
c. En déduire que 0 n’est pas racine de P.
6. Soit & € C* une racine de P.
a. Montrer que :Vn e N, P (") = 0.
b. En déduire qu’il existe k € N* tel que o = 1.
c. Prouver alors que |a] = |a + 1| = 1.
d. En déduire que a € {j, j*}, o1 j = e

7. Prouver que les polynomes satisfaisant () sont le polyndme nul et les (X2 + X + 1), k € N.

» Exercice 2 : développement asymptotique d’une suite

3
On rappelle que Arcsin(x) = x+ % +o(x?).

—0

nt,nr+%Z| — R

Pour tout n € N*, on note f; : [ 2] ) .-
x > (=1)"sin(x) -

1. Soit n € N*.
a. Montrer que f;, réalise une bijection de [mr, nr + ’—5] sur un intervalle I, que I'on précisera.

b. En déduire que I’équation |xsin x| = 1 posséde une unique solution dans |nr, nz + %|.
Dans toute la suite de l’exercice, on notera x, cette solution.

2. Prouver que x, ~ nr.

n—+oo
3. Pour tout n € N*, on pose y, = x, — nr.
1

Xn®

a. Prouver que pour tout n € N*, y, = Arcsin
b. En déduire un équivalent de y,, puisque x, = nr+—+o0 (—)
n—+co ni n

4. Alaide de la relation de la question 3.a, en déduire qu’il existe un réel a, que l'on précisera, tel que

1 1 1
X, = mt+—+a—3+o |-
n—+oo ni n n
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» Exercice 3 : endomorphismes annulés par X2 -5X +6.

Partie I. Ecude d’un exemple
Dans cette partie, on note E le C-espace vectoriel C3.
On note alors (eq, e2, e3) sa base canonique, avec e; = (1,0,0),e> = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1).
On considére alors ¢ : E— E .
(x,y,2) — (x+y+2z2y —2x+2y+4z)
1. Prouver que ¢ est un endomorphisme de E.
2. a. Lapplication ¢ est-elle injective ?
b. Calculer ¢(e;) pour i € [1,3]. En déduire que pour tout i € [1,3], e; € Im(g).
c. Est-ce que ¢ est surjective ?
3. Montrer que ¢? — 5¢ + 6idg = Oy (g).
4. On note F = Ker(¢ — 3idg) et G = Ker(2idg — ¢).
a. Déterminer une base de F, et montrer que G = {(x,y,2) € C* | ~x +y +z = 0}.

b. Prouver que F et G sont supplémentaires dans E.

Partie II. Endomorphismes annulés par X? - 5X + 6
Dans cette partie, on considére E un C-espace vectoriel et u € £(E) tel que u? - 5u + 6idg = O (g).

5. Montrer que u est un automorphisme de E, et que u™! € Vect(idg, u).
On pose a présent p = 3idg — u et ¢ = u — 2id.

6. a. Montrer queuog=qou=3getqueuop=pou=2p.
b. En déduire que pour tout n € N, u" = 3"q + 2"p.
c. Vérifier que cette relation reste valable pour n = —1, et en déduire que

VneZ, u" =3"q+2"p.

7. a. Montrer que E = Imp +Img.
b. Prouver que pog=gqop=0g).
c. Déduire des deux questions précédentes que E = Ker p @ Kerg.

8. Prouver que p est la projection sur G = Ker g parallelement 3 F = Ker p. Que dire alors de g ?

» Exercice 4 : polyndmes 4 valeurs entiéres

Dans cet exercice, on note A = {P € R[X] | Vn € Z,P(n) € Z}.

S’il est évident qu’un polynéme dont tous les coefhicients sont entiers est dans A, la réciproque est fausse, par
X(X+1) X(X+1)(2X+1) d
>— ou 5 sont dans A.

Le but de 'exercice est de caractériser les polynomes de A.

exemple car

1. Montrer que A est un sous-anneau de R[X].

Partie I. L’opérateur de différence sur les polynomes
R[X] — R[X]

Dans la suite, on note A :
P +— P(X+1)-P(X)

ol P(X + 1) désigne la composée du polynome P

par le polynéme X + 1.
2. Montrer que A est un endomorphisme de R[X].

3. Soit k € N. Déterminer le degré de A(X¥), et en déduire, pour tout P € R[X], le degré de A(P) en
fonction de celui de P.

4. Justifier soigneusement que Ker(A) = Ro[X].

p
5. Prouver par récurrence que pour tout p € N, et pour tout P € R[X], AP(P) = Z(—l)f"k (i)P(X +k).
k=0
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Partie II. Base des polynomes de Hilbert

Dans la suite de 'exercice, on note Hy = 1 et pour tout i € N*, H; =

X(X=1)-(X—-i+1) 15
LD,

6. a. Pour i € N, déterminer le degré de Hj;, puis prouver par récurrence que pour tout n € N* on a
X" € Vect(Hy, ...,H,).

b. En déduire que pour tout n € N*, (Hy, Hy, ..., Hy) est une base de R,,[X].
7. a. Montrer que pour tout i € N*, A(H;) = H;_.

. H;_; sii<j
b. En déduire que pour tout (i, j) € N, A/ (H;) = ! 7
OR[X] sinon

8. Soit n € N, et soit P € R, [X].

n
a. Justifier qu’il existe un unique (ao, a1, ..., a,) € R™1 tel que P = Z a;H;.
i=0
b. Prouver que pour tout i € [0,n], a; = [A'(P)](0).
c. En déduire que P € Asi et seulement si pour tout i € [0,n], [A'(P)](0) € Z.

9. Soit P € R[X]. Montrer que P € A & Vk € [0,degP], P(k) € Z.

MP21 Lycie CHAMPOLLION 2025-2026



5.b.

5.d.

CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 6

» Exercice 1 : une équation polynomiale

Soit P € C[X] un polyndme constant. Alors il existe A € C tel que P = A.

On a alors P(X?) = A et P(X)P(X — 1) = A2, donc P satisfait (%) si et seulement si 12 = A,
soit si et seulement si A € {0, 1}.

Donc P = Oc[x] et P = 1 sont les seuls polyndomes de C[X] satisfaisant ().

Un complexe z est racine de X* + X2 + 1 si et seulement si z2 est une racine de X2 + X + 1.

—1+i\/§_ j2x

Mais les racines de X2 + X + 1 sont T =jet=j%

N

. , . j L . i .
Les racines carrées de j sont e!5 = —j% et —e'5 = j2.
Et les racines carrées de j2 sont j et —j.

Donc | les quatre racines complexes de X* + X2 + 1 sont j, j2, —j et —j.

Puisque X* + X2 + 1 est de degré 4, elles sont toutes simples, et étant unitaire!,
X*+X2+1= (X - )X+ )HX =X +5).

C’est 12 sa décomposition en produit d’irréductibles de C[X].

Pour obtenir celle en produit d’irréductibles de R[X], il faut regrouper deux 2 deux les
racines conjuguées (ici j> = j et —j2 = —j). On a alors

X=X =) =X+ )X+1=X>+X+Tlet X+ ))(X+j)=X>-X+1.

Done | x*+X>+1= (X’ + X+ D(X* - X +1). |

Notons P(X) = X%+ X + 1. Alors P(X?) = X* + X? + 1.
EtP(X-1)=(X-1)2+(X-1)+1=X2-X+1, de sorte que

POOP(X 1) = (X +X+ DX -X+1) =X+ X2+ 1 :P(Xz).

Donc ‘ X2 + X + 1 satisfait bien (). ‘

Soit a € C une racine de P.
Alors P(a?) = P(a)P(a — 1) = 0 X P(a — 1), donc déja ‘ a? est une racine de P. ‘
De plus, on a également® P ((a + 1)?)) = P(a + 1)P(), et donc P ((a + 1)?) = 0, de sorte

que ‘ (a +1)? est aussi racine de P. ‘

Pour tout n € N, tpp1 — up = (up + 1)% = u% +u, +1.
Mais le polynéme X2 + X + 1 ne posséde pas de racine réelle, et donc pour tout x € R,
Z+x+1>0.

On en déduit que pour tout n € N, upy1 — up > 0.

Donc ‘ (up) est strictement croissante. ‘

Puisque (u,) est croissante, par le théoréme de la limite monotone, elle posséde une limite
soit finie, soit égale 4 +co.
Supposons par 'absurde qu’elle possede une limite finie ¢.
Alors u, — ¢, et donc par opérations sur les limites, 1_121 (up +1)% = (£+1)2
n 00

n—+oo

Par ailleurs, u,+1 — ¢ et donc par unicité de la limite, (¢ + 1)?=¢.
n—+0o

Soit encore 2+ ¢+ 1 =0, ce qui est absurde puisque nous avons déjé signalé que cette
équation ne posséde pas de solution réelle.

On en déduit donc que | lim u, = +co.

n—+00

D’aprés la question 4, si u, est racine de P, alors u,. est également racine de P.
Donc une récurrence rapide, initialisée par le fait que ug = 0 est racine de P prouve que

pour tout n € N, P(u,) = 0.

Puisque la suite (u,) est strictement croissante, elle est injective.
Et donc P posséde une infinité de racines, ce qui est absurde puisque P n’est pas constant,
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en produit d’irréductbles !
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6.b.

6.c.

6.d.

2

DEVOIR SURVEILLE 6

et donc en particulier n’est pas le polynéme nul.

On en déduit donc que | 0 n’est pas racine de P. ‘

Par la question 4, si a est racine de P, alors a2 est racine de P.
Donc (a?)? est également racine de P. Donc (a*)? = a® est racine de P. Etc.

a?" est racine de P.

Une récurrence rapide prouve que pour tout n € N,

Puisque P est non nul, il posséde un nombre fini de racines complexes.

Et donc en particulier, les @*" ne peuvent étre tous distincts : il existe k < ¢ deux entiers
.. k 4 t_nk

distincts tels que a* = a*, et donc > =% = 1.

I existe donc bien une puissance strictement positive de a qui est nulle.

On en déduit donc que a est une racine de l'unité, et en particulier | est de module 1.
Puisque (a + 1) est aussi racine de P, nécessairement non nulle par la question 5, le méme
raisonnement montre que |(a + 1)?| =1, et donc |a + 1] = 1.

Donc onabien‘ la| = e+ 1] = 1.‘

Cherchons les complexes a = a + ib vérifiant |a| = 1 et |a + 1| = 1.
a2+b*=1

, ce qui n’est possible que pour
(a+1)>+b*>=1 d P quep

Ceci équivaut a {

1
a2=(a+1)2<:>2a+1=0';>a=—§.
Et alors sia = —%, b= ig, de sorte que les deux valeurs possibles de a sont —% + i‘/g =j
1_:\3 _ 2

et—5—17=]

Soit P € C[X] non nul solution de (x). Si on note A le coefhicient dominant de P, alors
celui de P(X?) est encore A, quand celui de P(X)P(X — 1) est A2. Donc A = A2, et A étant
non nul, A = 1.

Puisque les seules racines de P sont j et/ou —j?, il existe deux entiers® k et ¢ tels que
P=(X-)HX -

Alors P(X?) = (X2 — j)k(X2 - j>)L.

Mais  la question 2, nous avons déja déterminé les racines carrées de j et de j2, si bien que
X2 —j= (X = )X+ et (X* = j?) = (X + ) (X = )).
EtP(X-1)=(X-1-j)kX-1-j%".

Or il est trés classique que 1+ j+ j2 =0, et donc 1+ j = —j? et 1 + j> = —}, si bien que
P(X-1)= (X + )X+ ).

Finalement, il vient

P(X)% = (X+/)F(X=)F (X+) (X=))" = P(X)P(X-1) = (X= ) (X=jD) (X+j)*(X+))".

Dans le membre de gauche, la multiplicité de j est égale a ¢, dans celui de droite elle est
égale 3 k. Donc k = ¢.

Et donc P(X) = [(X - (X = )] = (x2+x +1)".

Inversement, il est facile de vérifier qu'un polynéme de cette forme est solution de (%),
notamment car X2 + X + 1 vérifie (%) et que I'ensemble des polynomes vérifiant (%) est
stable par produit.

Et donc | les polynomes vérifiant (x) sont le polyndme nul et les (X2 + X + 1),k € N.

» Exercice 2 : développement asymptotique d’une suite

La fonction f; est dérivable sur [nr, nw+ Z| par somme de fonctions dérivables, avec
frix = (=1)"cos(x) + x%

» Si n est pair, alors pour tout x € [nr,nz+ %], cos(x) > 0 et donc (=1)" cos(x) > O, si
bien que f;(x) > 0.

» De méme si n est impair, alors pour tout x € [nz, nz + %], sin(x) < 0etdonc (—1)"sin(x) > 0
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Le seul polyndme qui pos-
séde une infinité de racines
est le polyndme nul.

3 fventuellement nuls.
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1.b.

3.b.

CORRECTION 3

si bien que f;/(x) > 0.

Dans tous les cas, fn est strictement croissante sur [n;r, nm+ %]
Enfin, f,(nr) = (=1)"sin(nx) — n1—” = —n]—” < 0.

1 1 1
Bt f, (nr+ Z) = (=1)"sin (nr + Z) — = (=1)*"sin Z — =1- > 0.
S 3) = (1) ( 5) nm+% =D nr+% nr+ %
Par le théoréme de la bijection, qui sapplique car f, est continue et strictement croissante,
1
7 . .o . T _ 1
fn réalise une bijection de [n7,nr+ %] sur I, = -1 - — 7|
2

Puisque 0 € I, il existe un unique x € [nr, nr + Z| tel que f,(x) = 0.

Or pour x € [nr,nz + %], sin(x) est du signe de (—1)", si bien que | sin(x)| = (~1)" sin(x).
Et donc [xsin(x)] =1 & (=1)"xsin(x) = 1 & (=1)"sin(x) = 1 & f,(x) = 0.

X

Donc | il existe un unique x € [nr, nz + %] tel que |xsin(x)| = 1.

On a, pour tout n € N*, nr < x, < nw+ %
Or nr + % ~ nmx. Doncx, ~ nmx Cest la version «équivalents»
n—teo n—teo du théoréme des gendarmes.
On assin(yy) = sin(x, — nr) = (-1)"sin(x,).
Mais par définition de x,, (—=1)"sin(x,) = =, si bien que sin(y,) = —.
X

Xn’
n

. o 1 0 = Arcsin(x) si et seulement
Par ailleurs, y, € [0, %] ¢ [-%, %], si bien que |y, = Arcsin —. (oe[-z.2
n S1
sinf@ = x
Puisque x, — +oo, N )
n—-+co Xn p—+too
. 1 1
Or Arcsin(x) ~ x,etdoncy, ~ — ~ —.
x—0 n—+0o X, n—+c0 NJT
1 1) ... 1 1
Etdoncx, -ntr = —+o(=| sibienque|x, = nr+—+o|=).
n—+co NI n n—+o0o ni n
On a donc
1 1 1
Yy, = —+ +o|—
n—o+eo Xp 6x3 x,31
. 1 1 1 1
Puisque x, ~ nm, — ~ ﬁetdonco | = ol5)
n—+oo xn n—+oo noir xn n—+oo n
Par ailleurs,
1 1 1 1 1 1
T e T T ae e T it e el el I B L ute)
Xp note n7'[+L+O(l) e nﬂ-1+—+0(i) e i " 1+u us0 ’
nm n 2.2 nZ
n2sx
1 1 1 1
Et— ~ = —+o|—=].
xg n—+oo 77:3}'13 n—+oo n?’ﬂ?’ n3

Donc il vient

1 1 N 1 N 1 1 5 N 1
= — 0  +——+ol|= = ————+0(—].
Yn n—+oo nr n3x3 67303 nd | no+eo nr 60373 n3

Do _ _ 1
ou|xp, =y, +nr = nr+ ——-——=+o0|—|.
n

» Exercice 3 : endomorphismes annulés par X? — 5X + 6.

Partie I. Etude d’un exemple
Soient (x,y,z), (x’,y’,2z’) € E, et soit A € C. Alors

p(AMx,y,2) + (X", Yy, 2")) = p(Ax +x", Ay + ¢/, Az + 2')
=Ax+x" +Ay+y +Az+ 2,2 y + 2y, —2Ax — 2x" + 2Ay + 2y’ + 4Az + 42')
=AMx+y+2z2y, -2x+2y+4z)+ (x' +y' + 2,2y, -2x" + 2y’ + 42")
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2.b.
2.c.

2.d.

4.b.

4 DEVOIR SURVEILLE 6

=do(x,y,2) +o(x', Y, 2)).

Donc ¢ est linéaire de E dans E, donc | est un endomorphisme de E.

Soit (x,y,z) € Ker ¢. Alors

x+y+z=0 x+z=0

y=0 ©qy=0 ©x=y=2z=0

—2x+4+2y+4z=0 -x+2z=0
Donc Ker ¢ = {Og}, si bien que
On a alors ¢(er) = (1,0,-2), p(e2) = (1,2,2) et p(e3) = (1,0, 4).
Mais ¢(e3) — @(e1) = 6e3, donc e3 = +¢(-1,0,3) € Im . L
Puis e = ¢(e;) + 2e3 € Im(p) On a utilisé ici le fait que

1 : Im(¢) est un sous-espace

Et alors e = E ((.0(62) —e; — 233) c Im(<p). vectoriel de C3.

Par la question précédente, Im(¢) est un sous-espace vectoriel de E qui contient ey, e, e3,

donc qui contient Vect(ey, ez, e3) = E. Ainsi, Im(¢) = E, et donc | ¢ est surjective.

P’our prouver que ¢ — 5¢ + 6idg est nulle, le'plus simple est sirement de prouver qu’elle Une application linéaire st
s’annule en tous les vecteurs de la base canonique. entiérement déterminée par
Or, ¢?(e1) = ¢(1,0,-2) = (=1,0,-10) = 5(1,0,-2) — 6e; = (5¢ — 6idg)(e1). I'image d’une base.

De méme, ¢2(e2) = (1,2,2) = (5,4, 10) = 5(1,2,2) — 6(0, 1,0) = (5¢ — 6idz)(e>).

Et enfin, ¢?(e3) = ¢(1,0,4) = (5,0,14) = 5(1,0,4) — 6(0,0,1) = (5¢ — 6idg)(e3).

Et donc ¢? — 5¢ +6idg est un endomorphisme de E, nul sur une base de E, c’est I'application

nulle.

Soit (x,y,z) € C. Alors

2x+y+z=0 _o
(x,y,2) € Ker(p — 3idg) © ¢(x,vy,2) = 3(x,y,2) =0 & { -y =0 {y:z
-2x4+2y+2z=0 e

© (x,y,2) = (x,0,2x) =x(1,0,2) © (x,y,2) € Vect(1,0,2).
Donc Ker(¢ — 3idg) posséde pour base* la famille formée du seul vecteur (1,0,2). *Elle est libre car formée
d’un seul vecteur non nul.

De méme,

2x-2y—-2z=0
(x,y,2) € Ker(2idg—9) © 2(x,y,2)—¢(x,y,z) = (0,0,0) © {0=0 & —x+y+z = 0.
2x-2y—-2z=0

Etdonc|G = {(x,y,2) € C* | -=x +y +z = 0}.

Soit (x,y,z) € C>. Prouvons par analyse-synthése que (x, y, z) s’écrit de maniére unique
comme somme d’un élément de F et d’un élément de G.

Analyse : supposons que (x,y,z) =u+0v, avec u € F etv € G. Alors il existe A € R tel que
u=A(1,0,2) etv = (b+c,b,c), avec b,c € R%.

A+b+c=x A+c=x-y A=—x+y+z
Alorssb =1y eib=y b=y
2A+c=z 2A+c=z c=2x-2y-z

Donc une telle écriture, si elle existe, est unique.

Synthése : posons u = (=x +y+2)3(1,0,2), eto = 2x —y — z,y, 2x — 2y — 2).
Alorsil est clair que u € Feto € G, etde plus, u+ov = (x,y, —2x+2y+2z+2x-2y—2z) = (x,y, 2).

Ainsi, Y(x,y, z) € E,3(u,v) € FXG, (x,y,z) = u+v,donc| F et G sont supplémentaires dans E.
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6.b.

CORRECTION

Partie II. Endomorphismes annulés par X — 5X +6.
5idg — 5ids —
S

5idg —
Donc u est bijectif’, avec u™! = ! ]fﬁ Y Vect(idg, u).

Onauoq=u?-2u=>5u—6idg — 2u = 3u — 6idg = 3q.
Et sur le méme principe, go = u? - 2u =

Deméme,uop=p0u=u2—2u=

Procédons par récurrence sur n € N.
Pour n=0,onau’ =idg = g+p = 3% +2%.
Soit n € N tel que u” = 3"q + 2"p. Alors

n+l

u =y ou=3"q+2P)ou=3"gou+2"pou=23"g+2"p.

Par le principe de récurrence,

pour tout n € N, u” = 3"q +2"p. ‘

>
1 1, -1, _ 2: 3.4, -1, - Z:id. -1, |41
Ona sp+5q=3u—5idg + 5idg 2u—61dE su=|u_.

Et alors une récurrence facile prouve que pour tout n € N*, u™" = 37"+ 27"p.

Notons que idg = p + g, et donc pour tout x € E, x = idg(x) = p(x) + q(x) € Imp + Img.
Donc E ¢ Imp + Im g, et puisque Im p + Im q est un sous-espace vectoriel de E, alors on a

Iégalité ‘ E=Imp+Img. ‘

Onapogq=(3idg —u) o (u—2idg) = 3u — v? — 6idg + 2u = —(u* — 5u + 6idg) = O ().
Et le méme calcul prouve que g o p = 0 ().

Puisque p o g = 0 (g), alors Im g  Ker p. Et de méme, Imp C Kerg.

Donc E = Im g+ Imgq c Ker p + Ker g, si bien que E = Ker p + Kerg.

Soit a présent x € Ker p N Kerg.

Alors x = idg(x) = p(x) + q(x) = O + O = Og. Et donc Ker p N Ker g = {Og}, si bien que
Ker p et Ker g sont en somme directe, et donc® sont supplémentaires dans E.

Soit x € E. Alors x = p(x) + q(x), avec p(x) € Ker g et q(x) € Ker p.

Et puisque p(x) = p(x), p associe 4 un vecteur sa composante suivant Ker g dans la somme

directe E = Ker(p) ® Ker(g). C’est donc | la projection sur Ker g parallélement a Ker p.

Et alors ¢ = idg — p est la projection sur Ker p parallélement a Ker g.

» Exercice 4 : polynémes a valeurs entiéres

I est évident que 1 € A.

Soient P, Q € A. Alors pour tout n € Z, (P — Q)(n) =P(n) - Q(n) € Z
et (PQ)(n) = P(n)Q(n) € Z.

Donc P - Q € Aet PQ € A, si bien que | A est un sous-anneau de R[X].

Partie I. L’opérateur de différence sur les polynomes
Soient P,Q € R[X] et A € R. Alors

A(AP+Q) = (AP+Q)(X+1)—(AP+Q)(X) = A(X+1)-AP(X)+Q(X+1)-Q(X) = AA(P)+A(Q).

Donc A est linéaire, de R[X] dans R[X], donc est un endomorphisme de R[X].
OnaA(X") =A(1) =1 -1 =0grx). Bt pour k € N*, par la formule du bindme,

LA k=l
AX*) = (1+X)F - x* = Z (l_)x' —x* = Z (i)X’.
i=0 i=0

Donc A(XF) est de degré inférieur ou égal 3 k — 1, et son coefficient de degré k — 1 est

(kf 1) =k # 0, si bien que |deg A(X*) =k - 1.
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2 Car nous venons de déter-
miner une application v telle
queuov=vou=idg.

A

Rappelons que les projecteurs
vont toujours par deux :

si p est la projection sur

F parallélement 4 G, alors

q = idg — p est la projection
sur G parallélement a F.
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6 DEVOIR SURVEILLE 6

Si P est un polynéme constant, alors A(P) = Or[x] est de degré —co.

n
Etsi Pest de degré n > 1, avec P = Z arX*, avec a, # 0.

k=0
n n
Alors par linéarité de A, A(P) = Z arA(XF) = Z arA(XF).
k=0 k=1
n-1
Mais » arA(X¥) est de degré inférieur ou égal 3 n — 2 et a,A(X") est de degré n — 1, si
k=1

Rappelons que si
deg P < degQ, alors
deg(P + Q) = deg(Q).

bien que deg(A(P)) =n - 1.

—00 si degP <0

Ainsi, pour tout P € R[X], | deg(A(P)) = {d Pl s
egP—1 sinon

Soit P € R[X]. On a donc

P eKerA & A(P) = Op[x] © deg A(P) = —0 & deg(P) <0 & P € Ry[X].

Et donc ’ Ker A = Ry[X], I'ensemble des polyndmes constants. ‘

P
Soit P € R[X]. Prouvons par récurrence sur p € N que A?(P) = Z(—l)”‘k (Z)P(X +k).

k=0
0
Pour p =0, on a Z(—l)o‘kP(X +k) = P(X) = A%(P).
k=0
P
Soit p € N tel que AP (P) = Z(—l)P_k(i)P(X +k). Alors

k=0

P p
APHL(P) = Z(—I)P‘k(i)P(X +k+1)— Z(—l)P‘k(i)P(X +k)
k=0 k=0

p+l

1-if P : —k(P
B ;(_1)1) l(i - l)P(X +h- ;(_1)17 (k)P(X+ k) Onaposéi=k+1.
—P(X+ 1 : _1\p+1-k p p _(_\P
= p+1)+ Y (=) el H ) | PO+ R) = (< 1PPOX)
k=1

p
= (—1)p*1=(e+) (ﬁ . 1)p(x Fp+1)+ Z(—1)P+1—k(p . 1)p(x + k) + (~1)P*! (p . 1)P(X)
k=1
p+l
- Z(—1)P+1—k(p Z 1)P(X+ k).

k=0

Donc par le principe de récurrence, pour tout p € N et pour tout P € R[X],

p
AP(P) = Z(—nﬂ-k(i)z)(x +K).
k=0

Partie II. Base des polynomes de Hilbert
On a degHy = 0 et pour i > 1, puisque H; est produit de i polynomes de degré 1,

Prouvons alors par récurrence forte sur n € N* que X" € Vect(H, ..., Hy).
Pourn=1,onaX=X-1+1=H; +Hy € Vect(Hy, Hy).
Soit n € N* tel que pour tout k € [0, n], X* e Vect(Hy, . . ., Hy). On peut noter que A et R

sont respectivement le quo-
tient et le reste dans la divi-
sion euclidienne de Hy,4q par
Xn+1

Si on note A le coefficient dominant de Hy,4q, alors Hyyq1 = AX™ ! +R, ot R = Hyypq — AX™!
est un élément de R, [X].
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6.b.

7.b.

8.b.

CORRECTION

Mais par hypothése de récurrence, pour tout k € [0, n],

Xk e Vect(Hy, ..., Hy) c Vect(Ho, ..., H,),sibien que R, [X] = Vect(1,X,...,X") c Vect(Ho, ..

1
Etdonc R € Vect(H, ..., H,). Par conséquent, X+l = 1 (Hp41 — R) € Vect(Hy, Hy, . .., Hpi1).

Par le principe de récurrence, on a donc pour tout n € N*, X" € Vect(H, ..., Hy).

Remarque :ici un argument de dimension permettait d’aller plus vite, puisque (Ho, . .., H,)
est une famille de cardinal n+ 1 = dim R, [X] de R, [X], libre car formée de polynomes de
degrés deux a deux distincts.

C’est donc une base de R, [X], si bien que X" € Vect(H, ..., Hy,).

Comme expliqué dans la preuve précédente, on en déduit que pour tout n € N,
R, [X] = Vect(1,X,...,X™) c Vect(Hy, Hi, . .., Hy).

Et puisque H, ..., H, sont tous de degré inférieur ou égal a n,

Vect(Ho, Hi, ..., H,) € R,[X], si bien que R,[X] = Vect(Ho, Hi, . . ., Hp).

Et alors (H, ..., Hy) est génératrice de R,,[X], libre car formée de polynomes de degrés

deux a deux distincts, donc | c’est une base de R, [X].

Sii=1,alors A(H))=X+1-X=1=H,.
Soit i > 2. Alors

A(H;) = Hi(X +1) — Hi(X)

ﬁ(X+1—k) —ﬁ(x—k)
k=0 k=0

i-2 i1
ﬂ(x—k)—ﬂ(x—k))
k=0

k=-1

1
il

1
il

i-2
%H(X—k)x(X+1—(X—(i—l))
" k=0
= =
ﬁ (X—k)l:ml—l(x—k)z
* k=0

" k=0

Soient (i, j) € N. Puisque deg(A(P)) < degP — 1, alors deg A/ (H;) < degH; — j, si bien
que pour j > i, deg A/(H;) < 0, et donc A;(H;) = Or[x]-
Et pour j <,

N (Hy) = N7HAH)) = N7 (Hizy) = N2 (A(Hizy)) = N7 (Hi2) = -+ = Hicj
Nous avons déja dit que (H, ..., H,) est une base de R, [X].

n
Soit j € [0, n]. Alors en appliquant A/ a égalité P = Z a;H;, il vient
i=0

AJ(P) = zn: aiAj(Hl-) = Zn: al-Hl-_j.

i=j

i=j

Mais les H; ont tous 0 pour racine, sauf Hy qui vaut 1 en 0.
Et donc en évaluant en 0 I'égalité ci-dessus, il vient

n

[A7(P)](0) = " aiH;—;(0) = az.

i=j

Draprés la formule de la question 5, pour tout i € [0, n],
AL(P)](0) = l -1 i‘k(i)Pk.
[A%(P)](0) é( )P

Et donc si P € A, c’est un entier car somme de produits d’entiers.
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L Hy).

Les termes avec i < j ont
disparu car alors A/ (H;) = 0.
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Inversement, supposons que pour tout i € [0, n], a; € Z.
Prouvons que pour tout i € Z, H; € A. Pour i = 0, c’est évident.
Soiti € N*, et n € Z.

. . 1 . n! n
»Sin>ialorsHi(n)==n(n-1)---(n—i+1)=—— = | € Z.

i! il(n—i)! i

Si 0 < n < i, alors n est I'une des racines de H;, donc H;(n) = 0 € Z.
Enfinsin < 0, alors

=n"

il

Hi(n) = %n(n—l) oo (i) = S Gty =2mm) - (1) (o = SRS TN (—1)"(i B 11'_ ") cZ.

Tl (~n=1)!
Ainsi, H; € A, et donc pour tout n € Z,

P(n) = Z a; Hin)eZ
i=0 N—— ——
eZ eZ

si bien que P € A.

Le sens = est évident. On pourrait faire un peu

. . . mieux et prouver qu’un
Et inversement, si pour tout k € [0, deg P], P(k) € Z, alors pour tout i € [0, n], polynome de degré n est

; dans A si et seulement si il
; B ikl @ prend des valeurs entiéres en
[A'(P)] (0) = > (-1) (k)mk) €z n + 1 entiers consécutifs (ce
k=0 que nous venons de prouver
o ) dans le cas ot ces entiers
si bien que par la question 8.c, P € A. consécutifs sont 0,1, ..., n).
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