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DEVOIR SURVEILLÉ 6

▶ Exercice 1 : une équation polynomiale

On cherche dans cet exercice à déterminer tous les polynômes 𝑃 ∈ C[𝑋 ] tels que

𝑃

(
𝑋 2

)
= 𝑃 (𝑋 )𝑃 (𝑋 − 1) (★)

où 𝑃 (𝑋 2), 𝑃 (𝑋 ) et 𝑃 (𝑋 − 1) désignent des composées et non des produits.

1. Déterminer les polynômes constants satisfaisant (★).
2. Déterminer, sous forme exponentielle, les racines complexes de 𝑋 4 +𝑋 2 + 1. En déduire sa décomposition

en produit d’irréductibles dans C[𝑋 ] et dans R[𝑋 ].
3. En déduire que 𝑋 2 + 𝑋 + 1 vérifie (★).

Dans toute la suite, 𝑃 est un polynôme non constant qui satisfait (★).
4. Montrer que si un complexe 𝛼 est racine de 𝑃 , alors 𝛼2 et (𝛼 + 1)2 sont aussi racines de 𝑃 .

5. On suppose que 0 est une racine de 𝑃 , et on définit alors une suite en posant 𝑢0 = 0 et ∀𝑛 ∈ N,
𝑢𝑛+1 = (𝑢𝑛 + 1)2.

a. Montrer que (𝑢𝑛) est strictement croissante, puis déterminer sa limite.

b. Prouver que pour tout 𝑛 ∈ N, 𝑃 (𝑢𝑛) = 0.

c. En déduire que 0 n’est pas racine de 𝑃 .
6. Soit 𝛼 ∈ C∗ une racine de 𝑃 .

a. Montrer que : ∀𝑛 ∈ N, 𝑃
(
𝛼2𝑛 ) = 0.

b. En déduire qu’il existe 𝑘 ∈ N∗ tel que 𝛼𝑘 = 1.

c. Prouver alors que |𝛼 | = |𝛼 + 1| = 1.

d. En déduire que 𝛼 ∈ { 𝑗, 𝑗2}, où 𝑗 = 𝑒𝑖
2𝜋
3 .

7. Prouver que les polynômes satisfaisant (★) sont le polynôme nul et les (𝑋 2 + 𝑋 + 1)𝑘 , 𝑘 ∈ N.

▶ Exercice 2 : développement asymptotique d’une suite

On rappelle que Arcsin(𝑥) =
𝑥→0

𝑥 + 𝑥3

6
+ 𝑜 (𝑥3).

Pour tout 𝑛 ∈ N∗, on note 𝑓𝑛 :
[
𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋

2
]

−→ R
𝑥 ↦−→ (−1)𝑛 sin(𝑥) − 1

𝑥

.

1. Soit 𝑛 ∈ N∗.
a. Montrer que 𝑓𝑛 réalise une bijection de

[
𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋

2
]

sur un intervalle 𝐼𝑛 que l’on précisera.

b. En déduire que l’équation |𝑥 sin𝑥 | = 1 possède une unique solution dans
]
𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋

2
[
.

Dans toute la suite de l’exercice, on notera 𝑥𝑛 cette solution.
2. Prouver que 𝑥𝑛 ∼

𝑛→+∞
𝑛𝜋 .

3. Pour tout 𝑛 ∈ N∗, on pose 𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝑛𝜋 .
a. Prouver que pour tout 𝑛 ∈ N∗, 𝑦𝑛 = Arcsin 1

𝑥𝑛
.

b. En déduire un équivalent de 𝑦𝑛, puis que 𝑥𝑛 =
𝑛→+∞

𝑛𝜋 + 1
𝑛𝜋

+ 𝑜
(
1
𝑛

)
.

4. À l’aide de la relation de la question 3.a, en déduire qu’il existe un réel 𝛼 , que l’on précisera, tel que

𝑥𝑛 =
𝑛→+∞

𝑛𝜋 + 1
𝑛𝜋

+ 𝛼
1
𝑛3

+ 𝑜
(
1
𝑛3

)
.
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▶ Exercice 3 : endomorphismes annulés par 𝑋 2 − 5𝑋 + 6.

Partie I. Étude d’un exemple
Dans cette partie, on note 𝐸 le C-espace vectoriel C3.
On note alors (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) sa base canonique, avec 𝑒1 = (1, 0, 0), 𝑒2 = (0, 1, 0) et 𝑒3 = (0, 0, 1).

On considère alors 𝜑 :
𝐸 −→ 𝐸

(𝑥,𝑦, 𝑧) ↦−→ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 2𝑦,−2𝑥 + 2𝑦 + 4𝑧) .

1. Prouver que 𝜑 est un endomorphisme de 𝐸.
2. a. L’application 𝜑 est-elle injective ?

b. Calculer 𝜑 (𝑒𝑖) pour 𝑖 ∈ ⟦1, 3⟧. En déduire que pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 3⟧, 𝑒𝑖 ∈ Im(𝜑).
c. Est-ce que 𝜑 est surjective ?

3. Montrer que 𝜑2 − 5𝜑 + 6id𝐸 = 0L(𝐸 ) .
4. On note 𝐹 = Ker(𝜑 − 3id𝐸) et 𝐺 = Ker(2id𝐸 − 𝜑).

a. Déterminer une base de 𝐹 , et montrer que 𝐺 = {(𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ C3 | −𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0}.
b. Prouver que 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans 𝐸.

Partie II. Endomorphismes annulés par 𝑋 2 − 5𝑋 + 6
Dans cette partie, on considère 𝐸 un C-espace vectoriel et 𝑢 ∈ L(𝐸) tel que 𝑢2 − 5𝑢 + 6id𝐸 = 0L(𝐸 ) .

5. Montrer que 𝑢 est un automorphisme de 𝐸, et que 𝑢−1 ∈ Vect(id𝐸, 𝑢).
On pose à présent 𝑝 = 3id𝐸 − 𝑢 et 𝑞 = 𝑢 − 2id𝐸 .

6. a. Montrer que 𝑢 ◦ 𝑞 = 𝑞 ◦ 𝑢 = 3𝑞 et que 𝑢 ◦ 𝑝 = 𝑝 ◦ 𝑢 = 2𝑝.
b. En déduire que pour tout 𝑛 ∈ N, 𝑢𝑛 = 3𝑛𝑞 + 2𝑛𝑝.
c. Vérifier que cette relation reste valable pour 𝑛 = −1, et en déduire que

∀𝑛 ∈ Z, 𝑢𝑛 = 3𝑛𝑞 + 2𝑛𝑝.

7. a. Montrer que 𝐸 = Im𝑝 + Im𝑞.
b. Prouver que 𝑝 ◦ 𝑞 = 𝑞 ◦ 𝑝 = 0L(𝐸 ) .
c. Déduire des deux questions précédentes que 𝐸 = Ker𝑝 ⊕ Ker𝑞.

8. Prouver que 𝑝 est la projection sur 𝐺 = Ker𝑞 parallèlement à 𝐹 = Ker𝑝. Que dire alors de 𝑞 ?

▶ Exercice 4 : polynômes à valeurs entières

Dans cet exercice, on note A = {𝑃 ∈ R[𝑋 ] | ∀𝑛 ∈ Z, 𝑃 (𝑛) ∈ Z}.
S’il est évident qu’un polynôme dont tous les coefficients sont entiers est dans A, la réciproque est fausse, par
exemple car 𝑋 (𝑋+1)

2 ou 𝑋 (𝑋+1) (2𝑋+1)
6 sont dans A.

Le but de l’exercice est de caractériser les polynômes de A.

1. Montrer que A est un sous-anneau de R[𝑋 ].

Partie I. L’opérateur de différence sur les polynômes

Dans la suite, on note Δ :
R[𝑋 ] −→ R[𝑋 ]

𝑃 ↦−→ 𝑃 (𝑋 + 1) − 𝑃 (𝑋 ) où 𝑃 (𝑋 + 1) désigne la composée du polynôme 𝑃

par le polynôme 𝑋 + 1.
2. Montrer que Δ est un endomorphisme de R[𝑋 ].
3. Soit 𝑘 ∈ N. Déterminer le degré de Δ(𝑋𝑘 ), et en déduire, pour tout 𝑃 ∈ R[𝑋 ], le degré de Δ(𝑃) en

fonction de celui de 𝑃 .
4. Justifier soigneusement que Ker(Δ) = R0 [𝑋 ].

5. Prouver par récurrence que pour tout 𝑝 ∈ N, et pour tout 𝑃 ∈ R[𝑋 ], Δ𝑝 (𝑃) =
𝑝∑︁

𝑘=0

(−1)𝑝−𝑘
(
𝑝

𝑘

)
𝑃 (𝑋 + 𝑘).
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Partie II. Base des polynômes de Hilbert

Dans la suite de l’exercice, on note 𝐻0 = 1 et pour tout 𝑖 ∈ N∗, 𝐻𝑖 =
𝑋 (𝑋 − 1) · · · (𝑋 − 𝑖 + 1)

𝑖!
=
1
𝑖!

𝑖−1∏
𝑘=0

(𝑋 − 𝑘).

6. a. Pour 𝑖 ∈ N, déterminer le degré de 𝐻𝑖 , puis prouver par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ N∗ on a
𝑋𝑛 ∈ Vect(𝐻0, . . . , 𝐻𝑛).

b. En déduire que pour tout 𝑛 ∈ N∗, (𝐻0, 𝐻1, . . . , 𝐻𝑛) est une base de R𝑛 [𝑋 ].
7. a. Montrer que pour tout 𝑖 ∈ N∗, Δ(𝐻𝑖) = 𝐻𝑖−1.

b. En déduire que pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ N, Δ 𝑗 (𝐻𝑖) =
{
𝐻𝑖− 𝑗 si 𝑖 ⩽ 𝑗

0R[𝑋 ] sinon
.

8. Soit 𝑛 ∈ N, et soit 𝑃 ∈ R𝑛 [𝑋 ].

a. Justifier qu’il existe un unique (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ R𝑛+1 tel que 𝑃 =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝐻𝑖 .

b. Prouver que pour tout 𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, 𝑎𝑖 = [Δ𝑖 (𝑃)] (0).
c. En déduire que 𝑃 ∈ A si et seulement si pour tout 𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, [Δ𝑖 (𝑃)] (0) ∈ Z.

9. Soit 𝑃 ∈ R[𝑋 ]. Montrer que 𝑃 ∈ A ⇔ ∀𝑘 ∈ ⟦0, deg 𝑃⟧, 𝑃 (𝑘) ∈ Z.
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CORRECTION 1

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLÉ 6

▶ Exercice 1 : une équation polynomiale

1. Soit 𝑃 ∈ C[𝑋 ] un polynôme constant. Alors il existe 𝜆 ∈ C tel que 𝑃 = 𝜆.
On a alors 𝑃 (𝑋 2) = 𝜆 et 𝑃 (𝑋 )𝑃 (𝑋 − 1) = 𝜆2, donc 𝑃 satisfait (★) si et seulement si 𝜆2 = 𝜆,
soit si et seulement si 𝜆 ∈ {0, 1}.
Donc 𝑃 = 0C[𝑋 ] et 𝑃 = 1 sont les seuls polynômes de C0 [𝑋 ] satisfaisant (★).

2. Un complexe 𝑧 est racine de 𝑋 4 +𝑋 2 + 1 si et seulement si 𝑧2 est une racine de 𝑋 2 +𝑋 + 1.

Mais les racines de 𝑋 2 + 𝑋 + 1 sont
−1 + 𝑖

√
3

2
= 𝑒𝑖

2𝜋
3 = 𝑗 et 𝑗 = 𝑗2.

Les racines carrées de 𝑗 sont 𝑒𝑖
𝜋
3 = − 𝑗2 et −𝑒𝑖 𝜋3 = 𝑗2.

Et les racines carrées de 𝑗2 sont 𝑗 et − 𝑗 .
Donc les quatre racines complexes de 𝑋 4 + 𝑋 2 + 1 sont 𝑗, 𝑗2,− 𝑗 et − 𝑗2.

Puisque 𝑋 4 + 𝑋 2 + 1 est de degré 4, elles sont toutes simples, et étant unitaire1 1 Ne pas oublier le coefficient
dominant quand on factorise
en produit d’irréductbles !

,
𝑋 4 + 𝑋 2 + 1 = (𝑋 − 𝑗) (𝑋 + 𝑗) (𝑋 − 𝑗2) (𝑋 + 𝑗2).
C’est là sa décomposition en produit d’irréductibles de C[𝑋 ].
Pour obtenir celle en produit d’irréductibles de R[𝑋 ], il faut regrouper deux à deux les
racines conjuguées (ici 𝑗2 = 𝑗 et − 𝑗2 = − 𝑗). On a alors

(𝑋 − 𝑗) (𝑋 − 𝑗2) = 𝑋 2 − ( 𝑗 + 𝑗2)𝑋 + 1 = 𝑋 2 + 𝑋 + 1 et (𝑋 + 𝑗) (𝑋 + 𝑗2) = 𝑋 2 − 𝑋 + 1. 1 + 𝑗 + 𝑗2 =
∑︁

𝜔∈U3

𝜔 = 0.

Rappel

Donc 𝑋 4 + 𝑋 2 + 1 = (𝑋 2 + 𝑋 + 1) (𝑋 2 − 𝑋 + 1).

3. Notons 𝑃 (𝑋 ) = 𝑋 2 + 𝑋 + 1. Alors 𝑃 (𝑋 2) = 𝑋 4 + 𝑋 2 + 1.
Et 𝑃 (𝑋 − 1) = (𝑋 − 1)2 + (𝑋 − 1) + 1 = 𝑋 2 − 𝑋 + 1, de sorte que

𝑃 (𝑋 )𝑃 (𝑋 − 1) = (𝑋 2 + 𝑋 + 1) (𝑋 2 − 𝑋 + 1) = 𝑋 4 + 𝑋 2 + 1 = 𝑃

(
𝑋 2

)
.

Donc 𝑋 2 + 𝑋 + 1 satisfait bien (★).

4. Soit 𝛼 ∈ C une racine de 𝑃 .
Alors 𝑃 (𝛼2) = 𝑃 (𝛼)𝑃 (𝛼 − 1) = 0 × 𝑃 (𝛼 − 1), donc déjà 𝛼2 est une racine de 𝑃 .
De plus, on a également2 2 En évaluant (★) en 𝛼 + 1.𝑃

(
(𝛼 + 1)2

)
) = 𝑃 (𝛼 + 1)𝑃 (𝛼), et donc 𝑃

(
(𝛼 + 1)2

)
= 0, de sorte

que (𝛼 + 1)2 est aussi racine de 𝑃 .

5.a. Pour tout 𝑛 ∈ N, 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = (𝑢𝑛 + 1)2 = 𝑢2𝑛 + 𝑢𝑛 + 1.
Mais le polynôme 𝑋 2 + 𝑋 + 1 ne possède pas de racine réelle, et donc pour tout 𝑥 ∈ R,
𝑥2 + 𝑥 + 1 > 0.
On en déduit que pour tout 𝑛 ∈ N, 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0.
Donc (𝑢𝑛) est strictement croissante.

5.b. Puisque (𝑢𝑛) est croissante, par le théorème de la limite monotone, elle possède une limite
soit finie, soit égale à +∞.
Supposons par l’absurde qu’elle possède une limite finie ℓ .
Alors 𝑢𝑛 −→

𝑛→+∞
ℓ , et donc par opérations sur les limites, lim

𝑛→+∞
(𝑢𝑛 + 1)2 = (ℓ + 1)2.

Par ailleurs, 𝑢𝑛+1 −→
𝑛→+∞

ℓ et donc par unicité de la limite, (ℓ + 1)2 = ℓ .

Soit encore ℓ2 + ℓ + 1 = 0, ce qui est absurde puisque nous avons déjà signalé que cette
équation ne possède pas de solution réelle.
On en déduit donc que lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = +∞.

5.c. D’après la question 4, si 𝑢𝑛 est racine de 𝑃 , alors 𝑢𝑛+1 est également racine de 𝑃 .
Donc une récurrence rapide, initialisée par le fait que 𝑢0 = 0 est racine de 𝑃 prouve que
pour tout 𝑛 ∈ N, 𝑃 (𝑢𝑛) = 0.

5.d. Puisque la suite (𝑢𝑛) est strictement croissante, elle est injective.
Et donc 𝑃 possède une infinité de racines, ce qui est absurde puisque 𝑃 n’est pas constant,
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2 DEVOIR SURVEILLÉ 6

et donc en particulier n’est pas le polynôme nul.
Le seul polynôme qui pos-
sède une infinité de racines
est le polynôme nul.

Rappel

On en déduit donc que 0 n’est pas racine de 𝑃 .

6.a. Par la question 4, si 𝛼 est racine de 𝑃 , alors 𝛼2 est racine de 𝑃 .
Donc (𝛼2)2 est également racine de 𝑃 . Donc (𝛼4)2 = 𝛼8 est racine de 𝑃 . Etc.
Une récurrence rapide prouve que pour tout 𝑛 ∈ N, 𝛼2𝑛 est racine de 𝑃 .

6.b. Puisque 𝑃 est non nul, il possède un nombre fini de racines complexes.
Et donc en particulier, les 𝛼2𝑛 ne peuvent être tous distincts : il existe 𝑘 < ℓ deux entiers
distincts tels que 𝛼2𝑘 = 𝛼2ℓ , et donc 𝛼2ℓ−2𝑘 = 1.
Il existe donc bien une puissance strictement positive de 𝛼 qui est nulle.

6.c. On en déduit donc que 𝛼 est une racine de l’unité, et en particulier est de module 1.
Puisque (𝛼 + 1)2 est aussi racine de 𝑃 , nécessairement non nulle par la question 5, le même
raisonnement montre que | (𝛼 + 1)2 | = 1, et donc |𝛼 + 1| = 1.
Donc on a bien |𝛼 | = |𝛼 + 1| = 1.

6.d. Cherchons les complexes 𝛼 = 𝑎 + 𝑖𝑏 vérifiant |𝛼 | = 1 et |𝛼 + 1| = 1.

Ceci équivaut à

{
𝑎2 + 𝑏2 = 1
(𝑎 + 1)2 + 𝑏2 = 1

, ce qui n’est possible que pour

𝑎2 = (𝑎 + 1)2 ⇔ 2𝑎 + 1 = 0 ⇔ 𝑎 = −1
2
.

Et alors si 𝑎 = − 1
2 , 𝑏 = ±

√
3
2 , de sorte que les deux valeurs possibles de 𝛼 sont − 1

2 + 𝑖
√
3
2 = 𝑗

et − 1
2 − 𝑖

√
3
2 = 𝑗 = 𝑗2.

7. Soit 𝑃 ∈ C[𝑋 ] non nul solution de (★). Si on note 𝜆 le coefficient dominant de 𝑃 , alors
celui de 𝑃 (𝑋 2) est encore 𝜆, quand celui de 𝑃 (𝑋 )𝑃 (𝑋 − 1) est 𝜆2. Donc 𝜆 = 𝜆2, et 𝜆 étant
non nul, 𝜆 = 1.

Puisque les seules racines de 𝑃 sont 𝑗 et/ou − 𝑗2, il existe deux entiers3 3 Éventuellement nuls.𝑘 et ℓ tels que
𝑃 = (𝑋 − 𝑗)𝑘 (𝑋 − 𝑗2)ℓ .
Alors 𝑃 (𝑋 2) = (𝑋 2 − 𝑗)𝑘 (𝑋 2 − 𝑗2)ℓ .
Mais à la question 2, nous avons déjà déterminé les racines carrées de 𝑗 et de 𝑗2, si bien que
𝑋 2 − 𝑗 = (𝑋 − 𝑗2) (𝑋 + 𝑗2) et (𝑋 2 − 𝑗2) = (𝑋 + 𝑗) (𝑋 − 𝑗).
Et 𝑃 (𝑋 − 1) = (𝑋 − 1 − 𝑗)𝑘 (𝑋 − 1 − 𝑗2)ℓ .
Or il est très classique que 1 + 𝑗 + 𝑗2 = 0, et donc 1 + 𝑗 = − 𝑗2 et 1 + 𝑗2 = − 𝑗 , si bien que
𝑃 (𝑋 − 1) = (𝑋 + 𝑗2)𝑘 (𝑋 + 𝑗)ℓ .
Finalement, il vient

𝑃 (𝑋 )2 = (𝑋+ 𝑗2)𝑘 (𝑋− 𝑗2)𝑘 (𝑋+ 𝑗)ℓ (𝑋− 𝑗)ℓ = 𝑃 (𝑋 )𝑃 (𝑋−1) = (𝑋− 𝑗)𝑘 (𝑋− 𝑗2)ℓ (𝑋+ 𝑗2)𝑘 (𝑋+ 𝑗)ℓ .

Dans le membre de gauche, la multiplicité de 𝑗 est égale à ℓ , dans celui de droite elle est
égale à 𝑘. Donc 𝑘 = ℓ .
Et donc 𝑃 (𝑋 ) =

[
(𝑋 − 𝑗) (𝑋 − 𝑗2)

]𝑘
=

(
𝑋 2 + 𝑋 + 1

)𝑘 .

Inversement, il est facile de vérifier qu’un polynôme de cette forme est solution de (★),
notamment car 𝑋 2 + 𝑋 + 1 vérifie (★) et que l’ensemble des polynômes vérifiant (★) est
stable par produit.

Et donc les polynômes vérifiant (★) sont le polynôme nul et les (𝑋 2 + 𝑋 + 1)𝑘 , 𝑘 ∈ N.

▶ Exercice 2 : développement asymptotique d’une suite

1.a. La fonction 𝑓𝑛 est dérivable sur
[
𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋

2
]

par somme de fonctions dérivables, avec
𝑓 ′𝑛 : 𝑥 ↦→ (−1)𝑛 cos(𝑥) + 1

𝑥2
.

▶ Si 𝑛 est pair, alors pour tout 𝑥 ∈
[
𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋

2
]
, cos(𝑥) ⩾ 0 et donc (−1)𝑛 cos(𝑥) ⩾ 0, si

bien que 𝑓 ′𝑛 (𝑥) > 0.
▶De même si𝑛 est impair, alors pour tout 𝑥 ∈

[
𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋

2
]
, sin(𝑥) ⩽ 0 et donc (−1)𝑛 sin(𝑥) ⩾ 0
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CORRECTION 3

si bien que 𝑓 ′𝑛 (𝑥) > 0.

Dans tous les cas, 𝑓𝑛 est strictement croissante sur
[
𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋

2
]
.

Enfin, 𝑓𝑛 (𝑛𝜋) = (−1)𝑛 sin(𝑛𝜋) − 1
𝑛𝜋

= − 1
𝑛𝜋

< 0.

Et 𝑓𝑛
(
𝑛𝜋 + 𝜋

2
)
= (−1)𝑛 sin

(
𝑛𝜋 + 𝜋

2
)
− 1
𝑛𝜋 + 𝜋

2
= (−1)2𝑛 sin 𝜋

2 − 1
𝑛𝜋 + 𝜋

2
= 1 − 1

𝑛𝜋 + 𝜋
2
> 0.

Par le théorème de la bijection, qui s’applique car 𝑓𝑛 est continue et strictement croissante,

𝑓𝑛 réalise une bijection de
[
𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋

2
]

sur 𝐼𝑛 =

[
− 1
𝑛𝜋

, 1 − 1
𝑛𝜋 + 𝜋

2

]
.

1.b. Puisque 0 ∈ 𝐼𝑛, il existe un unique 𝑥 ∈
[
𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋

2
]

tel que 𝑓𝑛 (𝑥) = 0.

Or pour 𝑥 ∈
[
𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋

2
]
, sin(𝑥) est du signe de (−1)𝑛 , si bien que | sin(𝑥) | = (−1)𝑛 sin(𝑥).

Et donc |𝑥 sin(𝑥) | = 1 ⇔ (−1)𝑛𝑥 sin(𝑥) = 1 ⇔ (−1)𝑛 sin(𝑥) = 1
𝑥
⇔ 𝑓𝑛 (𝑥) = 0.

Donc il existe un unique 𝑥 ∈
[
𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋

2
]

tel que |𝑥 sin(𝑥) | = 1.

2. On a, pour tout 𝑛 ∈ N∗, 𝑛𝜋 ⩽ 𝑥𝑛 ⩽ 𝑛𝜋 + 𝜋
2 .

Or 𝑛𝜋 + 𝜋
2 ∼

𝑛→+∞
𝑛𝜋 . Donc 𝑥𝑛 ∼

𝑛→+∞
𝑛𝜋 . C’est la version «équivalents»

du théorème des gendarmes.

Détails

3.a. On a sin(𝑦𝑛) = sin(𝑥𝑛 − 𝑛𝜋) = (−1)𝑛 sin(𝑥𝑛).
Mais par définition de 𝑥𝑛, (−1)𝑛 sin(𝑥𝑛) = 1

𝑥𝑛
, si bien que sin(𝑦𝑛) =

1
𝑥𝑛

.

Par ailleurs, 𝑦𝑛 ∈
[
0, 𝜋2

]
⊂

[
−𝜋

2 ,
𝜋
2
]
, si bien que 𝑦𝑛 = Arcsin

1
𝑥𝑛

.
𝜃 = Arcsin(𝑥 ) si et seulement

si

{
𝜃 ∈

[
− 𝜋

2 ,
𝜋
2
]

sin𝜃 = 𝑥

Rappel

3.b. Puisque 𝑥𝑛 −→
𝑛→+∞

+∞, 1
𝑥𝑛

−→
𝑛→+∞

0.

Or Arcsin(𝑥) ∼
𝑥→0

𝑥 , et donc 𝑦𝑛 ∼
𝑛→+∞

1
𝑥𝑛

∼
𝑛→+∞

1
𝑛𝜋

.

Et donc 𝑥𝑛 − 𝑛𝜋 =
𝑛→+∞

1
𝑛𝜋

+ 𝑜
(
1
𝑛

)
, si bien que 𝑥𝑛 =

𝑛→+∞
𝑛𝜋 + 1

𝑛𝜋
+ 𝑜

(
1
𝑛

)
.

4. On a donc
𝑦𝑛 =

𝑛→+∞
1
𝑥𝑛

+ 1
6𝑥3𝑛

+ 𝑜
(
1
𝑥3𝑛

)
.

Puisque 𝑥𝑛 ∼
𝑛→+∞

𝑛𝜋 ,
1
𝑥3𝑛

∼
𝑛→+∞

1
𝑛3𝜋3 et donc 𝑜

(
1
𝑥3𝑛

)
=

𝑛→+∞
𝑜

(
1
𝑛3

)
.

Par ailleurs,

1
𝑥𝑛

=
𝑛→+∞

1

𝑛𝜋 + 1
𝑛𝜋

+ 𝑜
(
1
𝑛

) =
𝑛→+∞

1
𝑛𝜋

1

1 + 1
𝑛2𝜋2 + 𝑜

(
1
𝑛2

) =
𝑛→+∞

1
𝑛𝜋

(
1 − 1

𝑛2𝜋2 + 𝑜
(
1
𝑛2

))
. 1

1 +𝑢 =
𝑢→0

1 − 𝑢 + 𝑜 (𝑢 ) .

Détails

Et
1
𝑥3𝑛

∼
𝑛→+∞

1
𝜋3𝑛3

=
𝑛→+∞

1
𝑛3𝜋3 + 𝑜

(
1
𝑛3

)
.

Donc il vient

𝑦𝑛 =
𝑛→+∞

1
𝑛𝜋

− 1
𝑛3𝜋3 + 1

6𝜋3𝑛3
+ 𝑜

(
1
𝑛3

)
=

𝑛→+∞
1
𝑛𝜋

− 5
6𝑛3𝜋3 + 𝑜

(
1
𝑛3

)
.

D’où 𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 + 𝑛𝜋 =
𝑛→+∞

𝑛𝜋 + 1
𝑛𝜋

− 5
6𝜋3𝑛3

+ 𝑜
(
1
𝑛3

)
.

▶ Exercice 3 : endomorphismes annulés par 𝑋 2 − 5𝑋 + 6.

Partie I. Étude d’un exemple
1. Soient (𝑥,𝑦, 𝑧), (𝑥 ′, 𝑦′, 𝑧′) ∈ 𝐸, et soit 𝜆 ∈ C. Alors

𝜑 (𝜆(𝑥,𝑦, 𝑧) + (𝑥 ′, 𝑦′, 𝑧′)) = 𝜑 (𝜆𝑥 + 𝑥 ′, 𝜆𝑦 + 𝑦′, 𝜆𝑧 + 𝑧′)
= (𝜆𝑥 + 𝑥 ′ + 𝜆𝑦 + 𝑦′ + 𝜆𝑧 + 𝑧, 2𝜆𝑦 + 2𝑦′,−2𝜆𝑥 − 2𝑥 ′ + 2𝜆𝑦 + 2𝑦′ + 4𝜆𝑧 + 4𝑧′)
= 𝜆(𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 2𝑦,−2𝑥 + 2𝑦 + 4𝑧) + (𝑥 ′ + 𝑦′ + 𝑧′, 2𝑦′,−2𝑥 ′ + 2𝑦′ + 4𝑧′)
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4 DEVOIR SURVEILLÉ 6

= 𝜆𝜑 (𝑥,𝑦, 𝑧) + 𝜑 (𝑥 ′, 𝑦′, 𝑧′).

Donc 𝜑 est linéaire de 𝐸 dans 𝐸, donc est un endomorphisme de 𝐸.

2.a. Soit (𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ Ker𝜑 . Alors
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑦 = 0
−2𝑥 + 2𝑦 + 4𝑧 = 0

⇔


𝑥 + 𝑧 = 0
𝑦 = 0
−𝑥 + 2𝑧 = 0

⇔ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0.

Donc Ker𝜑 = {0𝐸}, si bien que 𝜑 est injective.

2.b.
2.c. On a alors 𝜑 (𝑒1) = (1, 0,−2), 𝜑 (𝑒2) = (1, 2, 2) et 𝜑 (𝑒3) = (1, 0, 4).

Mais 𝜑 (𝑒3) − 𝜑 (𝑒1) = 6𝑒3, donc 𝑒3 = 1
6𝜑 (−1, 0, 3) ∈ Im𝜑 .

Puis 𝑒1 = 𝜑 (𝑒1) + 2𝑒3 ∈ Im(𝜑). On a utilisé ici le fait que
Im(𝜑 ) est un sous-espace
vectoriel de C3.

Détails

Et alors 𝑒2 =
1
2
(𝜑 (𝑒2) − 𝑒1 − 2𝑒3) ∈ Im(𝜑).

2.d. Par la question précédente, Im(𝜑) est un sous-espace vectoriel de 𝐸 qui contient 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3,
donc qui contient Vect(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) = 𝐸. Ainsi, Im(𝜑) = 𝐸, et donc 𝜑 est surjective.

3. Pour prouver que 𝜑2 − 5𝜑 + 6id𝐸 est nulle, le plus simple est sûrement de prouver qu’elle
s’annule en tous les vecteurs de la base canonique. Une application linéaire est

entièrement déterminée par
l’image d’une base.

Rappel

Or, 𝜑2 (𝑒1) = 𝜑 (1, 0,−2) = (−1, 0,−10) = 5(1, 0,−2) − 6𝑒1 = (5𝜑 − 6id𝐸) (𝑒1).
De même, 𝜑2 (𝑒2) = 𝜑 (1, 2, 2) = (5, 4, 10) = 5(1, 2, 2) − 6(0, 1, 0) = (5𝜑 − 6id𝐸) (𝑒2).
Et enfin, 𝜑2 (𝑒3) = 𝜑 (1, 0, 4) = (5, 0, 14) = 5(1, 0, 4) − 6(0, 0, 1) = (5𝜑 − 6id𝐸) (𝑒3).
Et donc 𝜑2−5𝜑 +6id𝐸 est un endomorphisme de 𝐸, nul sur une base de 𝐸, c’est l’application
nulle.

4.a. Soit (𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ C3. Alors

(𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ Ker(𝜑 − 3id𝐸) ⇔ 𝜑 (𝑥,𝑦, 𝑧) − 3(𝑥,𝑦, 𝑧) = 0𝐸 ⇔


−2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
−𝑦 = 0
−2𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0

⇔
{
𝑦 = 0
𝑧 = 2𝑥

⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧) = (𝑥, 0, 2𝑥) = 𝑥 (1, 0, 2) ⇔ (𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ Vect(1, 0, 2).

Donc Ker(𝜑 − 3id𝐸) possède pour base4 4 Elle est libre car formée
d’un seul vecteur non nul.

la famille formée du seul vecteur (1, 0, 2).

De même,

(𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ Ker(2id𝐸−𝜑) ⇔ 2(𝑥,𝑦, 𝑧)−𝜑 (𝑥,𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) ⇔


2𝑥 − 2𝑦 − 2𝑧 = 0
0 = 0
2𝑥 − 2𝑦 − 2𝑧 = 0

⇔ −𝑥+𝑦+𝑧 = 0.

Et donc 𝐺 = {(𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ C3 | −𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0}.

4.b. Soit (𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ C3. Prouvons par analyse-synthèse que (𝑥,𝑦, 𝑧) s’écrit de manière unique
comme somme d’un élément de 𝐹 et d’un élément de 𝐺 .

Analyse : supposons que (𝑥,𝑦, 𝑧) = 𝑢 + 𝑣 , avec 𝑢 ∈ 𝐹 et 𝑣 ∈ 𝐺 . Alors il existe 𝜆 ∈ R tel que
𝑢 = 𝜆(1, 0, 2) et 𝑣 = (𝑏 + 𝑐, 𝑏, 𝑐), avec 𝑏, 𝑐 ∈ R2.

Alors


𝜆 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑥

𝑏 = 𝑦

2𝜆 + 𝑐 = 𝑧

⇔


𝜆 + 𝑐 = 𝑥 − 𝑦

𝑏 = 𝑦

2𝜆 + 𝑐 = 𝑧

⇔


𝜆 = −𝑥 + 𝑦 + 𝑧

𝑏 = 𝑦

𝑐 = 2𝑥 − 2𝑦 − 𝑧

.

Donc une telle écriture, si elle existe, est unique.

Synthèse : posons 𝑢 = (−𝑥 + 𝑦 + 𝑧)3(1, 0, 2), et 𝑣 = (2𝑥 − 𝑦 − 𝑧,𝑦, 2𝑥 − 2𝑦 − 𝑧).
Alors il est clair que𝑢 ∈ 𝐹 et 𝑣 ∈ 𝐺 , et de plus,𝑢+𝑣 = (𝑥,𝑦,−2𝑥+2𝑦+2𝑧+2𝑥−2𝑦−𝑧) = (𝑥,𝑦, 𝑧).

Ainsi,∀(𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ 𝐸, ∃!(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐹×𝐺, (𝑥,𝑦, 𝑧) = 𝑢+𝑣 , donc 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans 𝐸.
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CORRECTION 5

Partie II. Endomorphismes annulés par 𝑋 2 − 5𝑋 + 6.

5. On a donc id𝐸 = 1
6 (5𝑢 − 𝑢2) = 𝑢 ◦

(
5id𝐸 − 𝑢

6

)
=

(
5id𝐸 − 𝑢

6

)
◦ 𝑢.

Donc 𝑢 est bijectif5 5 Car nous venons de déter-
miner une application 𝑣 telle
que 𝑢 ◦ 𝑣 = 𝑣 ◦𝑢 = id𝐸 .

, avec 𝑢−1 =
5id𝐸 − 𝑢

6
∈ Vect(id𝐸, 𝑢).

6.a. On a 𝑢 ◦ 𝑞 = 𝑢2 − 2𝑢 = 5𝑢 − 6id𝐸 − 2𝑢 = 3𝑢 − 6id𝐸 = 3𝑞.
Et sur le même principe, 𝑞◦ = 𝑢2 − 2𝑢 = 3𝑞.

De même, 𝑢 ◦ 𝑝 = 𝑝 ◦ 𝑢 = 𝑢2 − 2𝑢 = 2𝑝.

6.b. Procédons par récurrence sur 𝑛 ∈ N.
Pour 𝑛 = 0, on a 𝑢0 = id𝐸 = 𝑞 + 𝑝 = 30𝑞 + 20𝑝.
Soit 𝑛 ∈ N tel que 𝑢𝑛 = 3𝑛𝑞 + 2𝑛𝑝. Alors

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 ◦ 𝑢 = (3𝑛𝑞 + 2𝑝 ) ◦ 𝑢 = 3𝑛𝑞 ◦ 𝑢 + 2𝑛𝑝 ◦ 𝑢 = 3𝑛+1𝑞 + 2𝑛+1𝑝.

Par le principe de récurrence, pour tout 𝑛 ∈ N, 𝑢𝑛 = 3𝑛𝑞 + 2𝑛𝑝.

6.c. On a 1
3𝑝 + 1

2𝑞 = 1
3𝑢 − 2

3 id𝐸 + 3
2 id𝐸 − 1

2𝑢 =
5
6
id𝐸 − 1

6𝑢 = 𝑢−1.

Et alors une récurrence facile prouve que pour tout 𝑛 ∈ N∗, 𝑢−𝑛 = 3−𝑛𝑞 + 2−𝑛𝑝.
7.a. Notons que id𝐸 = 𝑝 + 𝑞, et donc pour tout 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑥 = id𝐸 (𝑥) = 𝑝 (𝑥) + 𝑞(𝑥) ∈ Im𝑝 + Im𝑞.

Donc 𝐸 ⊂ Im𝑝 + Im𝑞, et puisque Im𝑝 + Im𝑞 est un sous-espace vectoriel de 𝐸, alors on a
l’égalité 𝐸 = Im𝑝 + Im𝑞.

7.b. On a 𝑝 ◦ 𝑞 = (3id𝐸 − 𝑢) ◦ (𝑢 − 2id𝐸) = 3𝑢 − 𝑢2 − 6id𝐸 + 2𝑢 = −(𝑢2 − 5𝑢 + 6id𝐸) = 0L (𝐸 ) .
Et le même calcul prouve que 𝑞 ◦ 𝑝 = 0L (𝐸 ) .

7.c. Puisque 𝑝 ◦ 𝑞 = 0L (𝐸 ) , alors Im𝑞 ⊂ Ker𝑝. Et de même, Im𝑝 ⊂ Ker𝑞.
Donc 𝐸 = Im𝑞 + Im𝑞 ⊂ Ker𝑝 +Ker𝑞, si bien que 𝐸 = Ker𝑝 +Ker𝑞.

Soit à présent 𝑥 ∈ Ker𝑝 ∩Ker𝑞.
Alors 𝑥 = id𝐸 (𝑥) = 𝑝 (𝑥) + 𝑞(𝑥) = 0𝐸 + 0𝐸 = 0𝐸 . Et donc Ker𝑝 ∩Ker𝑞 = {0𝐸}, si bien que
Ker𝑝 et Ker𝑞 sont en somme directe, et donc6 6 Car on a déjà

𝐸 = Ker𝑝 +Ker𝑞
sont supplémentaires dans 𝐸.

8. Soit 𝑥 ∈ 𝐸. Alors 𝑥 = 𝑝 (𝑥) + 𝑞(𝑥), avec 𝑝 (𝑥) ∈ Ker𝑞 et 𝑞(𝑥) ∈ Ker𝑝.
Et puisque 𝑝 (𝑥) = 𝑝 (𝑥), 𝑝 associe à un vecteur sa composante suivant Ker𝑞 dans la somme
directe 𝐸 = Ker(𝑝) ⊕ Ker(𝑞). C’est donc la projection sur Ker𝑞 parallèlement à Ker𝑝.
Et alors 𝑞 = id𝐸 − 𝑝 est la projection sur Ker𝑝 parallèlement à Ker𝑞.

Rappelons que les projecteurs
vont toujours par deux :
si 𝑝 est la projection sur
𝐹 parallèlement à 𝐺 , alors
𝑞 = id𝐸 − 𝑝 est la projection
sur 𝐺 parallèlement à 𝐹 .

Projecteurs

▶ Exercice 4 : polynômes à valeurs entières

1. Il est évident que 1 ∈ A.
Soient 𝑃,𝑄 ∈ A. Alors pour tout 𝑛 ∈ Z, (𝑃 −𝑄) (𝑛) = 𝑃 (𝑛) −𝑄 (𝑛) ∈ Z
et (𝑃𝑄) (𝑛) = 𝑃 (𝑛)𝑄 (𝑛) ∈ Z.
Donc 𝑃 −𝑄 ∈ A et 𝑃𝑄 ∈ A, si bien que A est un sous-anneau de R[𝑋 ].

Partie I. L’opérateur de différence sur les polynômes
2. Soient 𝑃,𝑄 ∈ R[𝑋 ] et 𝜆 ∈ R. Alors

Δ(𝜆𝑃+𝑄) = (𝜆𝑃+𝑄) (𝑋+1)−(𝜆𝑃+𝑄) (𝑋 ) = 𝜆(𝑋+1)−𝜆𝑃 (𝑋 )+𝑄 (𝑋+1)−𝑄 (𝑋 ) = 𝜆Δ(𝑃)+Δ(𝑄).

Donc Δ est linéaire, de R[𝑋 ] dans R[𝑋 ], donc est un endomorphisme de R[𝑋 ].
3. On a Δ(𝑋 0) = Δ(1) = 1 − 1 = 0R[𝑋 ] . Et pour 𝑘 ∈ N∗, par la formule du binôme,

Δ(𝑋𝑘 ) = (1 + 𝑋 )𝑘 − 𝑋𝑘 =

𝑘∑︁
𝑖=0

(
𝑘

𝑖

)
𝑋 𝑖 − 𝑋𝑘 =

𝑘−1∑︁
𝑖=0

(
𝑘

𝑖

)
𝑋 𝑖 .

Donc Δ(𝑋𝑘 ) est de degré inférieur ou égal à 𝑘 − 1, et son coefficient de degré 𝑘 − 1 est(
𝑘

𝑘 − 1

)
= 𝑘 ≠ 0, si bien que degΔ(𝑋𝑘 ) = 𝑘 − 1.
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Si 𝑃 est un polynôme constant, alors Δ(𝑃) = 0R[𝑋 ] est de degré −∞.

Et si 𝑃 est de degré 𝑛 ⩾ 1, avec 𝑃 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑋
𝑘 , avec 𝑎𝑛 ≠ 0.

Alors par linéarité de Δ, Δ(𝑃) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘Δ(𝑋𝑘 ) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘Δ(𝑋𝑘 ).

Mais
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘Δ(𝑋𝑘 ) est de degré inférieur ou égal à 𝑛 − 2 et 𝑎𝑛Δ(𝑋𝑛) est de degré 𝑛 − 1, si

bien que deg(Δ(𝑃)) = 𝑛 − 1. Rappelons que si
deg𝑃 < deg𝑄 , alors
deg(𝑃 +𝑄 ) = deg(𝑄 ) .

Degré

Ainsi, pour tout 𝑃 ∈ R[𝑋 ], deg(Δ(𝑃)) =
{
−∞ si deg 𝑃 ⩽ 0
deg 𝑃 − 1 sinon

.

4. Soit 𝑃 ∈ R[𝑋 ]. On a donc

𝑃 ∈ KerΔ ⇔ Δ(𝑃) = 0R[𝑋 ] ⇔ degΔ(𝑃) = −∞ ⇔ deg(𝑃) ⩽ 0 ⇔ 𝑃 ∈ R0 [𝑋 ] .

Et donc KerΔ = R0 [𝑋 ], l’ensemble des polynômes constants.

5. Soit 𝑃 ∈ R[𝑋 ]. Prouvons par récurrence sur 𝑝 ∈ N que Δ𝑝 (𝑃) =
𝑝∑︁

𝑘=0

(−1)𝑝−𝑘
(
𝑝

𝑘

)
𝑃 (𝑋 + 𝑘).

Pour 𝑝 = 0, on a
0∑︁

𝑘=0

(−1)0−𝑘𝑃 (𝑋 + 𝑘) = 𝑃 (𝑋 ) = Δ0 (𝑃).

Soit 𝑝 ∈ N tel que Δ𝑝 (𝑃) =
𝑝∑︁

𝑘=0

(−1)𝑝−𝑘
(
𝑝

𝑘

)
𝑃 (𝑋 + 𝑘). Alors

Δ𝑝+1 (𝑃) =
𝑝∑︁

𝑘=0

(−1)𝑝−𝑘
(
𝑝

𝑘

)
𝑃 (𝑋 + 𝑘 + 1) −

𝑝∑︁
𝑘=0

(−1)𝑝−𝑘
(
𝑝

𝑘

)
𝑃 (𝑋 + 𝑘)

=

𝑝+1∑︁
𝑖=1

(−1)𝑝+1−𝑖
(

𝑝

𝑖 − 1

)
𝑃 (𝑋 + 𝑖) −

𝑝∑︁
𝑘=0

(−1)𝑝−𝑘
(
𝑝

𝑘

)
𝑃 (𝑋 + 𝑘) On a posé 𝑖 = 𝑘 + 1.

Chgt d’indice

= 𝑃 (𝑋 + 𝑝 + 1) +
𝑝∑︁

𝑘=1

(−1)𝑝+1−𝑘
((

𝑝

𝑘 − 1

)
+

(
𝑝

𝑘

))
𝑃 (𝑋 + 𝑘) − (−1)𝑝𝑃 (𝑋 )

= (−1)𝑝+1−(𝑝+1)
(
𝑝 + 1
𝑝 + 1

)
𝑃 (𝑋 + 𝑝 + 1) +

𝑝∑︁
𝑘=1

(−1)𝑝+1−𝑘
(
𝑝 + 1
𝑘

)
𝑃 (𝑋 + 𝑘) + (−1)𝑝+1

(
𝑝 + 1
0

)
𝑃 (𝑋 )

=

𝑝+1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑝+1−𝑘
(
𝑝 + 1
𝑘

)
𝑃 (𝑋 + 𝑘).

Donc par le principe de récurrence, pour tout 𝑝 ∈ N et pour tout 𝑃 ∈ R[𝑋 ],

Δ𝑝 (𝑃) =
𝑝∑︁

𝑘=0

(−1)𝑝−𝑘
(
𝑝

𝑘

)
𝑃 (𝑋 + 𝑘).

Partie II. Base des polynômes de Hilbert
6.a. On a deg𝐻0 = 0 et pour 𝑖 ⩾ 1, puisque 𝐻𝑖 est produit de 𝑖 polynômes de degré 1,

deg𝐻𝑖 = 𝑖 .

Prouvons alors par récurrence forte sur 𝑛 ∈ N∗ que 𝑋𝑛 ∈ Vect(𝐻0, . . . , 𝐻𝑛).
Pour 𝑛 = 1, on a 𝑋 = 𝑋 − 1 + 1 = 𝐻1 + 𝐻0 ∈ Vect(𝐻0, 𝐻1).
Soit 𝑛 ∈ N∗ tel que pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, 𝑋𝑘 ∈ Vect(𝐻0, . . . , 𝐻𝑘 ).
Si on note 𝜆 le coefficient dominant de 𝐻𝑛+1,

On peut noter que 𝜆 et 𝑅
sont respectivement le quo-
tient et le reste dans la divi-
sion euclidienne de 𝐻𝑛+1 par
𝑋𝑛+1.

Remarque

alors 𝐻𝑛+1 = 𝜆𝑋𝑛+1 +𝑅, où 𝑅 = 𝐻𝑛+1 − 𝜆𝑋𝑛+1

est un élément de R𝑛 [𝑋 ].
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CORRECTION 7

Mais par hypothèse de récurrence, pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧,
𝑋𝑘 ∈ Vect(𝐻0, . . . , 𝐻𝑘 ) ⊂ Vect(𝐻0, . . . , 𝐻𝑛), si bien que R𝑛 [𝑋 ] = Vect(1, 𝑋, . . . , 𝑋𝑛) ⊂ Vect(𝐻0, . . . , 𝐻𝑛).
Et donc𝑅 ∈ Vect(𝐻0, . . . , 𝐻𝑛). Par conséquent,𝑋𝑛+1 =

1
𝜆
(𝐻𝑛+1 − 𝑅) ∈ Vect(𝐻0, 𝐻1, . . . , 𝐻𝑛+1).

Par le principe de récurrence, on a donc pour tout 𝑛 ∈ N∗, 𝑋𝑛 ∈ Vect(𝐻0, . . . , 𝐻𝑛).

Remarque : ici un argument de dimension permettait d’aller plus vite, puisque (𝐻0, . . . , 𝐻𝑛)
est une famille de cardinal 𝑛 + 1 = dimR𝑛 [𝑋 ] de R𝑛 [𝑋 ], libre car formée de polynômes de
degrés deux à deux distincts.
C’est donc une base de R𝑛 [𝑋 ], si bien que 𝑋𝑛 ∈ Vect(𝐻0, . . . , 𝐻𝑛).

6.b. Comme expliqué dans la preuve précédente, on en déduit que pour tout 𝑛 ∈ N∗,
R𝑛 [𝑋 ] = Vect(1, 𝑋, . . . , 𝑋𝑛) ⊂ Vect(𝐻0, 𝐻1, . . . , 𝐻𝑛).
Et puisque 𝐻0, . . . , 𝐻𝑛 sont tous de degré inférieur ou égal à 𝑛,
Vect(𝐻0, 𝐻1, . . . , 𝐻𝑛) ⊂ R𝑛 [𝑋 ], si bien que R𝑛 [𝑋 ] = Vect(𝐻0, 𝐻1, . . . , 𝐻𝑛).

Et alors (𝐻0, . . . , 𝐻𝑛) est génératrice de R𝑛 [𝑋 ], libre car formée de polynômes de degrés
deux à deux distincts, donc c’est une base de R𝑛 [𝑋 ].

7.a. Si 𝑖 = 1, alors Δ(𝐻1) = 𝑋 + 1 − 𝑋 = 1 = 𝐻0.
Soit 𝑖 ⩾ 2. Alors

Δ(𝐻𝑖 ) = 𝐻𝑖 (𝑋 + 1) − 𝐻𝑖 (𝑋 )

=
1
𝑖!

(
𝑖−1∏
𝑘=0

(𝑋 + 1 − 𝑘) −
𝑖−1∏
𝑘=0

(𝑋 − 𝑘)
)

=
1
𝑖!

(
𝑖−2∏
𝑘=−1

(𝑋 − 𝑘) −
𝑖−1∏
𝑘=0

(𝑋 − 𝑘)
)

=
1
𝑖!

𝑖−2∏
𝑘=0

(𝑋 − 𝑘) × (𝑋 + 1 − (𝑋 − (𝑖 − 1))

=
1
𝑖!

𝑖−2∏
𝑘=0

(𝑋 − 𝑘)𝑖 = 1
(𝑖 − 1)!

𝑖−2∏
𝑘=0

(𝑋 − 𝑘) = 𝐻𝑖−1.

7.b. Soient (𝑖, 𝑗) ∈ N. Puisque deg(Δ(𝑃)) ⩽ deg 𝑃 − 1, alors degΔ 𝑗 (𝐻𝑖 ) ⩽ deg𝐻𝑖 − 𝑗 , si bien
que pour 𝑗 > 𝑖, degΔ 𝑗 (𝐻𝑖 ) < 0, et donc Δ 𝑗 (𝐻𝑖 ) = 0R[𝑋 ] .
Et pour 𝑗 ⩽ 𝑖,

Δ 𝑗 (𝐻𝑖 ) = Δ 𝑗−1 (Δ(𝐻𝑖 )) = Δ 𝑗−1 (𝐻𝑖−1) = Δ 𝑗−2 (Δ(𝐻𝑖−1)) = Δ 𝑗−2 (𝐻𝑖−2) = · · · = 𝐻𝑖− 𝑗 .

8.a. Nous avons déjà dit que (𝐻0, . . . , 𝐻𝑛) est une base de R𝑛 [𝑋 ].

8.b. Soit 𝑗 ∈ ⟦0, 𝑛⟧. Alors en appliquant Δ 𝑗 à l’égalité 𝑃 =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝐻𝑖 , il vient

Δ 𝑗 (𝑃) =
𝑛∑︁
𝑖=𝑗

𝑎𝑖Δ
𝑗 (𝐻𝑖 ) =

𝑛∑︁
𝑖=𝑗

𝑎𝑖𝐻𝑖− 𝑗 . Les termes avec 𝑖 < 𝑗 ont
disparu car alors Δ𝑗 (𝐻𝑖 ) = 0.

Détails

Mais les 𝐻𝑖 ont tous 0 pour racine, sauf 𝐻0 qui vaut 1 en 0.
Et donc en évaluant en 0 l’égalité ci-dessus, il vient

[Δ 𝑗 (𝑃)] (0) =
𝑛∑︁
𝑖=𝑗

𝑎𝑖𝐻𝑖− 𝑗 (0) = 𝑎𝑖 .

D’après la formule de la question 5, pour tout 𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧,

[Δ𝑖 (𝑃)] (0) =
𝑖∑︁

𝑘=0

(−1)𝑖−𝑘
(
𝑖

𝑘

)
𝑃 (𝑘).

Et donc si 𝑃 ∈ A, c’est un entier car somme de produits d’entiers.
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Inversement, supposons que pour tout 𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, 𝑎𝑖 ∈ Z.
Prouvons que pour tout 𝑖 ∈ Z, 𝐻𝑖 ∈ A. Pour 𝑖 = 0, c’est évident.
Soit 𝑖 ∈ N∗, et 𝑛 ∈ Z.

▶ Si 𝑛 ⩾ 𝑖, alors 𝐻𝑖 (𝑛) =
1
𝑖!
𝑛(𝑛 − 1) · · · (𝑛 − 𝑖 + 1) = 𝑛!

𝑖!(𝑛 − 𝑖)! =
(
𝑛

𝑖

)
∈ Z.

Si 0 ⩽ 𝑛 < 𝑖, alors 𝑛 est l’une des racines de 𝐻𝑖 , donc 𝐻𝑖 (𝑛) = 0 ∈ Z.
Enfin si 𝑛 < 0, alors

𝐻𝑖 (𝑛) =
1
𝑖!
𝑛(𝑛−1) · · · (𝑛−𝑖+1) = (−1)𝑛

𝑖!
(𝑖−1−𝑛) (𝑖−2−𝑛) · · · (1−𝑛) (−𝑛) = (−1)𝑛

𝑖!
(𝑖 − 1 − 𝑛)!
(−𝑛 − 1)! = (−1)𝑛

(
𝑖 − 1 − 𝑛

𝑖

)
∈ Z.

Ainsi, 𝐻𝑖 ∈ A, et donc pour tout 𝑛 ∈ Z,

𝑃 (𝑛) =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖︸︷︷︸
∈Z

𝐻𝑖 (𝑛)︸︷︷︸
∈Z

∈ Z

si bien que 𝑃 ∈ A.
9. Le sens ⇒ est évident.

Et inversement, si pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, deg 𝑃⟧, 𝑃 (𝑘) ∈ Z, alors pour tout 𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧,

[
Δ𝑖 (𝑃)

]
(0) =

𝑖∑︁
𝑘=0

(−1)𝑖−𝑘
(
𝑖

𝑘

)
𝑃 (𝑘) ∈ Z

si bien que par la question 8.c, 𝑃 ∈ A.

On pourrait faire un peu
mieux et prouver qu’un
polynôme de degré 𝑛 est
dans A si et seulement si il
prend des valeurs entières en
𝑛 + 1 entiers consécutifs (ce
que nous venons de prouver
dans le cas où ces entiers
consécutifs sont 0, 1, . . . , 𝑛).

Mieux
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