MP2I 10.01.25

DEVOIR SURVEILLE 5

» Exercice 1 : étude de la suite de terme général \/n + \/n 1+ +V2+ V1.

Soit (up)ns1 la suite définie par uy = 1 et pour tout n > 2, up, = \Vn + uy_1.

1. Justifier que u,, —> +oo.

n—+oo

2. Montrer que pour tout n € N*, u, < 2+/n.

1 - Up
3. En déduire que % ol 1.

4. Déterminer alors la limite de u, — vn.

» Exercice 2 : suites de rationnels convergeant vers un irrationnel

Dans tout ’exercice, on considére un nombre irrationnel x fixé.

1. Justifier qu’il existe une suite (r,)nen de rationnels telle que r, — x.

n—+oco

2. Prouver qu'une suite (u,) a valeurs dans Z qui converge est stationnaire.

Dans la suite, on considére une suite (r,), 4 valeurs rationnelles et qui converge vers x.

On consideére également (p,) et (g,) deux suites 2 valeurs entiéres telles que Yn € N, r, = f]—"
n

On souhaite alors prouver que les deux suites (g,) et (|pn|) divergent vers +oo.

et g, > 0.

3. On raisonne par I'absurde en supposant que (g,) ne tend pas vers +oo.
a. Ecrire avec des quantificateurs la négation de g, — +oco.
n—+oo
b. Prouver alors qu’il existe une suite extraite de (g,) qui est bornée.
c. En déduire qu’il existe une extractrice ¢ telle que (g, (n))n converge.
d. Justifier que pour un ¢ comme dans la question précédente, (p,(n)) converge.
e. Aboutir a une contradiction.

4. Prouver enfin que [p,| — +oo.
n—+co

» Exercice 3 : en route vers la formule de Stirling

1
n+s

o eto, = lnun.

Dans cet exercice, on note pour tout n € N*, u,, = '
nle

1. Montrer que pour tout n € N*, v,,11 — 0, = (n + %) In (1 + %) -1

1 12 4 1, [a+3
2. Soit a > —. Prouver que / — ="In 2
2 sipa@—t* a \a-3

1/2 2
.1 t
3. En déduire que pour tout n € N*, / —————dt = 0ps1 — .
-1/2 (n+ %) — 12

N ) ., .. . 1 (1 1
4. Alaide de la question précédente, justifier que pour tout n € N*, 0 < 0,41 — 0, < 7 (— - 1).
n o n
5. En déduire que (vy,) converge, puis qu’il existe un réel A € R} tel que

|

n.

_— — A
ne—n n—+oo
n“e n

Ce résultat, connu sous le nom de formule de Stirling sera prouvé en cours plus tard dans I'année, et on prouvera, a
Paide des intégrales de Wallis rencontrées dans un DM précédent, que A = V2.
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» Probléme : quelques matrices circulantes
Soit n un entier supérieur ou égal 2 2. On note A = (a; ;)1<; j<n la matrice de A, (C) telle que
an1 = 1, Vi e [[1,}’1 - 1]],(,11"14_1 =1

et dont tous les autres coefhcients sont nuls.
Pour tout i € [[1,n]], on note E; la matrice de ./, 1(C) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui situé a la
i*me ligne, égal 3 1.

01 0 ... 0

1 0 0

0 0 0 1 0
Autrement dit, ona A = | : o oletEr =[O E2=|0],. . E, =]
1 : 0

10 0 0 0 1

Partie I. Etude du cas n = 3.

01 0
Dans cette partie, et dans cette partie seulement, on suppose que n =3, etdonc A=|0 0 1
1 0 O
_ 1 1 1
On note alors j = 5", et on considére la matrice P = | 1 i j*|eMs(C).
12
1. Montrer que A est inversible, et déterminer son inverse.
1 1 1
2. Onnote Q = |1 j2 j | Calculer le produit PQ, et en déduire que P est inversible et exprimer son
rj
inverse en fonction de Q.
3. Prouver que P~'AP est une matrice diagonale D, que I'on explicitera.
4. Soit M € JM5(C). Montrer que AM = MA si et seulement si P~!MP est diagonale.
Partie II. Diagonalisation de la matrice A.
On revient A présent au cas général, ot n > 2 est quelconque.
5. Montrer que AE| = E, et que pour tout j € [2,n], AE; = E;_q.
6. En déduire que A" = I,.
7. On suppose dans cette question qu’il existe des complexes Ay, ..., A, et une matrice inversible P € GL,(C)

tels que A = PDP™!, ot D = Diag(Ay, ..., Ay).
a. Exprimer A" en fonction de P et des A;, et en déduire que pour tout k € [1,n], 4 € U,,.

b. Soit j € [1,n], et soit C; € M1 (C) la j* colonne de P. En remarquant que AP = PD, montrer que
AC]' = /IjCj.

Laﬁn de cette partie a pour but de prouver qu’il existe bien une matrice P € GL,(C) et une matrice diagonale D telles
que A = PDP !,

8. Soit w € U,. Onnote X, =| @~ [ € My,1(C). Montrer que AX,, = wX,,.
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9. Dans la suite, on note ¢ = e’n", de sorte que U, ={1,{, % ..., "1}
On note P la matrice de /#,(C) définie par :

Vk,[ c [[1, n]], [P]k,[ = é’(k—l)(f—l)'

On pourra noter que, avec les notations de la question 8, la £#™¢ colonne de P est la matrice Xye-i.

On note également P la matrice de .#,(C) obtenue en remplagant chaque coefficient de P par son
conjugué.

a. Calculer le produit PP et en déduire que P est inversible.
b. On note D = Diag(1, ¢, 2., 0" 1. Montrer que AP = PD.

10. Montrer que pour tout k € N, P! AKP est une matrice diagonale que I’'on précisera.

Partie II1. Etude de I'inversibilité d’'une matrice
p-1
Soit p € N*. On note alors B=1, + A+ A2+ .-+ AP~1 = ZAk.
k=0

C — C

On note également Q :
— 1+4+z+z

24 g1

Le but de cette partie est de déterminer une condition nécessaire et sufhisante pour que B soit inversible.
11. Soit z € C. Montrer que Q(z) =0 & z € U, \ {1}.
12. En déduire que B est inversible si et seulement si U, N U, = {1}.

13. Montrer alors que B est inversible si et seulement si n et p sont premiers entre eux.
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CORRECTION 1

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 5

» Exercice 1 : étude de la suite de terme général \/ n+ \/ n—1+---+v2+VI1.

Un récurrence facile prouve que (u,)ns1 est a valeurs positives.! ! Ce qui permet au passage

Et alors pour tout n > 2, up, = \n+ u,—1 > Vn. de justifier que chacun

Etdonc|u, — +co des termes est bien défini,
LN ' puisque n + uy,_1 est toujours

positif.

Procédons par récurrence surn € N*. Onauy =1 < 24/1.
Soit n € N* tel que u, < 2v/n. Alors

Unsl :\/n+1+un<\/n+l+2\/ﬁ

Mais par ailleurs

Jn+l+2vn<2Vn+l e n+1+2Vn<4(n+1)
o 2Vn<3n+3

& 4n <9 +18n+09.

Cette derniére inégalité étant clairement vraie, on a donc bien yn+1+2vyn < 2Vn+1 et
donc u,41 < 2Vn+ 1.

Par le principe de récurrence, | pour tout n € N*, u,, < 2+/n.

Soit n > 2. Alors

u_n_ Vh+ Uy _\/n+un_1 _ 1+un_1
\n n n

. 7z z u
Or par la question précédente, on a pour tout n € N*, 0 < —

2
Puisque — — 0, par le théoréme d’encadrement, Yo, 0.

\/ﬁ n—+0o n n—o+oo
Upn—1 Un—1 1. Upn—1 u
Et alors pour n > 2, 0 < —— < ——, si bien que — — 0, etdonc| —= — 1.
n n—1 n  n—+4oo \/ﬁ n—+o0o
———

Soit n > 2. Alors

Astuce ———
o _ \/— 1 Un—1 1] = ( V 1+ = ”n ] 1) ( 1+ u';{] + 1) On multiplie au numérateur
- \/_ = yntup-1 - \/E =vn + n - - \/ﬁ et au dénominateur par la

Up—
1+ n L+ quantité conjuguée.
Un-1
1 4 Unsl _p Vi
/—1+un1+1 /71+“"1+1 — A\ Attention !
On a prouvé que T S 1
etdonc o=l —— 1,
. Up_q Vn—-1 Un_1 1 Un_1 \/n—l n—-+co
Mais = = — 1 4 Sl est intuitif que Vn — 1 est

\/ﬁ \/ﬁ Vvn—1 n Vo — 1 note environ de l'ordre de v/n, il

faut tout de méme prouver

Puisque par ailleurs, /1 + — Unol g 2, on en déduit que | u, — Vn —

n n—-+oo n—-+oco

N —

» Exercice 2 : suites de rationnels convergeant vers un irrationnel

C’est tout simplement la caractérisation séquentielle de la densité de Q : tout réel est limite
d’une suite de rationnels, et en particulier c’est le cas de x.
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3.b.

3.d.

2

DEVOIR SURVEILLE 5

Soit (u,) une suite telle que ¥n € N, u, € Z et qui converge vers un réel .
Prenons alors ¢ = % dans la définition de u, — ¢. Il vient alors

n—+oo

1
dng € N, Vn = ng, |u, — £| < >

Fixons alors un tel ny. Alors pour tout n > ng, on a

<1

N —

1
[tns1 = tn| = [Ups1 = £+ € = up| < |tUppr — O]+ € —up| < §+

Mais pour n > n, |uz+1 — un| est un entier naturel. Etant strictement inférieur a 1, il est
nul.

Et donc pour tout n > ng, un+1 = up, si bien que‘ (up) est stationnaire. ‘

Notons au passage que ceci prouve que £ = u,, € Z.

Commengons par écrire de maniére quantifiée lassertion g, — +co :
n—-+co

VA eR, 3ng e N, Vn > ng, g, > A.

Sa négation est donc

[FAE€R Vng e N, 3n > no, go <A |

Soit donc A tel que Yng € N, 3n > no, g, < A.

Notons que ceci signifie qu’il existe une infinité de termes de la suite (g,) qui sont inférieurs
ou égaux 2 A. L’idée est donc de former une suite extraite avec ces termes.

Posons donc ¢(0) = min{n € N | g, < A}.

Et pour tout n € N, posons

p(n+1) =minf{k e N | k > ¢(n) + 1 et qx < A}.

Notons que ¢(n+ 1) est bien défini puisque pour ng = ¢(n) + 1, la définition de A implique
qu’il existe k > ¢(n) + 1 tel que gx < A.

Autrement dit, {k € N | k > ¢(n) + 1 et gx < A} est non vide. Et alors comme toute partie
non vide de N, elle posséde un plus petit élément.

Par construction, on a donc ¢ : N — N vérifiant Van € N, p(n+ 1) > ¢(n) +1 > ¢(n), si
bien que ¢ est strictement croissante. C’est donc une extractrice.

Et par construction, on a également, pour tout n € N, 0 < gy(n) < A.

Et donc| (gy(n)) est une suite extraite de (g,), qui est bornée.

Puisque (gy(n)) est bornée, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, elle posseéde une suite
extraite qui converge.
Ainsi, il existe une extractrice  telle que (g(poy)(n)) converge.

Et donc ’ il existe bien une suite extraite de (g,) qui converge. ‘

On notera que le ¢ de I'énoncé est ce que nous avons noté ¢ o y, qui est encore bien une extractrice
puisque composée de deux extractrices.

Drapres la question 2, on en déduit que (g,(n)) est stationnaire, et donc en particulier
posséde une limite £ € N*.
Mais alors Te(n) — X, Car suite extraite d’une suite convergeant vers x.

n—+00

Et donc py(n) = p(n) e (n) T X

—+00

Donc la suite 2 valeurs entiéres ) converge, si bien qu’elle est stationnaire?, et sa
¢(n)

.. " . tx . .

limite est entiere. Donc ¢x € Z, et puisque £ € N*, alors x = n € Q, ce qui contredit

lirrationnalité de x.

Ainsi, notre hypothése de départ est fausse, si bien que | g, —> +oo.

n—+oo

On a |pn| = [ragnl = |71lqn-

Orr, — x,etdonc |r,| — |x|.
n—+oo n—+oo

Puisque x ¢ Q, x # 0, si bien que |x| > 0, et puisque g, —> +o0, alors | [p,| — +co.
n—+oo

n—+oo
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On a utilisé le fait que si

n > ng,alorsn+1 > np, et
1

donc |upy — £| < 3.

Drailleurs, une maniére de
dire que g, —— +ooest de
n—+oo
dire que pour tout A € R,
il n’existe qu’'un nombre
fini de termes de (g,) qui
sont inférieurs ou égaux a
A. Et alors il est clair que sa
négation est «il existe A tel
qu’une infinité de termes de
la suite soient inférieurs ou
égaux a A».

Extraire c’est composer a
droite par une extractrice.
Donc une suite extraite
de (g4 (n)) est de la forme

(G(poy)(m))-

2 C’est encore la question 2.
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1.

2.

3.

CORRECTION

» Exercice 3 : en route vers la formule de Stirling

Soit n € N*. Alors

Un+1

Upse1 —Op =INtpy —Inu, =1n
Un

(n+ 1)"”% nle” )

=ln|———M—"
(n+ 1)lentl n+d

=In

n+ (n+1)! entl

n
|t "2
SE
(n+%)ln(n:;1)—ln(e)
= (n+%)ln(1+%)—1.

(n+ )™ (n+1) e")

[STESTE

1 1 1 1
Une décomposition en éléments simples nous donne —— = — + . Et
a2-X2 2a\a-X a+X
donc
12 gt N | 1
/ - = —/ ( + —) dt
12 a°—t 2a Joip\a—t a+t
1 1/2
=5 [—ln(a —t)+In(a+ l‘)]_l/2
! | ! +In|a+ 1 In 1 +1 + 1
=—|-lnla-= —|- ——]+Iln —
2a ) %3 ) T3
1 a+t
== ln( f ) )
a a— 5
Soit n € N*. Notons que la fraction rationnelle #szz n’est pas de degré strictement
n+$)-
négatif® mais
2 2
X2 Xz—(n+%) +(n+%) 2 1
= 5 =-1+ (n + —) 5
(n+l) -X? (n+%) - X2 (n+%) - X2
Et donc

1/2 2 1/2 1\2 r1/2 dr
/ —Zdt:_/ 1dt+(7’l+—) / T —
-1/2 ( 1) _p -1/2 2] Jap (n+%) _p

n+§
2 1 1
1 1 n+s5+5
:—1+(n+§) 1ln( 12 f)
n+§ n+§—§

1 n+1
—=t4 (n ) in (") (=]
2
. . t P
Soit n € N*. Puisque pour tout t € [-3,1], 0 < ——————, alors par positivité de
1 2
(n + E) -1

1

2
Par ailleurs, une rapide étude de t — (n + 7) — t2 prouve que son minimum est atteint en

1 1 "
-3 eten 3, et qu'il vaut

2 2
1 1 1 1
n+=| —[z| =nP+n+--==n>+n=n(n+1).
2 2 4 4
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3 Et donc il ne faut pas cher-
cher sa décomposition en
éléments simples.

On a utilisé la question précé-

dente avec a = n+% > %

M. VIENNEY



4

DEVOIR SURVEILLE 5

Et donc pour tout t € [-1, 1], onan(n+1) < (

t2

2
n+ 5) — 12, si bien que*

1 4En passant 3 'inverse et en

multipliant par £2 > 0.

t2

3 < .
(n+%) _p n(n+1)

12 g2 1/2

1

Et donc par croissance de I'intégrale, v,41 — v, < / dt < / t% dt.

P g * -1/2 n(n+1) n(n+1) -1/2
Cette derniére intégrale se calcule aisément :

/Wtzdt_ S A 1) 1
1) 13y, 24 24) 7 12
. 1 1 1 1 (1 1

Enfin, reste 4 noter que EFEY = et donc | vpe1 — 0y < E (; - n+1) )

L’inégalité de la question précédente prouve déja que (v,) est croissante.
De plus, en sommant les inégalités de la question précédente, on obtient que pour tout
n>=2,

PICRRERISY of [
kel = 0k) S 5 Py
— 12/(:1 kK k+1

Ce qui, aprés simplification des deux sommes télescopiques nous donne

SRR
On T OS5 n S 12

Et donc v, < 75 + 01, si bien que (v,) est majorée, et donc par le théoréme de la limite

monotone, | (v,) converge vers un réel ¢. ‘

Et alors, par continuité de I'exponentielle, u, = e — e’.

n—s+co
1
. i P
Soit encore — ef. Mais n"*2 = n"/n.
nle" n—+co
. nle” el e

Et donc par passage a l'inverse, —> ¢"| si bien quen posant A = e”f > 0, on

nn\/ﬁ n—+oo

obtient bien le résultat souhaité.

» Probléme : inversibilité d’une matrice circulante

Partie I. Etcude du casn =3

Notons que 'inversibilité ne pose aucune difficulté, puisqu’un simple échange de lignes
transforme A en I3. En revanche, ceci ne donne pas I'inverse, et pour cela appliquons la
méthode usuelle.

01 0|1 0 O 1 0 0|0 O 1 1 0 0|0 O 1
00 1/]01 O0]ee—>]0 0 1]0 1 O0fJ]e—]0 1 0|1 0 O
1 0o0floo 1/ o1 0|1 oo/ 001|010
0 0 1
- - -1 _
Et donc A est inversible et |[A™' =1 0 0. On notera que A~ = AT
01 0
Ona
3 T+72+) 1+j+j°
PO=|1+j+j> 3 T+j+j%].
T+j+j2 1+j+j2 3

Mais si on se souvient que 1+ j +j2= Z w = 0, il vient PQ = 313, et donc P est inversible,
wEU3

Pl = 1Q.

avec
3
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7.b.

CORRECTION

TR 3 0 0

Onap-1A=3 j 1 | puisP!AP=_|0 3j 0 |=|Diag(l,}j%.
21 0 0 35

Puisque A = PDP~!, il vient donc

AM = MA & PDP~'M = MPDP™! & DP~'MP = P~'MPD.

Donc M et A commutent si et seulement si D et P~'MP commutent.
Il s’agit donc de prouver qu’une matrice commute avec D si et seulementssi elle est diagonale.

a b ¢
Soitdonc N=(d e f|e€M3(C). Alors
g h k
jb=">b
jle=c
a jb j a b c d=id
ND=DN e |d je jfl=|id je if|e{ " ob=c=d=f=g=n=o0.
g in k) \Pg Ph jk)|7T=0T
9=J9
jh=i’h
a 0 0
Donc si et seulement si N =|0 e 0 [est diagonale.

0 0 k

Ainsi, | A et M commutent si et seulement si PMP ™! est diagonale.

Partie II. Diagonalisation de A

Rappelons que AE; est la premiére colonne de A, dont on constate qu’elle est égale 4 E,,.
De méme, pour j € [2,n]], AE; est la j*™ colonne de A, qui est égale A E;_;.

On en déduit que A%Ey = E,_y, puis A’E; = E,_»,...,A"Ey = Ey.

Puis de méme,

A%E, = AE; = E,,, A’E, = AE, = E,,_1,...,A"E, = E,.

Et plus généralement, pour k € [[3,n],

A’Ey = Exo, ..., A¥ 'E = E|, AEy, = E,,, A" E, = E,_4, ..., A"E} = Ey.

Ainsi, pour tout k € [1,n], A"Ej = Eg, si bien que la k*™¢ colonne de A" est égale a Ey.
Et donc A" est la matrice dont les colonnes sont, dans cet ordre, Ej, ..., Ep, si bien que

On a A? = PDP~'PDP~! = PDI,DP~! = PD?P~1.

Sur le méme principe, une récurrence sans difficulté prouve que pour tout k € N*,
Ak = ppkp-1,

De plus, D étant diagonale, on a Dk = Diag(Ak, /1’2‘, ..
SAm P

ARy,

Et en particulier, | A" = PDiag (A7, ..

Mais par ailleurs, A" = I, si bien que I, = PD"P~! et donc D" = P~'P = I,,.
On en déduit que les coefficients diagonaux de D" sont tous égaux a 1, si bien que pour

tout k € [1,n], A7 =1, et donc

Rappelons que la jeme colonne de AP est égale 3 AC;.
Et par ailleurs, la j*™ colonne de PD est égale au produit de P par la j* colonne de D,
qui est A;E;.

Or PAjEj = /1]'Cj, et donc AC] = /1]'Cj.

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025

C’est un cas particulier d’'un
résultat qui figure dans le
TD : une matrice qui com-
mute 3 une matrice diagonale
a coefficients diagonaux
distincts est diagonale.

On pourrait prouver par
récurrence sur k que

AKE; = E,q ol 7 est le reste
de la division euclidienne de
Jj—1-kparn.

Le produit d’une matrice M
par Ej est la j*m colonne de
M.

M. VIENNEY



9.b.

10.

11.

6 DEVOIR SURVEILLE 5

Soit k € [1,n].

. RN . . _ Puisqu’on manipule des
Notons que le coefficient situé a la k*™ ligne de X,, est w*~1. d P

matrices A coefficients com-

n
_ plexes, on préfere ne pas uti-
On aalors [AX,, |k1 = Z [Alkp[Xolpi- liser i pour les indices, pour
p=1 étre siir de ne pas confondre
Si k # n, alors le seul [A]x, non nul est [A]j 41, et donc avec le nombre complexe i.

[AX, Ikt = [Xolrer1 = 0 = 00" = [X,] k1.
Etsi k = n, alors le seul [A]x, non nul est [A] 1, et donc
[AX, k1 = [Xoli1 =1=0" = 00" = 0[Xp]n1.
Donc pour tout k, on a [AX,,]x1 = @[X,]k 1, si bien que | AX,, = wX,,.
Soit (k, £) € [1,n]?. Alors

n n n n n-1

(PPl = 3 [PligPly = 307D -g-0-0) - $gtomiken -3 (o)™ 5 (o),

p=1 p=1 p=1 p=1 p=

1l s’agit donc de la somme des termes d’une suite géométrique de raison {¥=¢, mais il a
nous falloir distinguer deux cas suivant que cette raison vaut 1 ou non.

n-1
»Si (k¢ =1, alors [PP]y,= » 1=n.
p=0
» Si k=t £ 1, alors
— n
[Pﬁ] _ 1- (g(k [)) -0 Puisque U, est stable par
k= C gkt T produit, £¥~¢ est encore une

racine n™e de l'unité.
Reste  noter que {*¥=¢ = 1 si et seulement si n divise k — £. Et puisque k et £ sont tous deux
dans [ 1, n], k — ¢ est divisible par n si et seulement si k = ¢.

L. , _ 0 sik#¢ . _
Ainsi, on a prouvé que [PP]y, = ] , si bien que PP = nl,.
n sik=¢
1— Il n’est pas nécessaire de véri-
On en déduit que | P est inversible, d’inverse —P. fier que LPP = I, légalité
n P%T’ = I, suffit A justifier de
Comme mentionné  la question 7.b., la k*™ colonne de AP est égale au produit de A par Pinversibilité de P.

la kéme colonne de P, qui ici est Xkt

Or, nous avons prouvé a la question 8 que AXyx-1 = { k”Xg;H.

Par le méme argument, la k*m¢ colonne de D étant égale a ¢ k-1E, la ktme colonne de PD
est (K1 PEy.

Or PE est la k¥ colonne de P, qui est donc Xkt

Et donc la k¢ colonne de PD est §k_1ngk_1.

Ainsi, tous les colonnes de AP et de PD sont les mémes, si bien que | AP = PD.
On déduit de ce qui précéde que A = PDP~!, soit encore P~'AP = D.
Alors, comme 2 la question 7.a, pour tout k € N*, P~ A¥P = (P~1AP)* = D = Diag(lk, Rk Ry,

Notons que cette formule vaut encore pour k=0 puisque

P'A’P =P 'I,P =1, = Diag(1°, %, ..., ().

Partie I11. Ecude de Pinversibilité d’une matrice (d’aprés un oral des Mines)
I est clair que Q(1) = p # 0. Soit donc z € C \ {1}. Alors

1-2zP
1-2z

Etdoncil vientbien Q(z) =0 & (z# letze U,) & m
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02) =0 l+z+2%+---+2" =0

=0e1-2/=0o2zcU,.
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13.

CORRECTION 7
Puisque pour tout k € N, Ak = (PDP‘l)k = PD*P~1 alors
B=PD°P~ '+ PDP ' +PD’P ' +...4+PDP P =P (In +D+D*+-- -+ DP—l) p1.
Mais chacune des DX est diagonale, si bien que I, + D + D? + - - - + D?~! est diagonale, et
plus précisément, il s’agit de la matrice
Diac [1 p-1 2 p-1 n-1 -1 \P7N 2 n-1
jag [T+ 1+1+---+ 1P 1+ 0+ 0"+ 0P, 1+ 4+ + | = Diag (Q(1),0({), Q({%), ..., Q"))

Notons donc C cette matrice diagonale, de sorte que B = PCP™!.

Or un produit de matrices de /,, (C) est inversible si et seulement si chacun des facteurs
Pest. Et puisque P et P! sont inversibles, on en déduit que B est inversible si et seulement
si C est inversible.

Mais C est une matrice diagonale, qui est donc inversible si et seulement si® tous ses
coefhcients diagonaux sont non nuls.

Donc si et seulement si Q(1) # 0,Q() #0,...,0({™ ') # 0, ou encore si et seulement si
pour tout w € Uy, Q(w) # 0.

Par la question 11, cette condition équivaut a U, N (U, \ {1}) = 0.

Et comme on sait que 1 € U, N U, elle est bien équivalente a U, N U, = {1}.

Ainsi, | B est inversible si et seulement U, N U, = {1}. ‘

Par la question précédente, il s’agit donc de prouver que U, N U,, = {1} si et seulement si

n et p sont premiers entre eux.

Commengons par prouver que si n et p ne sont pas premiers entre eux, alors U, N U,

contient un élément autre que 1.

Supposons donc que n et p ne soient pas premiers entre eux, et soit d un diviseur commun
s A n P

de n et p, différent de 1 (par exemple d peut étre le pged de n et p). Alors 2 et £ sont

entiers.

. 2i .
Et alors @ = exp (Z’T”g) € U,. Mais w = exp (%) = exp (%g) e U,.

Puisque 1 < & < n—1,alors @ # 1, si bien que U, N U, # {1}.

Inversement, supposons que n et p sont premiers entre eux. Alors par le théoréme de
Bézout il existe deux entiers a et b tels que an + bp = 1.

Soit alors z € U, N U,. Alors z = z! = z9m¥bp = (z)4 (2P)0 = 191b = 1,

Et donc U, nU, = {1}.

Ainsi nous avons bien prouvé que U, N U, = {1} si et seulement si n et p sont premiers
entre eux, et donc B est inversible si et seulement si n et p sont premiers entre eux.

Commentaire : l'oral des Mines dont est inspiré cette partie contenait en fait une seule question,
qui était «montrer que B est inversible si et seulement si n et p sont premiers entre eux». Vous
aurez l'an prochain toute une panoplie d'outils a votre disposition pour montrer sans indication que
A = PDP~! avec D diagonale et P inversible, que vous saurez déterminer de tels P et D.

Une matrice A pour laquelle il existe D diagonale et P inversible telles que A = PDP™! sera
appelée une matrice diagonalisable.
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> Rappelons qu’un tel critére
d’inversibilité est valable pour
une matrice triangulaire, et
qu’une matrice diagonale

est notamment une matrice
triangulaire.

M. VIENNEY
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