MP2I 11.10.24

DEVOIR SURVEILLE 2

» Exercice : étude d’une fonction @ 1h
) R; — R R; — R
Dans tout P’exercice, on note f:|  * x ,etg:| .
X > xxe x — In(x)+x+1

/

fx)

*

1. Justifier que f est dérivable sur R}, et pour tout x € R}, exprimer

en fonction de g(x).
En déduire que pour tout x € R, f7(x) est du signe de g(x).

2. Justifier qu’il existe un unique a € R} tel que g(a) = 0, et que ce a est dans ]0, 1[. On ne demande pas de
valeur exacte de a.

3. En déduire le tableau de variations de £, sans les limites.

4. Montrer que f est prolongeable en une fonction f : R, — R, continue sur R,.

et —

5. Justifier que lim = 1. En utilisant cette limite, étudier la dérivabilité de f en 0.

u—0 u

6. Montrer que lim @ =

x—+00 X

1.

7. La courbe représentative de f posséde-t-elle une asymptote en +oo ? Si oui, donner I’équation de cette
asymptote. Indication : on pourra de nouveau faire apparaitre la limite de la question 5.

» Probléme 1 : une équation fonctionnelle @ 1h30

Dans ce probléme, on cherche a déterminer toutes les fonctions dérivables f : R — R telles que

f(a)+f(b)

Va b eR, fla+b) = TS TPTCR

(%)

Partie I. Fonction argument tangente hyperbolique
1. Justifier que th réalise une bijection de R sur ] - 1,1[.
Dans la suite, on note Argth sa bijection réciproque.

1

1—x2"
1 a b

, = + .

1-x2 x+1 x-1

2. Prouver que Argth est dérivable sur ] — 1,1[ et que Vx €] — 1, 1[, Argth’(x) =

3. Montrer qu’il existe deux réels a et b, que 'on déterminera, tels que Vx €] — 1, 1]

1 1
4. En utilisant la question précédente, prouver que pour tout x €] — 1, 1[, Argth(x) = 3 In (1 X )
—-x

5. Montrer que pour tous u,v €] = 1,1[, =1 < < letque

+ uo

Argth(u) + Argth(v) = Argth ( Lro ) .

1+ uv
6. En déduire que th vérifie (x). On pourra poser u = th(a) et v = th(b).

Partie II. Analyse du probléeme posé
Dans cette partie, on considére une fonction f : R — R fixée, dérivable, et satisfaisant (%).

7. Déterminer les valeurs possibles de f(0).
8. Justifier que il existe a € R tel que f(a) =1, alors Vx € R, f(x) = 1.

Que peut-on dire il existe a € R tel que f(a) = -1 ?
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Jusqu’a la fin de la partie II, on suppose que pour tout x € R, f(x) # 1.
9. Soit x € R. Exprimer f(x) en fonction de f (). En déduire que f(x) €] — 1, 1[.
10. Soit a € R.

a. Montrer que pour tout h € R,

fla+h) - f(a) :f(h)(
h
b. En déduire que f’(a) = f/(0) (1 - f(a)?).

11. Soit g = Argth o f. Justifier que g est dérivable sur R, puis déterminer une expression simple de g.

1-f(a+h)f(a)).

Partie II1. Conclusion
12. Déterminer ’ensemble des fonctions dérivable sur R satisfaisant ().

» Probléme 2 @ 1h30

Partie I. Une formule du bindme pour les polyndmes factoriels descendants
n-1
Pour x € R, on pose xX=1et pour n € N*, x = l_l(x - k).
k=0
1. Soit x € Ret n € N. Exprimer x™*L en fonction de x"

On souhaite 4 présent prouver une formule similaire 3 celle du bindme, A savoir que pour tout (x,y) € R? et

toutn € N, (x+y)2 = Z (Z)xky"_k.

k=0

2. Soient x et y deux réels fixés. Pour n € N, on note & (n) la proposition % (n) : (x +y)* = Z (Z)xky"_k.

k=0
a. Prouver que % (0) est vraie.

b. Soit n € N. On suppose que 9 (n) est vraie.
Prouver que (x +y)2*L = Z ( )x Y=k (x - k) + Z ( ) k=K (y —n+ k).

k=0
c. En déduire que pour tout n € N, % (n) est vraie.

Partie II. Un cas particulier de la formule de Vandermonde

. ) . n
3. Pour k et n deux entiers naturels, exprimer nk en fonction de ( k)'

n

n 2
2
4. En déduire que pour tout n € N, Z (Z) = ( n).
k=0

Partie III. Une inégalité optimale

2n
5. Prouver que pour tout n € N, ( < 4",
n
n n n
6. En déduire que pour tout n € N et pour tous réels ap, ai, ..., an, on a Z (k)ak <o Z ai.
k=0 k=0

On cherche a présent a prouver que la constante 2 de la question précédente est optimale, au sens ot on ne
peut pas remplacer le facteur 2" par A" avec A < 2.

n n
On suppose dans la suite que A € Reest tel que :Vn € N, ¥(ag, a1, ..., a,) € R, Z (Z)ak < A" Z ai.
k=0 k=0

2n —k)!

7. Montrer que pour tout n € N et tout k € [0, n]] < #
n!
2 2 2 4n

8. En déduire que pour tout n € N, et tout k € [0, 2n]], ( kn) < ( nn)’ puis que ( nn) > 1

9. Conclure.
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CORRECTION 1

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 2

» Exercice 1 : étude de fonction

Pour x € R}, on a f(x) = exp (&5 In(x)).

x+1
Par composition et produit de fonctions dérivables, f est dérivable sur R, et alors

x 1+x+1—x
x+1x  (x+1)2

f(x)
(x +1)2

fx)

(x+1)2

Vx> 0, f(x) = ln(x)) exp (= In(x)) = (x+1+In(x) = g(x).

Fe) _ g
f) G

Notons qu’il y a un moyen d’aller plus vite en remarquant que ]% est la dérivée de In(f).

Et donc

Or pour tout x € R}, In(f(x)) = &5 In(x), et donc en dérivant,

ffix)  x 1 x+1-x 1 1 _ g»)

T x+lx (x+1) In(0) = =+ e 0 = e

Puisque pour tout x € R%, (x+1)2 > 0 et f(x) > 0, on en déduit que f”(x) est du signe de

g(x).

La fonction g est strictement croissante sur R} puisque somme de fonctions qui le sont, et

elle est continue!. 1 Car dérivable puisque

Par ailleurs, lim g(x) = —co et lim g(x) = +o0, donc g réalise une bijection de R} sur R. somme de fonctions déri-
x—0* xX—oo vables.

Et par conséquent, il existe un unique a € R} tel que g(a) = 0.
Par ailleurs, on a g(1) =2 > 0 = g(a), et donc par stricte croissance de g, 1 > a, si bien
que « €]0,1[.

On a donc le tableau suivant :

X 0 a +00
f'(x) - 0 +
+00
f&) e
. . . . xln(x)
Nous savons que lim xIn(x) = 0, et puisque x+1 — 1, alors par quotient lim ———= =0
x—0* x—0 x—0t x+1

xln(x))

Et donc)l(iir%)f(x) =)l(i£)r(1)exp( 1

Donc | f est prolongeable par continuité en 0. ‘
R, — R
Posons alors f : v e f(x) six>0
1 sinon

Alors f est continue en 0, et puisque f était continue (car dérivable) sur R}, et que f et f
coincident sur R%, alors f est continue sur R,
Ainsi, f est continue sur Ry tout entier.

On a, pour u # 0, On a reconnu le taux d’ac-

et —1 ev—e , croissement en 0 de la fonc-
u = u—0 B exp 0) = t'iOI? exponentielle, dgnt la
limite est, par définition
Donc pour x €]0, 1, d’une dérivée, exp’ (0).

fO=F0) _ fx) =1 _emth®_1 s 1 Fln(x)

x x x 25 n(x) x
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2 DEVOIR SURVEILLE 2

Autrement dit, si on note h : o1 »alors

u

—

RE — R

fe)-fO) [ x S o« Inx
x —h(x+11n(x)) x _h( +11n(x))x+l
. X . S . X
Or lim = In(x) = 0t fim h(u) = 1, i bien que lim h <m~1n(x)) = 1.
Et par ailleurs, lim In(x) = —oo, donc par produit, lim JM =_
x>0 x+1 x—0 X
Ainsi, | f n’est pas dérivable en 0.
Pourx #0,0na
fl) _ x=T = %171 = xR = exp (_ln(x)).
x x x+1
1 1 1 1
Mais n(x) =X X _ar —> 0 par croissance comparée.
x+1 x x+1 x 1+%x—>+oo
Donc| lim fe _ 1.
x>+ X

I s’agit donc de déterminer si f(x) — x posséde ou non une limite finie en +co.
Or pour x > 0,0on a

fx) —x = x5 —xzx(x_ﬁ—l)

3 In(x)
NNEN

R

x+1 _In(x)
x+1
x In(x) L lnx
x+1 x+1)°
Puisque ) et que lim h(u) = 1, alors lim h _ln(x) _
x+1 X—+00 u—0 ’ i —x +1
1
Etpar ailleurs, _); ilalc = x:C- 1 In(x) T +00, si bien que par produit, xlierf(x) —x = —oo.
——
—1

x—+00

On en déduit donc que | 6 ne possede pas d’asymptote au voisinage de +co.

» Probléme 1 : une équation fonctionnelle

Partie I. Fonction argument tangente hyperbolique
I1a déja été prouvé en cours que th est continue?, strictement croissante, avec lim th(x) = -1 ? Puisque dérivable.
X—

—00

et 11)111 th(x) = 1.

Par le théoréme de la bijection, | elle réalise donc une bijection de R sur ] - 1,1[.

La dérivée de th est %, qui ne s’annule pas. Et donc th’ oArgth ne s’annule pas non plus
chn

sur R, si bien que Argth est dérivable sur R tout entier.
On a alors, pour tout x € R,

On connait deux formes
1 1 1 pour la dérivée de th, 4 savoir

¢h'(Argeh(x)) 1 — th®(Argth(x)) R

Argth’(x) =

1
—2et1—th2.
ch
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CORRECTION 3

Supposons que de tels réels a et b existent, et considérons donc a, b tels que Vx €] - 1, 1[,
I _ e, b

1-x2 = x+1 x-1°
Alors pour x =0, 1 = a — b. Et pour x = %, il vient

1 4 a b 2
=_= + =Za-2b.
1-5 3 1+4 1-1 3¢

2

\S)

a-b=1

ce qui apreés calcul nous donne b = -1 et a = 1.
2a—cb=4 AP 24T

Et donc on a {

Vérifions a présent que ces deux réels satisfont aux conditions requises :soit x €] — 1, 1[.

Alors
1111 11 1)\ ix—l-x-1_ 1
2x+1 2x-1 2\x+1 x-1) 2 x2-1  1-x%
Et donc on a bien
1 1 1 1
Y -1, —— == — .
x €l ’[’1—x2 2(x+1 x—l)

Soit x €] — 1, 1[. Alors / : dttz = [Argth(t)]g = Argth(x) — Argth(0).
o 1-

Puisque th(0) = 0, alors Argth(0) = 0.

Par ailleurs,

*odt *1( 1 1 1 (1 1
2: - — — dtZ— + dt
o 1-—-t o 2\t+1 t-1 2Jo \1+t 1-t &Dangerli

_1 x_1 1 1+x Une primitive de t — 1
=5 [(In(z+1) -In(1 -1))]; = 3 (In(x+1) =In(1-x)) = Eln(1 —x) . estt s In(1 - t),eti)afs
tlIn(1-1t).
1 1+x
Et donc| Argth(x) = 3 In 1 )
. . . . 1 1+x (e
Alternative : il est également possible de remarquer que x > In . a pour dérivée
- X
1
X .
1—x2
1 1+x . N .
Et donc que Argth et x 3 In 0 sont deux primitives de la méme fonction, donc
different d’une constante. Et puisqu’elles coincident en 0, cette constante est nulle.
Soient u,0 €] — 1, 1[. Alors 1 +uv > 0, si bien que
1+uv—u-— 0 1- 1- 0
-1< v<1<:>—1—uv<u+u<1+uv<:) wo-u=o > = ( u)( 0) >
1+uv l+u+o+uo>0 (IT+w)(1+0)>0
+
Or cette derniére assertion est vraie?, donc —1 < “re 1. 3 Puisque les 4 nombres
1+uo 1+u,1+90,1-u1-o0sont

Il vient alors strictement positifs.

Argth(“)”“gth<”>=%‘“(“u“0) s (1_)

==In
1-ul-vo 2

l1-u—-ov+uv
Par ailleurs, on a également

u+v 1+u+ovtuo

1 utrotuo
Argth( u+vo ) _ 111’1( + 1+uv ) — lln (%) — %ln (M) :‘Argth(u) +Argth(0).

1+uo 2 1—1”*'” 2 ltuo—u-o l-u-ov+uv
+uv 1+uo

Soient a,b € R. Utilisons la question précédente avec u = th(a) et v = th(b). Alors
th(a) + th(b) )

1 +th(a) th(b) |
En appliquant la fonction th aux deux membres de I'égalité, il vient donc

th(a) + th(b) )) _ th(a) +th(b)
1+th(a)th(b))] 1+th(a)th(b)’

a+b = Argth(th(a)) + Argth(th(b)) = Argth (

th(a+b) =th (Argth (

Et donc | th vérifie bien la propriété (*). ‘

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY



10.a.

10.b.

4 DEVOIR SURVEILLE 2

Partie II. Analyse du probleme posé
_ _ fO)+f(0) _ 2f(0)
OnafO =100 = {5670 = o Flo)
Et donc £(0) (1 + £(0)?) = 2£(0), soit encore £(0) (f(0)> - 1) = 0.
Ainsi, f(0) est une solution de ’équation x(x? — 1) = 0.
Et donc]f(O) e {-1,0, 1}.\

Supposons qu’il existe a € R tel que f(a) = 1, et considérons un tel a.

Soit alors x € R. Alors
Léquation (%) implique
f@+f(x—a) 1+f(x—a) (implicitement) que pour
1+f(a)f(x—a) 1+f(x-a) tout a, b, 1+ f(a) +f(b) # 0,
donc il n’y a pas de risque de
division par 0, ici.

f(x)=fla+(x-a) =

Et donc | f est constante égale a 1.

Sur le méme principe, s’il existe a € R tel que f(a) = -1, alors pour tout x € R,

-1+ f(x—a) _ 4

f) = flak (e-a) = 5= =

Et donc | f est constante égale 3 —1. ‘

Ona

FE+1G) | 26

L+f (2 | 1+F(3)°

2

rea=r(5+3)-

Mais rappelons que pour tout a € R, ona (1+a)* > 0, et donc 1 +2a + a® > 0, si bien que

—2a < 1+d?etdonc s > —1. Sur le méme principe, pour
Et de méme, ona (1 —a)®> > 0et @beR,
2ab
-1< ———= <1
(1-a?>0o2<1+d o 2“2\ @b
1+a
Autrement dit, pour tout a € R, —1 < 2a 5 < L
1+a ox
Et en particulier, pour a = f (%), il vient -1 < Lﬁ)z < letdonc -1 < f(x) < 1.
1+£(3)
Puisque de plus on a supposé f(x) # +1, alors| f(x) €] — 1, 1[.
Soit h € R*. Procédons par équivalences :on a
+h) - h
Hax DI T (1 flas mf @) & fla+h) = (@ = f8) (1~ fla+ B (@)
© fla+h)=f(h) - f(a)f(a+h)f(h)+ f(a)
< fla+h) (1+f(a)f(h) = f(a) +f(h)
_ f(a) + f(h) Puisque f est 2 valeurs dans
e flarh) = S orm 1= L1L f@f (k) €] - L[,

et donc 1+ f(a)f(h) # 0.
Or cette derniére relation est vraie puisque f vérifie (%), et donc

fla+h) - fa) _f(h)
h ~h

fla+h) - f(a)
h

(1-fla+h)f(a).

Puisque f est dérivable en a, on a }llim

—0

= f'(a).
Et par ailleurs, f étant dérivable, elle est continue en a, et donc f(a + h) — f(a).

Reste a noter que puisque f(0) # +1, on a nécessairement, d’aprés la question 7, £(0) =0,

et done F(B)  f(B) - F(0)
no ] O

Si bien que par passage 4 la limite lorsque h — 0 dans I’égalité de la question précédente,
f'(a) = f(0)(1 - f(a)?).
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11.

12.

2.b.

2.c.

CORRECTION 5

Puisque f est dérivable sur R, a valeurs dans | — 1, 1[, et que Argth est dérivable sur

] — 1, 1[, par composition, g est dérivable sur R, et pour tout x € R, Notons que g = Argth o f, est

bien définie puisque f est 2
) ) " £ (x) ) valeurs dans | — 1, 1[.

g’ (x) = f(x)Argth’ (f(x)) = T=F2 = f7(0).
Donc la fonction ¢’ est constante, égale 2 f7(0).

Ainsi, il existe A € R tel que pour tout x € R, g(x) = f(0)x + A.
Puisque par ailleurs, g(0) = Argth(f(0)) = Argth(0) = 0, alors A = 0.

Et donc ’ pour tout x € R, g(x) = f'(0)x. ‘

Partie III. Conclusion

Nous venons de dire que si f est une solution du probléme posé, qui ne prend pas les valeurs
—1 et 1, alors il existe une constante a, égale 4 f7(0), telle que Vx € R, Argth(f(x)) = ax.
Et donc pour tout x € R, f(x) = th(ax).

Par ailleurs, si une solution prend la valeur 1 ou —1, alors elle est constante, égale 4 1 ou —1.

Inversement, si @ € R, la fonction x + th(ax) est dérivable, et vérifie (%) puisque th la
vérifie.

Enfin, les fonctions constantes égales 4 1 et —1 sont évidemment solution de (), et donc
les fonctions satisfaisant (x) sont les fonctions constantes égales 4 1 ou —1, ainsi que toutes
les x - th(ax), pour € R.

» Probléme 2

Partie I. Une formule du bin6me pour les polynémes factoriels descendants.

On a xL —]—[(x k) = (x—n)l_[(x k) =

0
Ona (x + y)9 =1let Z (g)xkyo_k = (O)xoyo =1.
k=0

Donc| 2 (0) est vraie.

D’aprés la question 1, on a (x + Y™ = (x +y)(x +y —n).
Et donc en utilisant 2 (n), il vient

(x+ymt=>" (Z)x y=E(x+y —n)
k=0

n

=3 (it 1=+ =i

k=0
( )x ik (x — k)+Z( ) xEy"=k(y —n+k).

Terminons ’hérédité : toujours en supposant que n est tel que % (n) est vraie, on a

(x + y)ﬂ Z kAL yn=k k., Z xk n+1 k On a appliqué deux fois le
= résultat de 3.a.

n+1
Z X n (i-1) + Z k n+1 k
-1 Dans la premiére somme,

=1

n

k=0

n i=k+1.
( ) ntl Z( ) kyntl-k Z(if1)x1yn+l i (n)xnﬂyo
k=1 i=1
n
— xgy@+ (k f 1) + (Z) xky"”*k + xﬂyg
k=1
_ xgy@_’_ (” ']: 1) kyn+1 ~k n+1y9 Identité de Pascal.

k=1
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6.

6 DEVOIR SURVEILLE 2

n+1 1
_Z n+ k n+1 k
Ona

(n + 1)
Donc 2 (n + 1) est vraie. 0
Ainsi, par le principe de récurrence, pour tout n € N, % (n) est vraie.

Il
—_
Il

n+1
n+1)
Remarque : vous aurez slirement reconhu que la structure générale de la preuve est trés

semblable 2 celle du binome.

Partie II. Un cas particulier de la formule de Vandermonde
Soient n et k deux entiers naturels.

k-1
» Sin <k, alors nk = H(n —i).
i=0
Mais pour i = n,onan—i=0, si bien que le produit est nul, donc nk=0= (Z)

» Sin >k, alors

1 n! n
l_[(n—l)— 1_[ ]_ik :(n—k)!:k!(k)'

j=n—k+1

Notons que cette formule est encore valable pour n < k, si bien qu’on a toujours | n* = k'( )

Soit n € N, et prenons x = y = n. Alors d’une part,

(n+n)t = (2n)" = (zn”)

D’autre part, grice a la formule établie 4 la partie précédente,

e e R E RNEREE R

k=0 k=0 k=0 k=0
Etdn'l'nt'zn '"nz.b.n 2n Zn:n2
onc il vient n! =n! si bien que = .
n k d n k
k=0 k=0
Partie III. Une inégalité optimale
Nous savons que* Z Z 2n 19120k = (1 41)%" = 22" = 47, # Cest la somme des coeffi-
k cients de la (2n)¢me ligne d
k=0 k=0 gne du
Soit encore triangle de Pascal.
2n
2n 2n
S04+
i\ k n
k#n
L 2 ‘ 1ons 2 inéoalité &
Mais puisque pour tout k € [[0,2n]), ( n) > 0, on en déduit que ( n) < 4™ Linégalité demandée peut
k n aussi1 se PrOUVer Par recur-
rence sur n.

Appliquons 'inégalité de Cauchy-Schwarz aux réels ag, ai, ..., a, et (n) (n) e (n)
n

Alors on a

N

>\

k=0 k=0

2 e
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CORRECTION 7

2
Mais par la formule de Vandermonde de la partie 11, Z ( ) (Zn) < 47,

k=0
Et donc il vient bien comme annoncé

Z (Z)ak < Van Zai <|2" Zai.

k=0 k=0 k=0
Soitn € N etk € [0,n].

1 2n—k)! 1
»Sin=0,alorsk=0,etona % =17 1 et % =17 1, donc I'inégalité annoncée
est vraie. ' '
»Sin > 1. Alors ’
H _ n(n=-1)(n-2)---(k+1)

Cnil — (2n-k)(2n—k—1)---(n+ 1)’

Notons que les produits qui apparaissent au numérateur et au dénominateur ont tous deux
le méme nombre de termes, a savoirn—k+1=(2n—k) —n+1.
Et donc

n!

o n n—1 k+2k+1

@n-k)! T 2n—-k2n-k—-1 n+2n+1

Puisque k < n, 2n—k > n, et donc chacune des fractions du produit ci-dessus est inférieure
ou égale a 1, si bien que

n!
P (2n - k)!
W <let dOHC E < T
n!
Plus rigoureusement® : le changement d’indice j =i — (n — k) prouve que 5 Mais cest le méme argu-
ment.
2n-k
(2n - k)'

=[]i= H (J+(n-k) > ﬂ J——

i=n+1 Jj=k+1 Jj=k+1

Soit n € N et soit k € [0, 2n].
» Sik € [[0,n], alors en multipliant par (2n)! 'inégalité de la question précédente, on a

(2n)!n! < (2n)!(2n - k)! (2n)! < (2n)! - (Zn) < (Zn)

kS ! -k S ! k nl

» Etsik € [n+1,2n], alors 2n — k € [[0,n — 1], si bien que

Ce que nous venons de prou-

(2n) ( on ) (2n) ver est en fait assez intuitif :
<

= le coefhicient situé au milieu
k 2n—k de la (2n)¢me ligne du tri-
angle de Pascal est plus grand
On en déduit que que tous les autres.

En effet, la suite des (an)

2 (2n 2 (2n 2n
n _ ~2n _ —
47 =2 _Z(k) <Z(n)—(2n+1)(n). croitjusqu’é(z:),puisdé—

croit.

n

2n 4n
Etd > )
t donc que ( ) nrl

Notons dés a présent que A > O car pourn=1etay=a; =1,0na

‘(é) () < MV12+ 12 donc A > T

Par ailleurs, pour tout n € N, en prenant pour tout k € [0, n]], ar = (}), on obtient

Sl St == S -\

k=0
MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025 M. VIENNEY
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En passant au logarithme, on a donc, pour tout n € N,

_In(2n+1)

nln(d) = nln(2) - %ln(Zn +1) & In(1) - 1In(2) > o

In(2n+1)
Par croissances comparéesé, lim ————= =
n—o+o  2n+1

. . 2n+1 .
Puisque nl_lglm == 1, par produit,
. In@n+1) . In@n+1)2n+1
lim —— = lim ——~2 =0
n—+oo 2n n—+eo  2n+1 2n

Et donc par passage a la limite, In(1) — In(2) > 0 si bien que In(1) > In(2) et donc A > 2.

Ainsi, 2 est bien le plus petit réel 1 tel que pour tout n € N, et tous réels ap, ..., an,

Zn: (Z)ak < A" Zn:ai.
k=0

k=0

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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In(x)
T X:)?OO O.
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