MP2I A RENDRE LE 29.11.24

DEVOIR MAISON 8

» Probleme :intégrales de Wallis, intégrale de Gauss et {(2)

La derniére partie est facultative.

z
Dans tout le probleme, pour n € N, on note W, = / cos”(t) dt.
0

Partie I. Intégrales de Wallis
1. Calculer Wy, W; et Ws.

. Montrer que pour tout n € N, W, > 0.

. Prouver que la suite (W,), est décroissante.

2
3
4. A laide d’une intégration par parties, établir que pour tout n € N, (n+2)Wyip = (n+ 1)W,,.
5. Prouver que la suite ((n + 1) W, Wp41)nen est constante.

6

. T
. En notant que pour tout n > 1, W41 < W, < W,_q, prouver que lim an2 = >
n—+co
En déduire lim +nW,,.

X—>+00

Partie II. Calcul de I'intégrale de Gauss

X
. e o 2.
Dans cette partie, on note F : x / e”"" dt la primitive de x — e™ qui s’annule en 0.
0

+00
. . N o -2 ’
Le but de la partie est de calculer la limite de F en +oo, qu’on note généralement / e~ dt, et qu’on appelle
0

I'intégrale de Gauss.

1 x
7. Prouver que Vx > 1, F(x) < / et dt+/ e ldt.
0 1
En déduire que F posséde une limite finie en +oo.
8. Prouver que pour touty € R, 1 +y < e¥.
9. En déduire que pour tout n € N* et pour tout u € [0, n],
2 2
| u2"<_uz<1 uw?\ "

5 2

n —n
10. Soit n € N*. A l'aide du changement de variable u = ntan ¢, exprimer / (1 + u_) du en fonction de
0

2
/4 )
/ cos? 2t dt.
0

11. En utilisant les deux questions précédentes, ainsi qu'un changement de variable de la forme u = nsint,
prouver que pour tout n € N¥,
nWop2y < F(n) < nWop2 .

12. Prouver enfin que lim F(x) = 7”
X—>

+00

Partie III. Calcul de {(2) (a.k.a. la somme des inverses des carrés des entiers).

51
Le but de cette partie est de calculer la limite de la suite (S,)n>1 définie par S, = Z =
k=1
/2 4P (p! 2
Pour p € N, on pose J, = / t2 cos?P t dt et K, = L')']p.
0 (2p)!
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13.

14.
15.

16.
17.

18.

19.

MP2I

(2n)! b3
4n(n)22°
Montrer que pour tout p € N*, Wa, = p(2p — 1) Jp—1 — 2p*]J,,.
T

En déduire que pour toutp > 1, K,-1 =K, = pret

Prouver que pour tout n € N, Wy, =

A laide de la question précédente, exprimer S, a I'aide de K,,, pour n € N*.

Prouver que pour tout x € [O, %], onax < Zsinx.
8(p+1)

Prouver alors que (S,,) converge et déterminer sa limite.

En déduire que pour tout entier p € N,ona 0 < J, <
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6.

CORRECTION 1

CORRECTION DU DEVOIR MAISON §

» Probleme :intégrales de Wallis, intégrale de Gauss et {(2)

Partie I. Intégrales de Wallis

/2 T /2 5
OnaWo:/ 1dt = 5 PuisW1=/ costdtz[sint]g/ :
0 0

/2 /2 cos(2t) + 1 in(2t) t]™?
Enfin, W, = / cos’ tdt = / cos(2t) + dt = sin(2t) _] |
0 0

2 r T2, T|w

z
2

%
Par la relation de Chasles, on a, pour tout n € N, W, = / (cost)™ dt + (cost)™ dt.
0 5

z On aurait envie d’utiliser
Mais par positivité de I'intégrale, / (cost)™dt > 0. Et pour tout t € [0, %], (cost)" > 5z une «stricte croissance de
z I'intégrale», et nous aurons
I dt P un résultat qui va dans ce
de sorte que par croissance de l'intégrale, W, > / > > > > 0. sens 13 en fin d’année.
0 3% Pour I'instant la croissance
Soit n € N. Alors pour tout ¢ € [O, z [, 0 < cost < 1, et donc cos™! ¢ < cos™ t. de lintégrale telle que nous
z z I’avons énoncée ne donne
Par croissance de l'intégrale, on a donc Wy = / cos™! tdt < / cos™ tdt = W,. que des inégalités larges, il
0 0 faut se débrouiller avec.

Et donc ’ (W,,) est bien décroissante. ‘

Soit n € N. Procédons 2 une intégration par parties dans
3 3
Whio = / (cos )™ dt = / cost(cos )™ dt,en posantu(t) = sin t etv(t) = (cost)™!,
0

0
qui sont deux fonctions de classe 61 sur [0, Z |, avec u’(t) = costetv’(t) = (n+ 1)(sint)(cost)".

Alors

L]

Wiy = [sint(cos t)””]O% - (n+ 1)/ sin® t (cos t)" dt
0

=(n+1) /O ’ (1 —cos®t)(cost)"dt = (n+ )W, — (n+ 1) Wpso.

Et donc, comme annoncé, ‘ (n+2)Whe2 = (n+ D)W,

Soit n € N. Alors en utilisant la question précédente,

(n+2) Wy 1 Woyo = (n+ D Wi Wy,

Une récurrence évidente prouve alors que| pour tout n € N, (n+ )W, W, = (0+ L)W W, = g

Soit n € N*. La double inégalité W,.; < W, < W,_ est une simple conséquence de la
décroissance de (W,). Aprés multiplication par W, il vient

n+ 1)W,uW, nW,W,_1 T n T
WoWhet S W2 S WoW,_1 © (n+ DWori Wo W " o= <nW? <=
n+1 n 2n+1 2
’ N . 2 T
Donc lorsque n — +co, par le théoréme des gendarmes, lim nW, = =.
n—+oo 2
\ . , . T
Et donc en passant 2 la racine carrée,| lim Vn W, = ([ =.
n—+oo 2

Partie II. Calcul de I'intégrale de Gauss

x 1 x
Soit x > 1. Par la relation de Chasles, / e U dt = / e U dt + / et dt.
0 0 1

2D !
2 Danger !
= te)
2 . s ., s
Or, pour t > 1, 2 > t, de sorte que e’ <e + Linégalité £2 > ¢ n’est pas

) ) ) x N x vraie pour ¢ €]0, 1[.
Par croissance de I'intégrale, on en déduit que / e dt / et dt.
1 0
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DEvVoIR MAISON 8

1 x
Et donc | F(x) é/ e " dt+/ e ' dt.
0 1

X
Il est aisé de constater que / e tdt = [—e‘t])f =1-e* <1.
1

1
Et donc pour tout x > 1, F(x) < 1 +/ et dt.
0

Mais cette derniére quantité est une constante, indépendante de x, et donc nous venons de
prouver que F est majorée sur [1,+ool.
Par ailleurs, F est croissante, puisqu’il s’agit, par le théoréme fondamental de I'analyse,

. .. 2 . -
d’une primitive de x > e™*", qui est positive.
Donc F est croissante et majorée, par le théoréme de la limite monotone, elle admet

nécessairement une limite finie en +oo.

8. Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(y) = e¥ — 1 — y. Alors ¢ est dérivable, et pour tout
y €R, ¢'(y) = e¥ — 1, qui est du signe de y.
Donc ¢ admet un minimum en 0, égal 3 ¢(0) = 0.

Et donc pour touty € R, ¢(y) > 0 &

2 n
. 2 _ud
9. Soitn € N*etu e [0,n]. Alors e™ = (e n2) .
w2
Or, par la question précédente, 1 - = <e n?.

2 n
. 2 . . 2
Et donc par croissance de t + ", il vient (1 - —) e W,
N u2 ul " u2 "
De méme, onae = |en? > |1+—=] .
2 —-n
d 3 I 1w 4

Et donc par passage a inverse’, e™ < [1+ ol B

10.  Utilisons le changement de variable indiqué, en posant u = ntant, de sorte que pour ¢ = 0,

u:Oetpourt:%,u:n.
On a alors du = n(1 + tan® t) dt. Et donc

2
n u2 -n

/4 /4
f (1+tan?t)"" n(1 + tan> t)dtzn/ (1+tan? )~ dt
0 0

/4 n2-1 /4 ,
n/ (cos2 t) dt = n/ cos?™ "2 ¢ dt.
0 0

11.  Soit n > 1. Par croissance de I'intégrale, I'inégalité de la question 9 devient

n 2 n’ n n 2 -n?
1-2) du< | e*du< 1+4 ) .
0 n2 0 0 n2

~—— ——
=F(n)

Mais par la question précédente,

n u2 —n? /4 s /2 )
/ (1 + —2) du = n/ cos®™ 2 tdt =n|Wyp_y — / cos™ "2 tdt | < nWy,p_y.
0 n 0 /4

>0

Par ailleurs, calculons I'intégrale de gauche de (%) en utilisant le changement de variable
u =nsint. Lorsque t = %, u =n, et du = ncostdt, de sorte que

n 2 n? /2 n2 /2 )
/ (1 - —2) du = / (1 — sin? t) ncostdt = n/ cos™™ ¥ dt = nWap2y1-
0 n 0 0

MP21 Lvycie CaampoLLION 2024-2025

et
et
1
— exp(x)
1+x

/

FicurEe 0.1- La fonction
exponentielle est au-dessus de
sa tangente en 0.

I Tout est positif.

Pour tout ¢ non congru a %

modulo 7,
1

1+tan’t = >
cos? t

M. VIENNEY



12.

13.

14.

CORRECTION 3

Et donc nous avons bien prouvé que

‘nW2n2+1 < F(n) < nW2n2_2. ‘

n
Pour n > 1, nous avons nW,2_, = ———V2n2 — 2Wy2_,.
V2n2 -2

Mais nous savons par la question 6 que lim V2n2 = 2W,,»_, = .| %
n—+0o

Etp il n n 1 1
ar ailleurs, = = - = On utilise ici le fait que si
2 _ n—-+oo !
V2n2 -2 n\/2 - % \/2 - % V2 la fonction F posséde une
=1 \/; limite en +co, alors la suite
On en déduit que lim nWy,o_p =/ —= = —. (F(n)) ala méme limite.
n—+co 242 2 On notera que si on ne sait

pas si F admet une limite, il
se peut que la suite (F(n))
posséde une limite sans que la
fonction F n’en posséde une.
Par exemple pour F : x —
cos(27x).

Tout ceci sera clarifié dans le
chapitre dédié aux limites de

On prouve de la méme maniére que lim nW,,2_; =
n—s+c0 i

Et donc par le théoréme des gendarmes, | lim F(n) =

n—+oo

S RInE

Puisque par ailleurs, on a déja prouvé qu’il existait un réel ¢ tel que F(x) — ¢, alors
X—>400

. T L, , . ) e s
lim F(n) =¢, et donc £ = % Cette intégrale joue un réle trés important en probabilités, et

400 fonctions.
vous lavez déja rencontrée sous une forme un petit peu différente, c’est la source \/17? qui apparait
dans la densité de la loi normale centrée réduite.
Partie I11. Calcul de £(2).
Procédons par récurrence sur n € N.
0!
Pour n = 0, nous avons déja établi que Wy = g = Wg
2n)!

Soit n € N tel que Wa,, = %% Alors, par la question 4,
Woor = 2n+1 _2n+1 (2n)! 7 (2n+2)(2n+1) (2n)! 7 (2n+2)! T Qu+)! =«

PRI a2 T 2n424n(n)22 0 (2n42)2 422 A(n+ 1)247(n)2 2 4nl (e D)2 2
Don: le principe de ré n tout n € N, W (2n): 7

onc par le principe de récurrence, | pour tout n S Wop = ——— =,

parie prneip P = Gn(nl)? 2

Remarque : notons que la forme de 'énoncé se prétait bien 4 une récurrence car le résultat
y était donné.
Mais nous aurions pu faire sans, en remarquant que

2n+1 2n+12n-1 _2n+12n-1 31 . (@Cn+1)--1x

W- = — = = e
M2 on s 2 " T dns2 2n 2

T 2n+2 2n 427 2n+2)---22

Et alors des formules déja rencontrées sur le produit des nombres pairs/produit des nombres
impairs nous auraient conduits au résultat.

Soit p € N*. Dans l'intégrale définissant W»,, procédons a une intégration par parties en
posantu:t > tetv:t i cos?! t, de sorte que u et v sont deux fonctions de classe 6! sur
[O, %], avecu’ 1t leto’ :t > —2psintcos?! t. Il vient alors

/2
2 ) _
Wy = [t cos?? t]g/ +p/ 2tsintcos?? !t dt.
0
S————
=0

Dans cette seconde intégrale, procédons de nouveau a une intégration par parties, en posant
ui (1) = t>etoy (t) = sint cos??~! t, de sorte queuy (t) =2teto](t) =-(2p—1) sin? t cos?P~2 ¢ + cos?? t.

/2 /2
Wh, = p [t*sint cos? ™! t]g/2 —p/ t>cos® tdt+p(2p—1) / t%sin® t cos?? 2 t dt
0 0

=0
/2
=—plp+p(2p - 1)/ 2 (1 — cos? t) cos?? 2 tdt
0
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4 DEvVoIR MAISON 8

/2 /2
=—pl,+p(2p - 1)/ > cos? 2 tdt — p(2p — 1)/ t% cos?? t dt
0 0

=—plp+p(2p = V) Jp-1 = p(2p = 1) Jp = | p(2p — 1) Jpo1 — 2p°Jp.

15. 1l vient donc, pour p > 1,

-1 _ 12 ?(p)2
K1 =K = o e =
47 1((p - 1)NH?
_ % [(2p = D)(©2p)Jp-1 — 4p° ], ]
2. 4P=1((p — 1)N2
- ((22;! P [p(2p - 11 - 20%%)
2471 ((p-1Y?
T e
24N (p=1) Cp) o [m
B Cp)l @2 |47

16.  Soit n € N*. En sommant les égalités de la question précédente pour p allant de 1 4 n, on

obtient? 2 On reconnait une somme
n n télescopique.
T T
Z(K;H -Kp) = ZW © Ko—Ky = an-
p=1 p=1
/2 £3 /2 P
Or,Ko=Jo = Pdr=|=—| ==.
o=n= | [ E L 24
4
On en déduit que | S, = % - —K,.
T

17. Soit ¢ la fonction définie sur [0, Z] par ¢(x) = 5 sin(x) — x.
Alors ¢ est dérivable sur [O, %] car somme de fonctions dérivables, etona ¢’ : x +— 5 cosx — 1.
Donc ¢’ ne sannule qu’en a = Arccos 7—2[, et est positive sur [0, «], négative sur [a, %]
On en déduit que ¢ posséde un maximum en a.
Mais ¢(0) =0 et ¢ (3) = % — F =0, de sorte que ¢ est positive sur [0, Z].

Et donc|Vx € [O, g] , x < sinx.

18.  Soit p € N. Par la question précédente, on a donc, pour tout ¢ € [0, Z],

2
il
0< Pcos?t < vy sin’ t cos? t.

Donc par croissance de I'intégrale,

”2 /2

0<Jp < —/ sin® t cos?® ¢ dt.
4 Jo

Mais cette derniére intégrale vaut

/2 /2 /2
/ (1 — cos® t) cos? tdt = / cos?? tdt — / cos?P*? ¢ dt = Wap — Wapso.
0 0 0

En utilisant alors le résultat de la question 5, on obtient

W W - W 2p+1 B 2p+1 Wor = 1 W
S G VI e 2p+2) T 2(p+1)
2
Et donc nous avons bien I'encadrement souhaité :|0 < J, < 2p
8(p+1)
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19.

CORRECTION

De la question précédente, on déduit que pour p € N,

3

N2 2 N2 ! 2
< #phH: w Wy < #PhH Cpl m w
(2p)! 8(p+1)
On en déduit que lim K, =0.

+00

Et donc par le résultat de la question 16,

2 2
. .4
lim Snzﬂ—— lim —K,,:%.

n—+oo 6 n—+oo JT

+00

Commentaires : la formule Z
k=1

1
K2

2p)! #(p)228(p+1) S 16(p+ 1)

T , , ,
= — fut énoncée par Euler en 1735 et prouvée correctement
6

sie ans plus tard, alors que la question’ de la valeur de cette limite était sans réponse depuis presque

un siécle.

On en connait aujourd’hui de nombreuses démonstrations (et 'une d’entre elles a é1é donnée dans le

DM4).
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3 Connue sous le nom de
probléme de Bile.
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