MP2I A RENDRE LE21.11.24

DEVOIR MAISON 7

Vous traiterez au choix : soit les deux exercices, soit le probléme.

» Exercice 1 : transformation de Joukovsky

cC — C
On note f: .
zZ — z4+-
z
. , . 3—-i
1. Résoudre I’équation f(z) = 5

2. a. Déterminer I'image de f.

b. Pour a € Im f, donner le nombre d’antécédents de a par f.
3. Justifier que Im (fiy) = [-2,2].
» Exercice 2 : autour des racines n®™* de l'unité.

Soit n € N* un entier fixé dans tout I'exercice. On note alors { = e"n .

Partie 1. Calcul de sommes
Pour r € Z, on notera S, = Z o',

weUy,

1. Soitr € Z.

n—1
a. Justifier que S, = Z (k.
k=0

n sindivise r

b. En déduire que S, = {

0 sihon
. 1
2. Dans cette question, on note T = Z —
weUn\(1}) ~
a. On rappelle que la fonction cotangente est définie sur ]0, [ par : Vx €]0, [, cotan(x) = c.(:x.
sin x
ustifier que T = 2= ! + : ”2‘1 cotan kx
J uet="""3 n |
k=1
n—1 kr
b. A Tlaide du changement d’indice ¢ = n — k, prouver que Z cotan (—) =0, et en déduire la valeur
n
k=1

de T.

n
N n
3. a. Alaide de la formule du binéme de Newton, montrer que pour tout z € C, Z (§ kot z) =n(zZ"+1).
k=1
b. En appliquant la formule de la question précédente avec z = 1 et z = —1, déterminer les valeurs de

C= Z(—l)k cos” (k—”) etS= Z(—l)k sin” (k—ﬂ) .
k=1 " k=1 "

Partie II. Une caractérisation des polygones réguliers centrés en I'origine

Dans cette partie, on suppose n > 3.

Soient My, My, ..., M,_1 des points du plan, d’afhixes respectives zo, z1, . . ., zn—1.

On suppose de plus que My, . .., M,_; sont tous sur un méme cercle de centre O, c’est-a-dire que |zo| = |z1| = - - = |z4-1].
On note alors M, = M et z,, = zo.

On dit que le polygone MoM; - - - M,,_1 est régulier si il existe une rotation r, d’angle 27”, telle que Vk € [0,n—1],

Myyr = r(Mg).
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4. On suppose que MoM; - - - M, est régulier.

a. Soit r une rotation telle que pour tout k € [0,n — 1], M1 = r(Mg). Montrer que r posséde
nécessairement O pour centre.

n—1

b. En déduire que Z "z = nzo.
k=0

n-1
5. Inversement, prouver que si Z 4 "_kzk = nzo, alors MoM; - - - M,,_1 est régulier. On pourta commencer par
k=0
utiliser 'inégalité triangulaire et son cas d’égalité.
» Probléeme : résolution des équations polynomiales de degré 3 par la méthode de
Cardan.

Le but de cet exercice est de présenter la méthode de Cardan (JErome Carban : 1501-1576) pour la résolution
des équations polynomiales de degré 3.

Cette méthode serait en fait due 3 Niccord TartacLia (1499-1557), qui lavait apprise & Cardan contre la
promesse de garder cette méthode secréte, promesse qui ne fut pas tenue.

Dans tout le probléme, j désigne le nombre complexe e

La forme algébrique de j ne vous sera d’aucune utilité avant la question 4.

Partie I. Méthode de Cardan dans un cas particulier.
Dans cette partie, on s'intéresse a ’équation (E) : z° + pz + q = 0, d’inconnue z € C, et ol p, g sont deux
complexes fixés, avec p # 0 (ce cas ayant déja été traité en cours : les solutions de z> + g = 0 sont les racines
cubiques de —g).

4p3

On note alors A = ¢* + 57+ et on note S une racine carrée de A.

1. Soient (u,v) € C2. Montrer que u+v est solution de (E) si et seulement si u> + v + (p + 3uv) (u+0v) +q = 0.

2. Soit zg une solution de (E).

. - . 5 u+ov=2
a. Justifier qu’il existe (u,v) € C* tels que
B3uv+p=0
) ) , u+o0 =2
Dans toute la suite de la question, u et v sontﬁxes, et tels que
S3uv+p=0

b. En considérant u> + 0 et w03, montrer que {u3,v3} est I'ensemble des solutions de I’équation

3
2% + qz — & = 0. Exprimer alors les solutions de cette équation 2 l'aide de g et 6.

: . . —-g+8 . . —q-6
c. Soit ug une racine cubique de =5 et v une racine cubique de =%-=°.

Quelles sont les autres racines cubiques de %_5 ?

C ) ) —g-5 T .
Montrer que quitte a remplacer vy par une autre racine cubique de qT, on peut faire ’hypothése
que upug = —%.

. . . -q+6 -q-9
d. On suppose que ug (respectivement o) est une racine cubique de =5= (resp. de =4-2) telles que

3ugog + p = 0. Montrer que 'ensemble

—q-6
a = tb3:qTet3ab+p:O}

{(a,b) e C? # e

contient au plus trois éléments, que I'on exprimera en fonction de u et v.

e. En déduire que zj € {uo + 00, U + 002 U j> + ooj}.

—q+d
© 2
que vg est une racine cubique de L= telles que 3ugovo + p = 0, alors ug +vo, uoj +v0j> et ugj* +voj sont

solutions de (E).

3. Inversement, et sans faire de nouveaux calculs, prouver que si ug est une racine cubique de

et

4. Mettre en ceuvre la méthode précédente pour résoudre z° — 6iz — 1 + 8i = 0, d’inconnue z € C.

5. Résoudre I’équation 22 —152-4=0.On pourra commencer par remarquer que (2 + i)} =2+11i.
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Partie II. Résolution de I’équation générale
Soit (E) : 2° + az® + bz + ¢ = 0 une équation polynomiale de degré 3, avec a, b, c,d complexes.

6. Prouver qu'a aide d’un changement de variable de la forme z = x + A, ot A est un complexe bien choisi,

on peut se ramener a une équation de la forme 2° + pz + ¢ = 0.

7. Déterminer alors les solutions de z° — (6 + 3i)z> + (9 + 6i)z +9i — 9 = 0.

Partie I1I. Le cas réel
Dans cette partie, on suppose que p et g sont deux réels, et on note

(E) : 2% + pz + q = 0, et on reprend les notations de la partie 1.

. . . —g-5
8. Prouver que si A < 0, alors les racines cubiques de =3=° sont les

. , . . —g+d
conjugués des racines cubiques de qT.

9. En déduire que (E) posséde trois solutions réelles distinctes si A < 0,
et une seule solution réelle si A > 0.

Partie IV. La méthode de Ferrari pour les équations de degré 4.

Cette partie est facultative et expose la méthode de Ludovico FErrarr (1522
1565 : éléve de Cardan) pour résoudre les équations de degré 4 si lon sait
résoudre les équations de degré 3.

Dans cette partie, on considére a, b, ¢, d quatre complexes, et on s’intéresse
a léquation :

\ (E4) : 24+ a2’ + bz* + cz+d = 0, d’inconnue z € C.
\/ 10. En vous inspirant de la question 6, prouver qu’on peut se ramener a
la résolution d’une équation de la forme (E) : z* + pz> + gz +r = 0,

avec (p,q,7) € C3.

11. Comment résoudre (E}) dansle cas oli ¢ = 0 ? Combien de solutions
obtient-on alors au maximum ?

Dans la suite, on suppose donc q # 0.

12. Soit A € C. Montrer que pour tout z € C, z* + pz2 + gz +r = (22 + 1)% - [(ZA -p)Z2 —qz+ A% - r].

13. Soit A € C\{5}. Prouver qu'il existe (a, B) € C? tels que pour tout z € C, (2A-p)z> —qz+A>—r = (az+p)*
si et seulement si A est solution de I'équation (de degré 3) (E}) : 82> —4pz> — 8rz+4rp —¢* = 0.
Cette équation est appelée la cubique résolvante de (Es).

14. Justifier que (E}) posséde au moins une solution. Soit A une solution de (EY), et soient a, f comme dans
la question précédente.
En utilisant une identité remarquable, expliquer comment trouver les solutions de (E4). On ne demande

pas de formule explicite pour ces solutions.
On justifiera notamment qu’il existe au plus 4 solutions.

15. Résoudre I'équation :z* — 423 + 622 -4 = 0.
On pourra chercher une racine évidente de la cubique résolvante plutét que d’appliquer la méthode de Cardan.
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2.b.

CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR MAISON 7

» Exercice 1 : transformation de Joukovsky

Soit z € C*. Alors

A\ 2 . .
Le discriminant de cette équation est A = (%) —4=80 4 280

Plutdt que de chercher les racines carrées de A, cherchons celles de —8 — 6, il suffira de les
diviser par 2.

Soit § = a + ib une racine carrée de —8 — 6i, avec a,b € R.

Alors 6% = a® — b2 + 2iab, si bien que a? — b% = -8 et 2ab = —6.

Par ailleurs, |§]?> = | — 8 — 6i| = 10, et donc a2 + b2 = 10.

Alors 242 = 2, si bien que a = 1, et puisque 2ab =-6,5 =1 -3iou d = -1+ 3i.
Vérifions :onabien (1-3i)?>=1-6i-9=-8—6i.

Donc une racine carrée de A est 1_3l,si bien que les deux solutions de z2—%2+1=0
sont
S A4 Fo Y 2420 14
R S e S R

Rappelons que I'image de f est I'ensemble des éléments de C (I'espace d’arrivée) qui ont au
moins un antécédent par f.

Soit donc a € C. Alors a € Im f si et seulement si il existe z € C* tel que f(z) = a.

Donc si et seulement si I'équation z + % = a posséde au moins une solution dans C*.
Mais z + 1 = asi et seulement si 2% — az + 1 = 0.

Cette équation posséde toujours au moins une solution dans C, et puisque 0 n’en est jamais
solution, elle posséde toujours au moins une solution dans C*.

Et donc Im f = C.

Soit a € C. Alors les antécédents de a par f sont les solutions de 22 — az + 1 = 0. Cette
équation posséde un discriminant égal 3 a* — 4.

Si a # +2, alors le discriminant est non nul, et donc I'équation posséde deux solutions
distinctes, si bien que a posséde deux antécédents par f.

Si a = +2, alors le discriminant est nul, et donc 'équation posséde une unique solution?, si
bien que a posséde un unique antécédent par f.

Soit z € U. Alors on sait que 1 = Z, et donc f(z) = z+z = 2Re(z). Ce qui prouve déja que
f(z) est un réel.

Par ailleurs, |f(2)| = 2| Re(2)| < 2|z] < 2, et donc f(z) € [-2,2].

Ainsi, on a l'inclusion {f(z),z € U} c [-2,2].

Inversement, si x € [-2,2], alors il existe un complexe z € U tel que 2Re(z) = x, soit
encore Re(z) = 3.

. 2
En effet, on peut par exemple prendre z = § + iaJ1 - .

Et alors pour un tel z, on a f(z) = 2Re(z) = 2§ = x.
Ceci prouve donc que [-2,2] c {f(z),z € U}, et donc par double inclusion, on a bien
Iégalité annoncée.

» Exercice 2 : autour des racines n®™e de ['unité

Partie I. Calcul de sommes

Onas, = Z w’:i({k)rznz_lgk’:
0

-1 n—1
weUy, k=0 k= k=0

("
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Cette vérification, si elle
n’est pas superﬂue, n’est pas
indispensable. En effet, nous
savons que —8 — 6i étant non
nul il posséde exactement
deux racines carrées, et nous
venons de dire que celles-ci
ne peuvent étre que 1 — 3i
et son opposé. Ce sont donc
nécessairement les deux
racines carrées de —8 — 6i.

'Dont on a déja dit qurelle
ne pouvait pas étre nulle, et
donc est bien dans C*.
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2

DEVOIR MAISON 7

1.b. La formule précédente fait apparaitre la somme des termes consécutifs d’une suite géomé-

trique de raison {”.

Il nous faut tout de méme chercher a quelle condition cette raison vaut 1.

Or 5
n

2ixr

gr:en :1(:)

n-1

[27] &

rEO

- [1]er=0 [n].
n

» Donc si n divise r, {" = 1, et donc S, = Zl =n.

k=0

» Et si n ne divise pas r, alors {" # 1, si bien que

n-1

1 —_ ryn 1 — n\r
k=0
n—1 1
2.2. OnadoncT=
z; 1 _ 6215”
Mais pour k € [1,n—1],ona
1 1 e it km kﬂ') 1 sm k—” i cos XX k” 1 i km
— = — = cos — —isin — = = Z4~cotan"Z.
1—ed® k= (e—i’%r _ ei’%’) —2sin &2 n —2isin &2 sin k;” 2 sin kx z 22 n
Et donc ] 1
n— . . h—
1 i kr n—1 i
T= (—+—cotan (—)) = +—Zcotan (—)
par 2 2 n 2 2 P
2.b.  En utilisant le changement d’indice ¢ = n — k, il vient
n-1 n-1 p n-1 o
cotan( ) cotan((n—f)—) =Zcotan (n’——).
n n
k=1 =1 =1
Mais pour tout x €]0, [, on a
cos(m — —cos
cotan (7 — x) = — (7~ x) = — (x) = cotan(x).
sin(r — x) sin(x)
Et donc
n-1 n-1
Z cotan (7‘[ - —) = Z cotan ( )
=1 =1
n-1 n-1 n-1 kr
Et donc Z cotan( ) cotan( ), si bien que Z cotan (—) = 0, et donc
1k:1 k=1 k=1 n
n—
T =
2
3.a. Soit z € C. Alors
n n n n n
k kt _n—t
+ =
(g Z) 2, (f)g ‘
k=1 k=1 =0
n n
— n =t gkt’ Permutation des deux sym-
4 boles 3.
=0 k=1
S (n
= Z )Zn_[S{
=0 \f
=" Z"n+ " 2'n
0 n S¢ est nul, 2 moins que n ne
=n(z"+1) divise ¢. Ce qui ne se produit
' que pour £ =0etl=n.
3.b. Pour z = 1, il vient donc
n
(gk + 1) — 2n.
k=1
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4.b.

CORRECTION

. 2ikm . . e,
Mais pour k € [1,n]), (¥ +1=1+e™", et une factorisation par I'angle moitié nous donne
s krx
Fe1=e""2cos —.
n
Ainsi,

< no Sk kx < k krx $ krx
Z(§k+1) =Ze17n2"cos”— =2" % ()" cos" — =2"Z(—1)kcos"— =2"C.
n n n
k=1 k=1 k=1 k=1

Et donc C = 575

Pour z = -1, la question précédente nous donne

n

> (gk - 1)" —n((=1)"+1).

k=1

Mais toujours a I'aide d’une factorisation par I'angle moitié,

jkx . ko
F—1=¢"" 2isin—
n

et donc
& noG km
(gk - 1) = ) (i) sin" = = 274",
k=1 k=1 n
(~D)n+1

On en déduit donc que S=n ,
2nin

On notera que lorsque que n est impair, le numérateur est nul, donc § = 0.

Et lorsque n est pair, (—=1)" + 1 =2, et i" = (-=1)"2, si bien que

_(_yn/2_
S=(-1)" =g

Partie II. Une caractérisation des polygones réguliers centrés en ’origine

Notons Q le centre de la rotation r.

On doit donc avoir, pour tout k € [0,n—1], QM = QMp1, et donc Q est sur la médiatrice
de [Mk, Mk+1].

En particulier, Q est 4 la fois sur la médiatrice de [MyM;] et sur celle de [M;M>].

Or ces deux médiatrices ne sont par paralleles, puisque Mo, M; et M, ne sont pas alignés,
donc s’intersectent en un unique point.

Mais O est équidistant de Mo, M; et Mo, et donc est 'unique point de concours des deux
médiatrices susmentionnées. Et donc est égal 4 Q.

L’expression complexe de r est donc r : z — enz=1{z

On alors, pour tout k € [0,n — 1], zgs1 = {zk.

On en déduit donc que z> = {z1 = {{z0 = {20, et une récurrence rapide nous permet de
prouver que pour tout k € [0,n — 1], zx = k2.

Et donc
n—1 n-1 n—1 n—1
—k k
"Ra= ) M 0= ) M0 = ) 0 = nz
k=0 k=0 k=0 k=0
On a donc
n—1
Z (" *zi| = Inzo| = nlzo).
k=0
Mais par ailleurs,
n—1 n—1 n—1
"Rzl =) lzkl = ) lzol = nlzol.
k=0 k=0 k=0

Il'y a donc égalité dans I'inégalité triangulaire, si bien que pour tout k € [0,n— 1], il existe
A € Ry tel que gn—kzk = Ak 20.

Et alors |§n_k2k| = |Agzo| = Axlz0].

Or, [{"*zi| = |zi| = |20|, et donc A = 1.

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025
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2.b.

2.d.

4

DEVOIR MAISON 7

Ainsi, pour tout k € [0,n — 1], (" Kz = zp, si bien que zx = 20 = (Fz.

Sionnote r : z — {zlarotation de centre O et d’angle 2, on a donc pour tout k € [0, n—1],

2kt = (2o = (%20 = Lok = r(zp).

Et donc Myy; = r(Mg). Puisque de plus, r(z,-1) = {{"'z0 = {"zp = z), on a aussi
r(M,) = My, et donc MoM; - - - M, est un polygone régulier.

» Probléme : méthode de Cardan

Partie I. Méthode de Cardan dans un cas particulier

Ona (u+0)>+p(u+0)+q = u? +0° +3u? +3uv’ +uv+p(u+0) +q = u> +0° + (p+3uv) (u+v) +q.
Et donc le membre de gauche est nul (c’est-a-dire u + v est solution de (E)) si et seulement
si le membre de droite est nul.

. u+ov=2zp u+v =z . ) . s
Le systéme »  possede toujours une solution® qui est un
S3uv+p=0 uv = -3
couple formé des deux racines® de 2% — zoz - % =0.
Donc il existe bien (u,v) vérifiant les conditions requises.
3 3
Si p +3uv = 0, alors u?v® = (—‘2) = —p—.
3 27
Mais par la question 1, u® + 0> + B3p +uv)(u+0) +q=0 © v’ + 0 = —q.
N—
=0
»
1l est alors classique que u® et v* sont les solutions de | z* + gz — 5 = 0.

, . . 4p3 . .. , . ,
Cette €quation possede q2 + 2';7 = A comme discriminant, et § étant une racine carrée de

. —g-5
A, | ses solutions sont qT et —

—q+6 ‘

Rappelons que si on dispose d’une racine n®™ z; d’'un complexe a, alors les autres racines
ntmes de g sont les zow, w € U,.
Orici, n = 3, donc Us = {1, j, j*}.

. . _g-5 . .
Et donc | les autres racines cubiques de === sont joy et j%vp.

3 3
N 3,3 __p° : ; _r
De plus, par hypothéese, wop = -5, de sorte que ugo est une racine cubique de —55.
L'une de ces racines est évidemment —£, et les autres sont donc —£ j et —£ 2.

Dans le cas ot ugvg = —%j, alors on a ug (v9j%) = —§j3 = —%. Donc il est possible de
remplacer oy par vy 2.
: _ _ P2 . _ P33 __ P

Et si ugvg = —£j°, alors ugvgj = -5 j° = -£. ;

Donc dans tous les cas, quitte & remplacer vy par une autre racine cubique de =22, on
q P o P q )

peut bien faire 'hypothése que uo = —133.

. _q+6 _q-§

Si (a,b) € C? est un couple de complexes tels que a® = =L et % = L2 et 3ab + p = 0,

P p q 2 2

alors a € {uo, uoj, ugj’} et b € {vo,v0j,00j°}.
Donc (a, b) est l'un des neuf* couples suivants :

(u, v0), (4o, v0/), (40, 00%), (0, v0)s (U0 js Vo), (02 00), (o v0])s (uoj2 v0j°).-

Nous savons déja que, par hypothese, 3ugvg + p = 0.

Doncuy(vgj) = —%’j # —%J. Et de méme, ug(vj2), (uoj) (v0), (o j)vo,(uoj>v0) et (uoj>)(vo?)

sont tous différents de —%.

En revanche, (u0j)(00j%) = (1)) (00)) = uovoj> = ugvy = —5.

Donc il y a en tout au plus (il y en a strictement moins si A = 0) trois couples (a, b)
satisfaisant les conditions demandées.

C g —g+S —q-5
Nous savons par ce qui précéde que {u?, 0} = {qT+, qT}
s g 5 —q+s e
Quitte  échanger® u et o, on peut supposer que u® = L= et v® = =12,

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

2R généralement deux.

3 fventuellement confon-
dues.

Deux complexes u et v satis-

u+ov=s
font{

uv=p

si et seule-

ment si {u, v} est 'ensemble
des solutions de z2 —sz+p = 0.

41 s'agit de tous les couples

formés d’une racine cubique
—q+5 .

de —q; et d’une racine

. —q-5
cubique de ==

Les couples qui conviennent
sont les

(uojk, z)ojk) ,0<k<2.

5 Ce qui ne change pas la
valeur de u + o.
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CORRECTION 5

Et donc (u,0) est 'un des trois couples précédemment obtenus.
Mais puisque zo est la somme des éléments d’un tel couple, on en déduit que nécessairement,

. 2 2 .
20 € {UQ+UQ,UO]+Z)0] ,UuoJ +00]}.

Soit donc k € [[0,2]), prouvons que ugj* + vojk est solution de (E).
On a alors 3uojk00jk +p =3ugvg +p =0.

3
j 3 g _ A R —g—
Et (u]k) = u813k = ug = qT+5’ et de meme (00] ) = %‘5‘

3 - - .
Donc (ugj*)” + (ooj ) = —q, de sorte qu’en reprenant 'équivalence de la question 1,

& . .
uoj¥ +voj est bien solution de (E).

Onadonc A = (=1 +8i)2 +32i = 1 — 16i — 64 + 32i = —63 + 16i.
On a alors |A] = V162 + 632 = 65.

Cherchons alors une racine carrée de A sous la forme § = a + ib.

a’—b>=-63
Le systéme usuel s’écrit : { 2ab = 16 qui nous conduit a2 § = (1 + 8i).
a’ +b? = 65

Prenons dans la suite § = 1 + 8i.

Alors, avec les notations des questions précédentes, # = 18041481 _ g of _‘72_5 = 1818 = gj,
Une racine cubique de 1 est 1, et une racine cubique de —8i est 2i.

Etonaalors 1 x2i = _%m' =-£.

Donc on peut prendre uy = 1 et vy = 2i, de sorte que les solutions de I'équation 2> —6iz—1+8i

sont [T+ 21 et

J+2ij% = (—%+i?)+2i(—%—iﬁ)= —%+‘/§+i(—l+§)

2

1 3
j2+2ij = —5—\/3+i(—1—§).

La méthode est la méme : A = 16 — 500 = —484 = —222,
Donc =42 =2+ 11iet =22 =2 - 11

Rappelons que nous ne dis-

Comme indiqué par I’énoncé, une racine cubique de 2 + 11i est 2 + i, et donc une racine posons pas de méthode pour
. . . trouver les racines Cublques
cubique de 2 — 11i est 2 —i. Ny
) ) ) 5 sous forme algébrique, et que
On peut alors prendre up = 2+ i et vy = 2 — i, pour avoir 3ugvy +p = 32+ i[> +15=0, de si on ne les donnait pas ici, il
sorte que les solutions de 'équation sont serait difficile de les trouver

seuls.

4,2+ j+@2-)jP=-2-V3et R+i)j2+(2-i)j=V3-2.

Notons aussi qu’une fois trouvée la racine 4, les autres sont faciles 4 obtenir 4 I'aide en
factorisant z> — 15z — 4 par z — 4, ce qui nous raméne 2 la résolution d’une équation de
degré 2 (qui est 2% + 4z + 1 = 0).

Partie II. Résolution de ’équation générale.
Soit z € C, et posons x = z — A, oit A € C est un complexe fixé. On a alors z = x + A.
Alors z est solution de (E) si et seulement si

(x+2) +a(x+ 1) +b(x+ 1) +¢c = 0 © x> +3Ax2 + 325+ A3 +ax® +2axA+ar’ +bx+bA+c = 0.
Soit si et seulement si

x>+ (BA+a)x® + (BN +2ad + b)x + (A> +aA’ + bA+¢) = 0.

) . a , . . ,
Si on choisit | A = 3 alors cette équation ne posséde pas de terme de degré 2, et donc est

bien de la forme de la partie 1.
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-6 —3i

7= 2 + i, alors z est solution de (E) si et

On applique ce qui précede, avec A = —
seulement si x = z — (2 + i) vérifie
X+ [3(2+1)2 = 2(6+31) + 9+ 6i] x+ (2+1)7 = (6+3i)(2+i) + (9+61) (2+1) +9i—9 = 0.

Soit aprés calculs, x® — 6ix — 1 + 8i = 0.
Nous retrouvons donc I'équation de la question 4, dont les racines ont déja été déterminées.
Il agit donc d’ajouter 2+i 2 ces racines, si bien que les solutions de z° — (6 + 3i)2% + (9 + 6i)z + 9i =9 = 0

sont
3 3 3 3
1+2i+(2+i):3+3i,E+\/§+i%et——\/§ V3

—]—

2 2
Partie I11. Le cas réel
Notons que p et g étant réels, A I'est aussi.
. . . . o1 . —g+6 —g-05 , .

Si A <0, alors § est imaginaire pur, si bien que qT+ et qT ne sont pas réelles, mais sont
conjuguées.

g+ =3 —q+d _ —q-6
Danscecas,pourzeC,onaz3 = qT+ o7 = q; = qT.

Donc les racines cubiques de =22 sont bien les conjugués des racines cubiques de =2=2.
q 2 jug q 2

. , . . . . —q+6
Commengons par supposer A < 0. Par ce qui précéde, si ug est une racine cubique de =4,
_ . . —g-5
alors vy = g est une racine cubique de qT, et upvy = |uo|> € R.
Or nous avons vu dans la question 2.d que les seules valeurs possibles pour le produit d’une
. . —q+6 . : -q-6 P _Pia_Pi2
racine cubique de =£= par une racine cubique de =L= sont -£, —£j et -£j°.
Seule la premiére est réelle, donc ugoy = —£.

On en déduit que les solutions de I’équation sont

ug +uo = 2Re(up), uoj +uy j2 = ugj+uoj = 2Re(uoj) et uoj* +ugj = 2Re(ugj?).
~——

=j

Donc déja, ces trois solutions sont réelles, reste 4 voir qu’elles sont distinctes. Autrement
dit, que les trois nombres Re(u), Re(uo ) et Re(ugj?) sont deux a deux distincts.
Prouvons que Re(ugj) # Re(ugj?), le raisonnement se transpose sans difficultés pour
prouver que toutes ces racines sont deux a deux distinctes.

Notons @ largument principal de uy. Alors 6 + 27” est un argument de ugj et 0 + 47” est un

R lon: I ment
argument de ugj>.. appelons que l'argume

d’un produit est la somme
Puisque |ugj| = luo j2|, Re(uoj) = Re(uoj?) si et seulement si cos (9 + 27”) = cos (9 + %”) des arguments.

Soit si et seulement si

4 21
9+?E—(9+?) [277.']@2950 [277,']@950 [7'[]
Soit si et seulement si uy € R. Or, nous avons déja dit que ug = —c12+5 n’est pas réel. Donc
on a bien Re(uoj) # Re(uoj?).

Ce que nous venons (laborieusement) de prouver sur les parties réelles est en fait assez facile
comprendre graphiquement.

1l Sagit de prouver que si z ¢ R, alors les deux racines cubiques non réelles de z ont des parties
réelles distinctes.

Mais ces trois racines cubiques partagent en trois parties égales un cercle de rayon |z|.
ques partag P Y Y

Up
(2]

Uy j -
upJj-

2 upj
upj

0%0 [x/3] =-% [2n] 0=n [2r]
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11.

12.

13.

14.

CORRECTION 7

Il est assez facile de se convaincre que deux de ces trois points ont méme abscisse si et seulement si
0=0 [%], ce qui est le cas si et seulement 2> € R.

Bref, nous venons de prouver que pour A < 0, les trois solutions de (E) sont réelles et deux
a deux distinctes.

Si A > 0, alors on peut prendre § = VA. Et alors up = 13/# et v = 4 # vérifient bien

51 31 5[ p?
uovo=\/;<—q+5><—q—6)=\/Z<q2—62>=\/—§—7=_§.

Et donc les solutions de I’équation sont ug + vg, ugj + 002 o j* + vo j.

La premiére est évidemment réelle.

Les deux autres sont conjuguées car =]

Elles ne seront réelles que si elles sont égales. Or en considérant sa partie imaginaire, il est

facile de constater que ugj +voj> € R si et seulement si ug = vy (car les parties imaginaires

de j et de j? sont opposées). Ceci ne se produit que lorsque § =0 & A = 0. Nous avons dit que les trois

Donc pour A > 0, il n’y a qu’une seule racine réelle et deux racines complexes conjuguées. racines trouvées précédem-
ment sont réelles, que les
deux derniéres sont égales
(car conjuguées), mais il se
peut encore que les trois
racines soient égales. En pra-
tique, ceci ne se produit que

pour p =q=0.

Et pour A =0, il y a au plus deux racines réelles.

Partie IV. La méthode de Ferrari pour ’équation de degré 4.
C’est le méme principe qu’a la question 6, on pose x = z — A, et en développant (x + 1)*,
on fait apparaitre un 4Ax>, qui viendra s’annuler avec le terme ax® (qui provient lui du

développement de a(x + 1)?) si et seulement si A = —4.

Sig=0,onserameénedz*+pz?+r=0c (22)2+p22+q:0.

Un changement de variable Z = z% nous raméne 2 une équation du second degré dont on
sait trouver les solutions (éventuellement confondues) Z; et Z,.

Ne reste alors qu’a chercher les deux racines carrées de chacune de ces solutions, ce que
P'on sait faire, et qui fournit donc au plus 4 solutions de (E}).

C’est un simple calcul : pour z € C,
(22 + 1) - [(Z/I—p)zz—qz+/12—r] :z4+%+/12—%+pz2+qz—/12+r.

C’est assez classique : un polynéme de degré 2 est le carré d’un polynéme de degré 1 si et
seulement si il est de discriminant nul.

2
En effet, si az?+bz+c est de discriminant nul, alors pour tout z € C, az’+bz+c=a (z + %) ,

2
et si y € C est une racine carrée de a, alors az® + bz + ¢ = (yz + ,u%) .
Et inversement, si il existe a, § tels que pour tout z € C, az’> + bz +c = (az + )2, alors

az’> + bz + ¢ = 0 posséde z = —g comme unique solution, et donc est de discriminant nul.
Donc ici, une telle écriture existera si et seulement si

(=q)* —4QCA=p) (AP =r) =0 & —81° +4°p + 8rA — 4pr+¢*> = 0.

Donc |si et seulement si A est solution de 8z° — 4pz? — 8rz + 4pr — ¢> = 0.

Remarquons que la condition A # % de la question précédente n’est pas une vraie restric-

tion : £ est solution de (E}) si et seulement si

3 2
p
8§— -4
8 p

P
4

—8r§+4rp—q2=0@q220‘:’q20-

Or nous avons supposé g # 0 (et la preuve de la question 10 prouve que si g = 0, alors (E})
posséde au plus quatre solutions.

Avec les notations précédentes, la partie I prouve que (E}) possede toujours au moins une

solution® Ay. On a donc, pour tout z € C, 6 Bt méme une solution réelle
dans le cas d’'une équation a

4 2 > 2 > coefhicients réels.
2+ pziHqz4r = (z +)L0) —(az+p)
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= (z2+A0+az+ﬁ) (zz+/10—az—/3).

Et donc z est solution de (EY) si et seulement si z est solution d’'une des deux équations du

second degré

Zraz+r+f=00uz’—az+1g—f=0.

Or nous savons résoudre ces équations, qui possédent chacune au plus deux solutions, et
donc (E}) posséde au plus 4 solutions (ce qui se produira si les deux équations ci-dessus
possédent chacune deux solutions, et que ces solutions sont toutes distinctes).

Commengons par appliquer la transformation de la question 10, en posant z = x + 1. Alors
z est solution de (E4) si et seulement si

(x+1) =4 (x+1)>+6(x+1)%—4 = 0 & x*+4x°+6x°+4x+1—4x°—12x%—12x—4+6x°+12x+6—4 = 0

Soit si et seulement si x* +4x — 1 = 0.

Nous nous trouvons donc dans le cas ot p = 0,q = 4,r = —1.

La cubique résolvante est donc 82° +8z - 16 =0 & 2> +z-2=0.
Puisque 1 est solution évidente, prenons Ay = 1.

2
On a alors (210—p)zz—qz+)t§—r:222—4z+2=2(z—1)2= (\/Ez—\/z) .

Et donc la factorisation obtenue 4 la question 12 est
Zr+4z-1= (zz+\/§z—\/§+1) (zz—\/§z+\/§+1).

L’équation 2+V2z-V2+1=0a pour discriminant A = -2+ 44/2, et donc pour solutions

_oV2eVAV2-2 V2o VAV2 -2
= )¢ Zf.

2

4l 22

L’équation z%> — V2z + V2 + 1 = 0 a pour discriminant Ay = —2 — 4V2 et a donc pour
solutions
V2 +iV4v2 +2 o \2—-ivaV2+2
2

t 24 =23
) 4

Donc I'ensemble des solutions de (E}) est :

{—«/E+«/4«/§—2 NZ-VINZ-2 VZ+iVZ+2 «/E—i«/4x/§+2}
2 ’ 2 : 2 ’ 2 '

23

Noublions pas que nous
avons effectué le changement
Et donc 'ensemble des solutions de (E,) est : de variable z = x + 1, et
donc qu'il faut ajouter 1

aux solutions de (E}) pour

{2—«/§+\/4x/§—2 2 V242 -2 242+ Va2 +2 2+\/§—i\/4\/§+2} obtenir celles de (E3).
2 . 2 : 2 ’ > '
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