MP2I A RENDRE LE(07.11.24

DEVOIR MAISON 6

» Probléme : différence symétrique de deux ensembles

Soit E un ensemble. Pour tous (A, B) € % (E)?, on appelle différence symétrique de A et B, et on note AAB la
partie de E définie par
AAB:=(A\B)U(B\A) = (ANB)U (BNA).

On remarquera qu'on a toujours AAB = BAA.
1. Pour A € % (E), déterminer les ensembles : AAE, AAA, AAD et AAA.
2. Montrer que pour (A, B) € 9P(E)>,ona AAB={xcE|(xcAetx¢B)ou(x¢AetxeB)}.
3. Montrer que pour (A, B) € 2 (E)?, AAB= (AU B) \ (AN B).
4. Soient A et B deux parties de E. Montrer que AAB = AAB = AAB. Que dire de AAB ?
5. Associativité de A. Soient A, B, C trois parties de E.

2. Montrer que (AAB)AC = ((AAB) N E) U ((Z AB) N c) .

b. En déduire que (AAB)AC = (AmEnE) U (ZmBmE) U (ZOEHC) U(ANBNO).
c. Sans nouveaux calculs, justifier alors que (AAB)AC = AA(BAC).

On dit alors que la différence symétrique est associative, et on note alors ANBAC (sans parenthéses) I'ensemble
(AAB)AC = AA(BAC).

6. En effectuant le moins de calculs possibles, déterminer AABAA, oi1 A et B sont deux parties de E.

P(E) — P(E)

7. Soit A € % (E). On note alors f4 I'application f; : B +— AAB

a. La proposition VC € P (E), 3B € P (E), fa(B) = C est-elle vraie ? Justifier votre affirmation. On
pourra notamment utiliser le résultat de la question 6.

b. Montrer que f est injective, c’est-a-dire que ¥(B,C) € 2 (E)?, f4(B) = f4(C) = B=C.
c. Résoudre I'équation AAB = A, d’inconnue B € % (E).
8. Prouver que pour (A, B) € 9% (E)?,ona (AAB=ANB) & (A=B=0).
Les questions qui suivent sont facultatives.

9. Soit n € N* et soient Ay, ..., A, des parties de E. Montrer que AjAAA - - - AA, est Pensemble des éléments
de E qui appartiennent 4 exactement un nombre impair des A;.

10. Prouver que pour (A,B,C) € 2 (E)>, AN (BAC) = (ANB)A(ANC).
11. Soit F une partie de % (E). Montrer qu’il y a équivalence entre :

a. V(A,B) e >, ANBc F et ANBec J.

b. V(A,B) e F2AANBe F et AUB€e F.

c. V(A B)e F2AUBeF etA\Be F.
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