MP2I A RENDRE LE 18.09.24

DEVOIR MAISON 2

» Exercice 1 : raisonnements divers.
Les questions de lexercice sont indépendantcs.

1. Soit (u,) une suite de nombres réels. Prouver que

(Vp.g e N, uprg =up +ug) © Ja€R, Vn €N, u, = na.

2
) n(n+1
2. ]ust1ﬁer que pour tout n € N, % € N.
. . , , . u
3. Soit (up) la suite de réels définie par ug = u; = 1 et pour tout n € N, tps2 = Uupy1 + _:1.
n

Montrer que pour tout n € N*, 1 <u, < n’.

4. Soit f : R — R une fonction continue. Montrer qu’il existe un unique réel ¢ et une unique fonction
1
g : R — R, continue et vérifiant / g(t)dt =0 tels que f = g+ec.
0

5. Montrer par récurrence que
VneN*, 3p,qe N, n=2(2q+1).

On interdit d’utiliser la décomposition en produit de facteurs premiers, cette derniére n’ayant pas été démontrée en
terminale....

» Exercice 2 : autour des carrés parfaits.

Un entier n € N est un carré parfait s'il existe m € N tel que n = m2.

1. Soit n € N. Montrer que si n n’est pas un carré parfait, alors y/n est irrationnel.

2. En déduire que pour toutn € N, yne Q = yn e N.

Partie facultative, plus difhicile

Un triplet (a, b, c) d’entiers naturels est appelé un triplet pythagoricien si a + b? = ¢%.

3. Montrer que (3,4, 5) est un triplet pythagoricien.

4. Prouver par récurrence que pour tout n € N*, il existe ay, .. .,a, € N* tels que a% + a% +--+ a% soit un
carré parfait.

On pourra utiliser lefail que si un entier b est un carré parfait, alors 25b Dest aussi, et se servir de la question 3).
5. On souhaite dans cette question prouver qu’il existe une suite (ap),>1 d’éléments de N* telle que pour
£ 2, 2 2 e . -
tout p € N*, a7 + a3 + - - + a; soit un carré parfait.
a. Expliquer pourquoi on ne peut pas directement déduire ce résultat de celui de la question 4.

b. Justifier que pour tout m € N*, (2m,m?> — 1,m* + 1) et 2m + 1,2m(m + 1),2m> + 2m + 1) sont des
triplets pythagoriciens.

c. Conclure.
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CORRECTION 1

CORRECTION DU DEVOIR MAISON 2

» Exercice 1 : raisonnements divers

Procédons par double implication.

Supposons que pour tout €N, Upg = Uy + Ug.

Pp q P p’ q ’ p+q P q eXiSte un a tel que pOUr tout
Soit alors a = uy. - )

B . n € N, u, = na. Orsiun

Prouvons alors par récurrence simple sur n € N que pour tout n € N, u, = na. tel a existe, nécessairement,
On a ug = ugso = g + Uy = 2up, et donc up = 0 =0 X a. u=1xa=a.
Soit n € N tel que u, = na. Alors uy1 = up +u1 =na+a=(n+1a.
Par le principe de récurrence simple, on a donc Vn € N, u, = na.
Ainsi, nous venons de prouver I'implication

Il s’agit de prouver qu’il

(Vp,q € Nyupyg = up +uy) = (Ja € R, Vn € N, u, = na).

Inversement, supposons qu’il existe a € R tel que Vn € N, u,, = na, et soit a un tel réel.
Soient alors p,q € N. 11 v1ent.don.c Uprg = (p+qa=pa+qa=u,+ug.
Et donc nous avons prouvé I'implication

(FaeR,Vn e N,u, =na) = (Vp,q € N, upiq = up +ug).

Par double implication, on a bien I’équivalence annoncée.
p q

Soit n € N. Procédons par disjonction de cas.

2
» Si n est pair, alors w

(n?+1)
HT e N.

2
» Si n est impair, alors n® est impair, si bien que n” + 1 est pair donc ”T” e N.

= 2(n®+1), avec % et n* +1 qui sont des entiers naturels, donc

(1) 21 Méthode
nn . . .
Et donc =5 = n5= est un entier car produit de deux entiers naturels. L'idée demployer une ré-

currence double vient de la
relation de récurrence défi-
nissant u,, : chaque terme
* .. 2 n
Pour n € N*, notons % (n) la proposition 1 < u, < n”. est déterminé par les deux

Prouvons alors & (n) par récurrence double sur n € N*. précédents termes.

: 2
En conclusion, | pour tout n € N*, 24 ¢ N,
P 2

Onau =1,etdonc 1<y <12
De plus, up = ug + 5 =2, donc 1 < up < 22,
Ainsi, la récurrence est initialisée.

A\ Attention !

Qui dit récurrence double dit
initialisation double.

Soit n € N* tel que 2 (n) et 2 (n + 1) soient vraies.

Un 1
Alorsun+2:un+1 +m > 1+m > 1.
De plus,

< ( +1)2+ n’ < ( +1)2+ n
u n e n n
m2 n+l n+1

<(+1)%+n

< +3n+1<n’+4n+2< (n+2)>%

Donc 1 < up4o < (n+2)2, si bien que & (n + 2) est vraie.

Par le principe de récurrence double, | pour tout n € N*, 1 <, < n?.

Procédons par analyse-synthése.

1
Analyse. Supposons qu’il existe ¢ € R et g : R — R continue, telle que / g(t)ydt =0et
0

f =g+cetfixons de tels c et g.

1 1 1 1
Alors/ f)dt = / (g(t) +¢) dt:/ g(t) dt+/ cdt=0+c=c. A\ Attention !
0 0 0 0 1 A ce stade, nous n’avons pas
Et donc pour tout x € R, g(x) = f(x) — ¢ = f(x) - / f(t)dt. prouvé Iexistence de getc,
0 pLusque nous 13 SupPOSIOnS.

Une synthése est donc indis-
Ainsi, si de tels ¢ et g existent, ils sont uniques, définis par les formules ci-dessus. pensable.
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DEVOIR MAISON 2

1
Synthése. Notons ¢ = / f(t)ydtetg=f—c.
0

Alors g est continue car f Dest, et

/Olg(t)dtzfolf(t)dt—/olcdtz/Olf(t)dt—cz/Olf(t)dt—/olf(t)dtzo.

Enfin, pour tout x € R, g(x) + ¢ = f(x) —c+c = f(x).
Donc il existe bien de tels ¢ et g.

Conclusion : il existe un unique réel ¢ et une unique fonction continue g vérifiant

1
/ g(t)dt =0 tels que f=g+ec.
0
Procédons par récurrence forte sur n € N*, en prouvant la propriété
% (n):3p,ge N, n=27(2q+1).

Puisque 1 =2°(2x 0+ 1), 2 (1) est vraie.
Soit n € N* tel que 2 (1), % (2),...,% (n) soient vraies.
» Sin+ 1 est impair, soit g € N tel que n+1 =2q + 1.

Alors n+1 =2%2g+1), et donc % (n + 1) est vraie.
» Sin+ 1 est pair, soit r = 7, qui est un entier compris entre 1 et n.

Par hypothése de récurrence!, il existe p, g € N tels que r = 27(2q + 1), et alors
n+1=2r=2"02q+1).

Donc 2 (n + 1) est vraie.

Par le principe de récurrence forte, | pour tout n € N*, il existe p,q € N tels que n = 2P (2¢g + 1).

» Exercice 2 : autour des carrés parfaits.

Soit n € N qui n’est pas un carré parfait. En particulier, n > 0.
Supposons par 'absurde que yn € Q, et soient p,q € N*, premiers entre eux, tels que
P

n=-=.
q

Al _ 2 e donc i?n = 2. D divise &2 . .

ors n = &, et donc g°n = p*. Donc p divise g°n, et puisque p et g sont premiers entre
eux, par le lemme de Gauss, p divise n.
Soit a € N tel que n = ap. Alors apq = p?, si bien que p = aq. Donc q divise p.
Et alors g divise 4 la fois p et g, donc divise leur pged, qui vaut 1 par hypothése.
Ainsi, ¢ = 1, donc yn = p est un entier, si bien que n = p? est un carré parfait, ce qui est
absurde.
Remarque : on aurait tout aussi bien pu raisonner par contraposée p/ulét que par l’absurde, puisque
nous venons de prouver que si \/n est rationnel, alors n est un carré parfait.

Soit n € N. La contraposée de la proposition précédente est yn € Q = n est un carré
parfait.
Donc si Vn € Q, il existe p € N tel que n = p?, etalors yn=p € N.

C’est bien connu? :32+4%2=9+16 =25 =52

Pour n € N*, notons 2 (n) :«3ay,...,a, € N2, a% + a% +eet afl soit un carré parfait».
Il est clair que 2 (1) est vraie puisque 12 est un carré parfait.
Soit n € N* tel que & (n) soit vraie, et soient ay,...,a, € N tels que a% +oe a% soit un

carré parfait. Soit alors p tel que a7 +- -+ +aZ = p*.

Alors (5a1)? + (5a2)? + - - - + (5a,)? = 25p% = (5p)°.
Mais alors
(5a1)% + (5a2)% + -+ + (5a5-1)* + (3an)? + (4a,)? = 25a7 + -+ - +25a>_, +9a + 16a>
= 25a7 +25a5 + -+ - +25a>_, +25a;,

=25p* = (5p)°.
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Si on connait la décomposi-
tion en nombres premiers, ce
résultat est évident, puisqu’il
suffit de séparer la puissance
de 2 qui apparait dans cette
décomposition du produit
des facteurs impairs de n.
Mais pour linstant cette
décomposition n’a pas encore
été prouvée, et il nous faudra
également une récurrence
forte pour le faire.

1 Puisque r € [1,n], 2 (r)
est vraie.

Rappelons le lemme de
Gauss : si a divise be et que a
et b sont premiers entre eux,
alors a divise c.

2 La moitié des triangles
rectangles que vous avez
manipulé en 3¢ avaient des
cotés de longueur 3,4 et 5....
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5.b.

5.c.

CORRECTION 3

Ainsi, les n + 1 entiers 5ay, ..., 5a,-1, 3an, 4a, sont tous strictement positifs et la somme de
leurs carrés est un carré parfait.

Et donc % (n + 1) est vraie.

Par le principe de récurrence simple, pour tout n € N*, 2 (n) est vraie.

Dans la question 4, nous avons prouvé que pour n fixé, on pouvait trouver des entiers
ai,...,an, dépendant de n, tels que a% ++ -+ + a2 soit un carré parfait.

Ici, on souhaite construire une suite d’entiers, fixée une fois pour toutes, telle que toute
somme des n premiers carrés de la suite soit un carré parfait.

Par exemple, nous avions dit que 2 (1) était vraie, puisqu’on pouvait prendre a; = 1.
Nous en déduisions que 2 (2) était vraie, puisqu’on pouvait prendre a; =3 et a, = 4. On
note que ce n’est pas le méme a; que celui utilisé dans 2 (1).

Puis on en déduisait que % (3) était vraie, puisqu’on pouvait prendre a; = 15, ap = 12 et
a3 = 16 (3% + 12% + 16 = 25°). On constate la encore que les a; et a» qui conviennent ne
sont pas les mémes que dans 2 (2).

La construction proposée ci-dessus ne peut donc pas sufhire 3 prouver lexistence d’une
suite (ap)n>1 ayant les propriétés souhaitées.

Soit m € N*. Alors
@2m)?+(m?* - 1)? =4m® + m* = 2m> + 1 = m* + 2m* + 1 = (m* + 1)°.

Donc (2m,m? — 1, m* + 1) est un triplet pythagoricien.

De méme,

Cm+1)%+(2m(m+1))? = 4m® + 4m + 1 + 4m* + 8m> + 4m?
=4m* + 8m> + $m> + dm + 1.
Et 2m? +2m+ 1) = Cm®> +2m+ 1)(2m?> + 2m + 1) = 4m* + 8m> + Sm> + 4m + 1 =

2Cm+1)%2+ (2m(m+1))%
Donc (2m + 1,2m(m + 1), 2m? + 2m + 1) est un triplet pythagoricien.

Construisons une suite (a,),>1 par récurrence de la maniére suivante :a; =3 et ay = 4. L'idée dans ce qui suit est
Alors on a bien a% =32 ¢t a% + a% =52, que, d’aprés la question pré-
Supposons construits ai, .. ., a, tels que aj + a3 + - - - + a; soit un carré parfai. cédente, tout entier naturel
Soit al N tel 5 2 o non nul fait partie d’un tri-

oicalors g € INtel que aj +---+a;, =q-. plet pythagoricien. Et donc
» Si g est pair, soit m € N tel que g = 2m. Posons alors ap.1 = m? — 1. il est possible de trouver

. 4 2 2 i

On a donc a% + ag +.oo afm =q’+ azzm = (2m)>+(m?> = 1)> = (m*>+1)? qui est un carré r € N” tel que ¢* + r? soit un

carré parfait. On choisit alors

parfa1t. de poser ap4 =7

» Si g est impair, soit m € N tel que ¢ = 2m + 1. Posons alors ap41 = 2m(m + 1).

2, 2 > _ 2.2 _ 2 2_ (2 2
Alors aj+ay+-ta,, =qra,, = @Cm+1)"+(2m(m+1))° = (2m*+2m+ 1)~ qui est
un carré parfait.
De proche en proche, on définit alors une suite (a,)n>1 qui par construction vérifie : pour

2 2 4 :
toutp > 1,ay+---+ a, est un carré parfalt.

Intéressons nous aux premiers termes de la suite que nous venons de construire :a; =3 et
az = 4 par construction.

Mais alors a? + a3 = 52 = (2x 2+ 1)

On pose donc az =2x2x (2+1) = 12.

Etalors a + a3 + a5 =52 + 122 = 169 = 137,

Puisque 13 =2x 6+ 1, on pose donc ag =2 x 6 x (6 + 1) = 84.
Et alors a + a3 + a3 + a5 = 169 + 847 = 7225 = 85°.
On a donc ensuite 85 = 2 x 42 + 1, et donc on peut poser as = 2 X 42(42 + 1) = 3612, si

bien que a? + a3 + a3 + a7 + a2 = 85% + 3612% = 36137, Etc

On constate? qu’a 'exception de ay, tous les a sont pairs. Mais alors pour tout p > 2, 3 Et on pourrait le prouver
a%+- : -+a12, est impair. Et donc si a%+- . -+a12, = (2m+1)?, par construction ap1 = 2m(m+1). par recurrence.
Etdoncal+---+ afm = (2m? +2m+1)> = (2m(m+ 1) +1)?, si bien que par construction,
[
=m’
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2
aps2 =2m’'(m’ +1) =2m(m +1) (m(m+1) +1) = ap (a"+1 + 1) =t + api1.

2 2
2
. . . ’ . an
Ainsi, notre suite vérifie : Vn > 2, a1 = > + ay.
Il aurait donc été possible de donner une définition par récurrence de (a,)n>1 en posant
2
a
a1 =3,ay =4etpourtout n > 2, any = E" + ay,.

On peut alors? prouver par récurrence (simple) que pour tout p > 2, a, est un entier pair,

2 2 _ 2 qui ; -
et que aj +--- +a; = (ap + 1), qui est donc un carré parfait.
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*Je vous laisse le soin d’écrire
les détails si vous souhaitez
vous en convaincre.

M. VIENNEY
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