MP2I A RENDRE LE 01.04.26

DEVOIR MAISON 18

Vous traiterez au choix P'un des deux problemes suivants, le second étant plus difficile que le premier.

» Probleme 1 : endomorphismes nilpotents d’indice maximal.

Dans tout le probleme, K désigne soit R soit C, et E est un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Un endomorphisme f € £(E) est dit nilpotent s’il existe p € N tel que f? = 0 (g).
On appelle alors indice de nilpotence de f, et on note v(f) = min{p € N | f¥ = 04 (g)}.

Partie I. Quelques exemples

R, 1[X]

. 1 R,_1[X
1. Dans cette question, on suppose que E = R,_1[X], et on considére f:| " n-1[X] .

—>
P +— P
Montrer que f € £(R,-1[X]), et déterminer son image et son noyau.

a.
b. Montrer que f est nilpotent et déterminer v(f).

o

Prouver que f2 est encore nilpotent et déterminer son indice de nilpotence.

(=N

. Soit F un sous-espace vectoriel de R,,—1[X], stable par f.
Prouver que si P € F est de degré d (avec 0 < d < n — 1), alors Ry[X] C F.
En déduire que les seuls sous-espaces vectoriels de R,,—1 [X] stables par f sont {Og[x]} et les Rg[X],
0<d<n-1

2. Dans cette question, on suppose que (e, ..., en) est une base de E, et on note f l’unique endomorphisme
de E tel que f(e1) = O et pour tout k € [2,n]), f(ex) = ex—1.
Prouver que f est nilpotent et déterminer v(f).

Partie II. Généralités sur les endomorphismes nilpotents
3. Soient f,g € £(E).

a. Prouver que si f et g commutent, et que f est nilpotent, alors f o g est nilpotent.
b. Prouver que si f o g est nilpotent, alors g o f aussi, et que [v(f o g) —v(go f)| < 1.

c. On suppose f nilpotent d’indice de nilpotence p. Prouver que idg — f est bijectif, et exprimer

(idg — £)~' en fonction de idg, f, f2,..., fP~L.

4. Soit f € £(E). Prouver que si f est nilpotent, alors rg(f) < n — 1. La réciproque est-elle vraie ?

Partie III. Majoration de v(f) et caractérisations des endomorphismes nilpotents tels que v(f) = dimE.
Dans toute cette partie, f € £(E) est nilpotent, et pour tout k € N, on note Nj = Ker(fk).

5. a. Déterminer N,(y).

b. Prouver que pour tout k € N, Ny C Nji.

c. Montrer que si k € N est tel que Ny = N, alors Niy1 = Nio.

d. Prouver que pour tout k € [1, v(f)], dim Ny > k.

e. En déduire que v(f) < n, ot n désigne toujours la dimension de E.
6. On suppose de plus dans cette question que v(f) = n.

a. Justifier que dim N,,_1 < n. Que vaut dimN,, ?

b. En déduire que pour tout k € [[1,n — 1], dim Ny < dim Ni4.

c. Montrer que pour tout i € [1,n], dim N; = i. En déduire que rg(f) =n— 1.
7. On suppose a présent que rg(f) =n— 1.
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a. Soit k € [[1,n]. Montrer que Im fiy, C Ni_1, puis a 'aide du théoréme du rang, prouver que
dim N < 1+ dim Ny_;.

b. En déduire que dim N,,_; < n, puis que v(f) = n.

8. Dans cette question, on suppose de nouveau que v(f) = n, et on note F un sous-espace vectoriel de E

stable par f.
a. Soit p € [1,n] etsoit x € N, \ Np—1. Montrer que (x, f(x),..., fP~!(x)) est une base de N,.
b. Soit x € F. Prouver que s'il existe p € [1,n] tel que x € N, \ N,_1, alors N,, C F.
c. En déduire qu’il existe p € [0, n] tel que F = N,,.

9. Prouver que v(f) = n si et seulement il existe un nombre fini de sous-espaces vectoriels de E stables par

f.

MP2I Lycie CHAMPOLLION 2025-2026



» Probleme 2 : extensions de corps et nombres algébriques

Soit L un corps, et soit K un sous-corps de L, c’est-a-dire un sous-anneau de L qui est lui-méme un corps.
On peut alors munir L d’une structure de K-espace vectoriel ot 'addition est I'addition de L, et ot la multipli-
cation externe est (4,x) € KX L — 4-x, ot - désigne la multiplication dans L.

Si L est un K-espace vectoriel de dimension finie, on dit que L est une extension finie de K, et on note
[L: K] =dimg L.

Partie I. Extensions de corps
1. Premiers exemples :

a. Montrer que C est une extension finie de R, donner une base du R-espace vectoriel C et en déduire
[C:R].
Prouver alors qu’un sous-corps de C qui contient R est égal soit 2 R, soit 3 C.

b. On rappelle que Q(V2) = {a +bV2, (a,b) € Qz} est un sous-corps de R, et donc un corps.
Montrer que Q(V2) est une extension finie de Q et que [Q(V2) : Q] = 2.

c. On admet l'irrationalité de V2, et on note Q(V2) = {a +bV2+c(V2)2 (a,b,c) € Q3}.
On admet temporairement que Q(V2) est un sous-corps de C.

i. On suppose par labsurde qu’il existe P € Q[X], de degré 2, tel que P(V2) = 0.
Montrer que P divise X° — 2 dans Q[X].
En utilisant la forme scindée de X — 2 dans C[X], aboutir 4 une contradiction.

ii. En déduire que Q(V?2) est une extension finie de Q et donner [Q(V2) : QJ.

d. Soient py,..., p, des nombres premiers deux a deux distincts.
Montrer que (In(p1),In(p2), ..., In(p,)) est une famille libre du Q-espace vectoriel R. En déduire
que R n’est pas une extension finie de Q.

2. Soient k, K, L trois corps, avec k sous-corps deKetK SOUS-COrps deL.On suppose que est K une extension
finie de k et que L est une extension finie de L.
On note alors (a4, . . ., @,) une base du k-espace vectoriel K et (1, . . ., ) une base du K-espace vectoriel L.
Montrer que (a;f3;) <i<n €St une base du k-espace vectoriel L.

<j<p

En déduire que L est une extension finie de k et que [L: k] = [L: K][K : k].

Partie II. Eléments algébriques

Dans cette partie, L est un corps, et K est un sous-corps de L.

Pour a € L, on note K[a] = Vectg (a”, n € N) le sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel L engendré par
(d™)nen- Un élément a € L est dit algébrique sur K s'il existe P € K[X], non nul, tel que P(a) = 0.

3. Soit @ € L. Montrer que K[a] = {P(a), P € K[X]}. En déduire que K[a] est un sous-anneau de L.
Montrer que c’est le plus petit (au sens de Iinclusion) sous-anneau de L qui contient K et a.

4. Soit a € L. Montrer que « est algébrique sur K si et seulement si il existe n € N tel que (1, as,. .. a")
soit une famille liée du K-espace vectoriel L.

Si & € L est algébrique sur K, on appelle degré de a sur K le plus petit entier d € N tel que (1, a, ..., a?) soit
liée dans le K-espace vectoriel L.

5. Montrer que a € L est algébrique de degré 1 sur K si et seulement si a € K.

6. Montrer que si L est une extension finie de K, alors tout élément de L est algébrique sur K, de degré
inférieur ou égal a [L : K].

7. Soit a € L, algébrique sur K, de degré d.

2

a. Montrer que (1,a, &%, .. .,a% 1) est une base du K-espace vectoriel K[a].
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Kla] — K[a].

x — fx

b. Soit f € K[a], et soit f3 :

Montrer que si  # 0, alors f3 est un automorphisme du K-espace vectoriel K[a].

c. En déduire que K[a] est un sous-corps de L, et que c’est le plus petit sous-corps de L qui contient a
la fois K et a.

d. Montrer que K[a] est une extension finie de K, et déterminer [K[a] : K].
e. Montrer que Q (\3/2) tel que défini 4 la question 1.c est un sous-corps de C.

Généralement, on note K(a) le plus petit sous-corps de L contenant K et a, ce qui explique par exemple que l'on
note Q(V2) ou Q (\75) au lien de Q[V2] et Q [\3/2]

8. Soit @ € L*. Montrer qu’il y a équivalence entre :
i) K[a] est un sous-corpsde L ii) a~! € K[«] iii) « est algébrique sur K

Partie III. Polynéme minimal d’un élément algébrique

Dans cette partie, L est encore un corps et K est un sous-corps de L.

On consideére également a € L un élément algébrique de degré d sur K.

On note I, = {P € K[X] | P(a) = 0}. Puisque «a est algébrique, I, # {Ok[x]}-

On note alors ¢ = min{degP, P € I, \ {Ok[x]}} le degré minimal d’un élément non nul de I,.

9. Prouver que I, contient un unique polyndme unitaire de degré g, que 'on notera dans la suite y, et qu'on
appelle polynéme minimal de « sur K.

10. Montrer que pg est irréductible dans K[X], et que I, = {,Q, Q € K[X]}.
11. Justifier que deg o = d, le degré de a sur K.
12. Quel est le polynome minimal de V2 sur Q ?

13. Soit @ = V2 + V3. En notant que « est racine de (X — V2)? -3 € Q(V2)[X], prouver que « est algébrique
sur Q, et déterminer le degré de son polynéme minimal sur Q.

Partie IV. Nombres algébriques (sur Q)
Dans cette partie, on dira qu'un nombre complexe est algébrique s’il est algébrique sur Q.
On note Q l'ensemble des nombres algébriques, de sorte que

Q={aeC|3PeQ[X]\{0},P(a) =0}.

14. Soient @, f € Q. On rappelle que Q[a] est un corps, et on note Q[a, f] = (Q[a])[A.

a. Montrer que Q[a, ] est un corps, et que c’est une extension finie de Q.
b. Exemple : montrer que Q[V2,V3] = {a +bV2 +cV3+dV6, (a,b,c,d) € Q4}.

15. Montrer que 6 est un sous-corps de C.
1l existe des nombres réels qui ne sont pas algébriques, par exemple e et r, et donc Q est un corps qui contient
strictement Q, mais qui n’est pas égal a C.

16. a. Soit K un sous-corps de C qui contient Q.
Montrer que si K est une extension finie de Q, alors K = Q.

b. En déduire que tout polynéme non constant a coefficients dans Q posséde une racine dans Q.
Un corps K tel que tout polynéme constant de K[X] posséde une racine dans K est appelé algébriquement
clos. Nous savions déja que C est algébriquement clos (cCest le théoreme de d’Alembert-Gauss).
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