MP2I A RENDRE LE 23.03.25

DEVOIR MAISON 16

Vous traiterez au choix deux des trois exercices suivants, les exercices étant classés par difficulté croissante.

» Exercice 1 : un développement limité via une équation différentielle.

X
2 . ,
Pour x € R, on note f(x) = e / e’ dt. Soit n € N fixé.
0

1. Justifier que f est dérivable, et sans calculs, justifier que f” posséde un DL, (0) que I'on notera

f(x) = ap+aix+ x>+ 4 apy x> + 0 (xZ”) .
X

—0

2. Justifier que f posséde un DLy,.1(0) que I'on exprimera en fonction des a;.

3. Montrer que f est Punique solution de 'équation différentielle y’ = —2xy + 1 qui s"annule en 0. En déduire
une relation de récurrence entre les ay.

4. Donner le développement limité d’ordre 2n+ 1 de f en 0.

» Exercice 2 : développement asymptotique de la n®™ solution de tan(x) = V.

1. Montrer que pour tout n > 1, la fonction x + tan(x) - vx est strictement croissante sur |-% + nr, % + nr|.

2. En déduire que pour tout n € N*, 'équation tan(x) = v/x posséde une unique solution dans | =% + nr, Z + nr|.
Dans la suite, on notera x,, cette solution.

3. Montrer que x, ~ nr.

n—+oo

4. Prouver que pour tout n € N*, x,, — nr = ’—Zt — Arctan (L)

N
5. Justifier que x, = nm+ % +o0(1), puis qu'il existe un réel a, que I'on déterminera tel que
n—s+co
T 1 a 1
Xp = nT+=-— + +o )
n—+00 2 Anr nyn nyn

» Exercice 3 : nombres de Catalan

n
1 (2k
Pour tout n € N*, on note P, = Z —( )Xk.
P k+1\k

1 (2
Pour n € N, on note C,, = —( "
n+l1\n

) (appelé le n®m nombre de Catalan).

1. Montrer que V1 — 4x = 1= 2xP,(x) + o (x"1).
X—

2. En déduire qu’il existe un polynéme Q,, € R[X] tel que

1—4X = (1 - 2XP,(X))? + X"20,(X).

3. a. Justifier que XP,(X)?=P,(X)-1- %X"HQn(X)-

n-1
b. En déduire que C, = Z CeCrzi—k-
k=0
4. Une application en combinatoire : pour tout n € N, considérons ag, ai, ..., a, des éléments d’'un

ensemble muni d’une loi de composition interne non nécessairement associative. On s’intéresse on
nombre de maniéres de placer des parenthéses autour de nos n + 1 éléments de maniére a calculer leur
produit.
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Sans trop chercher a formaliser, il faut que chaque parenthése ouvrante trouve sa parenthése fermante, et
qu’on ne trouve jamais un produit de trois termes ou plus sans parenthéses.

Par exemple, pour n = 2, les seuls parenthésages acceptables sont ap(ajaz) et (apai)az, et pour n = 3, les
parenthésages acceptables sont

ao(ai(azas)), ao((a1az)as), (aoai)(azaz), ((aoai)az)as et (ap(aiaz))as.

On note alors a, le nombre de parenthésages acceptables. On notera en particulier que ap = a; = 1.
n
a. Montrer que pour tout n € N, a,4q = Z A an_.
k=0
b. En déduire que pour tout n € N, a, = C,,.

Une application en algebre : soit N € 4, (R) une matrice nilpotente.
On note alors p son indice de nilpotence.

a. Montrer qu’il existe X € M, 1(R) tel que NP71X # 0, 5.
b. Prouver que (X, NX, N2X,...,NP~1X) est une famille libre de ., 1 (R).
c. En déduire que N" = 0,,.

d. Prouver qu’il existe une matrice M € ., (R) telle que M? = I, + N, et donner l'expression d’une telle
matrice en fonction N et des nombres de Catalan.
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