MP2I A RENDRE LE 30.01.25

DEVOIR MAISON 12

Vous traiterez au choix : soit les deux exercices, soit le probleme (plus difficile).

» Exercice 1 : triplets pythagoriciens

Nous avons déja mentionné en cours le grand théoréme de Fermat, prouvé par Andrew WiLes en 1995 et qui
stipule que si n > 3, alors il n’existe pas de triplet (x,y,z) € (N*)” tel que x" + y* = z".
En revanche si n = 2, il existe de tels triplets, le plus célebre d’entre eux étant probablement 3% + 42 = 52

Le but de cet exercice est de déterminer tous les triplets (x, y,z) € (N*)” tels que x + y° = 2.

Un tel triplet est appelé triplet pythagoricien. On parlera de triplet pythagoricien primitif si de plus
xANyAz=1.

1. Un lemme utile :soient a et b deux entiers non nuls. Montrer que si a? divise b2, alors a divise b. On
pourta par exemple montrer que a A b = a.

. . . . . _ 7 _ X ’ _ y 7 _ z
2. Soit (x,y,z) un triplet pythagoricien, et soit d = x Ay A z. On pose alors x” = £,/ = et 2/ = Z.
Justifier que (x’,y’,2z’) est un triplet pythagoricien primitif, et que x”, 4, z’ sont deux a deux premiers
entre eux.

3. Soit (x,y, z) un triplet pythagoricien primitif.

a. Prouver que x et y ne sont pas tous deux pairs.
A Tl'aide de congruences modulo 4, justifier que x et y ne sont pas tous deux impairs.

Dans la suite, quitte a échanger x et y, on suppose que x est pair et y est impair.
b. Justifier qu’il existe (1,0, w) € (N*)” tels que x = 2u, z+y = 20 et z — y = 2w.
c. Montrer que v Aw = 1.

d. Prouver que vw est un carré, en déduire que v et w sont des carrés.
On pose alors v = n? et w = m?, avec (m,n) € (N*)2.

e. Montrer que n > m et que n et m sont premiers entre eux.

4. Montrer que (x,y,z) est un triplet pythagoricien primitif si et seulement si il existe deux entiers n et m
premiers entre eux, de parités distinctes, avec n > m > 0 tels que

x =2nm x =n? - m?
y=n>-m?> ouqgy=2nm
z=n%+m? z=n%+m?

En déduire tous les triplets pythagoriciens.

» Exercice 2 : caractérisation du PGCD et du PPCM en termes de sous-groupes.

Pour n € Z, on note nZ = {nk, k € Z}. Pour (a,b) € Z?, on note aZ + bZ = {au + bo, (u,v) € Zz}.
1. Montrer que pour tout n € Z, nZ est un sous-groupe de (Z,+), et que nZ = pZ < n = +p.
2. Dans cette question, on considére G un sous-groupe de (Z, +), différent de {0}.

a. Justifier que G N N* posséde un plus petit élément, qu’on notera n dans la suite.
b. Soit m € G. Prouver que n divise m.
c. Montrer alors que G = nZ.

3. Soient (a,b) € Z>.
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a. Montrer qu’il existe deux entiers naturels m et d tels que aZ N bZ = mZ et aZ + bZ = dZ.

b. Prouver alorsquem=aVvbetd=aAb.
» Probléeme : théoréme des 4 carrés de Lagrange (d’aprés un sujet ENS)

Le but de ce probléme est de prouver que tout entier naturel s’écrit comme la somme de quatre carrés d’entiers.
Par exemple 63 = 12 + 12 + 52 + 6% et 135 = 92 + 7% + 22 + 12,

Onnote N = {n e N|3(x,y,z,t) € N*, n= x> +y* + 2> + t*} l'ensemble des entiers naturels qui s’écrivent
comme somme de quatre carrés. On souhaite donc prouver que N = N.

Partie I. Quaternions
On définit quatre matrices de #»(C) de la maniére suivante :

1 0 i 0 0 -1
,I= ] = K =1].
Soit A un sous-anneau de R. On note alors Hy = {al +bl+c] +dK, (ab,cd) € A4} )
1. Avec le moins de calculs possibles, déterminer 1%, J2, K2 ainsi que JI, IK, KI, JK et K]J.

1=

2. Justifier que pour tout h € Hy, il existe un unique (a,b,c,d) € A tel que h=al + b1 + cJ +dK.
3. Montrer que Hy est un sous-anneau de /> (C).

H, — H,4
al+bl+c]+dK +— al—bl-c] —dK
vérifiant Vx, y € Hy, 7(xy) = 7(y)7(x), et que de plus pour tout x € Hy et pour tout A € A, 7(Ax) = Azr(x).

4. Montrer que I'application 7 : est un morphisme de groupes,

5. Montrer que pour tout z € Hy, 7(z)z = z7(2), et qu’il s’agit 13 d’'un élément de {41, 1 € A}, qu’on notera
dans la suite N(z).

6. Pour x = al + bl + ] + dK, exprimer N(x) en fonction de a,b, ¢, d.
7. Prouver que pour tout z,z" € Hy, N(zz') = N(z)N(Z').

8. Dans cette question, on suppose que A = R. Montrer que Hy = Hg \ {02}. Est-ce que Hp est un corps ?

Partie II. Preuve du théoréme des quatre carrés
9. Soit p un nombre premier impair.

X X
a. Montrer que ¢ : (Z/p2)" — (?/p Z) est un morphisme de groupes, et déterminer son
X — X
noyau.

b. Soient G et H deux groupes, avec G fini, et soit f : G — H un morphisme de groupes. Prouver que
Card(G) = Card(Im f) x Card(Ker f).

c. En déduire le cardinal de {x?, x € Z/pZ}.

d. Montrer que {x* x € Z/pZ} et {—1 —y?, y € Z/pZ} ne sont pas disjoints.

e. En déduire qu'il existe des entiers naturels x,y et m, avec 0 < m < p tels que 1 + x% + y> = mp.
10. A laide de la premiére partie, montrer que V(a,b) € N2 ab e N.
11. Soit p un entier premier impair.

a. Montrer qu’il existe m € [1,p — 1] tel que mp € N.
Dans la suite de cette question, on note mg le plus petit entier strictement positif tel que mop € N.

b. Soit m un entier pair tel qu’il existe (x1, x2, x3, x4) € N* tels que mp = xf + xg + x§ + xi.

i. Montrer qu’il existe une permutation o € &, telle que les entiers
Xo(1) T X5 (2), Xo(1) — X5(2)> X6(3) T X5 (4)s Xo(3) — Xo(4)
soient tous les quatre pairs et positifs.
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ii. En déduire que mTp e N.

c. Prouver alors que mq est impair.

d. On suppose dans cette question que mo # 1. On se donne (x1, x2, x3,x4) € N* tels que

mop = X7 + X3 + X3 + X

i. Montrer qu’il existe des entiers by, by, b3, by tels que les entiers y;, 1 < i < 4 définis par y; = x;—b;my

satisfassent les trois conditions suivantes :
. m
Vie {1,2,3,4}, lyil < F*
2, .2, .2, .2 2
0< Yy +y; +y; +y; <mg
2,2, .2, .2 _
yr+y;+ys+y; =0 [mo]
2,.2,.2, .2
Y1 +y; +y3 + Yy
my )

On note alors m; =

2 2 2

ii. Montrer qu'il existe (21,22, 23,24) € N* tels que 27 + 25 + 25 + 21 = mimyp et

pour tout i € [1,4],z; =0 [mo].

On pourra considérer le produit (x11 + 321 + x3] + x4K) (y11 — oI — y3] — y4K).

e. Montrer que mp = 1.

12. Prouver que A =N, c’est-a-dire que tout entier naturel est somme de quatre carrés.
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3.b.

3.d.

CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR MAISON 12

» Exercice 1 : triplets pythagoriciens

Soient donc a et b tels que a | b%. Notons alors d = a A b, et soient @, b’ deux entiers
premiers entre eux tels que a=da’ etb=db’.

Alors b? = d?b'? est divisible par a? = d%a’?, si bien que a’* | b”°.

Or @' et b’ étant premiers entre eux, il en est de méme de a’ et b2

Et donc a’? est un diviseur commun de a’? et de b’, et donc divise leur pged qui vaut 1.

Ainsi, @’ = 1, si bien que @’ = 1, et donc d = a, ce qui prouve que a | b.

Alternative : on peut également utiliser des valuations p-adiques pour prouver ce résultat :
pour tout premier p, on sait que vp(aZ) < vp(bz), soit encore 2v,(a) < 2v,(b), et donc
v, (a) < 0, (D). . .

Et ceci étant vrai pour tout nombre premier, a | b.

Il est évident que x’,y’ et z’ sont premiers entre eux dans leur ensemble.

2
On aalors x? +y? = %(x2 +1°%) = Z = 22

Donc | (x’,y’,2") est un triplet pythagoricien primitif.

Soit k un diviseur commun a x’ et y’. Alors k? divise x’? + y’> = z’2. Par la question 1, on
adonc k | Z, et donc k est un diviseur commun de x’,y’ et z’. Puisque ces entiers sont
premiers entre eux dans leur ensemble, k divise 1, et donc k = 1. En particulier, x’ Ay’ = 1.

Sur le méme principe, un diviseur commun de x” et de z’ est un diviseur de y’  l'aide de
la relation y’? = 2’2 — x2, et donc x’ et z’ sont premiers entre eux.
Donc x’,y’, 2’ sont deux 4 deux premiers entre eux.

Nous venons de prouver que si (x,y,z) est un triplet pythagoricien primitif, alors x et y
sont premiers entre eux, et donc ne peuvent étre tous deux multiples de 2.

Si k est un entier impair, alors k = 1 [4] ou k =3 [4], et dans les deux cas, k2 = 1 [4].
Supposons par I'absurde que x et y sont impairs tous les deux. Alors x> + y> =2 [4].

Or, x> + y* = 2%, et modulo 4 un carré vaut 0 ou 1, d’oti une contradiction.

Ainsi, | x et y sont de parités opposées.

Puisque x est pair, il existe u € N* tel que x = 2u.

Donc z” est de méme parité que y?, donc! z et y sont de méme parité, et donc z+y et z—y
sont pairs.

Il existe donc 0 € N* tel que z +y = 20.

Enfin, 22 = y? + x* > 2, donc z > y, de sorte que z —y > 0.

Et donc il existe w € N* tel que z — y = 2w.

Soit d un diviseur commun 3 v et w.
Alorsd | z+yetd|z—-y,doncd® | (z+y)(z—y) =2z°> —y*> = x°. Par conséquentz, d| x.

Ainsi, d divise x Ay Az =1, et donc d = 1. On a donc prouvé que
Ona 4ow = > — 22 = x? = 4u° etdoncvw:u2

Alo.rs pour tout premier p, vp(ow) = vy (u?) = 20, (u).

Mais v et w étant premiers entre eux, v,(v) = 0 ou v,(w) = 0.

Et donc soit vy, (v) = 0, et alors v, (w) est pair, soit v,(w) = 0 et alors v, (0) est pair.

Ainsi, pour tout premier p, v, (v) et v,(w) sont pairs, et donc il existe a,, b, entiers tels que
0,(0) = 2a, et vy(w) = 2b,.

Et alors 5

2
v = @] etw= bp
= P etw = p
peP

peP

sont des carrés.

Puisque y # 0, z+y > z — y, et donc 2n* > 2m?, donc n > m.

Par ailleurs, tout diviseur commun i m et n est un diviseur commun 3 v = n2 et w = m?

, et
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Un entier est premier avec
un produit si et seulement si
il est premier avec chacun de
ses facteurs.

On n’a a ce stade pas comple-
tement répondu a la question,
puisque x’, y’ et z’ pour-
raient encore ne pas étre
deux 2 deux premiers.

1 Un entier et son carré sont
toujours de méme parité.

2 C’est encore la question 1.
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2 DEvoIrR MAISON 12

donc est un diviseur de v A w = 1.
bonc

Nous venons de prouver que si (x,y,z) est primitif, alors il est bien de I'une des deux?® 3 La premiére si x est pair, la
formes annoncées. seconde sinon.
En effet, dans le cas o, comme dans les questions précédentes, x est pair, alors

2 2
x> =z>—y? = (n> + m?)” - (n> - m?)” = 4n’m? et donc x = 2mn.

Un seul point n’a alors pas été prouvé : c’est que m et n sont de parités distinctes. Mais si m
et n étaient de méme parité, alors m? et n® aussi, et donc y et z seraient tous deux pairs,

contredisant le fait que y Az = 1.

Inversement, reste 2 vérifier que pour n > m premiers entre eux et de parités distinctes,

(x,y,2) = (2nm, n*> — m?, n> + m?) est bien un triplet pythagoricien primitif. Mais

(2nm)? + (n> = m?)? = 4°n’m® + n* = 2n°m® + m* = n* + 2n°m?% + m* = (W + m?)%.

Donc on est bien en présence d’un triplet pythagoricien. Il est primitif puisque sid = xAyAz, Rappelons quun entier est

alors d est un diviseur commun 2 y et z, et donc aussi un diviseur de 2n* = z—y et 2m? = z+y. premier avec un produi si
Mais puisque n A m = 1, n? Am? =1, et donc 2n2 A 2m? = 2. et seulement si il est premier
Donc d = 1 ou d = 2. Or on ne peut pas avoir d = 2, car m et n étant de parités distinctes, avec chacun des facteurs.

Donc mAn=1=mAn?=1

il en est de méme de m? et n?, et donc de y et z. e
puis m= An- = 1.

Ainsi, x Ay Az =1, et donc (x,y, z) est un triplet pythagorien primitif.

. . . . . . _ X y
Par la question 1, si (x,.yi z) est un Frlplet pythagoricien, et sid = x Ay A z, alors (3, B )
est un triplet pythagoricien primitif.
Donc il existe n, m premiers entre eux, de parités distinctes, avec n > m tels que

SR

% =2mn x =2mnd %z 2mn y =2mnd
gznz—m2 o y=d(n’>-m?) ou §=712—m2 e {x=d(n®>-m?)
§=r12+m2 z =d(m?> +n?) z=n’+m? z =d(m?> +n?)

Et inversement, si n > m sont premiers entre eux, de parités distinctes, et d € N* alors
2 2 oW _ .4 2.2 4 2(. 2, 2\? 2 2\\?
(2mnd) +(d(n —m)) =d (n +4m°n +m)=d (m +n) =(d(n +m))

de sorte que (2mnd, d (n*> — m?),d (n> + m?)) et (d (n> — m?),2mnd, d (n*> + m?)) sont des
triplets pythagoriciens.
Et donc les triplets pythagoriciens sont exactement les triplets de la forme

(Zmnd, d (n2 - m2) ,d (n2 + m2>) ou (d (n2 - mz) ,2mnd, d (n2 + mz))
avec d € N*, n > m premiers entre eux de parités distinctes.

» Exercice 2 : caractérisation du PGCD et du PPCM en termes de sous-groupes.

Soit n € Z. Il est clair que nZ c Z, et que 0 € nZ.
Pour x,y € nZ, il existe deux entiers ki, k» € Z tels que x = nk; et y = nk.
Etalors x —y = n(k; — ko) € nZ.

Donc nZ est bien un sous-groupe de Z. Les éléments de nZ sont les
multiples de n.

De plus, si nZ = pZ, alors p, qui est évidemment dans pZ, est dans nZ et donc n divise p.
Et inversement p divise n. Nous savons que ceci n’est possible que pour n = +p.

L’implication réciproque est encore plus simple : si n = p, alors nZ = pZ.
Bt si n = —p, alors les éléments de nZ sont les —pk, k € Z, c’est-a-dire les p¢, £ € Z, et
donc nZ = pZ.

Puisque G est différent de {0}, il contient au moins un entier k € Z \ {0}.
Si k < 0, alors, par stabilité de G par passage a I'inverse, —k € N* est un élément de G.
Dans tous les cas, G N N* est une partie non vide de N, donc posséde un plus petit élément.
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2.b.

3.b.

CORRECTION

Notons m = nq +r, avec 0 < r < n la division euclidienne de m par n.

Alorsng=n+n+---+n¢€Getdoncm-nqg€G.
————

q fois
Ainsi,onar e G,etr > 0,doncr e GNN.
On ne peut avoir r # 0, car alors ceci contredirait la minimalité de n dans G N N*. Donc
r =0, de sorte que m = gn est divisible par n.

Nous avons prouvé 2 la question précédente que tout élément de G est dans nZ.
Inversement, puisque G contient n, il contient 2n = n + n, puis 3n = 2n + n etc, et contient
donc tous les nk, k € N.

Pas stabilité par passage a I'inverse, il contient également les nk, k € Z\N. Et donc nZ c G.

nZ est en fait le sous-groupe
Et donc par double inclusion, nZ = G. de Z engendré par n.

Puisque aZ et bZ sont deux sous-groupes de Z, leur intersection ’est encore. Et donc soit
aZ NbZ = {0}, auquel cas m = 0 convient.
Soit aZ N bZ # {0}, et alors par la question 2, il existe m € N* tel que aZ N bZ = mZ.

De méme, il sufhit de prouver que G = aZ + bZ est un sous-groupe de Z pour conclure.
Soient donc x,y € G. Alors il existe des entiers uy,01,u, 0> tels que x = auy + boy et
y = aup + bos.

Etdonc x —y = a(uy — u2) + b(v1 +v2) € G.

Donc aZ + bZ est un sous-groupe de Z et on conclut comme ci-dessus.

aZ est 'ensemble des mul-

Commengons par noter que aZ N bZ est I'ensemble des multiples communs de a et b. tiples de a, et de méme bZ
Et donc aZ N bZ est 'ensemble des multiples communs de a et b : c’est 'ensemble des est 'ensemble des multiples

multiples de a v b, et donc aZ NbZ = (a v b)Z. de b.

Puisque m et a V b sont positifs, par la question 1,

Puisque a=ax1+bx0 € aZ+bZ,donc a € dZ. Donc d | a. Et de méme, d | b.
On en déduit que d est un diviseur commun 3 a et 3 b, et donc un diviseur de a A b.
D’autre part, d € aZ + bZ, donc il existe (u,0) € Z2 tels que d = au + bv.

Et alors a A b divise a et b, donc divise au + bv = d.

On en déduit alors que4 que * Toujours par positivité de

aAbetded.

» Probléeme : théoréme des 4 carrés de Lagrange (d’aprés ENS MP 2007)

Partie 1. Quaternions
OnalP=]?=K?=-1.

OnadeplusK = (E)z Bl)

0 I

De plus, un calcul nous donne JI = (i O) = -K, puis

IK=1"J=-]KI=[JI=-IK=-], K] =1]?=-L JK=]JIJ = -K]J = -L

Lexistence découle de la définition de H4. Pour l'unicité, notons que pour a, b, ¢, d, a’,b’, ¢’,d’ € A,
ona

al+bl+cJ+dK=d'1+b1+J+dK & (aHb _c_ld)

a +ib - —id
c—id a-—ib

cd—id a -ib

. . . . 1., . at+ib=a +ib
Mais par unicité des coeflicients, si cette égalité est vraie, .

—c—id=-c —id

Et puisque a,b,c,d,a’,b’,c’,d’ sont réels, par égalité des parties réelles et imaginaires,
a=a,b=b,c=c"etd=4d'.

Donc tout élément h de Hy s’écrit bien de maniére unique sous la forme h = al+bI+cJ+dK.

Il est clair que , =1 € Hy, et que sih € Hy et a € A, alors ah € Ha.

Pour alléger les notations, notons M; =1, My =1, M3 = J et My =K.

4 4
Soient donc hy = aj1 + axl+ a3 + a4K = Z a;M; et hy = Z b;M; deux éléments de Hy,
i=1 i=1

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025

M. VIENNEY



4

DEvoIrR MAISON 12

donc avec les a; et les b; dans A.
4

Alors by — hy = Z a; — b; M; € Hy. Donc Hy est stable par somme.
i=1 S~——
€A

4 4
Enfin hihy = Z Z a;bjM;M;. Or par les calculs de la question 1, pour tout (i, j) € [1,4]?,
i=1 j=1
M;M; € Hy, et donc par stabilité de Hy par somme et par multiplication par un élément
de A, h1h2 € HA.
Donc Hy est un sous-anneau de > (C).

Il est clair que 7(1) = 1.
Etsih=al+bl+cJ+dKeth =a1+b'1+c'J+dK, alors

t(h+h)=(a+a)1-(b+b)-(c+c)]-(d+d)K
—al - bl—c] —dK + a1 b1 -] - d'K = (k) + (K.

Donc déja, 7 est un morphisme de groupes additifs.
Pour h € Hy et A € A, avec les notations précédentes,

7(Ah) = Aal — AbI - AcJ — AdK = Az(h).

A présent, soient hy, hy € Hy, et reprenons les notations utilisées a la question 3. On a donc

4 4 4 4
T(hlhg) =T ( Z aible-Mj) = Z aibjr(Ml-Mj).
i=1 j=1 i=1 j=1
Drautre part,
4 4 4
w(ho)r(h) = (Z air(Mo) (Z b,~r<M,»)) = D aibr(M)T(M;).
i=1 j=1 i=1

Donc si on arrive & prouver que pour tout (i, j), 7(M;M;) = t(M;)7(M;), alors on aura bien
t(hih2) = 7(h2)7(h1).

Sii=1ouj=1, cest évidemment vrai.

Etsii>2etj> 2, alors M;M; € {£I, ], £K}, et donc grice aux calculs de la question 1,
t(MiM;) = —=M;M; = M;M; = (=M;)(=M;) = ©(M;)7(M;).

Donc pour tout hi,hy € Hy, T(h1h2) = T(hg)‘[(h1).

Soit z = al + bl + ¢J + dK € Hy. Alors un calcul un peu abrutissant® nous donne,

zt(z) = (al + bI + cJ + dK) (al — bI — ] - dK)

Notons que 7 n’est bien
définie que parce qu'on a
Punicité des a, b, ¢, d de la
question 2.

On a utilisé les deux points
déja prouvés : I'image d’une
somme est la somme des
images, et le fait que 7(Ah) =
At(h) pour A € A.

5 Mais utilisant de maniére
cruciale IJ = -JI, IK = -KI,
etc

= a’1 — abl - ac] - adK + abl — b°I* — bel] — bdIK + ac] — beJ1 - ¢*J* — cdJK + daK — dbKI — dcK] — d*K?

=a’1+b*1 +c*1 +d%1

= (a®+ >+ +dH)1.
Et exactement sur le méme principe, 7(z)z = (a® + b? + ¢* + d*)1.
On vient de faire le calcul...

On a dong, pour z,z’ € Hy,
N(zZ') = z2'1(22") = z2'1(2")1(z) = zN(Z")7(2).

Mais puisque N(z’) € {A1, 1 € A}, N(z’) commute 2 toute matrice de #>(C), et donc 2
7(z), si bien que
N(zZ') = zt(z)N(z') = N(z2)N(Z).

Si z est un élément inversible de Hy, alors il existe z’ € Hp tel que zz’ = z’z = 1. Et donc
en particulier, 1 = N(zz’) = N(z)N(z’), si bien que N(z) # 0.

MP21 Lvcie CaampoLLION 2024-2025

M. VIENNEY



9.b.

CORRECTION

Soit z = al + bl + ¢J + dK € Hg un quaternion non nul. Puisque a, b, c, d sont non tous
nuls, @® + b* + ¢ + d° n’est pas nul.
1

mf(z)- On a alors

Posons alors 2/ =

2 b2 2 dZ
N(z) = u1 1.

a?+b%+c+d?

1 1

7’
=————ziau(z) = ———
a4+ b2 +c2+d? a?+ b2 +c2+d?

zZz

Et puisque z7(z) = 7(2)z, on a également 2’2’ = 1.
Donc z est inversible, et ainsi, tout élément non nul de Hy est inversible, donc H} =
Hg \ {02}.

Cela ne suffit pas tout 2 fait 2 faire de Hg un corps, puisqu’il n’est pas commutatif, condition
nécessaire dans la définition de corps.

Certains auteurs parlent quand méme de corps non commutatif ou de corps gauche. On
appelle aussi parfois algebres 2 division de tels anneaux (non commutatifs dans lesquels tout
élément non nul est inversible).

Commentaires : on montre assez facilement que {A1,1 € R} est un sous-anneau de Hg,
isomorphe aR.

Et de méme, {al + b, (a,b) € R?} est un sous-anneau de Hy isomorphe a C. Donc en quelque
sorte, les quaternions sont une généralisation des complexes.

C’est Hamilton qui les a découvert en 1848, en cherchant un analogue des complexes en dimension
3.

On sait aujourd hui qu’il n’y a pas de «corps» contenant C et de «dimension» 3, et que les quaternions
sont le seul «corps» de dimension 4 contenant C. Le prix d payer étant la perte de la commutativité
du produit.

On peut également construire un analogue en dimension 8, les octaves de Cayley, mais cette fois, en
plus de perdre la commutativité du produit, on perd aussi son associativité, ce qui, soyons honnétes,
en font des objets peu fréquentables°.

Partie II. Preuve du théoréme des quatre carrés

Déja il est clair que ¢ est bien a valeurs dans (Z/pZ)* puisque si x € (Z/pZ)*, alors x est
inversible, et donc x2 est également inversible.

Par ailleurs, pour tous x,y € (Z/pZ)*, par commutativité du produit7,

o(xy) = (xy)* = x*y* = p(x)o(y).

Donc ¢ est bien un morphisme de groupes.

Par ailleurs, pour x € (Z/pZ)*, x € Kergp & x> = 1.

Orx’=1ex*>-1=0s (x+1)(x-1) = 0. Et Z/pZ étant un corps, ceci équivaut
x+1=0oux-1=0x=1oux=-1.

Ainsi, Ker ¢ = {-1, 1}. Notons que puisque p impair, 1 # —1, et donc Ker ¢ est de cardinal
2.

La relation binaire % définie sur G par f(x) = f(y) est évidemment une relation d’équiva-
lence.

Mais pour x,y € G, ona xRy & f(x)f(y) ' = ey © xy~! € Ker f & x € (Ker f)y.
Autrement dit, cl(y) = (Ker f)y, qui est en bijection® avec Ker(f), et donc de méme
cardinal que Ker(f).

Enfin, il est clair qu’il y a autant de classes d’équivalence que le nombre d’éléments de
Im f. Et donc les classes d’équivalence formant une partition de G, il vient Card(G) =
Card(Im f)Card(Ker f.)

L'ensemble® {x% x € (Z/pZ)*} est 'image du morphisme ¢ de la question 9.a.

Card(Z/pZ)* p-1

Card(Kergp) 2 °

Puisque par ailleurs 0 = 02 est un carré dans Z/pZ, I'ensemble des carrés de Z/pZ est de
pt+

. p-1 _
cardinal &= +1 = 5-.

Donc par 9.b est de cardinal

MP2I Lvcie CaampoLLION 2024-2025

5

Notons qu’ici on a vraiment
besoin d’étre dans R, ce serait
faux pour des quaternions
complexes, car dans C, une
somme de carrés non nuls
peut étre nulle.

Nous donnerons plus tard
une définition précise, I'idée
étant que la donnée d’'un
complexe équivalent 3 la
donnée de deux réels, les
complexes sont de dimension
2.

Et la donnée d’un quaternion
étant celle de 4 réels, les qua-
ternions sont de dimension 4.

6 Ou du moins avec lesquels
on souhaite éviter tout calcul.

7 Rappelons que les Z/nZ
sont toujours des anneaux
commutatifs.

Notons que pour p = 2, on
aurait 1 = -1, et donc Ker ¢
serait de cardinal 1.

8 Via la cranslation 3 gauche
pary :

Chaque élément de Im f°
posséde Card(Ker f) antécé-
dents par f.

9 Formé des carrés non nuls
de Z/pZ.

M. VIENNEY



9.d.

9.e.

10.

11.a.

11.b.1.

11.b.ii.

11.c.

6

DEvoIrR MAISON 12

Ces deux ensembles sont évidemment en bijection, et donc sont tous deux de cardinal 1%1.
S’ils étaient disjoints, leur union serait de cardinal 1%1 + 1%1 =p+1.

Mais cette union est une partie de Z/pZ, qui est de cardinal p, donc de cardinal inférieur
ou égal a p.

Par conséquent, {x?, x € Z/pZ} et {-1 — y> y € Z/pZ} ne sont pas disjoints.

Soient donc a,b € Z/pZ tels que a*> = -1 — b,

Rappelons que a et b sont des classes d’équivalence modulo p, et considérons alors x et y
deux éléments de [0,p — 1] tels que a=X et b =7.

Onadonc 1+a*+b%=1+x2+y?2,sibien qu'il existe m € Z tel que 1+ x> +y* = mp.

Reste a prouver qu’on peut avoir m < p.
. 1
Pour cela, notons que si x > £5=, alors (p — x)? = (=x)> = x? [p],avec 0 < p-x < p <
p+1l p-1

2 2
Donc quitte a changer x en p — x, et de méme pour y, on peut SUpposer x,y € [[0, f%lll
Etdonc1+x2+y22< 12+%+% < 1+%2 < p2.
1+x°+
Etdoncm:% <p.

Le fait que m soit strictement positif est immédiat.

Soient a, b € N, et soient x1, X2, X3, X4, Y1, Y2, Y3, Y4 des entiers tels que a = xf + x% +x2+x2

3T Xy
etb =yl +y35+y; +y7.
Soit alors z = x11 + x2I + x3] + x4K € Hz et 2/ = y11 + yoI + y3] + ysK € Hz, de sorte que
a=N(z)etb=N(Z).
Alors par la question 7, ab = N(z)N(z’) = N(zz’), avec zz’ € Hz.
Et donc si on note cy, ¢z, c3, ¢4 les entiers relatifs tels que zz” = ¢11 + c2I + ¢3] + ¢4K, alors

_2,2,2,2_ 2 2 2 2
ab =cy+c;+c3+cy = |er]”+ |ea|” +e3|” + |eq|” € N
Et donc & est bien stable par produit. N est 'ensemble des N(z),
Remarque : notons qu’avec un peu de courage, et en calculant explicitement zz’, on pour z € Hz.

pourrait donner une formule générale pour exprimer le produit de deux nombres sommes
de quatre carrés comme une somme de quatre carrés.
Cette formule avait été établie par Euler dés 1748 (sans passer par les quaternions).

C’est la question 9.e., il existe x,y € Netm € [1,p — 1] tels que
mp=1+x+12=0>+12+x>+17 € N,
Il faut bien comprendre quappliquer une permutation o € & revient a échanger les x;.

Notons que pour tout entier k, les entiers k et k2 ont méme parité.
Puisque mp est pair'”
ni avoir trois des x; impairs et le dernier pair.

Supposons, quitte 2 les échanger que x1, x» sont de méme parité, et que x3, x4 sont également
de méme parité.

, on ne peut pas avoir trois des x; qui sont pairs et le dernier impair, 10 Car m Pest.

1l peut donc y en avoir 4
pairs, deux pairs et deux

Et quitte a les échanger de nouveau, on peut supposer x; > x» et x3 > x4. Et alors x1 + x> impairs ou 4 impairs.

et x1 — xo sont tous deux pairs et positifs. Et de méme pour x3 + x4 et X3 — X4.
Donc il existe bien o € S; telle que les quatre entiers x,(1) + X5(2), Xo(1) — Xo(2) X0 (3) +
Xo(4)s Xo(3) — Xo(4) SOlENt pairs et positifs.

On a donc

(Xo(1)+%0(2)) 4+ (X (1)~ X0(2)) 2+ (X (3)FXo (4)) 2+ (Xe (3) X)) = 2x§(1)+2x§(2)+2x§(3)+2x§(4) =2mp.

Mais puisque nos quatre nombres sont pairs, leurs carrés sont divisibles par 4, si bien que

mp _ (xam) +xa<2>)2+ (xom —xa<2>)2+ (xcf(s) +xa<3>)2+ (xcr(s) —xa<4>)2 -
2 2 2 2
mop

Supposons par 'absurde my pair. Alors — € N, contredisant la minimalité de my.

Et par conséquent, mg est impair.
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11.d.i.

11.d.ii.

11.e.

12.

CORRECTION

Notons b;, r; le reste de la division euclidienne de x; par my.

Siy; < %, alors posons y; = r; = x; — bymo.

Et sinon, posons y; = r; — mo = x; — (b; + 1)mo, qui vérifie bien -5 < y; < 0.

Et comme my impair, 55 n’est pas un entier, donc il ne peut pas y avoir égalité, si bien que
lyil < 32

On a alors clairement y? + y3 + y3 + y7 = x7 +x3 + x5 +x; = mop = 0 [my].
2
. . m
Et enfin, les y7 sont tous strictement compris entre 0 et 72 donc 0 < y? +y5 +y3 +y; < m.

Utilisons I'indication, et notons z1, z2, z3, z4 les entiers tels que
(11 + 200+ x3] + 4 K) (111 — yol — y3] — y4K) = z11 + 201 + 23] + z4K.

On a alors

4
zf+z§+z§+zi = N (x1 1+x0I+x3 ] +x4 K)N (y1 1-y2I-y3] —y4K) = Z xi2 yi2 = mopmimy.

4
i=1 i=1

En développant le calcul, on obtient

Z1 = x1y1 + xX2y2 + X3Y3 + X4y4 = x1(x1 — bymo) + x2(x2 — bamo) + x3(x3 — b3mo) + x4(x4 — bymy)

(x% + xg + x% + xi) —mo(x1b1 + Xsz + X3b3 + X4b4) =0 [mo]

=mop
25 = —X1Y2 + XoY1 + X3Ys — x4y3 = —x1(x2 — bamg) + x2(x1 — bimo) + x3(x4 — bymo) — x4(x3 — b3mo)
=—mg (b1x2 — box1 — b3x4 + byx3) =0 [mo]
z3 = —x1Y3 + X2ys + X3y1 — x4y2 = —x1(x3 — bamo) + x2(x4 — bamo) + x3(x1 — bimg) — x4(x2 — bamo)
= —mq (b1x3 — b3x1 — boxg +bsx2) =0 [mg]
Z4 = —X1Y4 — X2U3 + X3Y2 + x4y1 = —x1 (x4 — bamo) — x2(x3 — bymg) + x3(x2 — bamo) + x4(x1 — bymo)

—mg (b1x4 + box3 — b3xz — byx1) =0 [mo].

Etant données les conditions vérifiées par les y;, on a my < my.
4

Et puisque tous les z; sont divisibles par my, si on note z; = moz/, il vient donc Z 2> = mip,
i=1

avec 0 < my < myg, contredisant la minimalité de my.

On en déduit donc que mg = 1.

La question précédente prouve en fait que tout premier impair est somme de quatre carrés.
Il est clair que 2 = 12 + 12 + 02 + 0° est également somme de 4 carrés.

Et donc par la question 10, et puisque tout entier naturel est produit de nombres premiers,
tout entier naturel est somme de quatre carrés.

Notons que 4 est optimal en ce sens qu’il existe des entiers qui ne sont pas sommes de 2 ou
3 carrés. C'est par exemple le cas de 7 ou de 15.
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