MP2I A RENDRE LE 15.12.25

DEVOIR MAISON 10

Vous traiterez au choix :
» lexercice + la partie I du probléme

» le probléme au moins jusqu’a la question 17

» Exercice : un peu de bornes supérieures

Les deux questions de lexercice sont indépendantes.
1. Justifier que les parties de R suivantes possédent une borne supérieure et une borne inférieure, et les
déterminer :
(-D*k
k+1

A:{r€Q|3p,q€Z,p¢qetr:qu}, B:{ ,keN}.

2. Soit A une partie non vide et bornée de R. On note alors X = {|a — &’|, (a,a’) € A%}.
a. Justifier que X posséde une borne supérieure.
b. Soit £ > 0. Justifier qu'il existe ao, a}) € A tels que |ag — af)| > sup(A) — inf (A) —«.

c. Prouver alors que sup(X) = sup(A) — inf(A).

» Probléme : autour de la notion d’équipotence

On rappelle que deux ensembles E et F sont dits équipotents s’il existe une bijection de E dans F (ou, ce qui est équivalence,
une bijection de F dans E).

1. Premiers exemples : a I'aide de la fonction th montrer que R et ]0, 1] sont équipotents.
En déduire que pour tous réels a < b, ]a, b[ et R sont équipotents.

Partie I. Quelques ensembles équipotents (ou non) 3 N
2. Prouver que pour tout entier naturel non nul n, il existe deux entiers naturels p et g tels que n = 2P (2g+1).
N? — N

(P9 — 2°(2q+1) -1~

a. Prouver que f est surjective.

3. Soit f:

b. Montrer que f est une bijection de N2 sur N.
On en déduit donc que N et N? sont équipotents.
4. On souhaite prouver par récurrence sur p € N* qu’il existe une bijection de N? sur N.
Le cas p = 1 est trivial, et le cas p = 2 vient d’étre traité  la question précédente.
On suppose donc que pour p € N*, il existe une bijection ¢, : N¥ — N, et on définit une application
@p+1 : NP*1 — Nen posant :

1
V(ni,...,npnpet) € NP gp i (ni, .o np npet) = £ (@p(na, ... np), npit)
ot f est Papplication N — N x N de la question précédente. Prouver que ¢, est bijective.

5. L’argument diagonal de Cantor
On souhaite prouver que NN, ensemble des suites a valeurs dans N n’est pas équipotent a N.
N — NN

S I’ d il exist :
upposons par I'absurde qu’il existe ¢ no— o™

surjective.

On notera que pour tout n € N, o™ est une suite (c'est-a-dire une application de N dans N)
Pour tout p € N, on notera (p{(,") le p* terme de la suite o™, c’est-d-dire Pimage de p par oM.
On définit alors une suite (v,),eN de la maniére suivante :Vn € N, 0, = (p,(l") +1.

Prouver que (v,) n’admet pas d’antécédent par ¢ et en déduire le résultat annoncé.
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Partie II. Le lemme fondamental de Dedekind

Soit E un ensemble, soit f : E — E une application injective, et soit M une partie de E telle que f(E) c M.
Le but de cette partie est de prouver que nécessairement, E et M sont équipotents (c’est le lemme de Dedekind).

6.
7.

Prouver que pour toutes parties C,D de E, f (D \ C) = f(D) \ f(C).

Montrer que E et M sont stables par f.

8. ]ustiﬁer que pour tout n € N, f"(M) C f"(E) et f*YE) c f1(M).

9.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

En déduire que ﬂ fY(E) = ﬂ fH(M).
neN neN
Dans la suite, on note K = ﬂ f™(E).
neN
fP(E) sik =2p est pair
fP(M) si k=2p+1est impair'
Montrer que la suite (By)ken est décroissante pour I'inclusion et que pour tout k € N, K C By.

Pour tout k € N, on note By = {

Pour tout k € N, on pose Ax = By \ Bi41.
Soit x € E.

a. Montrer que si x € K, alors x n’appartient 4 aucun des Ay, k € N.
b. Montrer que si x ¢ K, alors il existe un unique entier k € N tel que x € Ay.

c. En déduire que E=K U U Ak, et que ces ensembles sont deux a deux disjoints.
keN

Prouver que M = K U U Ag.
keN*

En utilisant la question 6 montrer que pour tout k € N, fi = fja, réalise une bijection de Ay sur Ago.

Soient ¢ et i les applications définies par

E — M M — E
0 X sixc,éUAzf NE x sixgéUAzf
X > teN X teN
fi(x) six e Ap fk‘1(x) Si x € Apgyn

Notons que ¢ et  sont bien définies puisque les Aoy sont deux a deux disjoints, et donc un élément x ne peut étre
dans deux Aoy distincts a la fois.

Prouver que ¢ et § sont bijectives, et que ¢~ ! = .

En déduire que E et M sont équipotents.

Application : montrer que R est équipotent 4 [—1, 1], puis que tout intervalle de R non vide, et non
réduit 3 un singleton est équipotent a R.

Partie III. Le théoréme de Cantor-Bernstein et ses conséquences.

16.

17.

Soient E et F deux ensembles. On suppose qu’il existe i : E — F et j : F — E injectives.
En notant que j o i est injective, prouver, 4 'aide du lemme de Dedekind, que E et F sont équipotents. Ce
résultat est appelé le théoréme de Cantor-Bernstein.

Prouver que N et Q sont équipotents.

La suite du probléme est assez longue et difficile a rédiger. Son but principal est de faire réfléchir ceux d’entre vous qui se
posent des questions sur la «taille» des différents ensembles infinis.
Si vous 'abordez, essayez surtout de comprendre les grandes lignes des raisonnements, quitte d ne pas tout rédiger

parfaitement.
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Dans la suite, on admet que tout réel x € [0, 1[ posséde un unique développement décimal propre, c’est-a-
n +00

dire s’écrit de maniére unique x = lim Z ar107F ce que I'on note x = Z ar107% ol (ag)ks1 est une suite
—+400
SRy k=1

(dépendant bien entendu de x) 4 valeurs dans [[0, 9], qui n’est pas constante égale a 9 a partir d’un certain rang.
Ce résultat n’est pas particuliér@ment diﬂgcile et sera prouvé en cours Cnﬁn d’année.

+00
Notons qu'il sagit bien la de Uécriture décimale dont vous avez Uhabitude : Z a107% = 0, ayarazay . . ..

k=1
Si on demande a ce que les ay ne soient pas tous égaux a 9 a partir d’un certain rang, cest afin de garantir Punicité dun

tel développcmcnt, car

400 n 2—n
1-10
0,0999999. .. = E 9%x107F = lim 9 E 107F = lim 9x107%x — = 107! = 0,100000. ..
n—+oo n—+oo —_ =
k=2 k=2 10

18. Argument diagonal de Cantor (bis) : on prouve dans cette question qu’il n’existe pas de bijection de N
dans R. Par la question précédente, cela revient a prouver qu’il n’existe pas de bijection de N dans ]0, 1[.
A cet effet, on suppose par I'absurde qu’il existe une bijection ¢ : N* —]0, 1, et pour tout n € N, on note

(al(cn))k>l € [[0,9]N" I'unique suite telle que le développement décimal propre de ¢(n) :

+00
p(n) = Z a,ﬂ")m—" =0, agn)a;n)aén) .
k=1

+00
On note alors x le nombre de 0, 1[ défini par x = Z a]((k) 107k =, ail)af)ag}) .
k=1

Vous pourrez admettre ou prouver que la forme ci-dessus est bien un développement décimal propre, c’est-a-dire
que les a,(ck)

Pour tout k > 1, notons by € [0,9] le chiffre de [0, 9] défini par by = a,(ck) +1si a,(ck) < 8 et bx = 0 sinon.

ne sont pas tous égaux a 9 a partir d’un certain rang.

+00
Soit alors y = Z be107% = 0,b1bsbs . ... Prouver que y n’admet pas d’antécédent par ¢. Conclure.
k=1
19. R est équipotent a % (N).
a. En utilisant les fonctions indicatrices, donner une bijection de 2 (N) sur {0, 1}N, I'ensemble des
suites A valeurs dans {0, 1}.
Uy

1 n
b. Soitu = (up), une suite a valeurs dans {0, 1}. Montrer que la suite (¢, (u)),, définie par ¢, (u) = 3+ Z FYes)
k=0

est convergente. On note ¥ (u) sa limite.

{0, 1N — ]0,1[

c. Montrer que ¥ : est injective.

u +— Y(u)
+00
d. Montrer que la fonction qui 2 un réel x = Z ar107% de 10, 1] associe 'ensemble {273%, i € N*} est
k=1

une injection de ]0, 1[ dans 2 (N).

e. Déduire de ce qui précéde que R et 2 (N) sont équipotents. Retrouver que R et N ne sont pas

équipotents.
20. Montrer que R et R? sont équipotents. On pourra a cet effet utiliser I'application définie sur ]0, 1[2, qui a
+00 +00 T
deux réels x = Z ar10 K ety = Z br107% associe Z (10ax + by) 1072K = 0, a1 brasbrazbs . ..
k=1 k=1 k=1

Partie IV. Nombres algébriques, nombres transcendants

Un réel x est dit algébrique s'il existe un polynéme non nul P = ag + a1X + - - - + a,X" a coefficients dans Z
dont x est racine. Par exemple, tout rationnel r = ¢ est algébrique car r est racine de bX — a.

Mais certains nombres irrationnels sont également algébriques, par exemple V2 est racine de X2 - 2.

Un nombre qui n’est pas algébrique est appelé transcendant.
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21. Un ensemble E est dit au plus dénombrable s’il existe une injection de E dans N. Par exemple, un
ensemble fini E = {xy,...,x,} est au plus dénombrable puisqu’a chaque élément x € E, on peut associer
Punique i € [1,n] tel que x = x;.

On peut montrer, mais ce n'est pas utile dans la suite, que les ensembles au plus dénombrables sont les ensembles
finis ou équipotents a N.

a. Montrer que si E; et E; sont deux ensembles au plus dénombrables, alors E; U E; est encore au plus
dénombrable.
En déduire qu’une union finie d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.

b. Soit E un ensemble, et soit (E,)nen une suite de parties de E telles que pour tout n € N, E,, soit au
plus dénombrable.

Prouver que U E, est au plus dénombrable.
neN

22. Soit k € N. Prouver que 'ensemble des polynomes de degré k i coeflicients entiers est équipotent 2 N.
23. Prouver que 'ensemble des nombres algébriques est équipotent 2 N.

24. En déduire qu’il existe des nombres transcendants, et que 'ensemble des nombres transcendants n’est pas
au plus dénombrable.
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2.b.

2.c.

CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR MAISON 10

» Exercice : un peu de bornes supérieures

1
Soit r € A, et soient p,q € Z tels que r = p_

Alors [p — g| > 1 si bien que |r| < 1.

Et donc —1 < r < 1. Autrement dit, 1 est un majorant de A, et —1 est un minorant de A.

Puisque A est non vide, cela nous garantit déja I'existence de sup a et inf A.

eAet—-1=

Par ailleurs, 1 = € A, si bien que —1 et 1 sont respectivement le

plus grand et le plus petit élément de A. Et donc inf A = —1 et supA = 1.

De méme, pour k € N, ‘(—1)"%' = ‘L

1l < 1, si bien que —1 est un minorant de B et

1 est un majorant de B.
En revanche, I'inégalité stricte nous dit que cette fois, —1 et 1 ne sont pas dans B.
Prouvons que 1 est tout de méme le plus petit des majorants de B.

1¢* méthode : caractérisation «epsilonesque».
Soite > 0.Sie> 1,alors 1 —¢ < 0, avec O € B.
Considérons donc le cas o1 € €]0, 1].

N keN, —=1—- ——.
otons que pour k € k+11 1 1
EtdOHC1—€<1—m<=>m<€<:>k+l>z.
Ainsi, fixons k un entier pair tel uek>1—1Alorsl—£<L=(_1)k
’ P d e k+1 k+1°
——
€B

Nous avons donc bien prouvé que Ve > 0,3b € B,1 — ¢ < b.
Puisque de plus 1 est un majorant de B, alors sup B = 1.

2¢me méthode : caractérisation séquentielle.
Puisque 1 est un majorant de B, montrons qu’il existe une suite d’éléments de B qui
converge vers 1.

Or la suite (

k
2k+1
Et donc par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, 1 = sup B.

) , est justement une suite d’éléments de B, de limite 1.
k

Le méme type d’argument prouve que —1 = inf B.

Puisque A est bornée, il existe M € R tel que pour tout a € A, |a] < M.

Considérons un tel M. Alors pour tous a,a’ € A, |a - d’| < |a| + |a’| < 2M.

Et donc 2M est un majorant de X. Puisque par ailleurs A # 0, il existe a € A, et donc
0=l|a—-al eX.

Ainsi, X est une partie non vide et majorée de R, qui posséde donc une borne supérieure.

Notons que A étant bornée, elle posséde 2 la fois une borne supérieure et une borne
inférieure.

Si sup(A) —inf (A) < &, alors sup(A) —inf (A) — ¢ < 0, et donc tout couple (ao, a) € A? fait
I'affaire puisqu’une valeur absolue est positive.

Supposons donc sup(A) —inf (4) > «.

Il existe alors ag € A tel que ap > sup(A) — %
Et de méme, il existe a), € A tel que af, - % < inf(A).

En particulier, ay > sup(A) — % > inf(A) +¢e— % > a))
Et alors |ag — af)| = ap — a}, > sup(A) — % —inf(A) - % = sup(A) —inf(A) —«.

Soit x € X et soient a,a’ € A tels que x = |a —a’|.
On a alors inf (A) < a < sup(A) et de méme inf(A) < @’ < sup(A), si bien que inf(A4) —
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Rappelons qu'un plus grand
élément, s’il existe, est tou-
jours la borne supérieure. En
revanche, une borne sup n’est
pas toujours un max, ce n’est
le cas que si elle est dans A.
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3.b.

2

DEvoIr MAIsoN 10

sup(A) < a—a’ <sup(A) —inf(A). Et donc x = |a — a’| < sup(A) — inf (A).

Nous venons donc de prouver que sup(A) — inf (A) est un majorant de X.

Et par la question précédente, Ve > 0, Ix € X, sup(A) —inf(A) — & < x < sup(A) —inf(A).
Par la caractérisation «epsilonesque» de la borne supérieure, sup(A) = sup(A) — inf (A).

» Probléeme : Autour de la notion d’équipotence

La fonction th réalise une bijection de R sur ] — 1, 1[.

1
Donc f : x > (th(x) + 1) réalise une bijection de R sur ]0, 1[, qui sont donc équipotents.

Et alors, pour a < b, x +— (b — a)x + a réalise une bijection de 0, 1[ sur ]Ja, b[, et donc
x + (b —a)f(x) + a réalise une bijection de R sur ]a, b.

Partie I. Quelques ensemble équipotents (ou non) a N

Le résultat est assez évident si 'on connait un peu d’arithmétique : il sufht de prendre
2q + 1 égal au produit de tous les facteurs premiers impairs de n.

Mais reprouvons-le simplement 4 I'aide d’une récurrence forte.

Pour n € N*, notons % (n) la proposition 3(p, q) € N2, n=2(2g+1).

Il est clair que % (1) est vraie puisque 1 =2°(2x 0+ 1).

Soit n € N*k, et supposons que % (k) soit vraie pour k € [1,n].

Alors soit n + 1 est pair, auquel cas il existe r € N* tel que n+ 1 =2", etdoncr < n+1, si
bien que r < n. Par hypothése de récurrence, il existe donc p, g tels que r = 27 (29 + 1). Et
donc n+1=2r =2P*1(2g + 1), si bien que % (n + 1) est vérifide.

Soit n + 1 est impair, auquel cas il suffit de prendre p =0 et g =5 € N.

Donc par le principe de récurrence forte, tout entier naturel non nul est donc le produit
d’une puissance de 2 par un entier impair.

Cest la question précédente : pour n € N, n+ 1 € N*, si bien qu’il existe deux entiers
(p.q) e N> tels que 2°(2g+ 1) =n+1 o n=2°2q+1) -1 o n=f(p,q).

Donc n posséde un antécédent par f.

La surjectivité venant d’étre prouvée, il sagit donc de prouver que f est injective.

Soient (p, q), (p’. q’) tels que f(p.q) = f(p’.q’). On a donc 2°(2q + 1) = 2P (2q’ +1).
Quitte 3 échanger (p, ) et (p’,q’), supposons p < p’. Alors 2q+ 1 = 2"~ (2q’ +1).
Puisque 2¢ + 1 est impair, on a donc nécessairement p’ —p =0 p=p’.

Etalors 2g+ 1 =2¢' + 1, si bien que g = ¢'.

Nous venons donc de prouver que f(p,q) = f(p'.q") = (p.q) = (p’.¢’), et donc f est
injective, et donc bijective.

NPT — NxN

(n1,..., Np,Npr1) ((Pp(”b s np)s np+1)
Puisque ¢, est bijective, si nous prouvons que i I'est également, alors f sera bijective.

Notons 1 : , de sorte que @p41 = @p 0 Y.

Soit donc (m,n) € N x N. Alors (n1,...,np41) € NP*! est un antécédent de (m, n) par  si
@p(ny,...,np) =m
Np+1 =n
Or il existe un unique antécédent de m par ¢, car ¢, est bijective, et si on note (my, ..., m

q par ¢p @p J) p
cet antécédent, alors (my, ..., m,, n) est 'unique antécédent de (m, n) par ¢, qui est donc
bijective.
Et ainsi, g1 = f o réalise une bijection de N”*! sur N.
Par le principe de récurrence, on en déduit que pour tout p € N, NP et N sont équipotents.

et seulement si {

L’argument diagonal de Cantor
Puisque ¢ est surjective, et que (v,) est bien une suite 3 valeurs entiéres, il existe p € N tel
que ¢(p) = (vp).

. . . _ (p)
Mais alors en particulier, v, = 0y .

Or par définition, v, = gal(,P) + 1, si bien qu'on arrive 2 1 = 0, ce qui est absurde.

Et donc on en déduit qu’il n’existe pas de surjection de N dans NN, et en particulier, que
ces deux ensembles ne sont pas équipotents, puisqu’alors toute bijection de N dans NN
serait surjective.
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Ficure 0.1- La fonction f.

Si on n’avait pas pris soin de
supposer p < p’, la relation
ci-contre ne ferait pas appa-
raitre que des entiers.
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10.

11.a.
11.b.

11.c.

CORRECTION

Partie II. Le lemme fondamental de Dedekind

Soient C, D deux parties de E, et soit y € f(D\ C). Alors il existe x € D\ C tel que y = f(x).
Et puisque x € D, y = f(x) € f(D).

Supposons par 'absurde que y € f(C). Alors il existe x; € C tel que y = f(x1). Et donc
f(x1) = f(x), donc par injectivité de f, x = x; € C, ce qui est absurde car x € D \ C.
Donc y € £(D) \ £(©).

Inversement, soit y € f(D) \ f(C). Alors il existe x € D tel que y = f(x).

Et x ne peut étre dans C, faute de quoi on aurait y = f(x) € f(C). Donc x € D\ C, et donc
ye f(D\O).

Ainsi, f(D) \ f(C) ¢ f(D\O).

Donc par double inclusion, ‘f(D \C) = f(D) \ £(C). ‘

Puisque f est définie sur E,  valeurs dans E, E est évidemment stable par f.

Et puisqu’on fait I'hypothése que pour tout x € E, f(x) € M, alors nécessairement,
Vx € M, f(x) € M, et donc M est stable par f.

Soitn € N, et soit y € f"(M). Alors il existe x € M tel que y = f"(x). Mais un tel x est
dans E, et donc y = f™(x) € f"(E). On en déduit que f"(M) c f"(E).

Et méme, soit y € f"*1(E). Alors il existe x € E tel que y = f™!(x).

Puisque f est a valeurs dans M, alors f(x) € M, et donc y = f"*(f(x)) € f*(M). Et donc
fUE) € f1(M).

Procédons par double inclusion. Soit x € ﬂ f™(E).

neN
Soit n € N. Alors x € f**!(E), si bien que x € f*(M).

Ceci étant vrai pour tout entier n € N, x € ﬂ F™(M). Et donc ﬂ fM(E) c ﬂ T(M).
neN neN neN
L’inclusion réciproque découle immédiatement de (M) c f*(E).

Et donc on a bien ﬂ f™(E) = m FH(M).

neN neN

Soit k € N. Alors si k est pair, soit p € N tel que k = 2p.
Alors par la question 8, By = Bope1 = fP(M) C fP(E) = By.
Et si k est impair, k = 2p + 1, alors!

Brs1 = Bopi2 = fP*'(E) c fP(M) = By.

Donc pour tout k € N, By C B, si bien que | (Bi)ken est décroissante pour inclusion.

Pour tout p € N,ona K = ﬂ f"(E) c fP(E), et donc en particulier, K C By,
neN
Et de méme, K = ﬂ fH(M) c fP(M), et donc K C Bypi.
neN
Et donc ’ pour tout k € N, K C B. ‘

Si x € K, alors pour tout k € N, x € Bi et x € Byyy, donc x ¢ By \ By = Ag.

Six ¢ K, considérons I = {k € N | x € Bi}. Il agit donc d’une partie non vide? de N.

Si l'on suppose que x ¢ K, alors il existe p € N tel que x ¢ f?(E) = Bap,.

Et alors par décroissance de (By)x, pour tout k > 2p, x ¢ By.

Autrement dit, I est une partie non vide et majorée de N, donc posséde un plus grand
élément, notons-le g.

Alors x € By et x ¢ Bgy1, si bien que x € Ay.

Comme mentionné ci-dessus, pourk > qg+1, x ¢ By, et donc x ¢ Ay.

Et pour k < g, alors x € By C Byyq C By, si bien que x ¢ Ay.

Et donc | il existe un unique entier k tel que x € Ag. ‘

Nous venons de prouver dans les deux questions précédentes que tout élément de E est soit

dans K, soit dans I'un des A, donc que E=K U U Ag.
keN
Par ailleurs, la question 11.a prouve que pour tout k € N, A N K = 0, et dans la question

11.b nous avons prouvé que les A sont deux a deux disjoints’.
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Pour f : E — F quelconque,
si A C B sont deux parties de
E, alors f(A) c f(B).
Autrement dit, application
qui A une partie de E associe
son image directe par f est
croissante pour l'inclusion.

1 Toujours d’apres la question

2 Car By = f°(E) = E.

3 Puisque tout x qui est dans
I’union des Ay ne se trouve

que dans un SeMdVItﬁf\I%ﬁY



12,

13.

14.

15.

16.

17.

4
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Notons que Ag = By \ B = E\ M.

Et donc Ag N M = 0, alors que pour k > 1, By € B; = M. Et donc A C M, si bien que
MNAL =Ag.

Enfin, K ¢ M, et donc KN M = M.

On en déduit donc que

M=ENM=(KnM)U ﬂ(AkmM)zKu U Ay.
neN neN*

Soit k € N. Puisque f est injective, sa restriction 3 Ax I'est également, donc fi est injective.
Il s’agit donc de prouver que fi est bien a valeurs dans Ay, et que tout élément de A,
posséde un antécédent par fi.

Si k est pair, avec k = 2n, on a, d’aprés la question 6,

f(Ax) = f(Ban \ Bans1) = f(B2n) \ f(Bons1) = f(f"(E)) \ f(f"(M))
= f"™1(E) \ f™ (M) = Bonsa \ Bonss = Aonsa = Apsa.

Et de méme, si k = 2n + 1 est impair, alors

F(AR) = f(Bans1 \ Bans2) = f(Bons1) \ f(Bans2) = F(F (M) \ F(f*1(E))
= (M) \ F™2(E) = Banss \ Bonea = Aones = Agsa.

Donc ceci prouve 2 la fois que fi est bien a valeurs dans A2, mais en plus que tout élément
de A2 posséde au moins un antécédent par f dans Ay (et donc un antécédent par f;).

Ainsi,

fie : Ak — Ags2 est surjective, et donc bijective. ‘

Nous allons prouver que i o ¢ = idg et ¢ 0 ¢ = idy. Ceci garantira 2 la fois que ¥ et ¢ sont
bijectives, et que ¢ = .

Soitx € E.Six ¢ U Az, alors ¢(x) = x, et donc ¥/(p(x)) = x.
teN
S'il existe un* k € N tel que x € Ayg. Alors ¢(x) = fi(x) € Asgso.

Et donc y(p(x)) = £ (fi(x) = x.
Donc pour tout x € E, y(¢(x)) = x.

On prouve sur le méme principe que ¢ o ¢ = idy.

On en déduit donc que ¢ réalise une bijection de E dans M, et donc que| E et M sont équipotents.

Application : comme 2 la question 1, th : R — R est injective® sur R, a valeurs dans
[-1,1].

Par le lemme de Dedekind, R et [-1, 1] sont donc équipotents.

Plus généralement, si I est un intervalle non vide de R, non réduit 4 un point, alors il
contient au moins deux points distincts a < b.

Par définition d’un intervalle, on a donc [a, b] ¢ I. Mais alors x — (b — a) th(x) + a est
injective sur R, a valeurs dans ]a, b[ et donc dans I. Et alors par le lemme de Dedekind, R
est équipotent a I.

Partie III. Le théoréme de Cantor-Bernstein et ses conséquences

Notons que f = j o i est injective car composée d’injections.

On a alors f(E) € j(F). Alors par le lemme de Dedekind, E et j(F) sont équipotents.
Mais j réalise une bijection® de F sur j(F), si bien que F et j(F) sont équipotents.

Et donc ’ E et F sont équipotents. ‘

Il existe évidemment une injection de N dans Q, par exemple I'application n + n.

Construire une injection de Q dans N est un peu plus compliqué.
L’application qui 4 un rationnel r = P sous forme irréductible associe (p, ) est une injection
fi de Q dans Z x N.

Mais Z étant équipotent 3 N, Z x N est équipotent 4 N : il existe 5 : ZxXN - N xN
bijective.
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Nous utilisons 14 le résul-
tat suivant : f(f"*(E)) =
fn+1 (E).

Ceci n’a rien de difficile, et
la preuve en est plutdt ra-
pide, mais notons que ce n’est
pas «vrai par définition» :

le membre de gauche est
I'image par f d’une partie de
E, 4 savoir 'image directe de
E par f". Et le membre de
droite est I'image par Pappli-
cation f™*! de I'ensemble E.

4 Nécessairement unique
car les Ay sont deux 3 deux
disjoints.

: Car strictement croissante.

6 Car J est injective.

M. VIENNEY



18.

19.

19.a.

19.b.

19.c.

CORRECTION

Etalorssi f est la fonction de la question 2, Papplication f o f> o fi est une injection’ de Q
dans N.
Et donc par le théoréme de Cantor-Bernstein, Q et N sont équipotents.

Alternative plus astucieuse (et un plus constructive) : on peut considérer lapplication

quiar= P i rationnel sous forme irréductible associe 2°37 si p>0et27?3955i p < 0.
Un peu d’arithmétique prouve alors que cette application est injective de Q dans N.

Argument diagonal de Cantor.

Procédons comme indiqué dans ’énoncé, en supposant qu’il existe une bijection ¢ : N* —]0, 1[,

+00
et posons x = Z a](ck) 107%, ot a'® est le kéme chiffre du développement décimal de ¢ (k).
k=1

Notons qu’il sagit bien 12 du développement décimal propre de x, c’est-a-dire que les a](ck)

ne peuvent pas tous étre égaux a 9 a partir d’un certain rang.
En effet, il existe une infinité de nombres de ]0, 1[ dont le développement décimal ne
contient pas le chiffre 9, par exemple 0,1111...,0,011111...,0,011111 ... etc

Et donc il existe une infinité de k pour lesquels )
Soit alors y le nombre dont le développement cfecnnal est donné par I’énoncé, A savoir
+o0 o0 - (6
+1 sia, ' #9
= > b107F ot by = 5 .
v Z k g O si a](ck) =9
Notons qu'’il s’agit encore d’un développement décimal propre puisque le raisonnement

ci-dessus prouve également qu’il existe une infinité de a](ck) qui ne sont pas égaux 2 8.
Puisque ¢ : N* —]0, 1[ est bijective, il existe n € N* tel que ¢(n) =y

(n)

Mais alors a,,” est le n®me chiffre du développement décimal de y. Or ce n®™¢ chiffre est

b, # a(").
On obtient donc une contradiction, et donc il n’existe pas de bijection ¢ : N* —]0, 1[.

Et donc | R et N ne sont pas équipotents.

R est équipotent 3 % (N).
C’est un résultat du cours, si on se rappelle qu’une suite 4 valeurs dans {0, 1} n’est rien d’autre
PN) — (01N

qu’une application de N dans {0, 1}, la bijection en question est ¢ : A — 1
A

La suite (¢ (u)), est croissante puisque pour tout n € N, on a

n+1 n
1 Uk Un+1
Ynar () = Y () = 5 + Z k2 3 3k+2 = 3n3 > 0.
k=0
1 n+2
+1 (1
1 1 gl (3) 1
D’autre part, pour tout n € N, on a ¢, (u) < 3 +Z 5 S 3 Z = < 372 < 5
2 k=0 3

Donc | (»(u))n est majorée, et étant croissante, elle est convergente. ‘

Soient (up,), (v,) deux éléments distincts de {0, 1}N, et soit kg = min{k € N, ur # vi}.
Quitte 2 échanger u et v, on peut supposer que ug, = 0 et vy, = 1.
Alors pour tout n > ko + 1, on a

ki

n 0 L
Uk 1 Uk Uk
l//n(v) lpn(u) =5 + § 3k+2 E 3k+2 - 5 - 3k+2 - Z 3k+2
k=0

k= k0+1 k=k0+1

Ok — Uk

1 n
= 3ko+2 + Z 3k+2
1 o1
> 3k0+2 - Z 3k+2

k=k()+1
1 1 1
z 3k0+2 - 3k()+3 £ 5

i=0

n—ko—l
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7 Car composée d’injections.

La transformation appliquée
aux al(ck) n’est pas tres im-
portante, I'essentiel étant
qu’aucun de by ne soit égal
(k) 5
da;” afin que l'argument

ci-dessous reste valable.

Nous avons ici utilisé N* 4

la place de N puisque nous
avions numéroté les dévelop-
pements décimaux 2 partir de
1 et non de 0, mais rappelons
que n — n+ 1 est une bijec-
tion de N sur N*.

Les premiers termes sont les
mémes, et pour k = ko, seul
reste le terme associé A o.

Dans le pire des cas, tous les
u, k > ko valent 1 et les o
sont nuls.

M. VIENNEY



19.d.

19.e.

20.

21.a.

DEvoIr MAIsoN 10

1
o 1 1= (3
z 3k0+2 - 3k0+3 %
S 1 1 1 S 1
z 3k0+2 - E 3k0+2 z 3ko+2 :

1
Et donc en faisant tendre n vers +oo, il vient y(v) — (u) > SRR > 0.

Et en particulier, | /(0) # /(u), de sorte que i est injective. ‘

+00 +00

Supposons qu’a deux réels x = Z a 107 ety = Z br107F soient associés les mémes
k=1 k=1

ensembles A et B.

Alors, pour tout i > 1, chacun de ces ensembles contient un unique entier qui soit divisible

par 2/ et pas par 2/*1.

Pour A, c’est 2/3%, et pour B, cest 2:3%:.

Si A et B sont égaux, alors nécessairement, ces deux nombres sont égaux, et donc a; = b;.

n n
Ceci étant vrai pour tout i > 1, il vient donc pour tout n € N*¥, Z ap107F = Z b 107K,
k=1 k=1
ce qui aprés passage 2 la limite, nous donne x = y.

Et donc | la fonction de I'énoncé est injective.

A T'aide des questions 11.a et 11.c, on construit une injection® de % (N) dans 0, 1[.
D’autre part, la fonction de la question 11.d est injective, de ]0, 1[ dans 2 (N).

Donc par le théoréme de Cantor-Bernstein, il existe une bijection de % (N) sur 0, 1[.
Ce qui, composé avec la bijection de la question 1 donne une bijection de % (N) sur R
tout entier.

Et ainsi, comme annoncé, | 2 (N) et R sont équipotents.

Puisque par le théoréme de Cantor”, N et 2 (N) ne sont pas équipotents, on retrouve le
fait que N et R ne sont pas équipotents.

Notons que si x et y sont deux réels de ]0, 1[, de développements décimaux respectifs
x=0,a1a2... ety =0,b1by...,alors 0,a1bjazb; ... est un développement décimal propre.
Et par unicité d’un tel développement, il est évident que I'application

+00
¢:(xy) — Z(lOak +bg)107%F est une injection de ]0,1[?>—]0, 1.
k=1
Enrevanche, 0,a1bjazbs . .. peutétre un développement décimal propre sans que 0, ajas . . .
le soit, penser par exemple 4 0,91919191....
Donc ¢ n’est probablement pas bijective.
En revanche, il existe évidemment une injection de ]0,1[ dans ]0, 12[, par exemple

X (x, %), et donc par Cantor-Bernstein, il existe une bijection de 0, 1[? dans ]0, 1[.

Mais 4 la question 1, nous avons prouvé qu’il existe une bijection de ]0, 1[ dans R.
Et alors cette bijection, couplée a ce qui a été fait au-dessus prouve que R et R? sont
équipotents.

Partie IV. Nombres algébriques, nombres transcendants

Notons F; = Ey et F» = E; \ E, de sorte que E1 U E; = F{ U By, avec Fi, disjoints.

Alors Fy est au plus dénombrable puisque E; I'est, et F est également au plus dénombrable,
puisque si ¢ : E» — N est injective, alors ¢, : F» — N est également injective!’.

De plus, pour tout x € E; UE,, onax € F; ou x € P, les deux ne pouvant se produit
simultanément.

Notons alors ¢1 : F — N et ¢ : F; — N deux injections, et soit f : Bt UE; —» N x N
définie par

(0,01(x)) si xeF

Vx € E1 UEy, =
x ! 2 9(x) (1, p2(x)) sixeF

Alors f est une injection de E; U E; dans N X N, qui composée par une bijection de N x N
dans N nous fournit une injection de E; U E, dans N, de sorte que E; U E; est au plus
dénombrable.

Pour une union finie, il suffit ensuite de faire une récurrence sur le nombre d’ensembles.
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8 Car composée d’injections.

“ Vu en cours et qui affirme
que pour tout ensemble

E, E et % (E) ne sont pas
équipotents.

107, restriction d’une in-
jection est toujours une
injection.

M. VIENNEY



21.b.

22.

23.

24.

CORRECTION

Adaptons le principe de la question précédente.
Soient (E,)nen des ensembles au plus dénombrables, et pour tout n € N, soit ¢, : E, > N
une injection.
Pour x € U Ep, posons i1(x) = min{k € N | x € E¢}.
neN

E, — NxN

Et définissons alors une application ¢ : | ,en .
X (l(x)> Pi(x) (x))

Alors il est aisé de constater que ¢ est injective, et donc composée avec une bijection de
N x N — N, nous fournit une injection de U E,, sur N.

neN

Ainsi, U E, est au plus dénombrable.
neN

Choisir un polyndme de degré k  coeficients entiers, c’est choisir k + 1 éléments de Z.
Donc I'ensemble des polyndmes de degré k a coeflicients entiers est équipotent a ZF+,
Mais Z étant équipotent a N, ZK+1 et équipotent a NFk+1 qui est lui-méme équipotent a
N.

Soit k € N fixé. Notons i + P;; une bijection entre N et 'ensemble des polynomes de
degré k a coefhcients entiers.

Pour P € R[X] non nul, notons ‘6 (P) I'ensemble de ses racines réelles, qui est fini'! et
donc au plus dénombrable.

Alors 'ensemble des nombres algébriques est U U 6 (Pix) |-
keN \ieN
Mais par la question 20.b, 2 k fixé, U 6 (P; 1) est au plus dénombrable.
ieN

Et donc U U 6 (P;x) | est également au plus dénombrable.
keN \ieN
Autrement dit, on a une injection de I'ensemble des algébriques dans N.

Puisque n — n est une injection de N dans I'ensemble des algébriques, par le théoréme de

Cantor-Bernstein, ‘ ensemble des nombres algébriques est équipotent a N.

Puisque R n’est lui pas équipotent & N, et qu’un réel est soit algébrique, soit transcendant,
on n’a pas R égal  I'ensemble des algébriques, si bien qu’il existe des!'? nombres transcen-
dants.

De plus ’ensemble des nombres transcendants ne saurait étre au plus dénombrable, car
alors R serait I'union de deux ensembles au plus dénombrables!?® et donc serait lui-méme
au plus dénombrable d’apreés la question 21.a.

Cela signifierait donc qu’il existe une injection de R dans N, et puisqu’il existe une injection
de N dans R, par le théoréme de Cantor-Bernstein, N et R seraient équipotents, ce qui
n’est pas le cas d’aprés la question 18 (résultat reprouvé a la question 19).

Commentaires : si ce résultat garantit lexistence de nombres transcendants, on notera bien qu’il
nw'en construit pas explicitement. Une telle construction est difficile, et c’est LIOUVILLE qui fournit le
premier exemple de nombre transcendant en 1844, en considérant

1
lim Z —— =0, 11000100000000000000000100. ..
10k!

Depuis, on connait des preuves de transcendance d’autres nombres, et notamment de e (HErmITE,
1873) et = (LINDEMANN, 1882).

A lheure actuelle, il existe encore beaucoup de nombres dont on ne sait pas dire s’ils sont algébriques
ou transcendants, c’est notamment le cas de e + 7, e, €, 7.
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1(x) est bien défini car

{k € N | x € Et} estune
partie non vide de N, qui
admet donc un plus petit élé-
ment.

M Borné par le degré de P.

12 Au moins un pour I'ins-
tant.

Bes algébriques et les
transcendants.

M. VIENNEY
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