MP2I 29.03.24

DEVOIR SURVEILLE 7 (SUJET PLUS DIFFICILE)

» Exercice : algebre linéaire

Dans tout 'exercice, E est un R-espace vectoriel de dimension finie, et f € £(E) est un endomorphisme de E.

1. Soient A # p deux réels.
a. Montrer que Ker(f — Aidg) N Ker(f — pidg) = {0g}.
b. En déduire que dim Ker(f — Aidg) + dimKer(f — pidg) < dimE.

Dans toute la suite de 'exercice, on suppose qu’il existe deux réels distincts Ay < A, tels que (f — A1idg) o (f — Azidg) = O (g),
et on se fixe deux tels réels A; et A5.

2. Montrer que E = Ker(f — Aidg) ® Ker(f — A2idg).

3. Prouver quesi o est un réel différent de A; et A, alorslasomme Ker(f — A1idg) + Ker(f — A2idg) + Ker(f — aidg)

est directe.
En déduire que Ker(f — aidg) = {0g}.

4. Soit g € £(E) tel que :
» il existe deux réels distincts p1 < p» tels que (g — p1idg) o (g — pidg) = 0¢ (k)
» il existe p impair tel que fP = gP.
a. Prouver que pour i € {1,2}, Ker(f - Aidg) © Ker(f? — AfidE).
b. Montrer que les inclusions de la question précédente sont en fait des égalités.

. Prouver que si f est une homothétie, alors f = g.

(e

ol

. On suppose a présent que f n’est pas une homothétie.
Montrer alors que Ay = 1 et que Ker(f — Ayidg) = Ker(g — pidg).
En déduire que f =g.

» Probléme : nombres et polynémes de Bernoulli.

Ce probléme, trés long, présente diverses applications d’'une famille assez mystérieuse de nombres rationnels,
que P'on appelle la suite des nombres de Bernoulli.

Partie I. Un premier pas vers la formule de Faulhaber
Nous avons déja rencontré les identités suivantes : pour tout n € N,

Z":k:n(n+1):n_2+ﬁ’ Zn:k2:n(n+l)(2n+1):n_3+n_2+f’ k3_M:n_4+n_3+n_2
£ 2 272

P 6 3 2 6 — 4 4 2 4

n
Est-il alors vrai que pour tout p € N*, il existe un polyndéme P € Q[X] tel que pour tout n € N*, Z k? = P(n) ?
k=1
Et si c’est vrai, comment déterminer un tel polynéme ?

n—1
En réalité, nous allons plutét nous intéresser a des polynémes P € R[X] tels que pour tout n € N*, Z kP = P(n)
k=1
n n-1
(les calculs seront plus simples avec cette condition), mais on pourra garder A lesprit que Z kP = Z kP +nP.
k=1 k=1
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1. Soit p € N*.

n-1

a. Montrer qu’il existe au plus un polyndéme P € R[X] tel que pour tout n € N*, Z k? = P(n).
k=1
n—1
b. Soit P € R[X] tel que pour tout n € N*, Z kP = P(n). Prouver qu’alors P(X + 1) — P(X) = X?.
k=1

c. Inversement, prouver que si P € R[X] vérifie P(X + 1) — P(X) = X?, alors pour tout n € N*,
n—1

Z kP = P(n) — P(0).
k=1

2. L’endomorphisme A
R[X] R[X]

On note dans toute la suite on note A I'application linéaire A : - .
P +— P(X+1)-P(X)

a. Pour tout n € N, déterminer le degré de A(X™).
En déduire, pour P € R[X], le degré de A(P) en fonction de deg(P).

b. En déduire que pour tout n € N, R, [X] c Im(A).

/1P(t)dt=0}.
0

d. Justifier sans calculs que # et Ro[X] sont supplémentaires dans R[X].

c. Déterminer I'image et le noyau de A.

Dans toute la suite on note 7 = {P € R[X]

e. Prouver que Ay est un isomorphisme de € sur R[X].

Partie II. Polynomes et nombres de Bernoulli, formule de Faulhaber.
De la partie précédente, on déduit que pour tout p € N*, # contient un unique antécédent de X? par A.
On notera P, cet unique antécédent, de sorte que A(P,) = X?.

1 1 1 1 ! 1
En particulier, Py=X- E,puisque A (X— 5) =X+1- 5 (X— E) =1, et que‘/O (t— 5) dt = 0.

3. Justifier que pour tout p € N* et tout P € R[X], A(P) =X? & A e R, P=P, + .

4. En vous inspirant éventuellement de ce qui a été fait pour A 4 la partie I, montrer que D :

est un isomorphisme.
5. Montrer que pour tout p € N*, P, = D(Pp) = pPp_1.
En déduire que DP*1(P,) = p!, et donc que P, = pl(D~1)P*1(1).
Dans la suite, on note By = 1 et pour tout p € N*, on note B, = pP,_j = pl(D~HP(1).
On a alors en particulier B, = D(B,) = pI(D™HP71(1) = pBp_y.

1
Onadonc By = 1, et pour tout p € N*, By, est 'unique polynéme vérifiant B, = pB,,; et / B, (t)dt = 0.
0

Le polynéme B, est appelé le p*™ polynéme de Bernoulli.
Pour tout p € N, on note b, = B,(0), appelé le p*™ nombre de Bernoulli.

6. a. Calculer By, By, B3. En déduire b, by, by, bs.
b. Montrer que (By)nen est une base de R[X].

c. Justifier que pour tout p > 2, B,(1) = B,(0).
P

d. Montrer que pour tout p € N, B, = Z (’Z)bkxp‘k.
k=0
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e. En déduire que (b,),en est I'unique suite (u e RN vérifiant uy = 1 et pour tout p > 1,
q p)p q p)p p

P
1
Z (p * )uk = 0. Déterminer alors la valeur de by.

k=0 k
n—1 1
7. Soit p € N* et n € N*. En utilisant la question 1, justifier que Z kP = or1 (Bp+1(n) — By+1(0)).
k=1

En déduire alors que

n p+l p-1
1 p+1 1 1 p+1
kP =nP + b k _ p+1+ Py k
kZ_; " P+1;( k )pH S 2" p+1ZJ b1k

n
Donner alors une formule pour Z k*,
k=1

Partie III. Développement limité de tan
Cette partie et la suivante sont relativement indépendantes des précédentes, mais nécessitent d’avoir compris la définition
des nombres de Bernoulli donnée dans la partie II. On pourra si besoin admettre les résultats de la question O.

R — R R* — R
Dans cette partie, on note f : six#0 et coth : ch(x) 1
P x — eX — X =
1 six=0 sh(x)  th(x)

8. a. Montrer que f est continue sur R et justifier que pour tout n € N, elle posséde un développement
limité d’ordre n au voisinage de 0, qu’on ne cherchera pas i calculer.
n

Dans la suite, on note f (x) “Exk +o(x") ce développement limité.

kl

b. Calculer le développement limité de f en 0alordre 3, et en déduire les valeurs de o, a1, a2, a3.

n—1
c. En notant que pour tout x € R, x = f(x)(e* — 1), montrer que pour tout n > 2, Z (Z)ak =0
k=0
En déduire que pour tout n € N, a,, = by,.

9. Prouver que pour tout x € R*, f(x) + g = gcoth (g) . (%)

En déduire que pour tout n > 1, byyeq = 0.

10. A laide de (%), déterminer le développement limité de coth(x) — 1 au voisinage de 0, 2 I'ordre n, pour
tout n € N.

11. Prouver que pour x # 0, th(x) = 2coth(2x) — coth(x), et en déduire que le développement limité de th
au voisinage de 0 4 I'ordre 2n, est

L4k (4k 1) b
th(X) xio kZ_; %xﬂ(—1 +0 (XZn) )

12. Justifier que pour tout n € N, tan et th admettent un développement limité d’ordre n au voisinage de 0,
que Pon notera dans la suite

n n

tan(x) = Z arxE +o(x™) et th(x) = Z cxx® + o(x™).

k=0 k=0

13. Pour tout k € N, déterminer ayj et co.
14.  a. Rappeler expression de tan” en fonction de tan et celle de th” en fonction de th.
b. En déduire les développements limités 4 'ordre 7 de tan et de th, et constater que pour k € [0, 7],

lak| = |ckl.
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c. Pour n € N, justifier que le développement limité d’ordre 2n de tan? est

n-1/( k
2 k42 2
tan“(x) = Z (Z azi+1az(k—i)+1)x 4o (x ”)-
x—0

k=0 \i=0

-1
1 1K
d. En déduire que pour tout n € N, az41 = 1 Z A2i41A2(n—1—1)+1-
i=0

e. Sur le méme principe, exprimer, pour tout n € N, c2,41 en fonction de co, c1, . . ., c2p.
f. Montrer alors que pour tout n € N, azns1 = (—1)"c2n41.

15. En déduire alors le développement limité de tan au voisinage de 0, a 'ordre 2n.

Partie IV. Valeur de la fonction { de Riemann aux entiers pairs.

Cette partie est indépendante de la précédente, et on pourra admettre si besoin le résultat de la question 9, d savoir la
nullité des byp.1.

1 1

< 1
K2 k-1 Kk

16. a. Montrer que pour tout k > 2,

= 1
b. En déduire que la suite (Z ﬁ) converge.
n>1

k=1
1
c. Montrer alors que pour tout entier p > 2, la suite ) converge.
k=1 n>1
1
On notera dans la suite {(p) cette limite : {(p) = lim —.
n—+co kP

k=1
Le but de cette partie est de calculer, pour p > 1, la valeur de {(2p).
n
17. Soit n € N* et t €]0, 1[. Calculer Z cos(2kxnt), puis déterminer une constante A € R telle que
k=1

sin((2n+ 1)7t)
vt €]0, 1], —— = 2kmt) + A.
€]0,11, > sin(at) kZ:; cos(2kzrt) +

18. Soit f: [0, 1] — R de classe 6. En utilisant une intégration par parties, montrer que

n—+co

1
lim / f(t)sin((2n+ 1)xt) dt = 0.
0

1
19. Pour (p, k) € N2, on note Lk = / Bop(t) cos(2kort) dt.
0

a. A laide d’intégrations par parties, calculer I &, pour k € N.
b. Pour tout p > 2 et tout n € N, donner une relation liant I, s et I,_q .

c. En déduire une expression de I, x en fonction de p et k.

0 sit=0out=1
20. Soit p € N*. On pose alors, pour tout ¢ € [0,1], ¢,(t) = Bo,(t) = By (0)

20 7R G a0, 1]

sin(7t)
Montrer que ¢, est continue sur [0, 1], et de classe ¢! sur [0, 1].
Pour gagner du temps, on admettra que les raisonnements ci-dessus pourraient se généraliser afin de prouver que @,

est €1 sur [0,1] tout entier.
1
21. Pour p € N* et n € N, exprimer / ¢p (1) sin((2n + 1)7t) dt en fonction de n, p et byy,.
0
22. En déduire la valeur de {(2p) en fonction de b,,. Donner notamment les valeurs de {(2) et {(4).

23. Justifier que pour tout p € N*, {(2p)r~%F € Q.
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1.b.

CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 7

» Exercice : algebre linéaire

Commengons par une remarque qui va étre fondamentale dans tout I’exercice : pour x € E,

ona
x € Ker(f — Aidg) © (f — Aidp)(x) =0 © f(x) — Ax = 0p © f(x) = Ax.

Soit x € Ker(f — 2idg) N Ker(f — pidg).
Alors on a Ax = f(x) = px si bien que (A — p)x = Op. Puisque A # g, alors x = Og.

Ainsi, \ Ker(f — Aidg) N Ker(f — pidg) = {0g}. \

Nous venons de prouver que Ker(f — Aidg) et Ker(f — pidg), qui sont deux sous-espaces
vectoriels de E, sont en somme directe.

Et donc dimKer(f - Aidg) + dimKer(f — pidg) = dim(Ker(f — 1idg) + Ker(f — pidg)).
Et puisque Ker(f — Aidg) + Ker(f — pidg) est un sous-espace vectoriel de E, sa dimension
est inférieure ou égale i celle de E, d’oui I'inégalité annoncée.

La condition donnée dans I’énoncé nous donne directement I'inclusion
Im(f - A2idg) c Ker(f — A1 idg), et donc rg(f — A2 idg) < dimKer(f - A, idg).
Par le théoréme du rang appliqué a f — A, id, il vient donc

dimE — dimKer(f — A2idg) < dimKer(f — 4 idg).
Mais I'inégalité contraire avait été établie 4 la question 1.b, si bien que
dim E = dim Ker(f — A1 idg) + dim Ker(f — A5 idg).

Couplé au fait que Ker(f — 41 idg) et Ker(f — A, idg) sont en somme directe, on en déduit
qu’il s’agit de deux sous-espaces supplémentaires dans E.

Revenons a la définition de somme directe

Soient donc x; € Ker(f — A1 idg),x2 € Ker(f — A2idg) et y € Ker(f — aidg) tels que
x1+x+y=0g (E1).

Si on applique f aux deux membres, il vient A1x1 + Aoxz + ay = 0 (Ez).

Multiplions les deux membres de (E;) par a et soustrayons ’équation ainsi obtenue 2 (E»).

1l vient alors

(M —a)x1 + (—a)x2 =0
S——— S———
eKer(f-Aidg) eKer(f-Axidg)

Puisque Ker(f — A;1idg) et Ker(f — A>idg) sont en somme directe, on en déduit que

(/11 - a)x1 = (/12 - (X)XQ = OE.
Etcomme Ay —a #0et Ay —a # 0, x; = x» = Op. Dans (E;), il ne reste plus que y = Og.

Ainsi, | la somme Ker(f — Ay idg) + Ker(f — A2 idg) + Ker(f — aidg) est directe.

On en déduit, avec les mémes arguments1 quen 1.b que
dimKer(f — Ay idg) + dimKer(f — A2 id) + dimKer(f — aidg) < dimE.

Et donc
dimE + dimKer(f — «idg) < dimE

ce qui impose? dim Ker(f — aidg) = 0, si bien que ‘ Ker(f — aidg) = {Og}. ‘

Soit x € Ker(f — A1 idg). Alors comme expliqué précédemment f(x) = A;x, si bien que
f2(x0) = f(lx) = L f(x) = A7x,

Puis f3(x) = /112f(x) = A?x, etc.

Une récurrence rapide prouverait que f(x) = A’x, et donc x € Ker(f? — A¥idp).

Ainsi, on a bien prouvé l'inclusion annoncée : Ker(f — A1idg) c Ker(f? — Af idg).
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Astuce —————
{of = 0si et seulement si
I

m f c Kerg.

— Méthode

Il n’y a pas de méthode fa-
cile pour prouver que trois
sev (ou plus) sont en somme
directe. Si on connait les di-
mensions de ces sous-espaces
on peut essayer de voir si la
somme de ces dimensions
est égale 2 la dimension de

la somme. Et faute de mieux,
on revient A la définition de
somme directe.

1 La dimension d’une somme
directe est la somme des
dimensions.

2 Une dimension est positive.
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4.b.

4.d.

1.b.

2 DEVOIR SURVEILLE 7 (SUJET PLUS DIFFICILE)

Il serait possible de sen tirer avec des arguments de dimension, mais il y a plus rapide :
soit x € Ker(f* — A7 idp).

Alors il existe x; € Ker(f — A1 1idg) et x, € Ker(f — A2 idg) tels que x = x1 + x».

Etalors f7(x) = fP(x1) + fP(x2) = Mx; + A xo.

Or fP(x) = A‘fx = /lfaq +)fo2.

Donc (A5 = A)x, = Og. Et puisque p est impair, A? # A2, si bien que x, = O, et donc
X =X1 € Ker(f - /11'1 ldE)

Par double inclusion | Ker(f — 4; idg) = Ker(f* — ¥ idg).

Si f = aidg est 'homothétie de rapport a alors f# = a?idg, et donc Ker(f? — o idg) = E.
Mais les arguments appliqués 4 f ci-dessus valent aussi pour g.

Etsi Ker(g — p2idg) # {0}, alors Ker(g? — 1 idg) # {Og}.

Et donc Ker(f? — & idg) # {0g}.

Si on avait j» # a, alors on aurait également’ /1‘5 # af. Mais comme 2 la question 1.b,
Ker(g? — b idg) et Ker(g? — a idg) = E sont en somme directe, ce qui est absurde.
Donc p = a, et Ker(g — poidg) = Ker(g? — a? idg) = E, si bien que g = aidg = f.
Notons que g vérifiant les mémes hypothéses que f, ona E = Ker(g—p1 idg) ®Ker(g—p» idg),
et puisque cette fois g n’est pas une homothétie*, aucun de ces deux sous-espaces vectoriel
n’est égal A E. Et puisqu’ils sont supplémentaires aucun n’est égal a {Og}.

Et les mémes remarques valent pour les Ker(f — A; idg).

De plus, pour i € {1,2}, Ker(g — y; idg) = Ker(g? — /,lf idg) = Ker(f? - ,uf idg).

Si py était différent 2 la fois de A; et de A», on aurait donc /Vf , /15 et /,rf deux A deux distincts.
Mais pour les mémes raisons® qu’a la question 3, en remplagant f par f?, puisque Ker(f? —
Aidg) @ Ker(f? — A0 idg) = E, nécessairement Ker(f? — p” idg) = {Og}.

Et donc Ker(g — pq idg) = Ker(gP — ,uf idg) = Ker(f? - ,uf idg) = {0g} ce qui est absurde.
Donc py € {A1, A2}. Et sur le méme principe, i € {1, A2}. Et puisque p1 < po et A1 < Ay,
onadonc Ay = py et Ax = .

Et donc
Ker(g - p1idg) = Ker(g— Ay idg) = Ker(g” - 2 idg) = Ker(f? — A idg) = Ker(f - A, idg).

Et de méme Ker(g — iz idg) = Ker(f — Az idg).

La restriction de f a Ker(f — 4 idg) est 'homothétie de rapport 4 , et de méme pour la
restriction de g a Ker(g — A1 idg) = Ker(f — 41 idg).

Sur le méme principe, les restrictions de f et g 2 Ker(f — A2 idg) sont égales 2 ’homothétie
de rapport A;.

Et donc f et g coincident sur deux sous-espaces supplémentaires de E, et donc sont égales.

» Probléme : nombres de Bernoulli

Partie I. Un premier pas vers la formule de Faulhaber
n-1
Soient P, Q deux polynomes tels que pour tout n € N*, P(n) = Z k? = Q(n).
k=1
Alors en particulier le polyndéme P — Q s’annule en tous les éléments de N*, et donc est le
polynéme nul, si bien que P = Q.
Donc il existe bien au plus un tel polynome.
n n-1
Pour tout n € N*, on a donc P(n+1) — P(n) = Z kP — ka =nP.
k=1 k=1
Et donc le polynéme P(X + 1) — P(X) — X? s’annule une infinité de fois, et donc est le
polynéme nul, si bien que P(X + 1) — P(X) = X*.

n-1 n-1
Pour tout n € N*, on a Z kP = Z (P(k +1) — P(k)) = P(n) — P(0).
k=1 k=1

L’endomorphisme A
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3 Encore une fois, c’est de
Iinjectivité de la fonction
puissance p, liée  I'imparité
de p

4 Sinon le méme raisonne-
ment qu’a la question pré-
cédente en inversant f et g

prouverait que f est aussi une
homothétie.

5 .
De sommes directes.

On a déja dit que pour x €
Ker(f — A1idg), f(x) = A1 x.

Somme télescopique.

M. VIENNEY



2.b.

2.d.

CORRECTION

Déja on a A(X") = A(1) = 0 qui est de degré —co.
Etsin > 1, alors

n n—-1
AX™) = (X+ )" =X =) (Z)Xk ~Xp= (Z)Xk.

k=0
Puisque ( " 1) =n#0, A(X") est donc de degré n — 1.
n—

Si P € R[X] est un polynéme constant, alors A(P) = 0 est de degré —oo.
P

»
EtsiP = Z arX* est un polynéme de degré p > 0, alors A(P) = Z arA(X*) est une

k= k=1
somme de polynémes de degrés deux a deux distincts, donc de méme degré que le terme
de plus haut degré, qui est a,A(X?), de degré® p — 1.
Et donc deg A(P) = « S? deg O.

degP -1 sinon

Soit n € N. Alors la famille (A(X), A(X?),..., A(X™)) est une famille de polynomes de
degrés deux a deux distincts, tous de degré inférieur ou égal a n.
C’est donc une famille libre de R,,[X], de cardinal n+ 1 = dim R,,[X], donc c’est une base
de R, [X].

Et puisque ce sont des polynémes de Im A, on en déduit que |R,[X] € ImA.

D’aprés la question précédente, Im A contient tous les R, [X], et donc contient R[X] tout

entier, si bien que | Im A = R[X].

Et puisque nous avons prouvé a la question 2.a que deg(A(P)) = —c0 & degP =0, on a

1
Notons que F€ est le noyau de la forme linéaire non nulle ¢ : P / P(t) dt, et donc est
0

un hyperplan de R[X].
De plus il est clair que le polyndme constant égal 3 1 n’est pas dans €, si bien que

R[X] = # & Vect(1) =

Nous savons déjé que A est surjective.

Donc si Q € R[X], il existe P € R[X] tel que Q = A(P).

Mais ce P s’écrit alors de maniére unique P = Py + A, avec Py € # et A € R.

Et alors Q = A(P) = A(Py) + A(A) = A(Py), si bien que Q posséde au moins un antécédent
dans €.

Enfin, Az est injective puisque Ker(Az) = Ker(A) N # = Ro[X] N # = {0}.

Partie II. Polyndme et nombres de Bernoulli, formule de Faulhaber

Soit p € N* et P € R[X]. On a alors A(P) = X? & A(P) = A(Py) & A(P—P,) =0.
C’est le cas si et seulement si P — P, € Ker A = Ro[X].

Donc si et seulement si il existe A € R tel que P — P, = A.

Notons f 'endomorphisme de R[X] qui 2 P associe P’ (de sorte que A = fize).
Alors f partage certaines propriétés avec A, et notamment le fait que deg(f(P)) = deg P’ =
—00 si degP <0
deg(P) -1 sinon '
Donc le méme raisonnement qu’aux questions 2.b et 2.c prouve que Im(f) = R[X] et
Ker f = Ro[X].

Et alors Pargument de la question 2.e prouve de méme que D = fjy¢ est un isomorphisme.

Soit p € N*. Par définition de P,, on a P,(X + 1) — P,(X) = XP.

En dérivant cette relation, on obtient Py, (X+1)~P,,(X) = pXP~1 soit encore A(Py) = pxXPL,

/ /

Donc A (?p) = XP~1, si bien que par la question 3, il existe 1 € R tel que ?p =Py + A

MP2I Lvcie CaampoLLION 20232024

6
Car ap # 0.

En méme temps, il était déja
connu que tout polynéme
était la dérivée d’un autre po-
lynéme et qu’un polynéme
est de dérivée nulle si et seule-
ment si il est constant.

Ce qui se cache la-derriere
est le fait que A et la dériva-
tion commutent :

A(P) = A(P).
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6.a.

6.b.

6.d.

4 DEVOIR SURVEILLE 7 (SUJET PLUS DIFFICILE)

1Py (1) 1 1
Mais P,_; € €, si bien que / » dt = / Py_i1(1) dt+/ Adt = A
0 0 0

—————
=0 car Pp_1€HC

1
Par ailleurs, /0 P1’7(t) dt =Py(1) = P,(0) = P,(0+ 1) — P, (0) = A(P,)(0) =07 = 0.
P/
Et donc A = 0, si b L —p, | etainsi| P, = pP,_;.
t donc si bien que » »—1 €t ainsi
Une récurrence facile prouve alors que D?(P,) = p!Py, et donc DP*!(P,) = p!D(Py) = p!.
On en déduit que D?(P,) = pID~ (1), puis DP~' (P,) = pl(D~1)2(1),..., P, = pl(D~1)P*(1).
1

OnadoncBlzPo:X—E.

1
Ensuite, By est 'unique polynéme tel que B, = 2B; et / By(t)dt = 0.
0
Puisque B, = 2X — 1, il existe A € R tel que B = X2 - X+ A

EtalorsO—/lB(t)dt—/l(tz—t+/1) dt—1—1+/1 si bien ue/l—1
— )y 2V 3 2"h mer=e

1
Donc Bg:XZ—X+8.

1 3 X
Puis B} = 3B, = 3X? - 3X + o donc il existe € R tel que B3 = X° — §X2 5 tmet

1
1 1 1
0= [ Bs(t)dt=-—=+-
/o 3(1) 1 53T tH

X
5

. 1 3
si bien que p = 0 si bien que | B3 = X° — §X2 +

1 1
On a donc bo=1,b =—§,b2=getb320.

Nous savons déja que deg By = 0, et pour p > 1, puisque B, =pBy-1, degB, = degB,—1+1.
On en déduit que pour tout p € N, deg B, = p.

Ainsi, pour tout n € N, (Bo, By, ..., B,) est une famille de polynémes de R, [X], libre car
formée de polynomes de degrés deux a deux distincts. Etant de cardinal n+1 = dim R, [X],
c’est une base de R,,[X].

Et donc tout polynéme de degré au plus n est combinaison linéaire de (Bo, By, ..., By).
Ceci étant valable pour tout n, (By),en est génératrice de R[X], et étant libre’, c’est une

base de R[X].

1 1
Soit p > 2. Alors B,(1) — B,(0) = / B;,(t) dt = / pBp_1dt =0 puisque B,_1 € SC.
0 0

Et donc | B, (1) = B,(0).
0
0

Prouvons le résultat annoncé par récurrence sur p. Pour p=0,ona By =1= ( )boXO.
- (P

Soit p € N tel que B, = Z ( )kap_k.
= \k

Alors B’

P
=+ 1)By=(p+1) Z (i)bkxf’—k, si bien qu'il existe A, € R tel que
k=0

P —k+1
x?
Bpy1 = (p+1) Z (i)bkm +4p.
k=0

Notons tout de suite que byi1 = Bp41(0) = A,. Et donc

P
b
Bpi1=(p+1) Z (;Z)IT]:%XP%H +bpei
py

(p+1)!

P
— p+1-k
;) P -P(p—k+ )X oo
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Puisque D n’a pas méme es-
pace de départ que d’arrivée,
Iapplication DP n’est pas défi-
nie.

En revanche, ce que prouve
la question précédente, c’est
que D(Pp) est encore dans
#€ puisque Pp,_1 I'est. Donc
A(A(Pp)) est bien défini, et
ainsi de suite.

Le probléme n’est pas tout 2
fait le méme pour A~! dont
Iespace d’arrivée (F€) est
inclus dans lespace de départ,
et donc on peut bien compo-
ser A™! par elle-méme.

7 Toujours car formée de
polyndmes de degrés deux 2
deux disintcts.
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6.e.

CORRECTION

M=

pt 1 kap—k+1 p+ 1 b Xp+1 (p+1)
k p+1

- o

+

o

(p;: 1)kap+1k.

>
o

p
Donc par le principe de récurrence, pour tout p € N, = Z ( )kap k

Soit p > 1. Alors par la question 6.c Byy1(1) = Bpy1(0), soit encore

+1 +1
Z(pk )bk—bp+1 @Z(p )bk_o
k=0

Pour la réciproque, la clé va étre de noter que la relation donnée s’écrit encore, pour tout

p>1,
p-1
p+1 p+1 _ p+1
Z( k )uk+( p )u”_O@ E pHZ( )

k=0

Et le sens direct nous assure que cette relation est vérifiée pour les by.

p
I tsoit (1) ite de réels tel =1et toutp > 1 p+1 =
nversement so1 up punesme e reels esqueuo— € pOLlI' ou p/ 5

k=0

Prouvons alors par récurrence forte que ’ pour tout p € N, u, = b,,. ‘

La récurrence est évidemment initialisée pour p = 0. Soit p € N* tel que pour tout
k € [0,p—1], ux = by. Alors

1 p_1p+1 p+1
g e g e

Et donc par le principe de récurrence forte, pour tout p € N, u, = b,.

On en déduit notamment, pour p = 4, que

3

1 5 1 1 5 5 1
by == b = —= (bo +5b1 + 10bs +5b3) = —= [1 = 2+ 2| = | ——.
4 Sk:o(k)k 5 (bo +5by +10b2 + 5b3) 5( 2+3) 20
BN , . Bp+1 .. .
ouvenons nous de la maniére dont on a défini B,,1 :ona P, = ——, ce qui signifie
S del d défini B, P, 1 qui signif
B
notamment que A( Ak ) =XP,
p+1
n—1
1
Mais d’aprés la question 1.c, ceci implique que ka = meH( )— Bp+1(0)
k=1
On en déduit que
n n-1
GEDW T
k=1 k=1
1
= np+m (Bp+1(n) — Bp+1 (O))
_ p+1 pHl-k
BT Z( ) "
1 1 p+1 4
=nP + —b()nPH +— Z p+1—k
p+1 p+1 —
nP*1 1 p+
— P v p+l-k
=n +p+1 p+1(p+1) n+Z( )bn
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On reprend la formule ob-
tenue 2 la question 6.d., et
on enléve le terme constant
Bp41(0) correspondant 2
k=p+1.

M. VIENNEY



8.b.

9.

6 DEVOIR SURVEILLE 7 (SUJET PLUS DIFFICILE)

nP*l pp 1 p_1p+1 ;
- LA bpet_jn’.
p+1+2+p+1jz_:( j )P” "

On en déduit que pour tout n € N*,

5 5 5 5 2 3 30 30

1(5 1(5 1 1 6 15 10n” —
E k= n—+%+b4n+—(2)b3n2+—(3)b2n3 N S e e L
k=1

Partie III. Développement limité de tan.
Au voisinage de 0, ¥ — 1 ~ et donc f(x) ~ X _ 1, si bien que lir%f(x) = £(0), et
x— x—0 X x—

donc f est continue en 0.
Puisqu’elle est continue sur R* car quotient de deux fonctions continues, elle est continue
sur R tout entier.

De plus, pour tout n € N,

x X 1

e — 1 x—0 ntl g ntl ki '
F+o(x”+1) 1+ZT+o(x”)
k=1 " k=2

, o 1 q
Et alors en composant avec le développement limité de en 0, il vient
u

x n n+1 xk_l J
= -1y — ™).
eX —1 x>0 ;( ) (kZZ; k! ) +O(x )

Cest donc bien un développement limité de f en 0 a I'ordre n.

En particulier, 4 I'ordre 3, il vient

On a procédé au change-
ment d’indice j=p+1 - ket
utilisé la symétrie des coeffi-
cients binomiaux.

x 1 x 32 x X% K3 3 x 1 3
= — =l-S-— 4 —+———+40(x’) = |1 -+ —=x"+o0o(x).
ex—le01+£+x_+x_+0(x3) 2 6 24 4 6 8 x—0 2 12
2 6 24
On en déduit que ap =0, a1 = —%,0{2 = % et a3 = 0.

Soit n € N. Par produit de développements limités, on a

flx)(e*=1) o (Z i—];xk) (Z l_l!xi) +o(x™)

k=0 i=1

n i-1
_ % 1 i n
x:oz;(kzo k! (k—i)!)x +o(x")

Mais puisque f(x)(e* — 1) = x, par unicité du développement limité, tous les coefficients

de degré supérieur ou égal 4 2 sont nuls.
n-1

En particulier celui de degré n : Z % 0, ce qui aprés multiplication par n! nous
2 (=l
n-1 n
+1
donne ,;0 (Z)ak =0.|Donc pour n > 1, kZ:O (n ' )ak =0.

On reconnait 13, 2 un changement d’indice prés, la relation de récurrence définissant les

nombres de Bernoulli, et puisque de plus &y = 1, on a nécessairement®, | pour tout k € N, o = by.

Soit x € R*. Alors

x x  2x+x(e¥-1)

fO+3 =137 5@

MP21 Lvcie CaampoLLION 20232024

C’est tout simplement la for-
mule qui donne le coefficient
de degré i d’un produit de
polyndmes. On notera que
la somme sarréte 2 i — 1 et
pasaicar e® — 1 n’apasde
terme de degré 0 (ou plutdt
que celui-ci est nul).

Cest généralement cette
définition qui est donnée
des nombres de Bernoulli :
les by tels que bn—’!‘ soit le
coeficient de degré n du
DL, (0) de #.

M. VIENNEY



CORRECTION

_oxe"+x  xe*+1 _xe"/2 e¥/2 4 e=x/2

- 2(eX - 1) T oex—1 2 ex/2 x/2 _ p=x/2
2ch (%

X (2) =| Zcoth (E)

225h(§) 2 2

Puisque coth est impaire9 et que x — x est également impaire, x — f(x) + 3 est paire.
Et par conséquent, les coefhicients de degré impair de son développement limité & 'ordre n
sont nuls.

Mais les coefhcients de son développement limité sont alors ceux de f, 2 lexception de
celui de degré 1, auquel on a ajouté 3.

Et donc pour n > 1, % = 0 si bien que

10.  Onadonc, pour x # 0, f(2x) + x = xcoth(x), et donc pour n > 2,

1 f(2x) 155 by

Ox
x— =

coth(x) - (2 Yr1l+o(x") - =

n+l Sk
2kp
= E —kxk_1+0(x").
k!

k=2

11.  Soit x # 0. Alors

X pe2X X pemX 22X 4 De2x e +e¥
2coth(2x) — coth(x) = - = -
e 2 _g72x X — X  (eXteX)(eX—e¥) eX—eX
2e% + 272 — (¢X + e7¥)?

(eX + e X)(eX —e™X)

(e e
= e e e~ erew 00

On en déduit alors que

th(x) = 2coth(2x) — coth(x) = 2 (coth(Zx) - %) - (coth(x) - %)

= ZZbkz (2x )k 1 Zbkz xk= 1+o(x2”)

5 !

x—0 ) k!

=2 n

0 ;4 2R Z (2k)'x T o)
N b2k22k (22k_1) 2k-1 2n

xZO;—(Zk)! x +o(x").

12, Ces deux fonctions sont € sur un voisinage de 0, donc par la formule de Taylor-Young,
admettent un développement limité de tout ordre au voisinage de 0.

13.  Puisque tan et th sont impaires, les coefhicients de degré pair de leur développement limité

en O sont nuls : ‘ pour tout k € N, as = ¢ = 0. ‘

14.2. Onaltan’ =1 +tan?|et|th’ =1 —th?.

14.b.  Cest du grand classique!®, on a

tan’ (x) = 1+tan’(x) =, 1+(x+azx>+asx®)?+o0(x%) =, 1+x2+2a3x4+(a§+2a5)x6+o(x6).
x> x—

Donc par intégration de développement limité, il vient

3

x> 2 2+ 2a;

x+a3x° +asx’ +azx’ +o(x’) = tan(x) = tan(0) + — + —a3x’ + 3— 7+ o(x7).
x—0 x—0 3 5 7

MP2I Lvcie CaampoLLION 2023-2024

9 Car quotient d’une fonc-
tion paire par une fonction
impaire.

Le +1 compense 2b1, et de
méme b()% compense le —%.
C’est une bonne nouvelle si
on veut vraiment obtenir un
développement limité (qui
posséde toujours une limite
finie en 0).

Les bogyq sont nuls (sauf by),
donc on ne garde que les
termes de degré impair.

10 Ay moins pour la tan-
gente.

On a utilisé le fait qu’on
connait déja le terme d degré
1, ce qui n’est pas une obliga—
tion.

M. VIENNEY



14.c.

14.d.

14.e.

8 DEVOIR SURVEILLE 7 (SUJET PLUS DIFFICILE)

_1
az = 3
Par unicité du développement limité, ona donc { as = %as etdoncas = —, a7y =
a%+2a5 15
a7 = ——

Sur le méme principe, on a

th’ (x) S 1—(x+c3x° +5x°)° + 0(x%) S 1—x?=2c3x* - (c% +2¢5)x% + 0(x%).

—

Et donc par intégration, puis unicité du développement limité, on obtient

th(x) = x- i + ixS - —x" +o(x")
x—0 3 15 315 ’
2n
Notons P(x) = Z arx* la partie réguliére du DL,,[0) de tan.
k=0
Alors tan?(x) = P(x)? + o(x™).
x—

4n  k
Mais par produit de polyndmes, P(x)* = Z Z a;ap_ix".

k=0 i=0

Or pour k impair et 0 < i < k, i et k — i sont de parités opposées, donc 'un des deux réels

a; et ai_; est nul. Donc

2n 2k 2n 2k

P(x)* = Z Z aiaze_ix* = Z Z aaze—ix**
k=0 =0 k=0 iif::air
2n k-1 2n k-1

2k 2k
= A2j+1A2k—(2j+1) X" = Z Z a2j+142(k-j)-1X
k=0 j k=1 j=0

Il
[}

Si on revient au développement limité d’ordre 2n, tous les termes de degré supérieur 4 2n

peuvent passer dans le o(x>") et il reste

n k-1 n-1 k
2 2% 2 2k42 2
tan“(x) = E E a2i+12(k—i)11 X~ +o(x™) = @i+1a2(k—j)1X" - +0(x"n).
x—0 . x—0 3
k=1 =0 k=0 =0

Par intégration du développement limité de tan” = 1 + tan?, on a donc

n-1( k 5 2k+3 -_
tan(x) = t9~Il(0)+z Za2i+1a2(k—i)+1 m+o(x nt )
x—0 | = 5 +
-0

i=

n

Mais puisque par ailleurs, tan(x) = Z azps1 X 10 (x2”+1), par unicité du développe-
X—

k=1
ment limité de tan,

1 n-1

= m ZZ(): A2i+142(n—1-i)+1-

A2n+1

n-1( k

. . 2
Sur le méme principe, on a th™(x) =, Z Z 204102 (k—1)+1 x> 4o (x2”) et donc en
X

k=0 \i=0
. 2 4 .
intégrant th" =1 —th”, il vient

n-1/ k 243
th(x) iO th(O) - Z Z C2i+162(k_,~)+1m +0 (x2"+2)
Tl —— k=0 \i=0
=0
1 n—1
et donc par unicité du développement limité, c2p41 = — T Z C2i41C2(n—1-1)+1-
i=0

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024

Encore une fois, pour i pair

ai:O.

M. VIENNEY



14.£.

15.

16.a.

16.b.

16.c.

17.

CORRECTION

Procédons par récurrence forte sur n, en notant que a; = 1 = ¢, ce qui initialise la
récurrence.
Supposons donc que Vk € [0, n], azk+1 = (=1)¥cax41. Alors

1
aA2n+3 = m iz(; A2i+1A2(n-i)+1

LY '
= (=D'c2ir1 (=1)""ea(n-i)41
2n+3 Py

(=D O
2n+3 pary

= —(=1)"cans3 = (=1)"caps3.

C2i+1C2(n-i)+1

Donc par le principe de récurrence forte, ‘ pour tout n € N, azpe1 = (=1)"cop41. ‘

On en déduit donc que le développement limité de tan au voisinage de zéro est donné par

tan(x) Z( D eopsrx® 1+o(x2") = Z( 1)kb2k (2k)' Y P +0(x2").

Partie IV. Valeur de la fonction { aux entiers paits.

Soit k > 2. Alors 1 1 _k=(k=1) _ 1 >l

k-1 k  k(k=1 —k(k-1) " k2

51
Notons u,, = Z @

1

Alors pour tout n > 1, U,y — —_—
P mel = lin (n+1)2

> 0, si bien que (uy)n>1 est croissante.

De plus, pour tout n € N,

1
_1+Zk2 \1+Z(———)<1+1—;<2—
Et donc (u,) est majorée, et donc par le théoréme de la limite monotone,

Soit p > 2. Pour tout n > 1, posons v, = Z R . Alors comme 2 la question précédente,
k=1

< 2.

S|

(vn) est croissante, et pour tout n € N, v, < Z 2 S < 2.

Donc (vy,) est croissante et majorée, et donc converge.

C’est assez classique!! : pour tout ¢ €]0, 1[,

n

Z cos(2knt) = i Re (ezjk’”) =Re

k=1 k=1

n

Z eZiknt

k=1

n

=Re

)

Puisque t €]0, 1[, e** # 1, et donc nous reconnaissons la somme des termes d’une suite
géométrique de raison différente de 1,

k=1

Zn] (eZiirt)k 2mt 1- eant
por 1 - eth
2 eiﬂnt e—iﬂnt _ einnt
—_ it
- eitt  —imt _ pimt
_ ein(n+1)t 21 Sln(ﬂ'nt)
2isin(st)
i t
_ (cos(r(n+1)t) + isin(r(n + 1)p)) Sl
sin(st)
MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024

Cest I'hypothése de récur-
rence, qui s'applique bien
puisque 2 la fois i et n — i sont

dans [0, n].

1 Mais tout de méme pé-

nible...

M. VIENNEY



10 DEVOIR SURVEILLE 7 (SUJET PLUS DIFFICILE)

n

sin(znt)
Etd 2krt) = + 1)) ———.
onc ;cos( nt) = cos(z(n+ 1)t) Sn(ar)
1 .
Reste a noter que cos((n + 1)t)sin(nt) = > (sin((2n + 1)zt) —sin(xrt))  si bien que cos(a) sin(b) =
1
n in((2n + 1t 1 = (sin(a+b) +sin(b - a))
Z cos(2krxt) = M - = 2
= 2sin(rt) 2
Et donc A = § convient.
18.  Par intégration par partleslz, on a pour tout n € N, 12 B¢ est notamment 1a
qu’on a besoin de f de classe
¢l

/1f(t) Sin((2n+ 1)) d = [—f(t) cos((2n + 1)7rt)] / £/ (t) cos((2n + 1) xt) d
0

Cn+ )z 2n+1

On a donc, par inégalité triangulaire,

ICOS(nﬂ)I |f(0)|
2n+1 2n+1 2n+1

'/1f(t) sin((2n + 1)) dt| < |f(1)] ‘/ ' (t) cos((2n + 1) xt) dt|.
0

Mais par inégalité triangulaire pour les intégrales,

1 1
</0 |f’(t)cos((2n+1)7rt)|dt</0 Lf ()| dt.

1
’/ f'(t) cos((2n + 1)xt) dt
0

Puisque f” est continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée, et donc il existe M € R tel
que pour tout ¢ € [0, 1], |f' ()] < M.
1
< / Mdt <M
0

1
/ ' (t) cos((2n + 1) t) dt
0
LF(D] . 1f(0)] . 1

on+l 2n+1  2n+1

Et donc

Et ainsi,

1
‘/ f(t)sin((2n + 1)xt) dt| <
0

Ce résultat, parfois ap-

pelé lemme de Riemann-
Lebesgue reste vrai si f est
seulement continue, mais il
faut alors adapter la preuve,
les arguments donnés ici ne
sont plus recevables.

1
si bien que par le théoréme des gendarmes, hT / f()sin((2n+1)xt) dt =
n—+oo 0

1
19.2. Rappelons que B, = X? — X + 5 Ainsi,

1
L= /0 (t2 —t+ %) cos(2krt) dt
[Bz( )sm(2k7rt) / 21 - s1n(2k7r) it

1 .
= —E L (2t - 1) sm(2k7rt) dt

1 B cos(2km‘) cos(ka‘)
e -0 - [
1

C 2km
B cos(Zkﬂt)
K2 /o o

1 [sinkan]t [ 1
 2k272 2k272 |, | 2k2x%

. . . . ,
19.b. Soit p > 2 et n € N. Alors une intégration par parties, en se souvenant que B2p =2pBap1

nous donne
1
Lk = / Bop(t) cos(2kmnt) dt
0

_ [sz( )s1n(2kmf)] / 2pBay (rt) K] s1n(2k7rt)

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024 M. VIENNEY



CORRECTION 11

1
__Pr -
= kn_/ol Bap-1(t) sin(2kxt) dt

_ P cos(2kt) P B / cos(2k7rt)
= in [BZp_l(t)—Zkﬁ . (2p 1) Bop- 2(t)———=dt
P p2p-1) 2p(2p - 1)
= S22 (B2p-1(1) = B2p-1(0)) _Wlp—l,k =2 -k
=0
On en déduit que L = _4k2 —>— Ik puis
I __6><51 _ 6X5%x4x3
T T2 R T T (k2
et une récurrence facile prouve que pour p > 1
2 (4k2 2)p 1 22p—1k2p—2ﬂ.2p—2 2k2 2 4pk2pﬂ2p'
20. Commengons par noter que ¢, est 6! sur ]0, 1[ car quotient de fonctions qui le sont. On
a alors
2p-1 2P 2p-2
Boy(t) — B2p(0) = ; (k)b 2K = by 1t + Z ( ) 2Pk

et puisque by, 1 = 0, By (t) — B2, (0) =, o(1).
t—
Comme par ailleurs, sin(rt) ~, b lir% @p (1) =0 =¢,(0).
el ad

Donc | ¢, est continue en 0. ‘

Par ailleurs, rappelons que, avec les notations de la partie II,
A(Bap) = (2p)A(Prp-1) = 2pX?*P~1, donc Bop(X + 1) = 2pX*P~1 + By (X).
En particulier, By, (x) = 2p(x — 1)%*~! + By, (x — 1), si bien que lorsque x — 1,

Bap(x) = Bap(0) = 2p(x = D¥ " 4 By (x = 1) = Byp (0) = o(x=1).

Mais sin(zx) = sin(7(x — 1) + 1) = —sin(z(x - 1)) ~ —(x — 1), et donc ¢, (x) — 0.
x— s
t) — 0 By, (t) — By, (0
De méme, on a q’p( ) 4’1)( ) _ 2p( ) 2p( )’
t tsin(7t)
On aurait méme directement
2p 2 2 un équivalent si on savait
BZP(t) - ng(O) tio ( 2 )bzp_gt +o(t7). que bzp—2 # 0, mais nous ne
l'avons pas prouvé (bien que
t 20 —1 ce soit vrai).
et donc (pp—() p szp,z, si bien que ¢, est dérivable en 0, avec ¢’(0) = )
t— V1
pCp-1),
- _ U2p-2.
T

On a alors, pour ¢ €]0, 1[,
Bép(t) sin(zt) — (Bap(t) — B2y (0)) 7 cos(rt)

?p(t) = sin (t)
_ 2pBayoi () sin(t) — (Bay (1) — Bap(0)) 7 cos(irt)
N sin?(xt)

Mais Zszp_l(t) sin(st) =0 2p(2p - 1)b2p_27'[t2 + O(IZ).
t—
_ _ _ 2 2 e .
Et Bay (1) — B2, (0) tlop(ZP 1)bop-2t> + 0(t%), si bien que Avec e théordme de pro-
longement 6! (pas au pro-

2P(2P - 1)b2p—27'l't2 - P(ZP = 1)l72p—27”‘2 + O(tz) gramme de ce DS), on peut

(Pp(t) 2o Sinz(ﬂt) se contenter de calculer 1:/1
limite de ¢, et celle de ¢}, et
p(2p - 1)b2p,2t2 p(2p-1) , éviter celle du taux d’accrois-
oo o B e =0 e

Donc ¢’ est continue en 0, si bien que ¢, est ¢! sur [0, 1].

MP2I Lvcie CaampoLLION 2023-2024 M. VIENNEY
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DEVOIR SURVEILLE 7 (SUJET PLUS DIFFICILE)

21. Ona, pour tout t €]0, 1],
sin((2n + 1)1)
2sin(st)

Z cos(2kmt) + 1

k=1

0p()sin((2n+ 1)1) = (Bay (1) — Bay(0)2

= (B2p(t) — B2, (0)) (2

|

et les deux membres de I'égalité étant continus, cette relation vaut encore pour t = 0 et
t=1.

Donc par linéarité de I'intégrale,
1 n 1 1
/ @p(t)sin((2n+ 1)t) dt = 22/ (Bap(t) — B2p(0)) cos(2knt) dt +/ (B2p(t) = B2p(0)) dt
0 = Jo 0

n n 1 1
:2;1p,k—2b2,,; /O cos(2krt) dt + /O B, (t) dt —by,

———
=0

_=0Pep)! <y

= 22[7*177;2[7 £ kzp —P2p..

1
Mais par ailleurs, par la question 18, lil}:l / @p(t)sin((2n + 1)xt) dt = 0, si bien que
n—+oo O

1
Do b

k=1

(=DP~'(2p)!

0= lim T2

n—+oo

(=D~ 1 (2p)!

(=1)P~ by, 2P 2%~ 1
22p—1”2p

(2p)!

et donc

{(2p) — byp =0, si bien que {(2p) =

En particulier pour p =1, {(2) = bgﬂ'Z% = et pour p = 2,

90

2p-1

2
22. Il s’agit de remarquer que {(2p)n~ % = (—1)P‘1b2p(2—p)|, et une récurrence forte en utili-

1
1
sant la relation b, = (p -I'c- )bk prouve que tous les nombres de Bernoulli sont

rationnels.

. A » 1 kodt .
Commentaires : on pourrait prouver, en utilisant — < — que {(p) — 1,si bien que
k-1 tP po+oo
(2p)!

—_1)p-1
1) 2p02p-1’

b
2p p—r+oo

Jactorielles.
La méthode ne s'adapte pas™ au calcul de {(2p +1).

Diailleurs on sait trés peu de choses au sujet de ces nombres, si ce n’est que {(3) est irrationnel
(résultat prouvé par ApEry en 1978).

1l a été prouvé par exemple que Pun des réels {(5), {(7),{(9), {(11) est irrationnel, mais on ne
sait pas lequel..

et méme utiliser la formule de Stirling pour un équivalent sans

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024

1
/ cos(2kmt) dt = 0.
0

13 g, je vous laisse chercher
otl ¢a coince.

M. VIENNEY
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